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Složitost algoritmů

Orientačńı typické hodnoty velikosti vstupu n, pro které algoritmus
s danou časovou složitost́ı ještě věťsinou zvládne na

”
běžném PC“ spoč́ıtat

výsledek ve zlomku sekundy nebo maximálně v řádu sekund.

(Záviśı to samožrejmě výrazně na konkrétńıch detailech. Nav́ıc se zde
p̌redpokládá, že v asymptotické notaci nejsou skryty nějaké velké
konstanty.)

O(n) O(n log n) O(n2) O(n3)
1 000 000 – 100 000 000 100 000 – 1 000 000 1000 – 10 000 100 – 1000

2
O(n)

O(n!)
20 – 30 10 – 15
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Složitost algoritmů

Při použ́ıváńı asymptotických odhadů časové složitosti algoritmů bychom
si měli být vědomi některých úskaĺı:

Asyptotické odhady se týkaj́ı pouze toho, jak roste čas s rostoućı
velikost́ı vstupu.

Něŕıkaj́ı nic o konkrétńı době výpočtu. V asymptotické notaci mohou
být skryty velké konstanty.

Algoritmus, který má lepš́ı asymptotickou časovou složitost než
nějaký jiný algoritmus, může být ve skutečnosti rychleǰśı až pro nějaké
hodně velké vstupy.

Věťsinou analyzujeme složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě. Pro některé
algoritmy může být doba výpočtu v nejhořśım p̌ŕıpadě mnohem věťśı
než doba výpočtu na

”
typických“ instanćıch.
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Složitost algoritmů

Můžeme si to ilustrovat na algoritmech pro ťŕıděńı.

Algoritmus Nejhořśı p̌ŕıpad Pr̊uměrný p̌ŕıpad

Bubblesort Θ(n2) Θ(n2)
Heapsort Θ(n log n) Θ(n log n)
Quicksort Θ(n2) Θ(n log n)

Quicksort má hořśı asymptotickou složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě než
Heapsort, stejnou asymptotickou složitost v pr̊uměrném p̌ŕıpadě a
p̌resto je v praxi nejrychleǰśı.
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Složitost algoritmů

Polynom — funkce tvaru

akn
k
+ ak−1n

k−1
+ ⋯ + a2n

2
+ a1n + a0

kde a0, a1, . . . , ak jsou konstanty.

Př́ıklady polynomů:

4n
3
− 2n

2
+ 8n + 13 2n + 1 n

100

Funkce f je polynomiálńı, jestliže je shora omezena nějakým polynomem,
tj. jestliže existuje nějaká konstanta k taková, že f ∈ O(nk).
Polynomiálńı jsou nap̌ŕıklad funkce, které paťŕı do následuj́ıćıch ťŕıd:

O(n) O(n log n) O(n2) O(n5) O(√n) O(n100)
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Složitost algoritmů

Funkce jako 2
n
nebo n! polynomiálńı nejsou — pro libovolně velkou

konstantu k plat́ı

2
n
∈ Ω(nk) n! ∈ Ω(nk)

Polynomiálńı algoritmus — algoritmus, jehož časová složitost je
polynomiálńı (tj. shora omezená nějakým polynomem)

Zhruba se dá ř́ıct, že:

polynomiálńı algoritmy jsou efektivńı algoritmy, které se daj́ı prakticky
použ́ıt i pro relativně velké vstupy

algoritmy, které polynomiálńı nejsou, se daj́ı použ́ıt jen pro poměrně
malé vstupy
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Složitost algoritmů

Rozděleńı na polynomiálńı a nepolynomiálńı algoritmy je velmi hrubé —
nelze kategoricky tvrdit, že polynomiálńı algoritmy jsou vždy prakticky
použitelné a nepolynomiálńı naopak nikdy nejsou:

algoritmus se složitost́ı Θ(n100) pravděpodobně p̌ŕılǐs prakticky
použitelný nebude,

některé algoritmy, které nejsou polynomiálńı, mohou fungovat
efektivně pro velkou část vstupů, a složitost věťśı než polynomiálńı
maj́ı jen kv̊uli některým problematickým vstupům, na kterých může
výpočet trvat velmi dlouhou dobu.

Poznámka: Polynomiálńı algoritmy, kde by konstanta v exponentu bylo
nějaké velké č́ıslo (nap̌r. algoritmy se složitost́ı Θ(n100)), se p̌ri řešeńı
běžných algoritmických problémů prakticky nevyskytuj́ı.
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Složitost algoritmů

Pro věťsinu běžných algoritmických problémů nastává jedna ze ťŕı
možnost́ı:

Je znám polynomiálńı algoritmus se složitost́ı O(nk), kde k je nějaké
velmi malé č́ıslo (nap̌r. 5 a častěji ťreba 3 a méně).

Neńı znám žádný polynomiálńı algoritmus a nejlepš́ı známé algoritmy

maj́ı složitosti jako ťreba 2
Θ(n)

, Θ(n!) nebo nějaké ještě věťśı.

V některých p̌ŕıpadech může být znám i důkaz, že pro daný problém
žádný polynomiálńı algoritmus neexistuje (tj. nedá se vytvǒrit).

Neńı znám žádný algoritmus, který řeš́ı daný problém (a p̌ŕıpadně je i
dokázáno, že žádný takový algoritmus neexistuje).
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Složitost algoritmů

Typický p̌ŕıklad polynomiálńıho algoritmu — násobeńı matic s časovou
složitost́ı Θ(n3) a pamět’ovou složitost́ı Θ(n2):
Algoritmus: Násobeńı matic

Matrix-Mult (A,B ,C , n):
for i ∶= 1 to n do

for j ∶= 1 to n do

x ∶= 0
for k ∶= 1 to n do

x ∶= x + A[i][k] ∗ B[k][j]
C[i][j] ∶= x
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Složitost algoritmů

Při hrubé analýze složitosti často stač́ı spoč́ıtat počet do sebe
vnǒrených smyček — a tento počet pak udává stupeň polynomu

Př́ıklad: Tři vnǒrené cykly p̌ri násobeńı matic — časová složitost
algoritmu je O(n3).

Pokud neprob́ıhaj́ı všechny smyčky nap̌r. od 0 do n, ale počet
pr̊uchodů vniťrńımi smyčkami se p̌ri r̊uzných iteraćıch vněǰśı smyčky
měńı, podrobněǰśı analýza může být komplikovaněǰśı.

Věťsinou to pak vede na poč́ıtáńı součt̊u r̊uzných typů č́ıselných řad
(nap̌r. aritmetické, geometrické, apod.).

Často dá taková podrobněǰśı analýza podobný výsledek jako hrubá
analýza, mnohdy však může být složitost zjǐstěná touto podrobněǰśı
analýzou podstatně nižš́ı než by vyplývalo z hrubého odhadu.
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Aritmetická posloupnost

Aritmetická posloupnost — č́ıselná řada a0, a1, . . . , an−1, kde

ai = a0 + i ⋅ d ,

kde d je nějaká konstanta nezávistlá na i .

V aritmetické posloupnosti tedy pro všechna i plat́ı ai+1 = ai + d .

Př́ıklad: Aritmetická posloupnost, kde a0 = 1, d = 1 a n = 100:

1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . , 96, 97, 98, 99, 100

Součet aritmetické posloupnosti:

n−1

∑
i=0

ai = a0 + a1 +⋯+ an−1 =
1

2
n (a0 + an−1)
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Aritmetická posloupnost

Př́ıklad:

1 + 2 +⋯+ n =
1

2
n(n + 1) =

1

2
n
2
+

1

2
n = Θ(n2)

Konkrétně nap̌ŕıklad pro n = 100 je

1 + 2 +⋯+ 100 = 50 ⋅ 101 = 5050.
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Aritmetická posloupnost

Důkaz: Označme

s =

n−1

∑
i=0

ai = a0 + a1 +⋯+ an−1

2s = s + s

= (a0 + a1 +⋯+ an−1) + (a0 + a1 +⋯+ an−1)
= (a0 + a1 +⋯+ an−1) + (an−1 + an−2 +⋯+ a0)
= (a0 + an−1) + (a1 + an−2) +⋯+ (an−1 + a0)
= ((a0 + 0⋅d) + (a0 + (n − 1)⋅d)) + ((a0 + 1⋅d) + (a0 + (n − 2)⋅d))+

⋯ + ((a0 + (n − 1)⋅d) + (a0 + 0⋅d))
= n ⋅ (a0 + a0 + (n − 1)⋅d)
= n ⋅ (a0 + an−1)
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Aritmetická posloupnost

Př́ıklad: s = 1 + 2 + 3 +⋯+ 99 + 100

2s = s + s

= (1 + 2 +⋯+ 100) + (1 + 2 +⋯+ 100)
= (1 + 2 +⋯+ 100) + (100 + 99 +⋯+ 1)
= (1 + 100) + (2 + 99) + (3 + 98) +⋯+ (99 + 2) + (100 + 1)
= 100 ⋅ (1 + 100) = 10100

Takže

s =
1

2
⋅ 10100 = 5050
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Geometrická posloupnost

Geometrická posloupnost — č́ıselná řada a0, a1, . . . , an, kde

ai = a0 ⋅ q
i
,

kde q je nějaká konstanta nezávistlá na i .

V geometrické posloupnosti tedy pro všechna i plat́ı ai+1 = ai ⋅ q.

Př́ıklad: Geometrická posloupnost, kde a0 = 1, q = 2 a n = 14:

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384

Součet geometrické posloupnosti (kde q ≠ 1):

n

∑
i=0

ai = a0 + a1 +⋯+ an = a0
q
n+1

− 1

q − 1
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Geometrická posloupnost

Př́ıklad:

1 + q + q
2
+⋯+ q

n
=

q
n+1

− 1

q − 1

Speciálně pro q = 2:

1 + 2
1
+ 2

2
+ 2

3
+⋯+ 2

n
=

2
n+1

− 1

2 − 1
= 2 ⋅ 2

n
− 1 = Θ(2n)
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Geometrická posloupnost

Důkaz: Označme

s =

n

∑
i=0

ai = a0 + a1 +⋯+ an

s = a0 ⋅ q
0
+ a0 ⋅ q

1
+⋯+ a0 ⋅ q

n

s ⋅ q = (a0 ⋅ q0 + a0 ⋅ q
1
+⋯+ a0 ⋅ q

n) ⋅ q
= a0 ⋅ q

1
+ a0 ⋅ q

2
+⋯+ a0 ⋅ q

n+1

s ⋅ q − s = a0 ⋅ q
n+1

− a0 ⋅ q
0

s ⋅ (q − 1) = a0 ⋅ (qn+1 − 1)
s = a0 ⋅

q
n+1

− 1

q − 1
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Složitost algoritmů

Exponenciálńı funkce: funkce tvaru c
n
, kde c je konstanta —

nap̌r. funkce 2
n

Logaritmus — inverzńı funkce k exponenciálńı funkci: pro dané n je

logc n

taková hodnota x , že c
x
= n.
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Složitost algoritmů

n 2
n

0 1
1 2
2 4
3 8
4 16
5 32
6 64
7 128
8 256
9 512
10 1024
11 2048
12 4096
13 8192
14 16384
15 32768
16 65536
17 131072
18 262144
19 524288
20 1048576

n ⌈log2 n⌉
0 —
1 0
2 1
3 2
4 2
5 3
6 3
7 3
8 3
9 4
10 4
11 4
12 4
13 4
14 4
15 4
16 4
17 5
18 5
19 5
20 5

n log2 n
1 0
2 1
4 2
8 3
16 4
32 5
64 6
128 7
256 8
512 9
1024 10
2048 11
4096 12
8192 13
16384 14
32768 15
65536 16
131072 17
262144 18
524288 19
1048576 20
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Složitost algoritmů

Př́ıklady toho, kde se p̌ri analýze algoritmů objevuj́ı exponenciálńı funkce
a logaritmy:

Nějaká hodnota se opakovaně zmenšuje na polovinu nebo naopak
zdvojnásobuje.

Nap̌ŕıklad u binárńıho vyhledáváńı (metodou půleńı intervalu) se
s každou iteraćı cyklu zmenšuje velikost intervalu na polovinu.

Předpokládejme, že pole má velikost n.

Jaká je minimálńı velikost pole n, p̌ri které se provede alespoň
k iteraćı?

Odpověd’: 2
k

Plat́ı tedy k = log2(n). Časová složitost algoritmu je pak Θ(log n).
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Složitost algoritmů

Pomoćı n bit̊u je možno reprezentovat č́ısla od 0 do 2
n
− 1.

Minimálńı počet bit̊u poťrebných pro uložeńı p̌rirozeného č́ısla x

reprezentovaného binárně je

⌈log2(x + 1)⌉.
Dokonale vyvážený binárńı strom o výšce h má 2

h+1
− 1 vrchol̊u,

z čehož 2
h
jsou listy.

Dokonale vyvážený binárńı strom o n vrcholech má výšku zhruba
log2 n.

Ilustračńı p̌ŕıklad: Kdybychom nakreslili vyvážený strom
o n = 1 000 000 vrcholech tak, aby sousedńı vrcholy byly vzdáleny
o 1 cm a výška každé vrstvy byla také 1 cm, měl by tento strom na
š́ı̌rku 10 km a na výšku zhruba 20 cm.
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Složitost algoritmů

Dokonale vyvážený binárńı strom výšky h:

h
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Složitost algoritmů

Dokonale vyvážený binárńı strom výšky h:

h

2
0

2
1

2
2

2
3

2
4
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Složitost algoritmů

Efektivńı uložeńı úplného binárńıho stromu v poli:

64

2

5 7

3

1

9 108 11 12 13 14 15

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 21. dubna 2024 23 / 73



Složitost algoritmů

Efektivńı uložeńı úplného binárńıho stromu v poli:

64

2

5 7

3

1

9 108 11 12 13 14 15

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Potomci vrcholu s indexem i maj́ı indexy 2i a 2i + 1.
Rodič vrcholu s indexem i má index ⌊i/2⌋.
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Složitost algoritmů

Halda (heap) — úplný binárńı strom uložený v poli A výše uvedeným
způsobem, kde nav́ıc pro každé i = 1, 2, . . . , n plat́ı:

pokud 2i ≤ n, pak A[i] ≤ A[2i]
pokud 2i + 1 ≤ n, pak A[i] ≤ A[2i + 1]

Př́ıklady využit́ı haldy:

ťŕıd́ıćı algoritmus HeapSort

efektivńı implementace prioritńı fronty — umožňuje provádět věťsinu
operaćı na této frontě s časovou složitost́ı v O(log n), kde n je počet
prvk̊u ve frontě
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Složitost algoritmů

Algoritmus: Vytvǒreńı haldy z neseťŕıděného pole

Create-Heap (A, n):
i ∶= ⌊n/2⌋
while i ≥ 1 do

j ∶= i

x ∶= A[j]
while 2 ∗ j ≤ n do

k ∶= 2 ∗ j

if k + 1 ≤ n and A[k + 1] < A[k] then

k ∶= k + 1

if x ≤ A[k] then break

A[j] ∶= A[k]
j ∶= k

A[j] ∶= x

i ∶= i − 1
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Složitost algoritmů

Časová složitost algoritmu Create-Heap:

Rychlou a hrubou analýzou lehce zjist́ıme, že tato složitost je
v O(n log n) a v Ω(n):

Vněǰśı cyklus se provede vždy ⌊n/2⌋ krát — počet pr̊uchodů je tedy
v Θ(n).
Počet pr̊uchodů vniťrńım cyklem v rámci jedné iterace vněǰśıho cyklu je
očividně v O(log n).

Daleko méně žrejmé je, že celkový počet pr̊uchodů vniťrńım cyklem
(tj. dohromady p̌res všechny iterace vněǰśıho cyklu) je ve skutečnosti
v O(n).

Celkově tedy dostáváme:

Časová složitost algoritmu Create-Heap je v Θ(n).
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Složitost algoritmů

Zdůvodněńı toho, proč je počet pr̊uchodů vniťrńım cyklem v O(n):
Předpokládejme pro jednoduchost, že všechny větve stromu jsou stejně
dlouhé a maj́ı délku h — plat́ı tedy n = 2

h+1
− 1.

Označme Ci , kde 0 ≤ i < h, celkový počet pr̊uchodů vniťrńım cyklem, kdy
je na začátku cyklu hodnota j v i-té vrstvě stromu (vrstvy jsou č́ıslovány
odshora 0, 1, 2, . . .).

Zjevně je celkový počet pr̊uchodů s dán vztahem

s = Ch−1 + Ch−2 +⋯+ C0 =

h−1

∑
i=0

Ci

Hodnotu Ci spoč́ıtáme jako celkový počet vrchol̊u ve vstvách 0, 1, . . . , i :

Ci = 2
0
+ 2

1
+⋯+ 2

i
=

i

∑
k=0

2
k

=
2
i+1
− 1

2 − 1
= 2

i+1
− 1
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Složitost algoritmů

Celkový součet pak spoč́ıtáme následovně:

s =

h−1

∑
i=0

Ci =

h−1

∑
i=0

(2i+1 − 1) = 2 ⋅ (
h−1

∑
i=0

2
i) − (

h−1

∑
i=0

1)

= 2 ⋅
2
h
− 1

2 − 1
− h = 2

h+1
− 2 − h = n − 1 − h = O(n)
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Rekurzivńı algoritmy

Rekurzivńı algoritmus je algoritmus, který p̌revede řešeńı původńıho
problému na řešeńı několika podobných problémů pro menš́ı instance.

Obecné schéma rekurzivńıch algoritmů:

Pokud se jedná o elementárńı p̌ŕıpad, vy̌reš ho p̌ŕımo a vrat’ výsledek.

V opačném p̌ŕıpadě vytvǒr instance podproblémů.

Zavolej sám sebe pro každou z těchto instanćı.

Z výsledk̊u pro jednotlivé podproblémy slož řešeńı původńıho
problému a vrat’ ho jako výsledek.

Poznámka: Instance podproblémů muśı vždy být v nějakém smyslu menš́ı
než instance původńıho problému. Často (ne však vždy) se zmenšuje
velikost instance.
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Hanojské věže

A B C

Úkol: Přeḿıstit disky z A na B, p̌ričemž:

V jednom okamžiku je možné p̌resouvat jen jeden disk.

Neńı dovaleno položit věťśı disk na menš́ı.
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Hanojské věže

n = 1 ∶

A → B
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Hanojské věže

n = 1 ∶

A → B

n = 2 ∶

A → C

A → B

C → B

n = 3 ∶

A → B

A → C

B → C

A → B

C → A

C → B
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Hanojské věže

n = 1 ∶

A → B

n = 2 ∶

A → C

A → B

C → B

n = 3 ∶

A → B

A → C

B → C

A → B

C → A

C → B

A → B

n = 4 ∶

A → C

A → B

C → B

A → C

B → A

B → C

A → C

A → B

C → B

C → A

B → A

C → B

A → C

A → B

C → B
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Hanojské věže

A B C
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Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 21. dubna 2024 32 / 73



Hanojské věže
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Hanojské věže

Algoritmus: Hanojské věže

Hanoi (n, src, dst, tmp):
if n = 0 then return

Hanoi (n − 1, src, tmp, dst)
print (src, “→”, dst)
Hanoi (n − 1, tmp, dst, src)

Main (n):
Hanoi (n, “A”, “B”, “C”)
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Hanojské věže

Označme P(n) počet tahů, které provede algoritmus pro n disk̊u.

Tvrzeńı

P(n) = 2
n
− 1.

Důkaz:

Pro n = 0: P(n) = 0 = 2
0
− 1

Pro n > 0: Předpokládáme, že P(n − 1) = 2
n−1

− 1.

P(n) = 2P(n − 1) + 1 =

= 2(2n−1 − 1) + 1 =

= 2 ⋅ 2
n−1

− 2 + 1 =

= 2
n
− 1
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Hanojské věže

Tvrzeńı

Pro p̌resun n disk̊u je ťreba minimálně 2
n
− 1 tahů.

Důkaz:

Indukćı.

Uvedený algoritmus nalezne tedy optimálńı řešeńı.

Poznámka

Otázka: Jak dlouho by trvalo p̌resunut́ı 64 disk̊u, pokud by p̌resunut́ı
jednoho disku trvalo 1 s ?

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 21. dubna 2024 35 / 73



Hanojské věže

Tvrzeńı

Pro p̌resun n disk̊u je ťreba minimálně 2
n
− 1 tahů.

Důkaz:

Indukćı.

Uvedený algoritmus nalezne tedy optimálńı řešeńı.

Poznámka

Otázka: Jak dlouho by trvalo p̌resunut́ı 64 disk̊u, pokud by p̌resunut́ı
jednoho disku trvalo 1 s ?

Odpověd’: 18446744073709551615 s, tj. asi 585 miliard let.
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Rekurzivńı algoritmy

Výpočet rekurzivńıho algoritmu je možné znázornit jako strom:

vrcholy stromu odpov́ıdaj́ı jednotlivým podproblémům

kǒren je původńı problém

potomci vrcholu odpov́ıdaj́ı podproblémům daného problému
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Pruning

Př́ıstup, kdy do rekurzivńım algoritmu doplńıme nějaké vhodné testy, které
způsob́ı, že se rekurzivńı procedura nebude volat pro některé podproblémy,
u kterých je jisté, že jejich vy̌rešeńı nepovede k řešeńı celého problému, se
nazývá pruning.

Č́ım v́ıce větv́ı stromu t́ımto způsobem odstrańıme, t́ım lépe.
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Problém osmi dam

Problém: Naj́ıt všechny možnosti, jak rozḿıstit n dam na šachovnici
velikosti n × n tak, aby se žádné dvě dámy navzájem
neohrožovaly.
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Problém osmi dam

Jedno z možných řešeńı.
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Problém osmi dam

Vstupem je č́ıslo n.

Algoritmus bude použ́ıvat následuj́ıćı pole:

Y — s indexy 0 . . n − 1, hodnota Y [i] udává pro dámu ve sloupci i
č́ıslo řádku, na kterém se nacháźı

A — s indexy 0 . . n − 1, booleovská hodnota A[j] udává, jestli je
řádek j obsazený

B — s indexy 0 . . 2n − 2, booleovská hodnota B[k] udává, jestli je
diagonála k ve směru ↗ obsazená

C — s indexy −(n − 1) . . +(n − 1), booleovská hodnota C[k]
udává, jestli je diagonála k ve směru ↘ obsazená

Prohledáváńı se spust́ı zavoláńım Search (0).
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Problém osmi dam

Algoritmus: Rozḿıstěńı n dam na šachovnici

Seach (k):
if k = n then

Print-Solution ()
return

for i ∶= 0 to n − 1 do

i2 ∶= k + i ; i3 ∶= k − i

if ¬A[i] and ¬B[i2] and ¬C[i3] then

Y [k] ∶= i

A[i] ∶= True; B[i2] ∶= True; C[i3] ∶= True

Search (k + 1)
A[i] ∶= False; B[i2] ∶= False; C[i3] ∶= False
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Problém osmi dam

x+y x−y

1

2

3 3 4 5 6

2 3 4 5

1 2 3 4

32100

0 1 2 3

1

2

3 −3 −2 −1 0

−2 −1 0 1

−1 0 1 2

32100

0 1 2 3
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Rekurzivńı algoritmy

Uvedený algoritmus pro rozḿıstěńı n dam na šachovnici je p̌ŕıkladem
prohledáváńı s návratem (backtracking).

I p̌ri použit́ı pruningu má tento typ algoritmů věťsinou exponenciálńı
složitost.

Obecně rekurzivńı algoritmy, které p̌revád́ı řešeńı problému velikosti n
na dva nebo v́ıce problémů velikosti n − 1, ḿıvaj́ı věťsinou
exponenciálńı složitost.

Pokud rekurzivńı algoritmus p̌revád́ı řešeńı problému velikosti n na
řešeńı problémů velikosti n/2, složitost může být (a často bývá)
polynomiálńı.

Tento postup může někdy vést k řešeńım, která mohou být
efektivněǰśı než nějaké p̌ŕımočaré řešeńı.
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Algoritmus Merge-Sort.

Hlavńı myšlenka algoritmu: Dvě seťŕıděné posloupnosti snadno spoj́ıme do
jediné seťŕıděné posloupnosti.
Pokud maj́ı obě posloupnosti dohromady n prvk̊u, vyžaduje tato operace
n krok̊u.

34 42 58 61

10 11 53 67
⟹
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Algoritmus Merge-Sort.

Hlavńı myšlenka algoritmu: Dvě seťŕıděné posloupnosti snadno spoj́ıme do
jediné seťŕıděné posloupnosti.
Pokud maj́ı obě posloupnosti dohromady n prvk̊u, vyžaduje tato operace
n krok̊u.

34 42 58 61

11 53 67
⟹ 10
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Algoritmus Merge-Sort.

Hlavńı myšlenka algoritmu: Dvě seťŕıděné posloupnosti snadno spoj́ıme do
jediné seťŕıděné posloupnosti.
Pokud maj́ı obě posloupnosti dohromady n prvk̊u, vyžaduje tato operace
n krok̊u.

34 42 58 61

53 67
⟹ 10 11
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Algoritmus Merge-Sort.

Hlavńı myšlenka algoritmu: Dvě seťŕıděné posloupnosti snadno spoj́ıme do
jediné seťŕıděné posloupnosti.
Pokud maj́ı obě posloupnosti dohromady n prvk̊u, vyžaduje tato operace
n krok̊u.

42 58 61

53 67
⟹ 10 11 34
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Algoritmus Merge-Sort.

Hlavńı myšlenka algoritmu: Dvě seťŕıděné posloupnosti snadno spoj́ıme do
jediné seťŕıděné posloupnosti.
Pokud maj́ı obě posloupnosti dohromady n prvk̊u, vyžaduje tato operace
n krok̊u.

58 61

53 67
⟹ 10 11 34 42
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Algoritmus Merge-Sort.

Hlavńı myšlenka algoritmu: Dvě seťŕıděné posloupnosti snadno spoj́ıme do
jediné seťŕıděné posloupnosti.
Pokud maj́ı obě posloupnosti dohromady n prvk̊u, vyžaduje tato operace
n krok̊u.

58 61

67
⟹ 10 11 34 42 53
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Algoritmus Merge-Sort.

Hlavńı myšlenka algoritmu: Dvě seťŕıděné posloupnosti snadno spoj́ıme do
jediné seťŕıděné posloupnosti.
Pokud maj́ı obě posloupnosti dohromady n prvk̊u, vyžaduje tato operace
n krok̊u.

61

67
⟹ 10 11 34 42 53 58
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Algoritmus Merge-Sort.

Hlavńı myšlenka algoritmu: Dvě seťŕıděné posloupnosti snadno spoj́ıme do
jediné seťŕıděné posloupnosti.
Pokud maj́ı obě posloupnosti dohromady n prvk̊u, vyžaduje tato operace
n krok̊u.

67
⟹ 10 11 34 42 53 58 61
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Algoritmus Merge-Sort.

Hlavńı myšlenka algoritmu: Dvě seťŕıděné posloupnosti snadno spoj́ıme do
jediné seťŕıděné posloupnosti.
Pokud maj́ı obě posloupnosti dohromady n prvk̊u, vyžaduje tato operace
n krok̊u.

⟹ 10 11 34 42 53 58 61 67
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Složitost algoritmů

Algoritmus: Merge sort

Merge-Sort (A, p, r):
if r − p > 1 then

q ∶= ⌊(p + r) / 2⌋
Merge-Sort(A, p, q)
Merge-Sort(A, q, r)
Merge(A, p, q, r)

Pro seťŕıděńı pole A, které obsahuje prvky A[0],A[1],⋯,A[n − 1],
zavoláme Merge-Sort(A, 0, n).
Poznámka: Procedura Merge(A, p, q, r) spoj́ı seťŕıděné posloupnosti
uložené v A[p . . q − 1] a A[q . . r − 1] do jedné posloupnosti uložené
v A[p . . r − 1].
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Složitost algoritmů

Vstup: 58, 42, 34, 61, 67, 10, 53, 11

42 58 34 61 10 67 11 53

34 42 6158 10 11 53 67

10 11 34 42 67615853

58 42 34 61 67 10 53 11

Strom rekurzivńıch voláńı má Θ(log n) úrovńı. Na každé úrovni se provede
Θ(n) operaćı. Časová složitost algoritmu Merge-Sort je Θ(n log n).
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The master theorem

Master theorem

Předpokládejme, že a ≥ 1 a b > 1 jsou konstanty, že f (n) je funkce a že
funkce T (n) je definována rekurentńım p̌redpisem

T (n) = a ⋅ T (n/b) + f (n)
(kde n/b může být bud’ ⌊n/b⌋ nebo ⌈n/b⌉). Pak plat́ı:

a Pokud f (n) ∈ O(nlogb a−ǫ) pro nějakou konstantu ǫ > 0, pak

T (n) = Θ(nlogb a).
b Pokud f (n) ∈ Θ(nlogb a), pak T (n) = Θ(nlogb a log n).
c Pokud f (n) ∈ Ω(nlogb a+ǫ) pro nějakou konstantu ǫ > 0 a pokud

a ⋅ f (n/b) ≤ c ⋅ f (n) pro nějakou konstantu c < 1 a všechna
dostatečně velká n, pak T (n) = Θ(f (n)).
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The master theorem

Master theorem je možné použ́ıt pro analýzu složitosti libovolného
rekurzivńıho algoritmu, kde:

Řešeńı jednoho podproblému velikosti n, kde n > 1, se p̌revede na
řešeńı a podproblémů, z nichž každy má velikost n/b.
Doba, která stráv́ı řešeńım jednoho podproblému velikosti n,
nepoč́ıtaje v to dobu, která se stráv́ı v rekurzivńıch voláńıch, je určená
funkćı f (n).

Př́ıklad: Algoritmus Merge-Sort: a = 2, b = 2, f (n) ∈ Θ(n)
(v rámci jednoho voláńı — dva podproblémy, každý velikosti n/2, spojeńı
dvou seťŕıděných sekvenćı v čase Θ(n))
Plat́ı f (n) ∈ Θ(nlogb a) = Θ(n), takže

T (n) ∈ Θ(nlogb a log n) = Θ(n log n).
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The master theorem

Př́ıklad: Násobeńı čtvercových matic A a B velikosti n × n rekurzivńım
způsobem:

Pro n = 1 se výsledek spoč́ıtá p̌ŕımo.

Pro n > 1 se každá z matic A a B rozlož́ı na čty̌ri podmatice
velikosti (n/2) × (n/2).
Výsledek se poskládá pomoćı sč́ıtáńı a násobeńı těchto osmi menš́ıch
matic. Pro násobeńı těchto menš́ıch matic se funkce zavolá rekurzivně.

Př́ımočarý způsob vyžaduje 8 násobeńı matic velikosti (n/2) × (n/2).
Máme tedy a = 8, b = 2, f (n) ∈ Θ(n2).
Plat́ı f (n) ∈ O(nlogb a−ǫ), protože n

2
∈ O(nlog2 8−ǫ) = O(n3−ǫ) plat́ı

nap̌r. pro ǫ = 1.

Takže T (n) ∈ Θ(nlogb a) = Θ(nlog2 8) = Θ(n3).
Tento postup tedy neńı lepš́ı než standardńı jednoduchý algoritmus pro
násobeńı matic.
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The master theorem

Existuje však chytrý způsob, jak výše uvedené provést komplikovaněǰśım
způsobem tak, že v rámci jednoho rekurzivńıho voláńı postač́ı rekurzivně
volat funkci 7 krát
(za cenu věťśıho počtu sč́ıtáńı a odč́ıtáńı).

Jedná se o tzv. Strassen̊uv algoritmus.

Zde je a = 7, b = 2 a f (n) ∈ Θ(n2).
Opět plat́ı f (n) ∈ O(nlogb a−ǫ), protože n

2
∈ O(nlog2 7−ǫ) plat́ı

nap̌r. pro ǫ = 0.5.

(log2 7 je p̌ribližně 2.80735)

Takže T (n) ∈ Θ(nlogb a) = Θ(nlog2 7) a tedy T (n) ∈ O(n2.81).

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 21. dubna 2024 50 / 73



The master theorem

Důkaz master theoremu:

Pro jednoduchost se omeźıme jen na p̌ŕıpady, kdy f (n) = n
c
pro nějakou

konstantu c > 0.

Rovněž pro jednoduchost p̌redpokládejme, že n je mocninou č́ısla b, at’

nemuśıme řešit zaokrouhlováńı.

Představme si strom rekurzivńıch voláńı pro instanci velikosti n:

Výška stromu je logb n.

Počty vrchol̊u na jednotlivých úrovńıch jsou a
0
, a

1
, . . . , a

logb n

Čas, který se stráv́ı v jednom vrcholu na úrovni i je

f ( n

bi
) = ( n

bi
)c
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The master theorem

Plat́ı tedy

T (n) =

logb n

∑
i=0

a
i
⋅ f ( n

bi
) =

logb n

∑
i=0

a
i
⋅ ( n

bi
)c = n

c
⋅

logb n

∑
i=0

( a

bc
)i

Označme q = a/bc . Je ťreba rozlǐsit ťri p̌ŕıpady:

q > 1 — tj. když plat́ı a > b
c
, neboli c < logb a

q = 1 — tj. když plat́ı a = b
c
, neboli c = logb a

q < 1 — tj. když plat́ı a < b
c
, neboli c > logb a
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The master theorem

Př́ıpad q > 1 — tj. když plat́ı a > b
c
, neboli c < logb a:

T (n) = n
c
⋅

logb n

∑
i=0

( a

bc
)i = n

c
⋅
q
logb n+1

− 1

q − 1
∈ Θ(nc ⋅ qlogb n)

Plat́ı

n
c
⋅ q

logb n
= n

c
⋅ ( a

bc
)logb n = n

c
⋅ n

logb( a

b
c )

= n
c
⋅ n

logb a−logb(bc)
= n

c+logb a−c
= n

logb a

Plat́ı tedy T (n) ∈ Θ(nlogb a).
Poznámka: Počet list̊u stromů (tj. podproblémů velikosti 1)

je a
logb n

= n
logb a.

Věťsina času se tedy tráv́ı řešeńım těchto elementárńıch p̌ŕıpadů.
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The master theorem

Př́ıpad q = 1 — tj. když plat́ı a = b
c
, neboli c = logb a:

T (n) = n
c
⋅

logb n

∑
i=0

( a

bc
)i = n

c
⋅

logb n

∑
i=0

1 = n
c
⋅(logb n+1) ∈ Θ(nlogb a log n)

Poznámka: V každé vrstvě stromu se stráv́ı zhruba stejný čas Θ(nlogb a).
Vrstev je celkem Θ(log n).
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The master theorem

Př́ıpad q < 1 — tj. když plat́ı a < b
c
, neboli c > logb a:

T (n) = n
c
⋅

logb n

∑
i=0

( a

bc
)i < n

c
⋅

∞

∑
i=0

( a

bc
)i = n

c
⋅

1

1 − q
∈ O(nc)

protože pro q, kde 0 < q < 1, plat́ı

∞

∑
i=0

q
i
= lim

z→∞

z

∑
i=0

q
i
= lim

z→∞

q
z+1

− 1

q − 1
=

1

1 − q

Zjevně plat́ı T (n) ∈ Ω(nc) (protože už v samotném kǒreni se stráv́ı
čas Θ(nc)), takže celkově plat́ı T (n) ∈ Θ(nc).
Poznámka: Věťsina času se v tomto p̌ŕıpadě stráv́ı v kǒreni stromu.
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Dynamické programováńı

Definice

Slovo v = a1a2 . . . an nad abecedou Σ (kde všechna ai ∈ Σ) je
podsekvenćı slova w ∈ Σ

∗
, jestliže existuj́ı slova u0, u1, . . . , un ∈ Σ

∗

taková, že
w = u0 a1 u1 a2 u2 ⋯ un−1 an un

Př́ıklad: Slovo bcba je podsekvenćı slova abcbdcab.

Nejdeľśı společná podsekvence (longest common subsequence)
slov u a v je nejdeľśı slovo w , které je podsekvenćı slova u a zároveň
podsekvenćı slova v .

Př́ıklad: Nejdeľśı společnou podsekvenćı slov abcbdab a bdcaba je
slovo bcba.

Poznámka: Nejdeľśı společná podsekvence vždy existuje, ale ne vždy je
dána jednoznačně — nap̌r. pro aaabb a bbbaa je to aa i bb.
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Dynamické programováńı

Problém: Nejdeľśı společná podsekvence

Vstup: Slova u a v nad abecedou Σ.

Výstup: Nejdeľśı slovo w , které je podsekvenćı slova u a zároveň
podsekvenćı slova v .

Předpokládejme, že:

slova u a v jsou uložena v poĺıch A a B indexovaných od jedné

hodnoty m a n udávaj́ı délku slov u a v

Tj. pokud u = a1a2⋯am a v = b1b2⋯bn, tak:

prvky A[1],A[2], . . . ,A[m] obsahuj́ı symboly a1, a2, . . . , am

prvky B[1],B[2], . . . ,B[n] obsahuj́ı symboly b1, b2, . . . , bn
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Dynamické programováńı

Zamě̌rme se nejprve na problém, zjistit pro daná slova u a v , jaká je délka
jejich nejdeľśı společné podsekvence.

Můžeme řešit rekurzivně podproblémy následuj́ıćıho typu:

Lcs-len (i , j) — pro dané i a j , kde 0 ≤ i ≤ m a 0 ≤ j ≤ n, vrát́ı
délku nejdeľśı společné podsekvence prefixu slova u délky i a prefixu
slova v délky j .

Tj. Lcs-len (i , j) vrát́ı délku nejdeľśı společné podsekvence slov
uložených v

A[1],A[2], . . . ,A[i] a B[1],B[2], . . . ,B[j]

Délku nejdeľśı společné podsekvence slov u a v pak můžeme zjistit pomoćı
Lcs-len (m, n).
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Dynamické programováńı

Rekurzivńı řešeńı:

Lcs-len (i , j) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 pokud i = 0 nebo j = 0

Lcs-len (i − 1, j − 1) + 1 pokud A[i] = B[j]
max(Lcs-len (i − 1, j),

Lcs-len (i , j − 1) pokud A[i] ≠ B[j]
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Dynamické programováńı

Rekurzivńı řešeńı:

Lcs-len (i , j) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 pokud i = 0 nebo j = 0

Lcs-len (i − 1, j − 1) + 1 pokud A[i] = B[j]
max(Lcs-len (i − 1, j),

Lcs-len (i , j − 1) pokud A[i] ≠ B[j]

Toto řešeńı má očividně exponenciálńı časovou složitost.

Ve skutečnosti poťrebujeme řešit jen (m + 1) ⋅ (n + 1) r̊uzných

podproblémů (protože i ∈ {0, 1, . . . ,m} a j ∈ {0, 1, . . . , n}).
Výsledky řešeńı jednotlivých podproblémů si můžeme ukládat do tabulky
a nemuśıme je řešit opakovaně.

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 21. dubna 2024 59 / 73



Dynamické programováńı

Algoritmus: Nalezeńı nejdeľśı společné podsekvence — vyplněńı tabulky

Lcs-comp (A,m,B , n):
for i ∶= 0 to m do C[i][0] ∶= 0
for j ∶= 1 to n do C[0][j] ∶= 0
for i ∶= 1 to m do

for j ∶= 1 to n do

if A[i] = B[j] then
C[i][j] ∶= C[i − 1][j − 1] + 1; D[i][j] ∶= “↖”

else

if C[i − 1][j] ≤ C[i][j − 1] then
C[i][j] ∶= C[i − 1][j]; D[i][j] ∶= “ ↑ ”

else
C[i][j] ∶= C[i][j − 1]; D[i][j] ∶= “←”

Složitost algoritmu je O(m ⋅ n).
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Dynamické programováńı

j 0 1 2 3 4 5 6

i b d c a b a

0
0 0 0 0 0 0 0

1 a
0

↑

0
↑

0
↑

0
↖

1 ← 1
↖

1

2 b
0

↖

1 ← 1 ← 1
↑

1
↖

2 ← 2

3 c
0

↑

1
↑

1
↖

2 ← 2
↑

2
↑

2

4 b
0

↖

1
↑

1
↑

2
↑

2
↖

3 ← 3

5 d
0

↑

1
↖

2
↑

2
↑

2
↑

3
↑

3

6 a
0

↑

1
↑

2
↑

2
↖

3
↑

3
↖

4

7 b
0

↖

1
↑

2
↑

2
↑

3
↖

3
↑

4
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Dynamické programováńı

Dynamické programováńı:

Pokud máme rekurzivńı řešeńı, kde se opakovaně mnohokrát řeš́ı
stejné instance podproblémů, je vhodné ukládat řešeńı podproblémů
do nějaké datové struktury.

Jedna možnost je ponechat rekurzivńı řešeńı a značit si, které
podproblémy již byly vy̌rešeny.

Jiná možnost je systematické řešeńı všech podproblémů ve vhodném
pǒrad́ı (od nejmenš́ıch po nejvěťśı).

Při řešeńı daného podproblému jsou rekurzivńı voláńı nahrazena
p̌rečteńım již ďŕıve uložených řešeńı.
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Reprezentace graf̊u

Reprezentace grafu:

1 2 3

4 5 6
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1 42
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4

6 5

6 6

5

1

0 1 0

0 1

0 0

0 1 0

10 0

3

5

4

2

1

1 2 3 4 5

6

6

1 0 0

0 0 0 0

10 10

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0
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Reprezentace graf̊u

Reprezentace grafu:

1

5 4

2

3

5

4

3

2

1 5

5

2

1 3 4

2 3

4

2 4

5

1 2

5
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Minimálńı kostra grafu

Kostra grafu — souvislý podgraf grafu, který obsahuje všechny vrcholy
a neobsahuje žádné cykly
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Minimálńı kostra grafu
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Minimálńı kostra grafu

Uvažujme neorientovaný graf G = (V ,E), kde nav́ıc máme dány váhy
hran, tj. funkci w ∶ E → R+, p̌rǐrazuj́ıćı každé hraně jej́ı váhu.

Pokud T je podmnožina hran (tj. T ⊆ E ), můžeme funkci w rozš́ı̌rit na
tuto podmnožinu:

w(T ) = ∑
e∈T

w(e)

Kostra grafu G je dána takovou množinou hran T (kde T ⊆ E ), která
splňuje to, že graf (V ,T ) je souvislý a neobsahuje žádný cyklus.

Minimálńı kostra T je taková kostra grafu G , kde pro libovolnou jinou
kostru grafu T

′
plat́ı

w(T ) ≤ w(T ′)
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Minimálńı kostra grafu

Problém: Minimálńı kostra grafu

Vstup: Souvislý neorientovaný graf G = (V ,E) s ohodnoceńım
hran w ∶ E → R+.

Výstup: Některá minimálńı kostra grafu G .

Algoritmus, který by systematicky zkoušel všechny možné kostry, má
očividně exponenciálńı složitost.

Efektivńı algoritmy pro tento problém jsou založeny na tzv. greedy
(hltavém, hladovém) řešeńı:

na základě nějakého lokálńıho kritéria vybrat z mnoha možnost́ı jen
jednu a nezkoušet všechny možnosti

— z mnoha hran, které je možné do kostry p̌ridat, vybrat vždy hranu
s co nejmenš́ı váhou, která nevytvǒŕı cyklus, a tu p̌ridat
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Minimálńı kostra grafu

Kruskal̊uv algoritmus:

Seťŕıdit hrany podle váhy od nejmenš́ı po nejvěťśı.

T ∶= ∅

Prob́ırat hrany v daném seťŕıděném pǒrad́ı.

Pro každou hranu e otestovat, zda jej́ım p̌ridáńım do T nevznikne
cyklus, pokud ne, nastavit

T ∶= T ∪ {e}
Vrátit T jako výsledek.

Výpočetńı složitost záviśı na tom, jak je konkrétně implementováno
testováńı toho, že nevznikne cyklus:

Př́ımočaré řešeńı má složitost O(n ⋅m).
Existuje efektivńı řešeńı se složitost́ı O(m log n).
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Minimálńı kostra grafu

U greedy algoritmů je obecně věťsinou nesložitěǰśı část́ı návrhu algoritmu
d̊ukaz korektnosti — zdůvodněńı toho lokálně optimálńı volby skutečně
vždy vedou ke globálně optimálńımu řešeńı.

U Kruskalova algoritmu může být důkaz založen na tom, že se udržuje
následuj́ıćı invariant:

Aktuálńı množina T je podmnožinou hran nějaké minimálńı kostry T0.
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Minimálńı kostra grafu

Řekněme, že T je podmnožinou minimálńı kostry T0, a algoritmus
v následuj́ıćım kroku p̌ridá hranu e takovou, že T ∪ {e} neńı
podmnožinou hran žádné minimálńı kostry.

Přidáńım hrany e do T0 vznikne cyklus.

Tento cyklus muśı obsahovat nějakou hranu e
′
takovou, že e

′ /∈ T

(jinak by p̌ridáńım e do T vznikl cyklus).

Nav́ıc muśı platit w(e) ≤ w(e ′) (jinak by algoritmus nevybral
hranu e).

Množina T
′

0 = (T0 − {e ′}) ∪ {e} je rovněž kostra.

Nav́ıc zjevně plat́ı w(T ′

0) ≤ w(T0), takže muśı platit w(T ′

0) = w(T0)
(jinak by kostra T0 nebyla minimálńı).

Kostra T
′

0 je tedy minimálńı a plat́ı T ∪ {e} ⊆ T
′

0, což je ve sporu
s p̌redpokladem, že T ∪ {e} neńı podmnožinou hran žádné minimálńı
kostry.
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Prohledáváńı do š́ı̌rky

Nalezeńı nejkraťśı cesty v grafu, kde hrany nejsou ohodnoceny:

Algoritmus pro prohledáváńı grafu do š́ı̌rky

Vstupem je graf G (s množinou vrchol̊u V ) a počátečńı vrchol s.

Algoritmus pro všechny vrcholy najde nejkraťśı cestu z vrcholu s.

Pro graf, který má n vrchol̊u a m hran je doba výpočtu tohoto
algoritmu Θ(n +m).
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Prohledáváńı do š́ı̌rky

Algoritmus: Prohledáváńı do š́ı̌rky

Bfs (G , s):
Bfs-Init(G , s)
Enqueue(Q, s)
while Q ≠ ∅ do

u ∶= Dequeue(Q)
for each v ∈ edges[u] do

if color[v] = white then

color[v] ∶= gray

d[v] ∶= d[u] + 1
pred[v] ∶= u

Enqueue(Q, v)
color[u] ∶= black
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Prohledáváńı do š́ı̌rky

Algoritmus: Prohledáváńı do š́ı̌rky — inicializace

Bfs-Init (G , s):
for each u ∈ V − {s} do

color[u] ∶= white

d[u] ∶=∞
pred[u] ∶= nil

color[s] ∶= gray

d[s] ∶= 0
pred[s] ∶= nil

Q ∶= ∅

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 21. dubna 2024 73 / 73


	Příklady analýzy složitosti

