Vypocetni slozitost algoritmu
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SloZitost algoritmu

@ Pocitale pracuji rychle, ale ne nekone&né rychle. Provedeni kazdé
instrukce trva n&jakou (i kdyZ velmi kratkou) dobu.

@ Stejny problém muZe ¥edit vice rliznych algoritmii a doba vypottu
(dand hlavn& pottem provedenych instrukci) miZe byt pro rizné
algoritmy rlizna.

@ Algoritmy bychom chtéli mezi sebou porovnavat a zvolit si ten lepsi.

o Algoritmy miZeme naprogramovat a zméfit ¢as vypoctu. Tim zjistime
jak dlouho trva vypolet na konkrétnich datech, na kterych algoritmus
testujeme.

N4

o Chtéli bychom mit i néjakou presnégjsi pfedstavu o tom, jak dlouho
bude trvat vypocet na vSech moZnych vstupnich datech.
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SloZitost algoritmu

@ Doba vypoltu je ovlivnéna mnoha faktory, nap¥.:

pouZzity algoritmus

mnoZstvi vstupnich dat

pouzity hardware (dileZitda miZe byt nap¥. taktovaci frekvence
procesoru)

e pouZity programovaci jazyk — a jeho konkrétni implementace
(pFekladat/interpreter)

@ Pokud potfebujeme Fesit problém pro ,mald“ vstupni data, doba
vypoctu je vétSinou zanedbatelnd.

@ S nardstajicim mnoZstvim vstupnich dat (velikosti vstupu) mizZe doba
vypoltu rist, nékdy velmi vyrazné.
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SloZitost algoritmu

o Casova slozitost algoritmu — jak zvisi doba vypottu na mno¥stvi
vstupnich dat

e Pameétova (resp. prostorova) slozitost algoritmu — jak z3visi
mnozstvi pouZzité pamé&ti na mnoZsti vstupnich dat

Poznamka: PYesné definice téchto pojmi budou uvedeny za chvili.

Poznamka:

o Existuji i dalsi typy vypocetni sloZitosti, kterymi se nebudeme zabyvat
(nap¥. komunika&ni sloZitost).
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SloZitost algoritmu

Vezméme si n&jaky konkrétni stroj vykondvajici n&jaky algoritmus —
nap¥. stroj RAM, Turinglv stroj, ...

Budeme p¥edpokladat, Ze pro dany stroj M mame néjak definované pro
libovolny vstup w z mnoZiny vSech vstupt In nasledujici dvé funkce:

o timep, : In > N — vyjadfuje dobu vypo&tu stroje M nad vstupem w

@ spacey, : In - N — vyjadFfuje mnoZstvi paméti pouZité strojem M
p¥i vypoltu nad vstupem w

Poznamka: P¥edpokladame, Ze vypolet stroje M nad libovolnym
vstupem w se po koneéném po&tu krokl zastavi.
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SloZitost algoritmu

P¥iklad:
o Jednopaskovy Turingiiv stroj M:
o timen(w) — pocet kroki, které vykond M p¥i vypoétu nad
vstupem w

o space  (w) — potet politek navitivenych na pasce b&hem
vypoltu nad vstupem w

e Stroj RAM:
o time(w) — poket kroki, které vykona dany stroj RAM pf¥i
vypoltu nad vstupem w
o space  (w) — potet bun&k pométi, které byly pouZity b&hem
vypo&tu nad vstupem w (bylo do nich né&co zapsano nebo z nich

bylo ¢teno)

14. dubna 2024
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Velikost vstupu

Pro riizné vstupy provede program rlizny pocet instrukci.

Pokud chceme polet provedenych instrukci néjak analyzovat, je vhodné si
zavést pojem velikost vstupu.

Z 4

Typicky je velikost vstupu &islo, které udavd, jak je dand instance ,velkd
(&im v&tsi &islo, tim v&tSi instance).

Poznamka: Velikost vstupu si v daném konkrétnim p¥ipadé mizeme
definovat, jak chceme a jak je to pro dalsi analyzu vyhodné.

Co presné zvolime jako velikost vstupu neni pfedem déno, ale z podstaty
zadaného problému vétSinou néjak ptirozené vyplyvd, co za velikost vstupu
zvolit.
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Velikost vstupu

Ptiklady:
@ Pro problém , T¥idéni", kde vstupem je sekvence &isel ay, as, ..., a,
a vystupem jsou tato &isla setfidéna, mizZeme vzit jako velikost vstupu
hodnotu n.

@ Pro problém , Prvotiselnost”, kde vstupem je pfirozené &islo x, a kde
se ptame, zda x je prvocislo, miizeme vzit jako velikost vstupu pocet
bith ¢isla x.

(Jinou moznosti by bylo vzit jako velikost vstupu pfimo hodnotu x.)
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Velikost vstupu

Nékdy je vhodné popsat velikost vstupu pomoci vice &isel.

Napfiklad u problémi, kde vstupem je graf, miZeme definovat velikost
vstupu jako dvojici &isel n, m, kde:
@ n — pocet vrcholl grafu

@ m — polet hran grafu

Poznamka: Jinou moZnosti by bylo definovat velikost vstupu jako jediné
¢islo n+ m.
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Velikost vstupu

Obecn& miZeme pro libovolny problém definovat velikost vstupu
ndsledovné:

@ Pokud je vstupem slovo w z néjaké obecedy ¥ :
délka slova w

@ Pokud je vstupem sekvence bitil (tj. slovo z abecedy {0, 1}):
pocet bitd v této sekvenci

o Pokud je vstupem pFirozené &islo x:
polet bitd nutnych k zapisu &isla x
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Casova sloZitost

Chceme analyzovat konkrétni algoritmus (jeho konkrétni implementaci).

Zajima nas, kolik instrukci se provede, pokud algoritmus dostane vstup
velikosti 0,1,2,3,4,....

Je zfejmé, Ze i pro vstupy, které maji stejnou velikost, mlze byt pocet
provedenych instrukci rizny.

Ozna&me si velikost vstupu w € In jako size(w).

Nyni definujme nasledujici funkci T : N — N takovou, Ze pro n € N je

T(n) = max{ timey(w) | w € In, size(w) = n}
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Casova a prostorova slozitost v nejhorsim p¥

Takto definované funkci T(n) (tj. funkci, kterd pro dany algoritmus a
danou definici velikosti vstupu p¥ifazuje kazdému pt¥irozenému &islu n
maximalni polet instrukci, které algoritmus provede, pokud dostane vstup
velikosti n) se ¥ikd €asova sloZitost algorimu v nejhorsim ptipadé.

T(n) = max{ timey(w) | w € In, size(w) = n}

Analogicky miZeme definovat prostorovou (pamé&tovou) sloZitost
algoritmu v nejhorsim p¥ipadé jako funkci S(n), kde as a function S(n)
where:

S(n) = max{space(w) | w € In, size(w) =n}

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 14. dubna 2024



Casova sloZitost v primérném pripadé

Kromé Casové slozitosti v nejhorSim p¥ipadé md smysl zkoumat i &asovou
sloZitost v primérném prFipadé.

V tomto p¥ipadé T (n) nedefinujeme jako maximum, ale jako aritmeticky

primér z hodnot

{timexp(w) | w € In, size(w) =n}

o Urcit Casovou slozZitost v primérném ptipadé je vétSinou téZsi nez
uréit ¢asovou slozitost v nejhorsim pfipadé.

o Casto se tyto dvé& funkce p¥ili§ nelisi, n&kdy je ale rozdil vyznamny.

Poznamka: Zkoumat sloZitost v nejlepSim pFipadé vétSinou moc smysl

nema.
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Vypocetni slozitost algoritmu

Z definice vidime, Ze jak €asovd, tak prostorovid, sloZitost algoritmu jsou
funkce, jejichZ pfesné hodnoty zavisti nejen na daném algoritmu Alg, ale
také na ndsledujicich vécech:

@ na stroji M, na kterém algoritmus Alg bézi,

@ na definici doby vypo&tu time (w) a mnoZstvi pouZité
pamé&ti space \,(w) algoritmu Alg na stroji M pro vstup w € In,

@ na definici velikosti vstupu (tj. definici funkce size).
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Vypocetni slozitost algoritmu

P¥esné uréeni doby vypoltu nebo mnoZstvi pouzité paméti miize byt
extrémné komplikované.

VE&tsSinou se pFi analyze vypoletni sloZitosti algoritmu pouZiva celd ¥ada
zjednoduseni:

@ VétsSinou se neanalyzuje, jak zavisi doba vypo¢tu nebo mnoZstvi
pouZité pamé&ti na konkrétnich vstupnich datech, ale pouze, jak zavisti
na velikosti vstupu, tj. na mnoZstvi téchto dat.

@ Funkce vyjadfujici, jak roste doba vypoétu nebo mnoZstvi pouZité
paméti v zavislosti na velikosti vstupu, se nepoditaji pfesné — poditaji
se odhady téchto funkci.

@ Odhady téchto funkci se vyjad¥uji pomoci tzv. asymptotické notace
— nap¥. se fekne, Ze Casova sloZitost algoritmu MergeSort je
O(nlog n), zatimco ¢asova sloZitost algoritmu BubbleSort je O(n2).
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Casova slozitost algoritmu

P¥iklad analyzy ¢asové sloZitosti algoritmu bez pouZiti asymptotické
notace:

o Takto podrobné se analyza vypocetni sloZitosti algoritmu témé&¥ nikdy
nedéla — je to pfilis pracné a komplikované.

o Uvidime tak ale, co v8e je p¥i pouZiti asymptotické notace zanedbdno
a o kolik je analyza s pouZitim asymptotické notace jednodussi.

@ Budeme poéitat s konstantami ¢, ¢y, . . ., Ck, které udavaji dobu
trvani jednotlivych instrukci — nebudeme poéitat s konkrétnimi &isly.
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Reknéme, Ze mame algoritmus reprezentovan ve formé grafu ¥idiciho toku:

o Kazdé instrukci (tj. kazdé hran&) pfifadime hodnotu udévajici, jak
dlouho trva provedeni této instrukce.

@ Provedeni riiznych instrukci mize trvat rliznou dobu.

@ Pro jednoduchost pfedpoklddejme, Ze provedeni té samé instrukce
trvd pokazdé stejnou dobu — hodnota p¥ifazena dané instrukci je
gislo z mnoziny R, (mnoZina nezdpornych realnych &isel).
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Doba vypodtu

Ptiklad:

Algoritmus: Nalezeni nejvétsiho prvku v poli

FIND-MaX (A, n):
k:=0
fori:=1ton—-1do
L if A[i]> A[k] then

| k=i

return A[k]
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Doba vypodtu

k:=0
Instr. doba
® k:=0 fo
ji=1 i=1 c
[i<n] G
[i = n] ]

[A[i]= ALK]] | <
[ALi]> ALK]] | s

[i<n]

result := Al k] ; k=i s
Gw[k]] =i+l i=i+1 o
@ A1) =< ALK result = ALK] | s

k=i
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Doba vypodtu

Pt¥iklad: Doby provedeni jednotlivych instrukci by mohly byt t¥eba:

Instr. oznaleni | doba
k:=0 Co 4
i:=1 C1 4
[i < n] 1o 10
[I = n] Cc3 12
[A[i] < ALKk]] Ca 14
[A[i] > A[k]] Cs 12
k=i Co 5
it=i+1 fors 6
result := Al k] g 5

Pro konkrétni vstup w, nap¥. pro w = ([3,8,4,5,2],5), bychom mohli
vypocdet odsimulovat a uréit konkrétni dobu vypottu t(w).
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Casova slozitost algoritmu

P¥edpoklddame vstupy tvaru (A, n), kde A je pole a n polet prvkii tohoto
pole (p¥fitemz n = 1).

Jako velikost vstupu (A, n) zvolme n.
UvaZujme nyni o n&jaké jednom vstupu w = (A, n) velikosti n:
@ Dobu vypottu t(w) nad vstupem w miZeme vyjad¥it jako
t(w) = co- mo(w) +cp - m(w) + -+ +cg - mg(w),
kde mg, my, ..., mg jsou funkce udavajici, kolikrat je dana instukce pfi

vypoltu nad vstupem w provedena.

14. dubna 2024
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Casova slozitost algoritmu

Instr doba | potet provedeni | hodnota m;(w)
k:= o mo(w) 1
i:i=1 (o] ml(W) 1
[i < n] e mo(w) n—1
[i = n] G m3(w) 1
[A[i] < ALk]] | c mg(w) n—1-/
[A[i]> ALk]] | cs ms(w) ¢
k:=i o me(w) l
it=i+1 cr m7(w) n-1
result := Alk] | cg mg(w) 1

Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky

¢ — potet prichodi cyklem, kdy plati A[i] > A[k] (zjevn& je 0 < ¢ < n)
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Casova slozitost algoritmu

Dosazenim do

t(w) = co-mo(w)+cr-m(w)+ - +cg- mg(w),
dostaneme

t(w) = di + do-(n=1) + dz-(n—1-=4) + dy-¥,
kde

di=c+c+ca+c dz3 =¢
dr =0+ ¢y dy = c5 + G

Po Gpravé je
t(w) = (da+d3)-n+ (dy—ds3)-C + (d—dp— )

Poznamka: t(w) neni €asova sloZitost, ale doba vypoctu pro konkrétni
vstup w

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 14. dubna 2024



Casova slozitost algoritmu

Naptiklad pokud budou doby provedeni jednotlivych instrukci nasledujici:

Instr. oznadeni | doba
k:=0 ol 4
=1 (e} 4
[i < n] C 10
[i = n] G 12
[A[/] = ALK]] G 14
[A[i]> A[k]] s 12
k=i o 5
it=i+1 [ 6
result := A[ k] G 5

bude dl =25, d2 = 16, C/3 =14 a d4 =17.

V takovém pt¥ipadé je t(w) = 30n+ 3/ — 5.

Pro konkrétni vstup w = ([3,8,4,5,2],5) je n=5a ¢ =1, takZe

t(w)=30-5+3-1-5 =148,
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Casova slozitost algoritmu

Pro které vstupy velikosti n bude vypotet trvat nejdéle (tj. které vstupy
predstavuji nejhordi p¥ipad), miZe zaviset na detailech implementace a
ptesnych hodnotdch konstant:

Doba vypottu algoritmu FIND-MAX pro vstup w = (A, n) velikosti n:
t(w) = (da+d3) - n+ (dy—ds3)- ¢ + (d—dp— )
@ Pokud d3 = d; — nejhorsi jsou pt¥ipady, kdy ma £ co nejmensi hodnotu

¢ =0 — napt¥iklad vstupy tvaru [0,0,...,0] nebo t¥eba
[n,n=1,n=2,...,2,1]

@ Pokud d3 < dy — nejhorsi jsou p¥ipady, kdy ma ¢ co nejvétsi hodnotu

¢=n-1 — naptiklad vstupy tvaru [0,1,...,n—1]
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Casova slozitost algoritmu

Casova slozitost T(n) algoritmu FIND-MAX v nejhorsim p¥ipadg je tedy
dana ndsledovné:

o Pokud d3 = dj:

T(n) = (dy+d3) - n+(dy—dr—ds)
d4Z

IA

o Pokud ds

(do+d3)-n + (dyg—d3)-(n=1) + (dy — dr — ds3)
(dp+dg)-n + (dy—do—ds)

T(n)

Priklad: Pro d; = 25, d, =16, d3 = 14 a dy = 17 bude

(16 +17) - n + (25—16—17)
33n-8

T(n)
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Casova slozitost algoritmu

V obou ptipadech (at uZ d3 = dy nebo d3 < d;) bude &asovd sloZitost
algoritmu FIND-MAX funkce tvaru

T(n)=an+b

kde a a b jsou néjaké konstanty, jejichZ pfesné hodnoty zavisi na délce
trvani jednotlivych instrukci.

Poznamka: Konkrétné bychom tyto konstanty mohli vyjadfit jako
a = dy + max{ds, ds} b =d; — drb — max{ds, ds}
Nap¥iklad

T(n) =33n-8

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 14. dubna 2024




Casova slozitost algoritmu

Pokud bychom se spokojili s tim, Ze ¢asova sloZitost algoritmu FIND-MAX
je n&jaka funkce tvaru

T(n) =an+ b,

kde by nas ale nezajimaly konkrétni hodnoty konstant a a b, celd analyza
mohla byt vyrazné jednodussi.

@ Ve skute€nosti ani v&tsinou nechceme v&d&t, jak presn& funkce T(n)
vypadd (obecn& to mize byt n&jaka velmi komplikovana funkce),
a statilo by ndm, Ze vime, Ze hodnoty funkce T(n) ,zhruba*
odpovidaji hodnotdm n&jaké funkce S(n) = an + b, kde a a b jsou
néjaké konstanty.
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Casova slozitost algoritmu

U dané funkce T (n) vyjad¥ujici €&asovou nebo pamé&tovou sloZitost se tak
vétsinou spokojime s jejim pfFibliznym vyjadfenim — odhadem, kde

@ zanedbame méné& vyznamné &leny
(nap¥. ve funkci T(n) = 15n° + 40n — 5 zanedbdme &leny 40n a -5 a
misto plvodni funkce budeme uvaZovat jen o funkci T(n) = 15n2),

@ zanedbame konstanty, kterymi se ndsobfi

(nap¥. misto funkce T(n) = 15n% budeme uvaZovat
o funkci T(n) = n2)

@ konstanty v exponentech ignorovat nebudeme — napftiklad je
podstatny rozdil mezi funkcemi Ty(n) = n? a To(n) = n.

@ bude nds zajimat, jak se funkce T(n) chova pro ,velké" hodnoty n,
chovani na malych hodnotach budeme ignorovat
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Rychlost riistu funkci

Program zpracovava vstup velikosti n.
P¥edpoklddejme, Ze pro vstup velikosti n provede T (n) operaci, a Ze
provedeni jedné operace trva 1 us (10_6 s).

n
T | 20 40 60 80 100 200 500 1000
n 20 ps 40 s 60 s 80 us 0.1ms 0.2ms 0.5ms 1ms
nlogn | 86us 0.213ms 0.354 ms 0.506 ms 0.664 ms 1.528ms 4.48ms 9.96 ms
n2 0.4ms 1.6ms 3.6ms 6.4ms 10ms 40ms 0.25s 1s
7| 8ms 64 ms 0.2165 05125 1s 83 1255 16.7min.
ot 0.16 256 12.96 425 100s 26.6 min. 17.36hod.  11.57dni
2" | 105s  1275dni 36560t 38.3-10°let  401-10let 50-10°let 10.4-10"let
oo | 771471et 259-10% et 2.64-10% et 2.27-10 Lt 2.96-10™let - -
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Rychlost riistu funkci

UvaZujme 3 algoritmy se slo¥itostmi T1(n) = n, To(n) = n°, T3(n) = 2"

N&3 potital zvlddne v redlném &ase (kolik jsme ochotni pockat) 10"
krokii.

SloZitost  Velikost vstupu

Ti(n) =n 10"
To(n) = n’ 10*
T3(n) = 2" 40

Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky
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Rychlost riistu funkci

UvaZujme 3 algoritmy se slo¥itostmi T1(n) = n, To(n) = n°, T3(n) = 2"

N&3 potital zvlddne v redlném &ase (kolik jsme ochotni pockat) 10"
krokii.

SloZitost  Velikost vstupu

Ti(n) =n 10"
To(n) = n’ 10*
T3(n) = 2" 40

Nyni po¢itat 1000 nasobné zrychlime. Zvladne tedy 10" kroka.

SloZitost  Velikost vstupu

Narust
Ti(n) =n 107 1000x
To(n) = n’ 10° 10x
T3(n) = 2" 50 +10

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Asymptoticka notace

V nasledujicim se zamé&¥ime na funkce typu f : N — R, kde:

@ Hodnota f(n) nemusi byt definovana pro viechny hodnoty n € N, ale
musi existovat n&jakd konstanta ngy takovd, Ze hodnota f(n) je
definovand pro v8echna n € N takova, Ze n = ng.

P¥iklad: Funkce f(n) = log,(n) neni definovand pro n = 0, ale pro
v8echna n = 1 uZ definovana je.

o Musi existovat takovad konstanta ng, Ze pro viechny hodnoty n € N,
kde n = ng, plati f(n) = 0.

Ptiklad: Pro funkci f(n) = n®> — 25 plati £(n) = 0 pro véechna n = 5.
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Asymptoticka notace

Vezmé&me si libovolnou funkci g : N — R. Zapisy O(g), Q(g), ©(g), o(g)
a w(g) oznaduji mnoziny funkci typu N — R, kde:

@ O(g) — mnoZina v&ech funkci, které rostou nejvyse tak rychle jako g
e Q(g) — mnoZina vdech funkci, které rostou alespon tak rychle jako g
@ O©(g) — mnoZina viech funkci, které rostou stejné rychle jako g

@ o(g) — mnoZina viech funkci, které rostou pomaleji nez funkce g

@ w(g) — mnoZina vdech funkci, které rostou rychleji neZ funkce g

Poznamka: Toto nejsou definice! Ty ndsleduji na nasledujicich slidech.

O — velké , 0"
Q — velké Yecké pismeno ,omega"“
© — velké ¥fecké pismeno ,theta"

o — malé , 0"

w — malé ,,omega“
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Asymptoticka notace — symbol O

Neformalné:

O(g) — mnoZina vdech funkci, které rostou nejvy3e tak rychle jako g

Jak formaln& definovat, kdy plati ¥ € O(g)?

Prvni pokus:

@ porovnat hodnoty funkci

(Vn e N)(f(n) < g(n))

Problém: NeumoZiiuje zanedbat konstanty, nap¥. neni pravda, Ze
(Vn e N)(3n® < 2n°).

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 14. dubna 2024



Asymptoticka notace — symbol O

Neformalné:

O(g) — mnoZina vdech funkci, které rostou nejvy3e tak rychle jako g

Jak formaln& definovat, kdy plati ¥ € O(g)?

Druhy pokus:

@ prenasobit funkci g n&jakou dostatené& velkou konstantou ¢

(e >0)(VneN)(f(n) <c-g(n))

Problém: Nerovnost nemusi ani po pfenasobeni libovolné velkou
konstantou platit pro malé hodnoty n.

Nap¥iklad funkce g(n) = n otividn& roste rychleji ne funkce
f(n) = n+5. Oviem bez ohledu na to, jak velkou zvolime
konstantu ¢, pro n = 0 nikdy nebude platit n+5 < c- n’.
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Asymptoticka notace — symbol O

Neformalné:
O(g) — mnoZina vdech funkci, které rostou nejvy3e tak rychle jako g

Jak formaln& definovat, kdy plati ¥ € O(g)?

Tteti pokus:

@ nerovnost nemusi platit pro viechna n, stadi, Ze bude platit pro
v8echny ,dostate¢né velké” hodnoty n

(¢ >0)(Ing = 0)(Yn = ng)(f(n) <c-g(n))
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Asymptoticka notace — symbol O

c-g(n)

f(n)

no

Vezméme si libovolnou funkci g : N — R. Pro funkci f : N — R plati
f € O(g) pravé tehdy, kdyz

(3¢ >0)(Fng 2 0)(Vn = ng)(f(n) < c-g(n)).
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Asymptoticka notace — symbol O

Poznamky:
o c je kladné redlné &islo (tj. ce R a ¢ > 0)

@ ng a n jsou piirozena &isla (tj. ngp € Na n e N)
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Asymptoticka notace — symbol O

Priklad: Vezm&me si funkce £(n) = 2n° +3n+7 a g(n) = n°.
Chceme ukazat f € O(g), tj. f € O(n°):

o Postup 1:

Zvolme naptiklad ¢ = 3.
c-g(n)=3n"=2n" + %nz + %nz

Pot¥ebujeme najit takové ng, aby pro kazdé n = ng platilo sou¢asné

2 2 2 2
2n° = 2n %n > 3n %n >7

me, Ze naptiklad ng = 6 vyhovuje témto poZadavkim.

Snadno ove&F
Pak pro kazdé n = 6 plati ¢ - g(n) = f(n):

cg(n) = 3n° = 2n° + %n2 + %nz >2n° +3n+7= f(n)
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Asymptoticka notace — symbol O

P¥iklad, kde f(n) = 2n> +3n+7 a g(n) = n*:
o Postup 2:

Zvolme ¢ = 12.
c-g(n)= 12n° = 2n° + 3n° + 7n’

Pot¥ebujeme najit takové ng, aby pro kazdé n = ng platilo sou¢asné
2n® = 2n° 3n° = 3n =7
Uvedené vztahy zjevné plati pro ng = 1, takZe pro kazdé n = 1 platfi

f(n) <c-g(n):

c-g(n)= 12n° =2n° +3n° +7n° =2 2n° +3n+7 = f(n)
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Asymptoticka notace — symbol 2

f(n)

c-g(n)

No

Vezméme si libovolnou funkci g : N — R. Pro funkci f : N — R plati
f € Q(g) pravé tehdy, kdyz

(3¢ > 0)(Fng 2 0)(Vn = ng)(c- g(n) < f(n)).
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Asymptoticka notace — symbol 2

Neni tézké zdlvodnit, Ze plati nasledujici tvrzeni:

Pro libovolné funkce f a g plati:

feO(g) pravé tehdy, kdyz g € Q(f)
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Asymptotickd notace — symbol ©

c-g(n)
f(n)

c1-g(n)

no

Vezméme si libovolnou funkci g : N — R. Pro funkci f : N — R plati
f € ©(g) pradvé tehdy, kdy?

(d¢; > 0)(dep > 0)(dng = 0)(Vn = no)(c1 -g(n)=<f(n)<c- g(n)).
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Asymptotickd notace — symbol ©

Z definice © snadno vyplyva nésledujici:

Pro libovolné funkce f a g plati:
feolg) pravé tehdy, kdyz feO(g)afeQg)
feo(g) pravé tehdy, kdyz feO(g)age Of)
feog) pravé tehdy, kdy? g € O(f)
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Asymptoticka notace — symboly o and w

Vezméme si libovolnou funkci g : N — R. Pro funkci f : N — R plati
f € o(g) pravé tehdy, kdyz

im ) _ g

n— +0o g(n) a

Vezméme si libovolnou funkci g : N = R. Pro funkci f : N —» R plati
f € w(g) pravé tehdy, kdyz

+ 00

im 1) _
000 ()
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Asymptoticka notace

Pro libovolné funkce f a g plati nasledujici tvrzeni:

Jestlize existuje hodnota ¢ > 0 takova, Ze

lim ) =
n—+oo g(n)

pak f € O(g).

Jestlize existuje hodnota ¢ > 0 takova, Ze

lim M =
n—+oo f(n)

pak f € Q(g).
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Asymptoticka notace

Zjevné plati:

@ Pokud f € o(g), pak f € O(g).
@ Pokud f € w(g), pak f € Q(g).
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Asymptoticka notace

Na asymptotickou notaci se mizZeme divat jako na urdity druh porovnani

rychlosti ristu funkci:

feO(g) — rychlost rastu f “<" rychlost ristu g

feQlg) — rychlost riistu £ “=" rychlost ristu g

feo(g) — rychlost ristu £ “=" rychlost ristu g

feo(g) — rychlost ristu f “<" rychlost ristu g

few(g) — rychlost riistu £ “>" rychlost ristu g
Poznamka:

o Existuji dvojice funkci f a g takové, Ze

feO0(g) a  g¢oO(f),
naptiklad

f(n) =n’ 3

n pokud n mod2=1
g(n) = )
n~  jinak
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Asymptoticka notace

o O funkci f Yekneme, Ze je:
linearni, pokud f(n) € ©(n)
kvadratick4, pokud f(n) € ©(n°)
kubicka, pokud f(n) € ©(n°)
polynomialni, pokud f(n) € O(n*) pro n&jaké k > 0

k
exponencialni, pokud f(n) € O(c" ) pro néjaké c >1a k >0
logaritmickad, pokud f(n) € ©(log n)
polylogaritmicka, pokud f(n) € @(Iogk n) pro n&jaké k >0

@ O(1) je mnoZina v8ech omezenych funkci, tj. funkci jejichz funk&ni
hodnoty jsou shora omezeny né&jakou konstantou.

@ Exponencidlni funkce se v asymptotické notaci &asto uvadi ve

k
O(n y ey , y o s _2
tvaru 29 ), protoZe potom jiZ nemusime uvazovat riizné zdklady
mocniny.
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Asymptoticka notace

Obecné plati:

@ jakakoliv polylogaritmicka funkce roste pomaleji nez jakakoli
polynomidlni funkce

@ jakakoli polynomidlni funkce roste pomaleji neZ jakdkoli exponencidlni
funkce

- (oo o PR S A

@ pti porovnavani polynomidlnich funkci n” a n~ stadi porovnat
hodnoty k a /¢

@ pfi porovnavani polylogaritmickych funkci Iogk na IogZ n stadi
porovnat hodnoty k a /¢

@ pfi porovnavani exponencialnich funkci 2P(n) 5 pa(n)

polynomy p(n) a q(n).

stadi porovnat

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 14. dubna 2024



Asymptoticka notace

Predpokladejme, Ze a a b jsou n&jaké konstanty takové, 7e a> 0 a b > 0,
a k a ¢ jsou n&jaké libovolné konstanty, kde k 20, £ =20 a k < /.

UvaZujme funkce
f(n)=a-nk g(n)=b.ne

Pro kazdé takové funkce f a g plati f € O(g):

Dukaz: Zvolme ¢ =

ol

Vzhledem k tomu, Ze pro n = 1 zjevné plati n*<nt (protoZe k < /), tak
pro n = 1 plati

C'g(”):%’g(”)=%'b-nZ:a~nZZa.nk:f(n)
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Asymptoticka notace

Tvrzeni
Pro libovolna a, b > 1 a libovolné n > 0 plati

logy, n
log, a

log, n =

Diikaz: Z n = 3°%" plyne log, n = Iogb(alog"’").

5 [ (oL
ProtoZe log,(a%2") = log, n - log, a, dostavame log, n = log, n - log, a,

z ¢ehoZ plyne vySe uvedeny zavér. [

Z toho dlivodu se pFi pouziti asymptotické notace zdklad logaritmu obvykle
vynechdva: napfiklad misto ©(nlog, n) mizeme napsat ©(nlogn).
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Asymptoticka notace

Ptiklady:
ne O(n2) n® e o(n*)
1000n € O(n) 0.00001n° — 10'°n € ©(10"°1°
olog2" ¢ ©(n) n® —n’ Iogg n +1000n — 10" € @(n3)
n® ¢ 0(n?) n® +1000n — 10'% € O(n*)
n® ¢ O(n) n® +n° ¢ ©(n%)
n®+2" ¢ 0(n?) nl ¢ 0(2")
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Asymptoticka notace

Pro libovolné tfi funkce f, g a h plati:
o jestlize f € O(g) a g € O(h), pak f € O(h)
o jestlize f € Q(g) a g € Q(h), pak f € Q(h)
@ jestlize f € ©(g) a g € ©(h), pak f € ©(h)
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Asymptoticka notace

@ Pro libovolnou funkci f a libovolnou konstantu ¢ > 0 plati:
o c-feO(f)

@ Pro libovolné dvé funkce f, g plati:
e max(f,g) € O(f + g)
e pokud f € O(g), pak f + g € O(g)

@ Pro libovolné &ty¥i funkce f1, >, g1, & plati:
o pokud f; € O(f;) a g1 € O(g), pak i + g1 € O(f, + &) a
fi-g1 € O(f g2)
o pokud f; € O(f;) a g1 € ©(g2), pak i + g1 € O(F, + &) a
fi-g €0(h-g)
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Asymptoticka notace

Jak bylo uvedeno, vyrazy O(g), Q(g), ©(g), o(g) a w(g) oznaluji urité
mnozZiny funkci.

V odbornych textech se v8ak nékdy pouZivaji tyto vyrazy i v ponékud
odlisném vyznamu:

e zapis O(g), Q(g), ©(g), o(g) nebo w(g) nereprezentuje danou
mnozinu funkci, ale néjakou funkci z dané mnoZziny.

Tato konvence se pouzivd zejména v zdpisu rovnic nebo nerovnic.
o 2 2
Ptiklad: 3n° +5n° — 11n+2 = 3n° + O(n°)

P¥i pouZiti této konvence je tedy mozné naptiklad psit f = O(g) misto
feO(g).

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 14. dubna 2024




SloZitost algoritm{i

Rekn&me, e bychom cht&li analyzovat €asovou sloZitost T(n) n&jakého
algoritmu, ktery se sklada z instrukei f1, b, ..., Ix:

@ Ptedpokladejme, Ze doby provedeni jednotlivych instrukci jsou
€1, Co, ..., Ck, tj. doba provedeni instrukce /; je ddna konstantou c;.

o Ptedpokladejme, Ze In je mnoZina v8ech moznych vstupid pro dany
algoritmus.
Zaved me si pro kaZdou instrukci /; odpovidajici funkci
m;:In—-> N
udavajici, kolikrdt se provede instrukce /; p¥i vypoctu nad danym
vstupem, tj. hodnota m;(w) udava, kolikrdt se provede instrukce /;
p¥i vypoc¢tu nad vstupem w.
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SloZitost algoritm{i

@ Celkova doba vypoc¢tu nad vstupem w:

t(w) =cp-mi(w) + - ma(w) + - + ¢, - me(w).
@ PY¥ipomeiime, ze T(n) = max{t(w) | size(w) =n}.

@ Pro kaZdou z funkci mq, my, ..., my miZeme nadefinovat odpovidajici
funkci f; : N = R, kde

fi(n) = max{m;(w) | size(w) =n}

tj. f;(n) je maximum z poctu provedeni instrukce /; pro viechny
vstupy velikosti n.

o Zjevn& plati T € O(f + fh + -+ + fx).
@ PF¥ipomerime si, Ze pokud 6 € O(f), pak ¢; - f; + G- fj € O(f).

@ Pokud tedy pro n&kterou funkci f; plati, Ze pro viechny f;, kde j # i,
je f; € O(f;), pak
T € O(f).
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SloZitost algoritm{i

@ Zjevné& také plati, Ze pro libovolnou z funkci fi, 5, ..., f je T € Q(f).

o P¥ analyze celkové &asové sloZitosti T(n) se tedy v&tdinou miiZzeme
omezit pouze na analyzu poctu provedeni nejéastéji provadéné
instrukce /;, tj. zkoumani toho, jak rychle roste funkce f;(n), protoZe
plati

T € O(f).

~

@ Pro ostatni instrukce /; stati ovéfit, ze

fi € O(f),

tj. neni pro n& nutné presné zjistovat, jak rychle rostou, ale jen to, Ze
rostou nanejvys tak rychle jako f;.
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SloZitost algoritm{i

Ptiklad:

Algoritmus: Nalezeni nejvétsiho prvku v poli

FIND-MaX (A, n):
k:=0
fori:=1ton—-1do
L if A[i]> A[k] then

| k=i

return A[k]
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SloZitost algoritm{i

P¥i analyze sloZitosti algoritmu FIND-MAX jsme zjistili, Ze ¢asova sloZitost
daného algoritmu v nejhor$im pfipadé je

f(n)=an+b.

Kdybychom to nechtgli takto podrobn& zji§tovat a spokojili se s hrub%im
odhadem, mohli jsme ur&it, Ze €asova sloZitost tohoto algoritmu je ©(n),
protoze:

o Algoritmus obsahuje jediny cyklus, ktery se pro vstup velikosti n
provede vZdy pravé (n— 1) krat, tj. pocet priichodii cyklem je v ©(n).

@ V ramci jednoho priichodu cyklem se provede né&kolik instrukci, jejichZ
pocet je shora i zdola omezen néjakymi konstantami nezavislymi na
velikosti vstupu. Doba provedeni jedné iterace cyklu je tedy v ©(1).

o Ostatni instrukce se provedou jednou. Cas, ktery se stravi jejich
provadénim, je v ©(1).
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SloZitost algoritm{i

Pokusme se analyzovat &asovou sloZitost nasledujiciho algoritmu:

Algoritmus: T¥idéni pfimym vkladanim

INSERTION-SORT (A, n):

for j:=1ton—-1do
x = A[J]
it=j-1
while i = 0 and A[/] > x do
Ali+ 1] := A[/]
Li::i—l
Ali+1]:=x

Tj. chceme najit funkci T(n) takovou, Ze €asova sloZitost algoritmu
INSERTION-SORT v nejhorim ptipadé je v ©(T(n)).
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SloZitost algoritm{i

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
13]8|1|5]8]6[11]4]10]5]

x =7
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SloZitost algoritm{i

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

n
l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
[3]8|1]s]8[6]1]4]10]5] x=?
T
J
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SloZitost algoritm{i

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

i n
l l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Algoritmus: T¥idéni pfimym vkladanim

INSERTION-SORT (A, n):
for j:=1ton—-1do
x = A[J]
i=j-1
while /i = 0 and A[/] > x do
Ali+ 1] := A[/]
L i=i-1

Ali+1]:=x
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UvaZujme vstupy velikosti n:

@ Vnégjsi cyklus for se provede n — 1 krat.

(Proménna j nabyva hodnot 1, 2, ..., n—1.)

@ Vnitfni cyklus while se pro danou hodnotu j provede maximalné
J krat.
(Promé&nna i nabyvd hodnot j -1, -2,...,1,0.)

o Existuji vstupy, pro které plati, Ze pro kazdou hodnotu j od 1 do n—1
se vnitfni cyklus while provede pravé j krat.

@ V nejhorsim pfipadé se tedy cyklus while provede celkem m krat, kde

m=1+2+-+(n-1)=(1+(n-1))- 2 =17 -1p

o Celkova ¢asova sloZitost algoritmu INSERTION-SORT v nejhor§im
pfipadé je tedy @(nz).
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V ptedchozim p¥ipadé jsme p¥esné spoditali celkovy pocet prichodi
cyklem while.
Obecné to neni vZidy moZné spoditat takto p¥esné& nebo to miZe byt hodn&

komplikované. Pokud nds zajima jen asymptoticky odhad, tak to &asto ani
neni nutné.
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Pokud bychom nap¥iklad neuméli spoditat soucet aritmetické posloupnosti,
mohli bychom provést analyzu ndsledovné:

@ Vné&jsi cyklus for se neprovede vice nez n krat, vnitfni cyklus while se
p¥i kazdé iteraci vnéjsiho cyklu provede maximaln& n krat. Celkové se
oy, s 20
tedy vnit¥ni cyklus provede maximalné& n” krat.

Plati tedy T € O(n?).

@ Pro n&které vstupy se p¥i poslednich | n/2]| priichodech cyklem for
provede cyklus while alespoii [n/2] krat.

Pro nékteré vstupy se tedy cyklus while provede alespori
[n/2]-[n/2] krét.

Ln/2]-Tnj2] = (nf2=1) - (n[2) = 10 = 1n

Plati tedy T € Q(n?).
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@ Zatim jsme uvazovali, Ze provedeni dané instrukce trva vzdy stejné
dlouho bez ohledu na to, s jakymi hodnotami pracuje.

o P¥i pouZiti asymptotickych odhadil tedy doba trvani jednotlivych
instrukci nehrala roli a dilezité bylo pouze to, kolikrat se dand
instrukce p¥i b&hu algoritmu provede.

o Napftiklad p¥i pouZiti stroji RAM jako vypocetniho modelu to
odpovida pocitani pottu provedenych instrukci, tj. doba trvani
provedeni jedné instrukce je 1.

Tato se oznaduje jako pouziti tzv. jednotkové miry.

@ Odhady ¢asové slozitosti v jednotkové mife odpovidaji dob& béhu na
skute¢nych pocitatich za predpokladu, Ze operace, které provadi stroj
RAM, miZe skuteény podital provést v konstantnim &ase.

To plati, pokud ¢&isla, se kterymi algoritmus pracuje, jsou mala
(vejdou se napf. do 32 nebo 64 biti).
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e Pokud by stroj RAM pracoval s ,,velkymi* &isly (nap¥. 1000 bitovymi),
bude odhad ¢asové sloZitosti v jednotkové mife nerealisticky v tom
smyslu, Ze vypolet na skute¢ném poditadi bude trvat mnohem déle.

@ Proto se pfi analyze ¢asové sloZitosti algoritmii, u kterych se
predpoklada prace s velkymi &isly, pouziva tzv. logaritmicka mira,
kdy je doba provedeni jedné instrukce umérna po&tu bitovych
operaci, které je tfeba pro provedeni dané instrukce provést.

@ Doba trvani instrukce je tedy zavisld na aktudlnich hodnotach jejich
operandd.

o Napfiklad doba provadéni instrukci s¢itdni a od&itani je rovna soultu
po&ti bitd jejich operandi.

@ Doba provadéni instrukci ndsobeni a déleni je rovna soudinu pocti
bitll jejich operandd.
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Pozndmka: Zépisem blen(x) oznaéme potet biti v bindrnim zpise
pFirozeného &isla x.
Plati

blen(x) = max (1, [logy(x + 1))
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Prostorovd (pamétova) sloZitost algoritmi

@ Zatim jsme se zajimali o &as, ktery potfebujeme k vypoltu

o Ne&kdy byva kritickou velikost paméti potfebné k provedeni vypoctu.

V ptipadé stroji RAM opét miZeme i z hlediska mnoZstvi pouZité paméti
rozliSovat mezi pouZitim jednotkové a logaritmické miry:

MnoZzstvim paméti stroje RAM M pouZitym pro vstup w rozumime bud
polet bunék paméti nebo polet biti paméti, které stroj M b&hem svého
vypoltu nad vstupem w pouZije.

Definice

Prostorova slozitost stroje RAM M (v nejhorsim p¥ipadg) je funkce
S:N - N, kde S(n) uddvd maximalni mnoZstvi paméti pouZité
strojem M pro vstupy délky n.
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Prostorovd (pamétova) sloZitost algoritmi

@ Pro konkrétni problém miZeme mit dva algoritmy takové, Ze jeden
ma mensi prostorovou sloZitost a druhy zase ¢asovou sloZitost.

@ Je-li &asova sloZitost algoritmu v O(f(n)) je i prostorova v O(f(n))
(polet bun&k navitivenych RAMem nemiiZze byt ¥adové vétsi nez
polet krokli, protoZe v kazdém kroku pouZije nejvyse t¥i buiiky paméti
— nejvyse dv& pro &teni a nejvyse jednu pro zépis).
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