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Složitost algoritmu

Poč́ıtače pracuj́ı rychle, ale ne nekonečně rychle. Provedeńı každé
instrukce trvá nějakou (i když velmi krátkou) dobu.

Stejný problém může řešit v́ıce r̊uzných algoritmů a doba výpočtu
(daná hlavně počtem provedených instrukćı) může být pro r̊uzné
algoritmy r̊uzná.

Algoritmy bychom chtěli mezi sebou porovnávat a zvolit si ten lepš́ı.

Algoritmy můžeme naprogramovat a změ̌rit čas výpočtu. T́ım zjist́ıme
jak dlouho trvá výpočet na konkrétńıch datech, na kterých algoritmus
testujeme.

Chtěli bychom ḿıt i nějakou p̌resněǰśı p̌redstavu o tom, jak dlouho
bude trvat výpočet na všech možných vstupńıch datech.
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Složitost algoritmu

Doba výpočtu je ovlivněna mnoha faktory, nap̌r.:

použitý algoritmus
množstv́ı vstupńıch dat
použitý hardware (důležitá může být nap̌r. taktovaćı frekvence
procesoru)
použitý programovaćı jazyk — a jeho konkrétńı implementace
(p̌rekladač/interpreter)
. . .

Pokud poťrebujeme řešit problém pro
”
malá“ vstupńı data, doba

výpočtu je věťsinou zanedbatelná.

S nar̊ustaj́ıćım množstv́ım vstupńıch dat (velikosti vstupu) může doba
výpočtu r̊ust, někdy velmi výrazně.
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Složitost algoritmu

Časová složitost algoritmu — jak záviśı doba výpočtu na množstv́ı
vstupńıch dat

Pamět’ová (resp. prostorová) složitost algoritmu — jak záviśı
množstv́ı použité paměti na množst́ı vstupńıch dat

Poznámka: Přesné definice těchto pojmů budou uvedeny za chv́ıli.

Poznámka:

Existuj́ı i daľśı typy výpočetńı složitosti, kterými se nebudeme zabývat
(nap̌r. komunikačńı složitost).
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Složitost algoritmu

Vezměme si nějaký konkrétńı stroj vykonávaj́ıćı nějaký algoritmus —
nap̌r. stroj RAM, Turing̊uv stroj, . . .

Budeme p̌redpokládat, že pro daný stroj M máme nějak definované pro
libovolný vstup w z množiny všech vstupů In následuj́ıćı dvě funkce:

timeM ∶ In → N — vyjaďruje dobu výpočtu stroje M nad vstupem w

spaceM ∶ In → N — vyjaďruje množstv́ı paměti použité strojem M

p̌ri výpočtu nad vstupem w

Poznámka: Předpokládáme, že výpočet stroje M nad libovolným
vstupem w se po konečném počtu krok̊u zastav́ı.
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Složitost algoritmu

Př́ıklad:

Jednopáskový Turing̊uv stroj M:

timeM(w) — počet krok̊u, které vykoná M p̌ri výpočtu nad
vstupem w

spaceM(w) — počet poĺıček navšt́ıvených na pásce během
výpočtu nad vstupem w

Stroj RAM:

timeM(w) — počet krok̊u, které vykoná daný stroj RAM p̌ri
výpočtu nad vstupem w

spaceM(w) — počet buněk poměti, které byly použity během
výpočtu nad vstupem w (bylo do nich něco zapsáno nebo z nich
bylo čteno)
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Velikost vstupu

Pro r̊uzné vstupy provede program r̊uzný počet instrukćı.

Pokud chceme počet provedených instrukćı nějak analyzovat, je vhodné si
zavést pojem velikost vstupu.

Typicky je velikost vstupu č́ıslo, které udává, jak je daná instance
”
velká“

(č́ım věťśı č́ıslo, t́ım věťśı instance).

Poznámka: Velikost vstupu si v daném konkrétńım p̌ŕıpadě můžeme
definovat, jak chceme a jak je to pro daľśı analýzu výhodné.

Co p̌resně zvoĺıme jako velikost vstupu neńı p̌redem dáno, ale z podstaty
zadaného problému věťsinou nějak p̌rirozeně vyplývá, co za velikost vstupu
zvolit.
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Velikost vstupu

Př́ıklady:

Pro problém
”
Tř́ıděńı“, kde vstupem je sekvence č́ısel a1, a2, . . . , an

a výstupem jsou tato č́ısla seťŕıděná, můžeme vźıt jako velikost vstupu
hodnotu n.

Pro problém
”
Prvoč́ıselnost“, kde vstupem je p̌rirozené č́ıslo x , a kde

se ptáme, zda x je prvoč́ıslo, můžeme vźıt jako velikost vstupu počet
bit̊u č́ısla x .

(Jinou možnost́ı by bylo vźıt jako velikost vstupu p̌ŕımo hodnotu x .)
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Velikost vstupu

Někdy je vhodné popsat velikost vstupu pomoćı v́ıce č́ısel.

Nap̌ŕıklad u problémů, kde vstupem je graf, můžeme definovat velikost
vstupu jako dvojici č́ısel n,m, kde:

n – počet vrchol̊u grafu

m – počet hran grafu

Poznámka: Jinou možnost́ı by bylo definovat velikost vstupu jako jediné
č́ıslo n +m.
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Velikost vstupu

Obecně můžeme pro libovolný problém definovat velikost vstupu
následovně:

Pokud je vstupem slovo w z nějaké obecedy Σ:
délka slova w

Pokud je vstupem sekvence bit̊u (tj. slovo z abecedy {0, 1}):
počet bit̊u v této sekvenci

Pokud je vstupem p̌rirozené č́ıslo x :
počet bit̊u nutných k zápisu č́ısla x
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Časová složitost

Chceme analyzovat konkrétńı algoritmus (jeho konkrétńı implementaci).

Zaj́ımá nás, kolik instrukćı se provede, pokud algoritmus dostane vstup
velikosti 0, 1, 2, 3, 4, . . ..

Je žrejmé, že i pro vstupy, které maj́ı stejnou velikost, může být počet
provedených instrukćı r̊uzný.

Označme si velikost vstupu w ∈ In jako size(w).
Nyńı definujme následuj́ıćı funkci T ∶ N → N takovou, že pro n ∈ N je

T (n) = max { timeM(w) ∣ w ∈ In, size(w) = n }
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Časová složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě

20 1 3 5 6 8 94 7 10 1511 12 13 14 n

timeM(w)
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Časová složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě

20 1 3 5 6 8 94 7 10 1511 12 13 14 n

timeM(w)T (n)
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Časová a prostorová složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě

Takto definované funkci T (n) (tj. funkci, která pro daný algoritmus a
danou definici velikosti vstupu p̌rǐrazuje každému p̌rirozenému č́ıslu n

maximálńı počet instrukćı, které algoritmus provede, pokud dostane vstup
velikosti n) se ř́ıká časová složitost algorimu v nejhořśım p̌ŕıpadě.

T (n) = max { timeM(w) ∣ w ∈ In, size(w) = n }

Analogicky můžeme definovat prostorovou (pamět’ovou) složitost
algoritmu v nejhořśım p̌ŕıpadě jako funkci S(n), kde as a function S(n)
where:

S(n) = max { spaceM(w) ∣ w ∈ In, size(w) = n }
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Časová složitost v pr̊uměrném p̌ŕıpadě

Kromě časové složitosti v nejhořśım p̌ŕıpadě má smysl zkoumat i časovou
složitost v pr̊uměrném p̌ŕıpadě.

V tomto p̌ŕıpadě T (n) nedefinujeme jako maximum, ale jako aritmetický
pr̊uměr z hodnot

{ timeM(w) ∣ w ∈ In, size(w) = n }

Určit časovou složitost v pr̊uměrném p̌ŕıpadě je věťsinou těžš́ı než
určit časovou složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě.

Často se tyto dvě funkce p̌ŕılǐs nelǐśı, někdy je ale rozd́ıl významný.

Poznámka: Zkoumat složitost v nejlepš́ım p̌ŕıpadě věťsinou moc smysl
nemá.

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 14. dubna 2024 14 / 72



Časová složitost v pr̊uměrném p̌ŕıpadě

20 1 3 5 6 8 94 7 10 1511 12 13 14 n

timeM(w)T (n)
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Výpočetńı složitost algoritmu

Z definice vid́ıme, že jak časová, tak prostorová, složitost algoritmu jsou
funkce, jej́ıchž p̌resné hodnoty závist́ı nejen na daném algoritmu Alg , ale
také na následuj́ıćıch věcech:

na stroji M, na kterém algoritmus Alg běž́ı,

na definici doby výpočtu timeM(w) a množstv́ı použité
paměti spaceM(w) algoritmu Alg na stroji M pro vstup w ∈ In,

na definici velikosti vstupu (tj. definici funkce size).

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 14. dubna 2024 16 / 72



Výpočetńı složitost algoritmu

Přesné určeńı doby výpočtu nebo množstv́ı použité paměti může být
extrémně komplikované.

Věťsinou se p̌ri analýze výpočetńı složitosti algoritmu použ́ıvá celá řada
zjednodušeńı:

Věťsinou se neanalyzuje, jak záviśı doba výpočtu nebo množstv́ı
použité paměti na konkrétńıch vstupńıch datech, ale pouze, jak závist́ı
na velikosti vstupu, tj. na množstv́ı těchto dat.

Funkce vyjaďruj́ıćı, jak roste doba výpočtu nebo množstv́ı použité
paměti v závislosti na velikosti vstupu, se nepoč́ıtaj́ı p̌resně — poč́ıtaj́ı
se odhady těchto funkćı.

Odhady těchto funkćı se vyjaďruj́ı pomoćı tzv. asymptotické notace
— nap̌r. se řekne, že časová složitost algoritmu MergeSort je
O(n log n), zat́ımco časová složitost algoritmu BubbleSort je O(n2).
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Časová složitost algoritmu

Př́ıklad analýzy časové složitosti algoritmu bez použit́ı asymptotické
notace:

Takto podrobně se analýza výpočetńı složitosti algoritmu témě̌r nikdy
nedělá — je to p̌ŕılǐs pracné a komplikované.

Uvid́ıme tak ale, co vše je p̌ri použit́ı asymptotické notace zanedbáno
a o kolik je analýza s použit́ım asymptotické notace jednoduš̌śı.

Budeme poč́ıtat s konstantami c0, c1, . . . , ck , které udávaj́ı dobu
trváńı jednotlivých instrukćı — nebudeme poč́ıtat s konkrétńımi č́ısly.
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Doba výpočtu

Řekněme, že máme algoritmus reprezentován ve formě grafu ř́ıd́ıćıho toku:

Každé instrukci (tj. každé hraně) p̌rǐrad́ıme hodnotu udávaj́ıćı, jak
dlouho trvá provedeńı této instrukce.

Provedeńı r̊uzných instrukćı může trvat r̊uznou dobu.

Pro jednoduchost p̌redpokládejme, že provedeńı té samé instrukce
trvá pokaždé stejnou dobu — hodnota p̌rǐrazená dané instrukci je
č́ıslo z množiny R+ (množina nezáporných reálných č́ısel).
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Doba výpočtu

Př́ıklad:

Algoritmus: Nalezeńı nejvěťśıho prvku v poli

Find-Max (A, n):
k ∶= 0
for i ∶= 1 to n − 1 do

if A[i] > A[k] then
k ∶= i

return A[k]
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Doba výpočtu

k ∶= 0

i ∶= 1

[i < n]
[i ≥ n]

[A[i] > A[k]]
[A[i] ≤ A[k]]

k ∶= i

i ∶= i + 1
result ∶= A[k]

0

1

2

3

4

5

6

7

Instr. doba

k ∶= 0 c0

i ∶= 1 c1[i < n] c2[i ≥ n] c3[A[i] ≤ A[k]] c4[A[i] > A[k]] c5

k ∶= i c6

i ∶= i + 1 c7

result ∶= A[k] c8
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Doba výpočtu

Př́ıklad: Doby provedeńı jednotlivých instrukćı by mohly být ťreba:

Instr. označeńı doba

k ∶= 0 c0 4
i ∶= 1 c1 4[i < n] c2 10[i ≥ n] c3 12[A[i] ≤ A[k]] c4 14[A[i] > A[k]] c5 12
k ∶= i c6 5

i ∶= i + 1 c7 6
result ∶= A[k] c8 5

Pro konkrétńı vstup w , nap̌r. pro w = ([3, 8, 4, 5, 2], 5), bychom mohli
výpočet odsimulovat a určit konkrétńı dobu výpočtu t(w).
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Časová složitost algoritmu

Předpokládáme vstupy tvaru (A, n), kde A je pole a n počet prvk̊u tohoto
pole (p̌ričemž n ≥ 1).

Jako velikost vstupu (A, n) zvolme n.

Uvažujme nyńı o nějaké jednom vstupu w = (A, n) velikosti n:

Dobu výpočtu t(w) nad vstupem w můžeme vyjáďrit jako

t(w) = c0 ⋅m0(w) + c1 ⋅m1(w) + ⋯ + c8 ⋅m8(w),
kde m0,m1, . . . ,m8 jsou funkce udávaj́ıćı, kolikrát je daná instukce p̌ri
výpočtu nad vstupem w provedena.
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Časová složitost algoritmu

Instr. doba počet provedeńı hodnota mi(w)
k ∶= 0 c0 m0(w) 1
i ∶= 1 c1 m1(w) 1[i < n] c2 m2(w) n − 1[i ≥ n] c3 m3(w) 1[A[i] ≤ A[k]] c4 m4(w) n − 1 − ℓ[A[i] > A[k]] c5 m5(w) ℓ

k ∶= i c6 m6(w) ℓ

i ∶= i + 1 c7 m7(w) n − 1
result ∶= A[k] c8 m8(w) 1

ℓ — počet pr̊uchodů cyklem, kdy plat́ı A[i] > A[k] (zjevně je 0 ≤ ℓ < n)
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Časová složitost algoritmu

Dosazeńım do

t(w) = c0 ⋅m0(w) + c1 ⋅m1(w) + ⋯ + c8 ⋅m8(w),
dostaneme

t(w) = d1 + d2 ⋅ (n − 1) + d3 ⋅ (n − 1 − ℓ) + d4 ⋅ ℓ,

kde

d1 = c0 + c1 + c3 + c8 d3 = c4
d2 = c2 + c7 d4 = c5 + c6

Po úpravě je

t(w) = (d2 + d3) ⋅ n + (d4 − d3) ⋅ ℓ + (d1 − d2 − d3)
Poznámka: t(w) neńı časová složitost, ale doba výpočtu pro konkrétńı
vstup w
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Časová složitost algoritmu

Nap̌ŕıklad pokud budou doby provedeńı jednotlivých instrukćı následuj́ıćı:

Instr. označeńı doba

k ∶= 0 c0 4

i ∶= 1 c1 4[i < n] c2 10[i ≥ n] c3 12[A[i] ≤ A[k]] c4 14[A[i] > A[k]] c5 12

k ∶= i c6 5

i ∶= i + 1 c7 6

result ∶= A[k] c8 5

bude d1 = 25, d2 = 16, d3 = 14 a d4 = 17.

V takovém p̌ŕıpadě je t(w) = 30n + 3ℓ − 5.

Pro konkrétńı vstup w = ([3, 8, 4, 5, 2], 5) je n = 5 a ℓ = 1, takže
t(w) = 30 ⋅ 5 + 3 ⋅ 1 − 5 = 148.
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Časová složitost algoritmu

Pro které vstupy velikosti n bude výpočet trvat nejdéle (tj. které vstupy
p̌redstavuj́ı nejhořśı p̌ŕıpad), může záviset na detailech implementace a
p̌resných hodnotách konstant:

Doba výpočtu algoritmu Find-Max pro vstup w = (A, n) velikosti n:

t(w) = (d2 + d3) ⋅ n + (d4 − d3) ⋅ ℓ + (d1 − d2 − d3)
Pokud d3 ≥ d4 — nejhořśı jsou p̌ŕıpady, kdy má ℓ co nejmenš́ı hodnotu

ℓ = 0 — nap̌ŕıklad vstupy tvaru [0, 0, . . . , 0] nebo ťreba[n, n − 1, n − 2, . . . , 2, 1]
Pokud d3 ≤ d4 — nejhořśı jsou p̌ŕıpady, kdy má ℓ co nejvěťśı hodnotu

ℓ = n − 1 — nap̌ŕıklad vstupy tvaru [0, 1, . . . , n − 1]
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Časová složitost algoritmu

Časová složitost T (n) algoritmu Find-Max v nejhořśım p̌ŕıpadě je tedy
dána následovně:

Pokud d3 ≥ d4:

T (n) = (d2 + d3) ⋅ n + (d1 − d2 − d3)
Pokud d3 ≤ d4:

T (n) = (d2 + d3) ⋅ n + (d4 − d3) ⋅ (n − 1) + (d1 − d2 − d3)
= (d2 + d4) ⋅ n + (d1 − d2 − d4)

Př́ıklad: Pro d1 = 25, d2 = 16, d3 = 14 a d4 = 17 bude

T (n) = (16 + 17) ⋅ n + (25 − 16 − 17)
= 33n − 8
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Časová složitost algoritmu

V obou p̌ŕıpadech (at’ už d3 ≥ d4 nebo d3 ≤ d4) bude časová složitost
algoritmu Find-Max funkce tvaru

T (n) = an + b

kde a a b jsou nějaké konstanty, jejichž p̌resné hodnoty záviśı na délce
trváńı jednotlivých instrukćı.

Poznámka: Konkrétně bychom tyto konstanty mohli vyjáďrit jako

a = d2 +max{d3, d4} b = d1 − d2 −max{d3, d4}
Nap̌ŕıklad

T (n) = 33n − 8
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Časová složitost algoritmu

Pokud bychom se spokojili s t́ım, že časová složitost algoritmu Find-Max

je nějaká funkce tvaru

T (n) = an + b,

kde by nás ale nezaj́ımaly konkrétńı hodnoty konstant a a b, celá analýza
mohla být výrazně jednoduš̌śı.

Ve skutečnosti ani věťsinou nechceme vědět, jak p̌resně funkce T (n)
vypadá (obecně to může být nějaká velmi komplikovaná funkce),
a stačilo by nám, že v́ıme, že hodnoty funkce T (n)

”
zhruba“

odpov́ıdaj́ı hodnotám nějaké funkce S(n) = an + b, kde a a b jsou
nějaké konstanty.
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Časová složitost algoritmu

U dané funkce T (n) vyjaďruj́ıćı časovou nebo pamět’ovou složitost se tak
věťsinou spokoj́ıme s jej́ım p̌ribližným vyjáďreńım — odhadem, kde

zanedbáme méně významné členy

(nap̌r. ve funkci T (n) = 15n
2
+ 40n − 5 zanedbáme členy 40n a −5 a

ḿısto původńı funkce budeme uvažovat jen o funkci T (n) = 15n
2
),

zanedbáme konstanty, kterými se násob́ı

(nap̌r. ḿısto funkce T (n) = 15n
2
budeme uvažovat

o funkci T (n) = n
2
)

konstanty v exponentech ignorovat nebudeme — nap̌ŕıklad je
podstatný rozd́ıl mezi funkcemi T1(n) = n

2
a T2(n) = n

3
.

bude nás zaj́ımat, jak se funkce T (n) chová pro
”
velké“ hodnoty n,

chováńı na malých hodnotách budeme ignorovat
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Rychlost r̊ustu funkćı

Program zpracovává vstup velikosti n.
Předpokládejme, že pro vstup velikosti n provede T (n) operaćı, a že
provedeńı jedné operace trvá 1µs (10

−6
s).

n

T (n) 20 40 60 80 100 200 500 1000

n 20µs 40µs 60µs 80µs 0.1ms 0.2ms 0.5ms 1ms

n log n 86µs 0.213ms 0.354ms 0.506ms 0.664ms 1.528ms 4.48ms 9.96ms

n
2

0.4ms 1.6ms 3.6ms 6.4ms 10ms 40ms 0.25 s 1 s

n
3

8ms 64ms 0.216 s 0.512 s 1 s 8 s 125 s 16.7min.

n
4

0.16 s 2.56 s 12.96 s 42 s 100 s 26.6min. 17.36 hod. 11.57 dńı

2
n

1.05 s 12.75 dńı 36560 let 38.3⋅10
9
let 40.1⋅10

15
let 50⋅10

45
let 10.4⋅10

136
let –

n! 77147 let 2.59⋅10
34
let 2.64⋅10

68
let 2.27⋅10

105
let 2.96⋅10

144
let – – –
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Rychlost r̊ustu funkćı

Uvažujme 3 algoritmy se složitostmi T1(n) = n,T2(n) = n
3
,T3(n) = 2

n
.

Náš poč́ıtač zvládne v reálném čase (kolik jsme ochotni počkat) 10
12

krok̊u.

Složitost Velikost vstupu

T1(n) = n 10
12

T2(n) = n
3

10
4

T3(n) = 2
n

40
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Rychlost r̊ustu funkćı

Uvažujme 3 algoritmy se složitostmi T1(n) = n,T2(n) = n
3
,T3(n) = 2

n
.

Náš poč́ıtač zvládne v reálném čase (kolik jsme ochotni počkat) 10
12

krok̊u.

Složitost Velikost vstupu

T1(n) = n 10
12

T2(n) = n
3

10
4

T3(n) = 2
n

40

Nyńı poč́ıtač 1000 násobně zrychĺıme. Zvládne tedy 10
15

krok̊u.

Složitost Velikost vstupu Nárust

T1(n) = n 10
15

1000×

T2(n) = n
3

10
5

10×

T3(n) = 2
n

50 +10
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Asymptotická notace

V následuj́ıćım se zamě̌ŕıme na funkce typu f ∶ N → R, kde:

Hodnota f (n) nemuśı být definovaná pro všechny hodnoty n ∈ N, ale
muśı existovat nějaká konstanta n0 taková, že hodnota f (n) je
definovaná pro všechna n ∈ N taková, že n ≥ n0.

Př́ıklad: Funkce f (n) = log2(n) neńı definovaná pro n = 0, ale pro
všechna n ≥ 1 už definovaná je.

Muśı existovat taková konstanta n0, že pro všechny hodnoty n ∈ N,
kde n ≥ n0, plat́ı f (n) ≥ 0.

Př́ıklad: Pro funkci f (n) = n
2
− 25 plat́ı f (n) ≥ 0 pro všechna n ≥ 5.

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 14. dubna 2024 34 / 72



Asymptotická notace

Vezměme si libovolnou funkci g ∶ N → R. Zápisy O(g), Ω(g), Θ(g), o(g)
a ω(g) označuj́ı množiny funkćı typu N → R, kde:

O(g) – množina všech funkćı, které rostou nejvýše tak rychle jako g

Ω(g) – množina všech funkćı, které rostou alespoň tak rychle jako g

Θ(g) – množina všech funkćı, které rostou stejně rychle jako g

o(g) – množina všech funkćı, které rostou pomaleji než funkce g

ω(g) – množina všech funkćı, které rostou rychleji než funkce g

Poznámka: Toto nejsou definice! Ty následuj́ı na následuj́ıćıch slidech.

O – velké
”
O“

Ω – velké řecké ṕısmeno
”
omega“

Θ – velké řecké ṕısmeno
”
theta“

o – malé
”
o“

ω – malé
”
omega“
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Asymptotická notace – symbol O

Neformálně:

O(g) – množina všech funkćı, které rostou nejvýše tak rychle jako g

Jak formálně definovat, kdy plat́ı f ∈ O(g) ?
Prvńı pokus:

porovnat hodnoty funkćı

(∀n ∈ N)(f (n) ≤ g(n))
Problém: Neumožňuje zanedbat konstanty, nap̌r. neńı pravda, že(∀n ∈ N)(3n2 ≤ 2n

2).
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Asymptotická notace – symbol O

Neformálně:

O(g) – množina všech funkćı, které rostou nejvýše tak rychle jako g

Jak formálně definovat, kdy plat́ı f ∈ O(g) ?
Druhý pokus:

p̌renásobit funkci g nějakou dostatečně velkou konstantou c

(∃c > 0)(∀n ∈ N)(f (n) ≤ c ⋅ g(n))
Problém: Nerovnost nemuśı ani po p̌renásobeńı libovolně velkou
konstantou platit pro malé hodnoty n.

Nap̌ŕıklad funkce g(n) = n
2
očividně roste rychleji než funkce

f (n) = n + 5. Ovšem bez ohledu na to, jak velkou zvoĺıme
konstantu c , pro n = 0 nikdy nebude platit n + 5 ≤ c ⋅ n

2
.
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Asymptotická notace – symbol O

Neformálně:

O(g) – množina všech funkćı, které rostou nejvýše tak rychle jako g

Jak formálně definovat, kdy plat́ı f ∈ O(g) ?
Třet́ı pokus:

nerovnost nemuśı platit pro všechna n, stač́ı, že bude platit pro
všechny

”
dostatečně velké“ hodnoty n

(∃c > 0)(∃n0 ≥ 0)(∀n ≥ n0)(f (n) ≤ c ⋅ g(n))
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Asymptotická notace – symbol O

nn0

c⋅g(n)
f (n)

Definice

Vezměme si libovolnou funkci g ∶ N → R. Pro funkci f ∶ N → R plat́ı
f ∈ O(g) právě tehdy, když

(∃c > 0)(∃n0 ≥ 0)(∀n ≥ n0)(f (n) ≤ c ⋅ g(n)).
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Asymptotická notace – symbol O

Poznámky:

c je kladné reálné č́ıslo (tj. c ∈ R a c > 0)

n0 a n jsou p̌rirozená č́ısla (tj. n0 ∈ N a n ∈ N)
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Asymptotická notace – symbol O

Př́ıklad: Vezměme si funkce f (n) = 2n
2
+ 3n + 7 a g(n) = n

2
.

Chceme ukázat f ∈ O(g), tj. f ∈ O(n2):
Postup 1:

Zvolme nap̌ŕıklad c = 3.

c ⋅ g(n) = 3n
2
= 2n

2
+

1
2
n
2
+

1
2
n
2

Poťrebujeme naj́ıt takové n0, aby pro každé n ≥ n0 platilo současně

2n
2
≥ 2n

2 1
2
n
2
≥ 3n 1

2
n
2
≥ 7

Snadno ově̌ŕıme, že nap̌ŕıklad n0 = 6 vyhovuje těmto požadavk̊um.

Pak pro každé n ≥ 6 plat́ı c ⋅ g(n) ≥ f (n):
cg(n) = 3n

2
= 2n

2
+

1
2
n
2
+

1
2
n
2
≥ 2n

2
+ 3n + 7 = f (n)
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Asymptotická notace – symbol O

Př́ıklad, kde f (n) = 2n
2
+ 3n + 7 a g(n) = n

2
:

Postup 2:

Zvolme c = 12.

c ⋅ g(n) = 12n
2
= 2n

2
+ 3n

2
+ 7n

2

Poťrebujeme naj́ıt takové n0, aby pro každé n ≥ n0 platilo současně

2n
2
≥ 2n

2
3n

2
≥ 3n 7n

2
≥ 7

Uvedené vztahy zjevně plat́ı pro n0 = 1, takže pro každé n ≥ 1 plat́ı
f (n) ≤ c ⋅ g(n):
c ⋅ g(n) = 12n

2
= 2n

2
+ 3n

2
+ 7n

2
≥ 2n

2
+ 3n + 7 = f (n)
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Asymptotická notace – symbol Ω

nn0

c⋅g(n)

f (n)

Definice

Vezměme si libovolnou funkci g ∶ N → R. Pro funkci f ∶ N → R plat́ı
f ∈ Ω(g) právě tehdy, když

(∃c > 0)(∃n0 ≥ 0)(∀n ≥ n0)(c ⋅ g(n) ≤ f (n)).
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Asymptotická notace – symbol Ω

Neńı těžké zdůvodnit, že plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

Pro libovolné funkce f a g plat́ı:

f ∈ O(g) právě tehdy, když g ∈ Ω(f )
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Asymptotická notace – symbol Θ

nn0

c2⋅g(n)
f (n)
c1⋅g(n)

Definice

Vezměme si libovolnou funkci g ∶ N → R. Pro funkci f ∶ N → R plat́ı
f ∈ Θ(g) právě tehdy, když

(∃c1 > 0)(∃c2 > 0)(∃n0 ≥ 0)(∀n ≥ n0)(c1 ⋅ g(n) ≤ f (n) ≤ c2 ⋅ g(n)).
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Asymptotická notace – symbol Θ

Z definice Θ snadno vyplývá následuj́ıćı:

Pro libovolné funkce f a g plat́ı:

f ∈ Θ(g) právě tehdy, když f ∈ O(g) a f ∈ Ω(g)
f ∈ Θ(g) právě tehdy, když f ∈ O(g) a g ∈ O(f )
f ∈ Θ(g) právě tehdy, když g ∈ Θ(f )
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Asymptotická notace – symboly o and ω

Definice

Vezměme si libovolnou funkci g ∶ N → R. Pro funkci f ∶ N → R plat́ı
f ∈ o(g) právě tehdy, když

lim
n→+∞

f (n)
g(n) = 0

Definice

Vezměme si libovolnou funkci g ∶ N → R. Pro funkci f ∶ N → R plat́ı
f ∈ ω(g) právě tehdy, když

lim
n→+∞

f (n)
g(n) = +∞
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Asymptotická notace

Pro libovolné funkce f a g plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

Jestliže existuje hodnota c ≥ 0 taková, že

lim
n→+∞

f (n)
g(n) = c

pak f ∈ O(g).

Jestliže existuje hodnota c ≥ 0 taková, že

lim
n→+∞

g(n)
f (n) = c

pak f ∈ Ω(g).
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Asymptotická notace

Zjevně plat́ı:

Pokud f ∈ o(g), pak f ∈ O(g).
Pokud f ∈ ω(g), pak f ∈ Ω(g).
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Asymptotická notace

Na asymptotickou notaci se můžeme d́ıvat jako na určitý druh porovnáńı
rychlosti r̊ustu funkćı:

f ∈ O(g) — rychlost r̊ustu f “≤” rychlost r̊ustu g

f ∈ Ω(g) — rychlost r̊ustu f “≥” rychlost r̊ustu g

f ∈ Θ(g) — rychlost r̊ustu f “=” rychlost r̊ustu g

f ∈ o(g) — rychlost r̊ustu f “<” rychlost r̊ustu g

f ∈ ω(g) — rychlost r̊ustu f “>” rychlost r̊ustu g

Poznámka:

Existuj́ı dvojice funkćı f a g takové, že

f /∈ O(g) a g /∈ O(f ),
nap̌ŕıklad

f (n) = n
2

g(n) = {n pokud n mod 2 = 1

n
3

jinak
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Asymptotická notace

O funkci f řekneme, že je:

lineárńı, pokud f (n) ∈ Θ(n)
kvadratická, pokud f (n) ∈ Θ(n2)
kubická, pokud f (n) ∈ Θ(n3)
polynomiálńı, pokud f (n) ∈ O(nk) pro nějaké k > 0

exponenciálńı, pokud f (n) ∈ O(cnk ) pro nějaké c > 1 a k > 0
logaritmická, pokud f (n) ∈ Θ(log n)
polylogaritmická, pokud f (n) ∈ Θ(logk n) pro nějaké k > 0

O(1) je množina všech omezených funkćı, tj. funkćı jejichž funkčńı
hodnoty jsou shora omezeny nějakou konstantou.

Exponenciálńı funkce se v asymptotické notaci často uvád́ı ve

tvaru 2
O(nk)

, protože potom již nemuśıme uvažovat r̊uzné základy
mocniny.
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Asymptotická notace

Obecně plat́ı:

jakákoliv polylogaritmická funkce roste pomaleji než jakákoli
polynomiálńı funkce

jakákoli polynomiálńı funkce roste pomaleji než jakákoli exponenciálńı
funkce

p̌ri porovnáváńı polynomiálńıch funkćı n
k
a n

ℓ
stač́ı porovnat

hodnoty k a ℓ

p̌ri porovnáváńı polylogaritmických funkćı log
k
n a log

ℓ
n stač́ı

porovnat hodnoty k a ℓ

p̌ri porovnáváńı exponenciálńıch funkćı 2
p(n)

a 2
q(n)

stač́ı porovnat
polynomy p(n) a q(n).
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Asymptotická notace

Tvrzeńı

Předpokládejme, že a a b jsou nějaké konstanty takové, že a > 0 a b > 0,
a k a ℓ jsou nějaké libovolné konstanty, kde k ≥ 0, ℓ ≥ 0 a k ≤ ℓ.

Uvažujme funkce

f (n) = a ⋅ n
k

g(n) = b ⋅ n
ℓ

Pro každé takové funkce f a g plat́ı f ∈ O(g):
Důkaz: Zvolme c =

a

b
.

Vzhledem k tomu, že pro n ≥ 1 zjevně plat́ı n
k
≤ n

ℓ
(protože k ≤ ℓ), tak

pro n ≥ 1 plat́ı

c ⋅ g(n) = a

b
⋅ g(n) = a

b
⋅ b ⋅ n

ℓ
= a ⋅ n

ℓ
≥ a ⋅ n

k
= f (n)
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Asymptotická notace

Tvrzeńı

Pro libovolná a, b > 1 a libovolné n > 0 plat́ı

loga n =
logb n

logb a

Důkaz: Z n = a
loga n plyne logb n = logb(aloga n).

Protože logb(aloga n) = loga n ⋅ logb a, dostáváme logb n = loga n ⋅ logb a,
z čehož plyne výše uvedený závěr.

Z toho důvodu se p̌ri použit́ı asymptotické notace základ logaritmu obvykle
vynechává: nap̌ŕıklad ḿısto Θ(n log2 n) můžeme napsat Θ(n log n).

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 14. dubna 2024 52 / 72



Asymptotická notace

Př́ıklady:

n ∈ O(n2) n
3
∈ O(n4)

1000n ∈ O(n) 0.00001n
2
− 10

10
n ∈ Θ(1010n2)

2
log2 n

∈ Θ(n) n
3
− n

2
log

3
2 n + 1000n − 10

100
∈ Θ(n3)

n
3 /∈ O(n2) n

3
+ 1000n − 10

100
∈ O(n3)

n
2 /∈ O(n) n

3
+ n

2 /∈ Θ(n2)
n
3
+ 2

n /∈ O(n2) n! /∈ O(2n)
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Asymptotická notace

Pro libovolné ťri funkce f , g a h plat́ı:

jestliže f ∈ O(g) a g ∈ O(h), pak f ∈ O(h)
jestliže f ∈ Ω(g) a g ∈ Ω(h), pak f ∈ Ω(h)
jestliže f ∈ Θ(g) a g ∈ Θ(h), pak f ∈ Θ(h)
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Asymptotická notace

Pro libovolnou funkci f a libovolnou konstantu c > 0 plat́ı:

c ⋅ f ∈ Θ(f )
Pro libovolné dvě funkce f , g plat́ı:

max(f , g) ∈ Θ(f + g)
pokud f ∈ O(g), pak f + g ∈ Θ(g)

Pro libovolné čty̌ri funkce f1, f2, g1, g2 plat́ı:

pokud f1 ∈ O(f2) a g1 ∈ O(g2), pak f1 + g1 ∈ O(f2 + g2) a
f1 ⋅ g1 ∈ O(f2 ⋅ g2)
pokud f1 ∈ Θ(f2) a g1 ∈ Θ(g2), pak f1 + g1 ∈ Θ(f2 + g2) a
f1 ⋅ g1 ∈ Θ(f2 ⋅ g2)
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Asymptotická notace

Jak bylo uvedeno, výrazy O(g), Ω(g), Θ(g), o(g) a ω(g) označuj́ı určité
množiny funkćı.

V odborných textech se však někdy použ́ıvaj́ı tyto výrazy i v poněkud
odlǐsném významu:

zápis O(g), Ω(g), Θ(g), o(g) nebo ω(g) nereprezentuje danou
množinu funkćı, ale nějakou funkci z dané množiny.

Tato konvence se použ́ıvá zejména v zápisu rovnic nebo nerovnic.

Př́ıklad: 3n
3
+ 5n

2
− 11n + 2 = 3n

3
+ O(n2)

Při použit́ı této konvence je tedy možné nap̌ŕıklad psát f = O(g) ḿısto
f ∈ O(g).
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Složitost algoritmů

Řekněme, že bychom chtěli analyzovat časovou složitost T (n) nějakého
algoritmu, který se skládá z instrukćı I1, I2, . . . , Ik :

Předpokládejme, že doby provedeńı jednotlivých instrukćı jsou
c1, c2, . . . , ck , tj. doba provedeńı instrukce Ii je dána konstantou ci .

Předpokládejme, že In je množina všech možných vstupů pro daný
algoritmus.

Zaved’me si pro každou instrukci Ii odpov́ıdaj́ıćı funkci

mi ∶ In → N

udávaj́ıćı, kolikrát se provede instrukce Ii p̌ri výpočtu nad daným
vstupem, tj. hodnota mi(w) udává, kolikrát se provede instrukce Ii
p̌ri výpočtu nad vstupem w .
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Složitost algoritmů

Celková doba výpočtu nad vstupem w :

t(w) = c1 ⋅m1(w) + c2 ⋅m2(w) +⋯+ ck ⋅mk(w).
Připomeňme, že T (n) = max { t(w) ∣ size(w) = n }.
Pro každou z funkćı m1,m2, . . . ,mk můžeme nadefinovat odpov́ıdaj́ıćı
funkci fi ∶ N → R, kde

fi(n) = max {mi(w) ∣ size(w) = n }
tj. fi(n) je maximum z počtu provedeńı instrukce Ii pro všechny
vstupy velikosti n.

Zjevně plat́ı T ∈ O(f1 + f2 +⋯+ fk).
Připomeňme si, že pokud fj ∈ O(fi), pak ci ⋅ fi + cj ⋅ fj ∈ O(fi).
Pokud tedy pro některou funkci fi plat́ı, že pro všechny fj , kde j ≠ i ,
je fj ∈ O(fi), pak

T ∈ O(fi).
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Složitost algoritmů

Zjevně také plat́ı, že pro libovolnou z funkćı f1, f2, . . . , fk je T ∈ Ω(fi).
Při analýze celkové časové složitosti T (n) se tedy věťsinou můžeme
omezit pouze na analýzu počtu provedeńı nejčastěji prováděné
instrukce Ii , tj. zkoumáńı toho, jak rychle roste funkce fi(n), protože
plat́ı

T ∈ Θ(fi).
Pro ostatńı instrukce Ij stač́ı ově̌rit, že

fj ∈ O(fi),
tj. neńı pro ně nutné p̌resně zjǐst’ovat, jak rychle rostou, ale jen to, že
rostou nanejvýš tak rychle jako fi .
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Složitost algoritmů

Př́ıklad:

Algoritmus: Nalezeńı nejvěťśıho prvku v poli

Find-Max (A, n):
k ∶= 0
for i ∶= 1 to n − 1 do

if A[i] > A[k] then
k ∶= i

return A[k]
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Složitost algoritmů

Při analýze složitosti algoritmu Find-Max jsme zjistili, že časová složitost
daného algoritmu v nejhořśım p̌ŕıpadě je

f (n) = an + b .

Kdybychom to nechtěli takto podrobně zjǐst’ovat a spokojili se s hrubš́ım
odhadem, mohli jsme určit, že časová složitost tohoto algoritmu je Θ(n),
protože:

Algoritmus obsahuje jediný cyklus, který se pro vstup velikosti n
provede vždy právě (n− 1) krát, tj. počet pr̊uchodů cyklem je v Θ(n).
V rámci jednoho pr̊uchodu cyklem se provede několik instrukćı, jejichž
počet je shora i zdola omezen nějakými konstantami nezávislými na
velikosti vstupu. Doba provedeńı jedné iterace cyklu je tedy v Θ(1).
Ostatńı instrukce se provedou jednou. Čas, který se stráv́ı jejich
prováděńım, je v Θ(1).
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Složitost algoritmů

Pokusme se analyzovat časovou složitost následuj́ıćıho algoritmu:

Algoritmus: Tř́ıděńı p̌ŕımým vkládáńım

Insertion-Sort (A, n):
for j ∶= 1 to n − 1 do

x ∶= A[j]
i ∶= j − 1
while i ≥ 0 and A[i] > x do

A[i + 1] ∶= A[i]
i ∶= i − 1

A[i + 1] ∶= x

Tj. chceme naj́ıt funkci T (n) takovou, že časová složitost algoritmu
Insertion-Sort v nejhořśım p̌ŕıpadě je v Θ(T (n)).
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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1

0

3

1

5

2

8

3

8

4

↑

j

6

5

11

6

4

7

10

8

5

9
↓

n

x = 8
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 14. dubna 2024 63 / 72



Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Složitost algoritmů

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Složitost algoritmů
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Složitost algoritmů
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Složitost algoritmů
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Složitost algoritmů
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Složitost algoritmů

Algoritmus: Tř́ıděńı p̌ŕımým vkládáńım

Insertion-Sort (A, n):
for j ∶= 1 to n − 1 do

x ∶= A[j]
i ∶= j − 1
while i ≥ 0 and A[i] > x do

A[i + 1] ∶= A[i]
i ∶= i − 1

A[i + 1] ∶= x
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Složitost algoritmů

Uvažujme vstupy velikosti n:

Vněǰśı cyklus for se provede n − 1 krát.
(Proměnná j nabývá hodnot 1, 2, . . . , n − 1.)

Vniťrńı cyklus while se pro danou hodnotu j provede maximálně
j krát.
(Proměnná i nabývá hodnot j − 1, j − 2, . . . , 1, 0.)

Existuj́ı vstupy, pro které plat́ı, že pro každou hodnotu j od 1 do n− 1
se vniťrńı cyklus while provede právě j krát.

V nejhořśım p̌ŕıpadě se tedy cyklus while provede celkem m krát, kde

m = 1 + 2 +⋯+ (n − 1) = (1 + (n − 1)) ⋅ n−1
2

=
1
2
n
2
−

1
2
n

Celková časová složitost algoritmu Insertion-Sort v nejhořśım
p̌ŕıpadě je tedy Θ(n2).
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Složitost algoritmů

V p̌redchoźım p̌ŕıpadě jsme p̌resně spoč́ıtali celkový počet pr̊uchodů
cyklem while.

Obecně to neńı vždy možné spoč́ıtat takto p̌resně nebo to může být hodně
komplikované. Pokud nás zaj́ımá jen asymptotický odhad, tak to často ani
neńı nutné.
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Složitost algoritmů

Pokud bychom nap̌ŕıklad neuměli spoč́ıtat součet aritmetické posloupnosti,
mohli bychom provést analýzu následovně:

Vněǰśı cyklus for se neprovede v́ıce než n krát, vniťrńı cyklus while se
p̌ri každé iteraci vněǰśıho cyklu provede maximálně n krát. Celkově se
tedy vniťrńı cyklus provede maximálně n

2
krát.

Plat́ı tedy T ∈ O(n2).
Pro některé vstupy se p̌ri posledńıch ⌊n/2⌋ pr̊uchodech cyklem for
provede cyklus while alespoň ⌈n/2⌉ krát.

Pro některé vstupy se tedy cyklus while provede alespoň⌊n/2⌋ ⋅ ⌈n/2⌉ krát.

⌊n/2⌋ ⋅ ⌈n/2⌉ ≥ (n/2 − 1) ⋅ (n/2) = 1
4
n
2
−

1
2
n

Plat́ı tedy T ∈ Ω(n2).
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Složitost algoritmů

Zat́ım jsme uvažovali, že provedeńı dané instrukce trvá vždy stejně
dlouho bez ohledu na to, s jakými hodnotami pracuje.

Při použit́ı asymptotických odhadů tedy doba trváńı jednotlivých
instrukćı nehrála roli a důležité bylo pouze to, kolikrát se daná
instrukce p̌ri běhu algoritmu provede.

Nap̌ŕıklad p̌ri použit́ı stroj̊u RAM jako výpočetńıho modelu to
odpov́ıdá poč́ıtáńı počtu provedených instrukćı, tj. doba trváńı
provedeńı jedné instrukce je 1.

Tato se označuje jako použit́ı tzv. jednotkové ḿıry.

Odhady časové složitosti v jednotkové ḿı̌re odpov́ıdaj́ı době běhu na
skutečných poč́ıtač́ıch za p̌redpokladu, že operace, které provád́ı stroj
RAM, může skutečný poč́ıtač provést v konstantńım čase.

To plat́ı, pokud č́ısla, se kterými algoritmus pracuje, jsou malá
(vejdou se nap̌r. do 32 nebo 64 bit̊u).
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Složitost algoritmů

Pokud by stroj RAM pracoval s
”
velkými“ č́ısly (nap̌r. 1000 bitovými),

bude odhad časové složitosti v jednotkové ḿı̌re nerealistický v tom
smyslu, že výpočet na skutečném poč́ıtači bude trvat mnohem déle.

Proto se p̌ri analýze časové složitosti algoritmů, u kterých se
p̌redpokládá práce s velkými č́ısly, použ́ıvá tzv. logaritmická ḿıra,
kdy je doba provedeńı jedné instrukce úměrná počtu bitových
operaćı, které je ťreba pro provedeńı dané instrukce provést.

Doba trváńı instrukce je tedy závislá na aktuálńıch hodnotách jej́ıch
operandů.

Nap̌ŕıklad doba prováděńı instrukćı sč́ıtáńı a odč́ıtáńı je rovna součtu
počt̊u bit̊u jejich operandů.

Doba prováděńı instrukćı násobeńı a děleńı je rovna součinu počt̊u
bit̊u jejich operandů.
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Složitost algoritmů

Poznámka: Zápisem blen(x) označme počet bit̊u v binárńım zápise
p̌rirozeného č́ısla x .

Plat́ı
blen(x) = max (1, ⌈log2(x + 1)⌉)
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Prostorová (pamět’ová) složitost algoritmů

Zat́ım jsme se zaj́ımali o čas, který poťrebujeme k výpočtu

Někdy bývá kritickou velikost paměti poťrebné k provedeńı výpočtu.

V p̌ŕıpadě stroj̊u RAM opět můžeme i z hlediska množstv́ı použité paměti
rozlǐsovat mezi použit́ım jednotkové a logaritmické ḿıry:

Množstv́ım paměti stroje RAM M použitým pro vstup w rozuḿıme bud’

počet buněk paměti nebo počet bit̊u paměti, které stroj M během svého
výpočtu nad vstupem w použije.

Definice

Prostorová složitost stroje RAM M (v nejhořśım p̌ŕıpadě) je funkce
S ∶ N → N, kde S(n) udává maximálńı množstv́ı paměti použité
strojem M pro vstupy délky n.
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Prostorová (pamět’ová) složitost algoritmů

Pro konkrétńı problém můžeme ḿıt dva algoritmy takové, že jeden
má menš́ı prostorovou složitost a druhý zase časovou složitost.

Je-li časová složitost algoritmu v O(f (n)) je i prostorová v O(f (n))
(počet buněk navšt́ıvených RAMem nemůže být řádově věťśı než
počet krok̊u, protože v každém kroku použije nejvýše ťri buňky paměti
— nejvýše dvě pro čteńı a nejvýše jednu pro zápis).
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