
Algoritmy
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Pseudokód

Algoritmy věťsinou nebudeme zapisovat jako programy pro stroj RAM, ale
sṕı̌se jako programy v nějakém vyš̌śım programovaćım jazyce.

Nebudeme se vázat na nějaký konkrétńı programovaćı jazyk.

Programy budeme zapisovat pomoćı pseudokódu, jehož syntaxi si
budeme libovolně p̌rizpůsobovat podle poťreby (nap̌r. použit́ı libovolné
matematické notace, slovńıch popis̊u, apod.).

Př́ıklad:

Algoritmus: Algoritmus pro nalezeńı nejvěťśıho prvku v poli

Find-Max (A, n):
k ∶= 0
for i ∶= 1 to n − 1 do

if A[i] > A[k] then

k ∶= i

return A[k]
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Algoritmy

Poznámka:

Z hlediska analýzy toho, jak daný algoritmus funguje, věťsinou neńı p̌ŕılǐs
podstatný rozd́ıl v tom, jestli algoritmus:

čte vstupńı data z nějakého vstupńıho zǎŕızeńı (nap̌r. ze souboru na
disku, z klávesnice, apod.)

zapisuje data na nějaké výstupńı zǎŕızeńı (nap̌r. do souboru, na
obrazovku, apod.)

nebo

čte vstupńı data z paměti (nap̌r. jsou mu p̌redány jako parametry)

zapisuje data na do paměti (nap̌r. je vrát́ı jako návratovou hodnotu)

V pseudokódu tak tedy věťsinou budou vstupńı data p̌redávána jako
argumenty dané funkce a výstup bude p̌redstavován návratovou hodnotou
této funkce.
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Ř́ıd́ıćı tok

Instrukce lze zhruba rozdělit na dvě skupiny:

instrukce p̌ŕımo pracuj́ıćı s daty:

p̌rǐrazeńı
vyhodnoceńı hodnot výraz̊u v podḿınkách
čteńı vstupu, zápis na výstup
. . .

instrukce ovlivňuj́ıćı ř́ıd́ıćı tok — určuj́ı, které instrukce se budou
provádět, v jakém pǒrad́ı, apod.:

větveńı (if, switch, . . . )
cykly (while, do .. while, for, . . . )
uspǒrádáńı instrukćı do blok̊u
návraty z podpogramů (return, . . . )
. . .
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Graf ř́ıd́ıćıho toku
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Některé základńı konstrukce strukturovaného programováńı

S1

S2

[B] [¬B]

S1 S2

[B] [¬B]

S

S1; S2 if B then S1 else S2 if B then S
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Některé základńı konstrukce strukturovaného programováńı

[B][¬B]

S
[B]

[¬B]

S

while B do S do S while B
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Některé základńı konstrukce strukturovaného programováńı

[i ≤ b][i > b]

i ∶= a

i ∶= i + 1S

for i ∶= a to b do S

i ∶= a

while i ≤ b do

S

i ∶= i + 1
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Některé základńı konstrukce strukturovaného programováńı

Zkrácené vyhodnocováńı složených podḿınek, nap̌r.:

while i < n and A[i] > x do . . .

[B1]

[¬B1]

[B2]
[¬B2]

S1 S2

[B1]

[¬B1]

[B2]
[¬B2]

S1 S2

if B1 and B2 then S1 else S2 if B1 or B2 then S1 else S2
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Ř́ıd́ıćı tok realizovaný pomoćı goto

goto ℓ — nepodḿıněný skok

if B then goto ℓ — podḿıněný skok

Př́ıklad:

0: k ∶= 0
1: i ∶= 1
2: goto 6

3: if A[i] ≤ A[k] then goto 5

4: k ∶= i

5: i ∶= i + 1
6: if i < n then goto 3

7: return A[k]
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Ř́ıd́ıćı tok realizovaný pomoćı goto

goto ℓ — nepodḿıněný skok

if B then goto ℓ — podḿıněný skok

Př́ıklad:

start: k ∶= 0
i ∶= 1
goto L3

L1: if A[i] ≤ A[k] then goto L2

k ∶= i

L2: i ∶= i + 1
L3: if i < n then goto L1

return A[k]
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Vyhodnoceńı složitých výraz̊u

Vyhodnoceńı složitého výrazu, jako ťreba

A[i + s] ∶= (B[3 ∗ j + 1] + x) ∗ y + 8

může být na nižš́ı úrovni nahrazeno posloupnost́ı jednoduš̌śıch p̌ŕıkaz̊u,
jako ťreba

t1 ∶= i + s

t2 ∶= 3 ∗ j

t2 ∶= t2 + 1
t3 ∶= B[t2]
t3 ∶= t3 + x

t3 ∶= t3 ∗ y

t3 ∶= t3 + 8
A[t1] ∶= t3
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Výpočet algoritmu

Konfigurace — popis celkového stavu stroje v nějakém okamžiku během
výpočtu

Př́ıklad: Konfigurace tvaru

(q,mem)

kde

q — aktuálńı ř́ıd́ıćı stav

mem — p̌redstavuje aktuálńı obsah paměti stroje — jaké hodnoty
jsou momentálně p̌rǐrazeny jednotlivým proměnným.

Př́ıklad obsahu paměti mem:

⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k : 0, result: ?⟩
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad konfigurace:

(2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k : 0, result: ?⟩)

Výpočet stroje M prováděj́ıćıho algoritmus Alg , kde zpracovává vstup w ,
je posloupnost konfiguraćı.

Zač́ıná se v počátečńı konfiguraci.

Každým krokem stroj p̌recháźı z jedné konfigurace do daľśı.

Výpočet konč́ı v koncové konfiguraci.
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Výpočet algoritmu
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α10: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 6. dubna 2024 15 / 61



Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α10: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α11: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α10: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α11: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α12: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α10: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α11: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α12: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α13: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α10: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α11: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α12: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α13: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α14: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α10: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α11: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α12: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α13: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α14: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α15: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 5, k: 1, result: ?⟩)
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α10: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α11: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α12: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α13: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α14: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α15: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 5, k: 1, result: ?⟩)
α16: (6, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 5, k: 1, result: ?⟩)
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Výpočet algoritmu

Př́ıklad: Výpočet, kde algoritmus Find-Max zpracovává vstup, kde
A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5.

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α10: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α11: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α12: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α13: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α14: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α15: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 5, k: 1, result: ?⟩)
α16: (6, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 5, k: 1, result: ?⟩)
α17: (7, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 5, k: 1, result: 8⟩)
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Výpočet algoritmu

Provedeńım instrukce I se p̌rejde z konfigurace α do konfigurace α
′
:

α
I

⟶ α
′

Výpočet může být:

Konečný:

α0

I0
⟶ α1

I1
⟶ α2

I2
⟶ α3

I3
⟶ α4

I4
⟶ ⋯

It−2
⟶ αt−1

It−1
⟶ αt

kde αt je bud’ koncová konfigurace nebo konfigurace, kde došlo
k chybě a neńı možné pokračovat

Nekonečný:

α0

I0
⟶ α1

I1
⟶ α2

I2
⟶ α3

I3
⟶ α4

I4
⟶ ⋯
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Výpočet algoritmu

Výpočet je možné popsat dvěma r̊uznými způsoby:

jako posloupnost konfiguraćı α0, α1, α2, . . .

jako posloupnost provedených instrukćı I0, I1, I2, . . .

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 6. dubna 2024 17 / 61



Churchova-Turingova teze

Z p̌rechoźıho by mělo být jasné, že:

Program v libovolném programovaćım jazyce je možné p̌reložit do
podoby programu pro stroj RAM.

Činnost stroje RAM je možné simulovat Turingovým strojem.

Činost každého programu v nějakém libovolném programovaćım jazyce je
tedy možné vykonávat Turingovým strojem.

Churchova-Turingova teze

Každý algoritmus je možné realizovat nějakým Turingovým strojem.

Neńı to věta, kterou by bylo možno dokázat v matematickém smyslu –
neńı formálně definováno, co je to algoritmus.

Tezi formulovali nezávisle na sobě v polovině 30. let 20. stolet́ı Alan Turing
a Alonzo Church.
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Churchova-Turingova teze

Př́ıklady matematických formalismů zachycuj́ıćıch pojem algoritmus:

Turingovy stroje

stroje RAM

lambda kalkulus

rekurzivńı funkce

. . .

Dále můžeme uvést:

Libovolný (obecný) programovaćı jazyk (jako nap̌r. C, Java, Python,
Lisp, Haskell, Prolog apod.).

Všechny tyto modely jsou ekvivalentńı z hlediska algoritmů, které jsou
schopny realizovat.
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Dokazováńı korektnosti algoritmů
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Korektnost algoritmu

Algoritmy slouž́ı k řešeńı problémů.

Problém — specifikace toho, co má algoritmus dělat:

Popis vstupu
Popis výstupu
Vztah mezi vstupy a výstupy

Algoritmus — konkrétńı postup, jak p̌ri výpočtu postupovat

Algoritmus je korektńım řešeńım daného problému, jestliže se pro všechny
vstupy zastav́ı a vydá správný výsledek.

Př́ıklad:

Problém: Problém ťŕıděńı
Algoritmus: Quicksort
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Korektnost algoritmu

Př́ıklad:

Problém nalezeńı maximálńıho prvku v poli:

Vstup: Pole A indexované od nuly a č́ıslo n udávaj́ıćı počet prvk̊u
v tomto poli, p̌ričemž se p̌redpokládá, že n ≥ 1.

Výstup: Hodnota result, která je hodnotou maximálńıho prvku
v poli A, tj. hodnota result, pro kterou plat́ı:

A[j] ≤ result pro všechna j ∈ N, kde 0 ≤ j < n, a

existuje j ∈ N takové, že 0 ≤ j < n a A[j] = result.

Instance problému — konkrétńı vstup, nap̌r.

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.

Pro tuto instanci je výstupem hodnota 11.
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Korektnost algoritmu

Algoritmus: Algoritmus pro nalezeńı nejvěťśıho prvku v poli

Find-Max (A, n):
k ∶= 0
for i ∶= 1 to n − 1 do

if A[i] > A[k] then

k ∶= i

return A[k]
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Korektnost algoritmu

Definice

Algoritmus Alg řeš́ı problém P , jestliže pro každou instanci w problému P

jsou splněny následuj́ıćı dvě podḿınky:

(a) Výpočet algoritmu Alg nad vstupem w se po konečném počtu krok̊u
(korektně) zastav́ı.

(b) Algoritmus Alg vygeneruje pro vstup w výstup, který odpov́ıdá
podḿınkám kladeným na výstup ve specifikaci problému P .

Algoritmus, který řeš́ı problém P , je korektńım řešeńım tohoto problému.
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Korektnost algoritmu

Algoritmus Alg neńı korektńım řešeńı problému P , jestliže existuje
vstup w takový, že p̌ri výpočtu nad t́ımto vstupem nastane některá
z následuj́ıćıch chyb:

provedeńı nějaké chybné nepovolené operace (p̌ŕıstup k prvku pole
mimo povolený rozsah index̊u, děleńı nulou, . . . ),

vygenerovaný výstup neodpov́ıdá podḿınkám specifikovaným v zadáńı
problému P ,

výpočet se nikdy nezastav́ı.

Testováńı — spustěńı algoritmu nad r̊uznými vstupy a zkontrolováńı, zda
se algoritmus pro tyto vstupy chová

”
správně“.

Testováńı může prokázat p̌ŕıtomnost chyb, ale ne to, že se algoritmus
chová korektně pro všechny vstupy.
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Korektnost algoritmu

Typicky je množina možných instanćı daného problému nekonečná (nebo
p̌rinejmenš́ım velmi velká), takže neńı možné otestovat činnost algoritmu
na všech instanćıch.

Pro zdůvodněńı a ově̌reńı toho, že algoritmus je korektńım řešeńım daného
problému je ťreba podat d̊ukaz, který bere v úvahu všechny možné
výpočty na všech možných vstupech.

Důkaz korektnosti algoritmu je obecně vhodné rozdělit na dvě části:

Zdůvodněńı toho, že algoritmus pro žádný vstup nikdy neudělá nic

”
špatně“:

během výpočtu nedojde k žádné chybné operaci
pokud program skonč́ı, výstup bude

”
správně“

Zdůvodněńı toho, že se algoritmus pro každý vstup po konečném
počtu krok̊u zastav́ı.
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Invarianty

Uvažujme libovolný systém skládaj́ıćı se z:

množiny stav̊u (či konfiguraćı) — může být nekonečná

p̌rechodů mezi těmito stavy

některé ze stav̊u jsou určené jako počátečńı

Stav je dosažitelný, jestliže je možné se do něj dostat z některého
počátečńıho stavu použit́ım nějaké posloupnosti p̌rechodů.

Invariant je nějaká podḿınka vymezuj́ıćı nějakou podmnožinu stav̊u
taková, že plat́ı ve všech dosažitelných stavech:

je splněna ve všech počátečńıch stavech

pokud je splněna v nějakém stavu a z tohoto stavu systém p̌rejde
jedńım krokem do nějakého daľśıho stavu, bude splněna i v tomto
stavu
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Invarianty

dosažitelné stavy

všechny stavy

stavy,

kde plat́ı invariant
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Invarianty

Př́ıklad: Budeme skákat s figurkou jezdce po šachovnici a zároveň budeme
poč́ıtat počty provedených tahů, p̌ričemž zač́ınáme na nějakém b́ılém poli
v nejlevěǰśım sloupci:
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Invarianty

Stavy — dvojice skládaj́ıćı se z aktuálńı pozice figurky jezdce na
šachovnici a hodnoty č́ıtače udávaj́ıćı počet zat́ım provedených tahů

Přechody — provedeńı jednoho tahu jezdcem (podle pravidel šachu)
a zvýšeńı č́ıtače o jedna

Počátečńı stavy — jezdec se nacháźı na některém b́ılém poli
v nejlevěǰśım sloupci a hodnota č́ıtače ja 0

Plat́ı zde nap̌ŕıklad následuj́ıćı invariant:

jestliže je hodnota č́ıtače sudá, jezdec se nacháźı na b́ılém poli

jestliže je hodnota č́ıtače lichá, jezdec se nacháźı na černém poli
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Invarianty

Př́ıklad: Algoritmus Find-Max reprezentovaný formou grafu ř́ıd́ıćıho toku

k ∶= 0

i ∶= 1

[i < n]

[i ≥ n]

[A[i] > A[k]]

[A[i] ≤ A[k]]

k ∶= i

i ∶= i + 1
result ∶= A[k]

0

1

2

3

4

5

6

7
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α10: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α10: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α11: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α10: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α11: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α12: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α10: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α11: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α12: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α13: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α10: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α11: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α12: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α13: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α14: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α10: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α11: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α12: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α13: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α14: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α15: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 5, k: 1, result: ?⟩)
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α10: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α11: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α12: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α13: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α14: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α15: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 5, k: 1, result: ?⟩)
α16: (6, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 5, k: 1, result: ?⟩)
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Invarianty

Výpočet pro vstup A = [3, 8, 1, 3, 6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraćı:

α0: (0, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: ?, result: ?⟩)
α1: (1, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : ?, k: 0, result: ?⟩)
α2: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α3: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α4: (4, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 0, result: ?⟩)
α5: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 1, k: 1, result: ?⟩)
α6: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α7: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α8: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 2, k: 1, result: ?⟩)
α9: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α10: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α11: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 3, k: 1, result: ?⟩)
α12: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α13: (3, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α14: (5, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 4, k: 1, result: ?⟩)
α15: (2, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 5, k: 1, result: ?⟩)
α16: (6, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 5, k: 1, result: ?⟩)
α17: (7, ⟨A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i : 5, k: 1, result: 8⟩)
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Invarianty

Stavy — konfigurace skládaj́ıćı se ze stavu ř́ıd́ıćı jednotky a obsahu
paměti reprezentovaného hodnotami jednotlivých proměnných.

Přechody — dány jednotlivými instrukcemi na hranách grafu, měńı
zároveň ř́ıd́ıćı stav i obsah paměti p̌rǐrazováńım hodnot do
proměnných

Počátečńı stavy — všechny možné počátečńı konfigurace pro
všechny možné vstupńı instance, které jsou p̌ŕıpustné podle
specifikace problému

Invarianty budou ḿıt formu tvrzeńı vyjaďruj́ıćıch se o konfiguraćıch,
tj. o stavech ř́ıd́ıćı jednotky a o hodnotách jednotlivých proměnných, nap̌r.

Pokud je stav ř́ıd́ıćı jednotky 2, pak v dané konfiguraci plat́ı 1 ≤ i ≤ n,
0 ≤ k < i a A[k] je nejvěťśı z prvk̊u A[0],A[1], . . . ,A[i − 1].
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Invarianty

U systémů, kde je součást́ı konfigurace nějaký ř́ıd́ıćı stav, může být
výhodné formulovat invarianty ve formě:

jestliže je stav ř́ıd́ıćı jednotky 0, pak plat́ı ϕ0

jestliže je stav ř́ıd́ıćı jednotky 1, pak plat́ı ϕ1

⋮

jestliže je stav ř́ıd́ıćı jednotky r , pak plat́ı ϕr

p̌ričemž tvrzeńı ϕ0, ϕ1, . . . , ϕr se vyjaďruj́ı pouze o obsahu paměti, nikoli
o ř́ıd́ıćıch stavech.

Konfigurace můžeme rozdělit do (konečně mnoha) skupin podle stav̊u
ř́ıd́ıćı jednotky.
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Invarianty

ř́ıd́ıćı stav 2

ř́ıd́ıćı stav 6
ř́ıd́ıćı stav 3

invariant ϕ2

invariant ϕ6

invariant ϕ3
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Invarianty

Invariant — podḿınka, která muśı být v určitém ḿıstě kódu algoritmu
vždy (tj. ve všech možných výpočtech pro všechny možné vstupy) splněna
v okamžiku, kdy algoritmus t́ımto ḿıstem procháźı.

Invarianty můžeme zapisovat formulemi predikátové logiky:

volné proměnné odpov́ıdaj́ı proměnným programu

valuace je dána hodnotami proměnných programu v dané konfiguraci

Př́ıklad: Formule

(1 ≤ i) ∧ (i ≤ n)

bude platit nap̌ŕıklad v konfiguraci, kde proměnná i má hodnotu 5 a
proměnná n má hodnotu 14.
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Invarianty

Zjǐstěné invarianty mohou sloužit k řadě r̊uzných účel̊u:

Napomohou lepš́ımu porozuměńı chováńı algoritmu.

Lze pomoćı nich ově̌rit, že nenastanou určité typy chyb —
nap̌r. p̌ŕıstup k poli mimo povolené rozsahy index̊u, děleńı nulou, . . .

Ově̌ŕıme, že v ḿıstech v kódu, kde by mohla daná chyba nastat,
budou platit invarianty, které zaruč́ı, že proměnné budou ḿıt vždy
takové hodnoty, aby chyba nenastala.

Př́ıklad: Při p̌ŕıstupu k prvku A[i] bude vždy platit 0 ≤ i < n,
kde n je délka pole.

Invariant, který bude platit v koncových konfiguraćıch, zaruč́ı, že
výstup algoritmu bude odpov́ıdat specifikaci v zadáńı problému.

Při analýze výpočetńı složitosti napomohou p̌ri zkoumáńı toho,
kolikrát se provedou které instrukce nebo jak velké množstv́ı paměti je
p̌ri výpočtu poťreba.
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Invarianty

Stanoveńı invariant̊u neńı úplně mechanický proces. Vyžaduje určité
pochopeńı chováńı algoritmu.

Před formulováńım hypotéz o tom, jaké invarianty plat́ı v jednotlivých
ř́ıd́ıćıch stavech, může být vhodné se pod́ıvat na to, jak se daný algoritmus
chová na nějakých konkrétńıch vstupech.

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Find-Max pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty
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Invarianty
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pochopeńı chováńı algoritmu.

Před formulováńım hypotéz o tom, jaké invarianty plat́ı v jednotlivých
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Invarianty

Stanoveńı invariant̊u neńı úplně mechanický proces. Vyžaduje určité
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Invarianty

Stanoveńı invariant̊u neńı úplně mechanický proces. Vyžaduje určité
pochopeńı chováńı algoritmu.

Před formulováńım hypotéz o tom, jaké invarianty plat́ı v jednotlivých
ř́ıd́ıćıch stavech, může být vhodné se pod́ıvat na to, jak se daný algoritmus
chová na nějakých konkrétńıch vstupech.

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Find-Max pro vstup
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Invarianty

Stanoveńı invariant̊u neńı úplně mechanický proces. Vyžaduje určité
pochopeńı chováńı algoritmu.

Před formulováńım hypotéz o tom, jaké invarianty plat́ı v jednotlivých
ř́ıd́ıćıch stavech, může být vhodné se pod́ıvat na to, jak se daný algoritmus
chová na nějakých konkrétńıch vstupech.

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Find-Max pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty
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Invarianty
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Invarianty

Př́ıklady invariant̊u:

invariant v ř́ıd́ıćım stavu q zaṕı̌seme formuĺı ϕq

Invarianty v jednotlivých ř́ıd́ıćıch stavech (zat́ım jen hypotézy):

ϕ0: (n ≥ 1)

ϕ1: (n ≥ 1) ∧ (k = 0)

ϕ2: (n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i ≤ n) ∧ (0 ≤ k < i)

ϕ3: (n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i < n) ∧ (0 ≤ k < i)

ϕ4: (n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i < n) ∧ (0 ≤ k < i)

ϕ5: (n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i < n) ∧ (0 ≤ k ≤ i)

ϕ6: (n ≥ 1) ∧ (i = n) ∧ (0 ≤ k < n)

ϕ7: (n ≥ 1) ∧ (i = n) ∧ (0 ≤ k < n)
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Invarianty

Zkontrolováńı toho, že invarianty opravdu plat́ı:

Muśıme zkontrolovat, zda invarianty plat́ı v počátečńıch konfiguraćıch
— toto je věťsinou jednoduché.

Pro každou instrukci algoritmu je ťreba zkontrolovat, zda za
p̌redpokladu, že bude platit p̌ŕıslušný invariant p̌red provedeńım této
instrukce, bude platit i p̌ŕıslušný invariant po provedeńı této instrukce.

Předpokládejme algoritmus ve formě grafu ř́ıd́ıćıho toku:

hrany odpov́ıdaj́ı instrukćım

vezměme si hranu ze stavu q do stavu q
′
označenou instrukćı I

řekněme, že (zat́ım neově̌rené) invarianty pro stavy q a q
′
jsou

vyjáďreny formulemi ϕ a ψ
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Invarianty

PSfrag
q

q
′

I

ϕ

ψ

pro tuto hranu muśıme zkontrolovat, že pro všechny konfigurace

α = (q,mem) a α
′
= (q

′
,mem

′
) takové, že α

I
⟶ α

′
, plat́ı, že pokud

v konfiguraci α plat́ı ϕ,

pak

v konfiguraci α
′
plat́ı ψ
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Invarianty

Zkontrolováńı instrukćı, které jsou testy podḿınek:

hrana označená testem podḿınky [B]

q

q
′

[B]

ϕ

ψ

Obsah paměti se neměńı, takže stač́ı ově̌rit, že plat́ı implikace

(ϕ ∧ B) ⇒ ψ
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Invarianty

Př́ıklad:

2

3

[i < n]

(n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i ≤ n) ∧ (0 ≤ k < i)

(n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i < n) ∧ (0 ≤ k < i)

Stač́ı ově̌rit, že plat́ı následuj́ıćı implikace:

Jestliže (n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i ≤ n) ∧ (0 ≤ k < i) ∧ (i < n),

pak (n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i < n) ∧ (0 ≤ k < i).
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Invarianty

Př́ıklad:

2

6

[i ≥ n]

(n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i ≤ n) ∧ (0 ≤ k < i)

(n ≥ 1) ∧ (i = n) ∧ (0 ≤ k < n)

Stač́ı ově̌rit, že plat́ı následuj́ıćı implikace:

Jestliže (n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i ≤ n) ∧ (0 ≤ k < i) ∧ (i ≥ n),

pak (n ≥ 1) ∧ (i = n) ∧ (0 ≤ k < n).

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 6. dubna 2024 43 / 61



Invarianty

Zkontrolováńı instrukćı, které p̌rǐrazuj́ı hodnoty proměnným (měńı obsah
paměti):

hrana označená p̌rǐrazeńım x ∶= E

q

q
′

x ∶= E

ϕ

ψ

Je ťreba rozlǐsovat mezi hodnotou proměnné x p̌red t́ımto p̌rǐrazeńım a po
tomto p̌rǐrazeńı.
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Invarianty

Pro následuj́ıćı konstrukce budeme poťrebavat operaci substituce na
formuĺıch:

ϕ[E/x]

označuje formuli, kterou dostaneme z formule ϕ dosazeńım výrazu E za
všechny volné výskyty proměnné x ve formuli ϕ.

Př́ıklad: Řekněme, že ϕ je formule (1 ≤ i) ∧ (i ≤ n).

Zápis ϕ[i
′
/i] pak označuje formuli

(1 ≤ i
′
) ∧ (i

′
≤ n)

a zápis ϕ[(i + 1)/i] formuli

(1 ≤ i + 1) ∧ (i + 1 ≤ n)
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Invarianty

PSfrag
q

q
′

x ∶= E

ϕ

ψ

Zavedeme novou proměnnou x
′
reprezentuj́ıćı hodnotu proměnné x po

provedeńı tohoto p̌rǐrazeńı.

Je ťreba ově̌rit následuj́ıćı implikaci:

(ϕ ∧ (x
′
= E)) ⇒ ψ[x

′
/x]
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Invarianty

Př́ıklad:

4

5

k ∶= i

(n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i < n) ∧ (0 ≤ k < i)

(n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i < n) ∧ (0 ≤ k ≤ i)

Stač́ı ově̌rit, že plat́ı následuj́ıćı implikace:

Jestliže (n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i < n) ∧ (0 ≤ k < i) ∧ (k
′
= i),

pak (n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i < n) ∧ (0 ≤ k
′
≤ i).
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Invarianty

Př́ıklad:

5

2

i ∶= i + 1

(n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i < n) ∧ (0 ≤ k ≤ i)

(n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i ≤ n) ∧ (0 ≤ k < i)

Stač́ı ově̌rit, že plat́ı následuj́ıćı implikace:

Jestliže (n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i < n) ∧ (0 ≤ k ≤ i) ∧ (i
′
= i + 1),

pak (n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i
′
≤ n) ∧ (0 ≤ k < i

′
).
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Invarianty

Dokončeńı ově̌reńı toho, že algoritmus Find-Max vraćı správný výsledek
(za p̌redpokladu, že skonč́ı):

ψ0: ϕ0

ψ1: ϕ1 ∧ (∀j ∈ N)(0 ≤ j < 1 → A[j] ≤ A[k])

ψ2: ϕ2 ∧ (∀j ∈ N)(0 ≤ j < i → A[j] ≤ A[k])

ψ3: ϕ3 ∧ (∀j ∈ N)(0 ≤ j < i → A[j] ≤ A[k])

ψ4: ϕ4 ∧ (∀j ∈ N)(0 ≤ j < i → A[j] ≤ A[k]) ∧ (A[i] > A[k])

ψ5: ϕ5 ∧ (∀j ∈ N)(0 ≤ j ≤ i → A[j] ≤ A[k])

ψ6: ϕ6 ∧ (∀j ∈ N)(0 ≤ j < n → A[j] ≤ A[k])

ψ7: ϕ7 ∧ (result = A[k]) ∧ (∀j ∈ N)(0 ≤ j < n → A[j] ≤
result) ∧ (∃j ∈ N)(0 ≤ j < n ∧ A[j] = result)
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Invarianty

Často neńı ťreba specifikovat invarianty ve všech ř́ıd́ıćıch stavech, ale jen
v některých

”
důležitých“ — zejména stavy, kde se vstupuje do nebo

vystupuje z cykl̊u:

Je pak ťreba ově̌rit:

Že invariant plat́ı p̌red vstupem do cyklu.

Že pokud invariant plat́ı p̌red provedeńım cyklu, tak bude platit i po
jeho provedeńı.

Že invariant plat́ı p̌ri opuštěńı cyklu.
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Invarianty

Př́ıklad: V algoritmu Find-Max je takovým
”
důležitým“ stavem stav 2.

Ve stavu 2 plat́ı:

n ≥ 1

1 ≤ i ≤ n

0 ≤ k < i

Pro všechna j taková, že 0 ≤ j < i , plat́ı A[j] ≤ A[k].
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Invarianty

Př́ıklady toho, jak určit invarianty u některých daľśıch stav̊u, pokud už
u některých stav̊u invarianty máme:

q

q
′

x ∶= E

ϕ
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Invarianty

Př́ıklady toho, jak určit invarianty u některých daľśıch stav̊u, pokud už
u některých stav̊u invarianty máme:

q

q
′

x ∶= E

ϕ

∃x
′
(ϕ[x

′
/x] ∧ x = E[x

′
/x])
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Invarianty

Př́ıklady toho, jak určit invarianty u některých daľśıch stav̊u, pokud už
u některých stav̊u invarianty máme:

q

q
′

x ∶= E

ψ
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Invarianty

Př́ıklady toho, jak určit invarianty u některých daľśıch stav̊u, pokud už
u některých stav̊u invarianty máme:

q

q
′

x ∶= E

ψ[E/x]

ψ
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Invarianty

Př́ıklady toho, jak určit invarianty u některých daľśıch stav̊u, pokud už
u některých stav̊u invarianty máme:

q

q
′

q
′′

[B] [¬B]

ϕ
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Invarianty

Př́ıklady toho, jak určit invarianty u některých daľśıch stav̊u, pokud už
u některých stav̊u invarianty máme:

q

q
′

q
′′

[B] [¬B]

ϕ

ϕ ∧ B ϕ ∧ ¬B
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Invarianty

Př́ıklady toho, jak určit invarianty u některých daľśıch stav̊u, pokud už
u některých stav̊u invarianty máme:

q

q
′

q
′′

[B] [¬B]

ψ1 ψ2
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Invarianty

Př́ıklady toho, jak určit invarianty u některých daľśıch stav̊u, pokud už
u některých stav̊u invarianty máme:

q

q
′

q
′′

[B] [¬B]

(B ⇒ ψ1) ∧ (¬B ⇒ ψ2)

ψ1 ψ2
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Invarianty

Př́ıklad:

Algoritmus: Tř́ıděńı p̌ŕımým vkládáńım

Insertion-Sort (A, n):
for j ∶= 1 to n − 1 do

x ∶= A[j]
i ∶= j − 1
while i ≥ 0 and A[i] > x do

A[i + 1] ∶= A[i]
i ∶= i − 1

A[i + 1] ∶= x
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.

3

0

8

1

1

2

5

3

8

4

6

5

11

6

4

7

10

8

5

9
↓

n

x =?
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.

3

0

8

1

↑

j

1

2

5

3

8

4

6

5

11

6

4

7

10

8

5

9
↓

n

x =?
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.

3

0
↓

i

8

1

↑

j

1

2

5

3

8

4

6

5

11

6

4

7

10

8

5

9
↓

n

x = 8
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.

3

0

8

1

↑

j

1

2

5

3

8
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5
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7
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↓

n

x = 8
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.

3

0

8
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j
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x = 8
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.

3
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.

3

0
↓

i

8

1

8

2

↑

j

5

3

8

4

6

5

11

6

4

7

10

8

5

9
↓

n

x = 1
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 6. dubna 2024 53 / 61



Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty

Př́ıklad: Výpočet algoritmu Insertion-Sort pro vstup

A = [ 3, 8, 1, 5, 8, 6, 11, 4, 10, 5 ], n = 10.
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Invarianty
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Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 6. dubna 2024 53 / 61



Invarianty
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Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 6. dubna 2024 53 / 61



Invarianty
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Invarianty

Předpokládejme, že vstupem je pole A = [a0, a1, . . . , an−1] a č́ıslo n

(kde n ≥ 1) udávaj́ıćı délku tohoto pole, tj. že na začátku pro každé i ,
kde 0 ≤ i < n, plat́ı A[i] = ai .

Na začátku cyklu for (tj. vždy p̌red provedeńım testu j < n,
resp. j ≤ n − 1) plat́ı následuj́ıćı invarianty:

1 ≤ j ≤ n

Prvky pole A[0],A[1], . . . ,A[j − 1] obsahuj́ı hodnoty a0, a1, . . . , aj−1
sěrazené od nejmenš́ı po nejvěťśı, tj.

A[0] ≤ A[1] ≤⋯ ≤ A[j − 1]

Prvky pole A[j],A[j + 1], . . . ,A[n − 1] obsahuj́ı hodnoty
aj , aj+1, . . . , an−1, tj.

A[j] = aj , A[j + 1] = aj+1, . . . , A[n − 1] = an−1
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Invarianty

Na začátku cyklu while (tj. vždy p̌red provedeńım testu i ≥ 0) plat́ı
následuj́ıćı invarianty:

1 ≤ j < n

−1 ≤ i < j

Proměnná x obsahuje hodnotu aj , tj. x = aj .

Prvky pole A[0],A[1], . . . ,A[i] a A[i + 2],A[i + 3], . . . ,A[j] obsahuj́ı
hodnoty a0, a1, . . . , aj−1 sěrazené od nejmenš́ı po nejvěťśı, tj.

A[0] ≤ A[1] ≤⋯ ≤ A[i] ≤ A[i + 2] ≤ A[i + 3] ≤⋯ ≤ A[j]

Všechny prvky A[i + 2],A[i + 3], . . . ,A[j] jsou osťre věťśı než x .

Prvky pole A[j + 1],A[j + 2], . . . ,A[n − 1] obsahuj́ı hodnoty
aj+1, aj+2, . . . , an−1, tj.

A[j + 1] = aj+1, A[j + 2] = aj+2, . . . , A[n − 1] = an−1
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Konečnost výpočtu

Dva možné p̌ŕıpady, jak může vypadat nekonečný výpočet:

nějaká konfigurace se zopakuje — následuj́ıćı konfigurace se opakuj́ı
stále dokola

objevuj́ı se stále nové a nové konfigurace
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Konečnost výpočtu

Jeden z běžných způsobů dokazováńı toho, že se algoritmus zaručeně pro
každý vstup po konečném počtu krok̊u zastav́ı:

každé (dosažitelné) konfiguraci p̌rǐradit hodnotu z nějaké vhodně
zvolené množiny W

na množině W definovat uspǒrádáńı ≤ takové, že ve W neexistuj́ı
nekonečné (osťre) klesaj́ıćı posloupnosti

ukázat, že s provedeńım každé instrukce se hodnota p̌rǐrazená

konfiguraci zmenšuje, tj. pro α
I

⟶ α
′
je

f (α) > f (α
′
)

(f (α), f (α
′
) jsou hodnoty z množiny W p̌rǐrazené konfiguraćım α

a α
′
)
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Konečnost výpočtu

Jako množinu W je možno použ́ıt nap̌ŕıklad:

Množinu p̌rirozených č́ısel N = {0, 1, 2, 3, . . . } s uspǒrádáńım ≤.

Množinu vektor̊u p̌rirozených č́ısel s lexikografickým uspǒrádáńım,
tj. s uspǒrádáńım, kde vektor (a1, a2, . . . , am) je menš́ı než vektor
(b1, b2, . . . , bn), jestliže

existuje i takové, že 1 ≤ i ≤ m a i ≤ n, kde ai < bi a pro všechna j

taková, že 1 ≤ j < i , plat́ı aj = bj , nebo

m < n a pro všechna j taková, že 1 ≤ j ≤ m, je aj = bj .

Nap̌ŕıklad (5, 1, 3, 6, 4) < (5, 1, 4, 1) a (4, 1, 1) < (4, 1, 1, 3).

Poznámka: Počet prvk̊u vektor̊u muśı být omezen nějakou
konstantou.
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Konečnost výpočtu

k ∶= 0

i ∶= 1

[i < n]

[i ≥ n]

[A[i] > A[k]]

[A[i] ≤ A[k]]

k ∶= i

i ∶= i + 1
result ∶= A[k]
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4
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6
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Konečnost výpočtu

Př́ıklad: Vektory p̌rǐrazené jednotlivým konfiguraćım:

Stav 0: f (α) = (4)

Stav 1: f (α) = (3)

Stav 2: f (α) = (2, n − i , 3)

Stav 3: f (α) = (2, n − i , 2)

Stav 4: f (α) = (2, n − i , 1)

Stav 5: f (α) = (2, n − i , 0)

Stav 6: f (α) = (1)

Stav 7: f (α) = (0)
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Konečnost výpočtu

5

2

i ∶= i + 1

(2, n − i , 0)

(2, n − i , 3)

Je ťreba brát v úvahu, že se touto instrukćı hodnota proměnné i měńı.

Z konfigurace s p̌rǐrazeným vektorem (2, n − i , 0) se p̌rejde do konfigurace
s p̌rǐrazeným vektorem (2, n − i

′
, 3), kde i

′
= i + 1.

Zjevně plat́ı n − i
′
< n − i , nebot’ n − (i + 1) < n − i .
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