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Pseudokdd

Algoritmy vétSinou nebudeme zapisovat jako programy pro stroj RAM, ale
spise jako programy v néjakém vyssim programovacim jazyce.

Nebudeme se vazat na néjaky konkrétni programovaci jazyk.

Programy budeme zapisovat pomoci pseudokddu, jehoZ syntaxi si

budeme libovoln& pfizplsobovat podle pot¥eby (nap¥. pouZiti libovolné
matematické notace, slovnich popist, apod.).

Ptiklad:

Algoritmus: Algoritmus pro nalezeni nejvétsiho prvku v poli

FIND-MAX (A, n):
k:=0
fori:=1ton—-1do
L if A[i]> A[k] then
L k=i

return A[ k]
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Algoritmy

Pozndmka:
Z hlediska analyzy toho, jak dany algoritmus funguje, vétSinou neni p¥ili§
podstatny rozdil v tom, jestli algoritmus:

@ (te vstupni data z n&jakého vstupniho zafizeni (nap¥. ze souboru na
disku, z klavesnice, apod.)

@ zapisuje data na n&jaké vystupni za¥izeni (nap¥. do souboru, na
obrazovku, apod.)

nebo
@ (te vstupni data z pamé&ti (nap¥. jsou mu predany jako parametry)

@ zapisuje data na do paméti (nap¥. je vrati jako ndvratovou hodnotu)

V pseudokdédu tak tedy vétSinou budou vstupni data preddvana jako
argumenty dané funkce a vystup bude pfedstavovan navratovou hodnotou
této funkce.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. dubna 2024 3/61



Ridici tok

Instrukce Ize zhruba rozdélit na dvé skupiny:
@ instrukce p¥imo pracujici s daty:
e pfifazeni

e vyhodnoceni hodnot vyrazi v podminkdach
e Ctenf vstupu, zapis na vystup
o

@ instrukce ovlivitujici Fidici tok — ur&uji, které instrukce se budou
provadét, v jakém poradi, apod.:

vétven/ (if, switch, ...)

cykly (while, do .. while, for, ...)

usporadani instrukci do bloki

ndvraty z podpogrami (return, ...)
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Graf Fidiciho toku

result 1= A[k]
i=i+1

@ (L] < ALK]]
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Nékteré zakladni konstrukce strukturovaného programovani

if B then 5; else S, if B then S
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Nékteré zakladni konstrukce strukturovaného programovani

Q
[-B
@)
[B]
[-B]
©
while B do S do S while B
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Nékteré zakladni konstrukce strukturovaného programovani

i:=a
while / < b do
S
=il it=i+1

fori:=atobdo S
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Nékteré zakladni konstrukce strukturovaného programovani

Zkracené vyhodnocovani slozenych podminek, napt.:

while i < nand A[/] > x do ...

if B; and B, then S; else 5, if B; or B, then S; else 5,
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Ridici tok realizovany pomoci goto

@ goto / — nepodminény skok
o if B then goto / — podminény skok

Ptiklad:

k:=0

=1

goto 6

if A[i] < A[k] then goto 5
k=i

it=i+1

if i < n then goto 3
return Al k]

NSRS
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Ridici tok realizovany pomoci goto

@ goto / — nepodminény skok

o if B then goto / — podminény skok

Ptiklad:

start:

LI:

L2:
L3:

k:=0

i=1

goto L3

if A[i] < A[k] then goto L2
k=i

it=i+1

if i < n then goto LI

return Al k]
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Vyhodnoceni sloZitych vyrazii

Vyhodnoceni sloZitého vyrazu, jako t¥eba

Ali+s]:=(B[3*j+1]+x)*xy+38

v/

jako tfeba

tii=i+s

tr = 3*]

bi=th+1
t3 := B[t,]
t3 =13 +x
t3:=t3%ky
t3:=t3+8
Alti]:=t3
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Vypocet algoritmu

Konfigurace — popis celkového stavu stroje v néjakém okamziku bé&hem
vypo&tu

P¥iklad: Konfigurace tvaru

(g, mem)

kde
@ g — aktudlni Fidici stav

@ mem — predstavuje aktudlni obsah paméti stroje — jaké hodnoty
jsou momentaln& pt¥ifazeny jednotlivym promé&nnym.

P¥iklad obsahu paméti mem:

(A: [3,8,1,3,6], n:5, i:1, k:0, result:?)
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Vypocet algoritmu

P¥iklad konfigurace:

(2, (A:[3,8,1,3,6], m:5, i:1, k:0, result:?))

Vypocet stroje M provadéjiciho algoritmus Alg, kde zpracovava vstup w,
je posloupnost konfiguraci.

@ Zalina se v pocatecni konfiguraci.

o Kazdym krokem stroj pfechazi z jedné konfigurace do dalsi.

@ Vypoclet kon&i v koncové konfiguraci.
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Vypocet algoritmu

result 1= A[k]
i=i+1

@ (L] < ALK]]
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Vypocet algoritmu

Ptiklad: Vypocet, kde algoritmus FIND-MAX zpracovava vstup, kde
A=1[3,8,1,3,6] an=5.
ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:?, k:7?, vresult:?))
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Vypocet algoritmu

Ptiklad: Vypocet, kde algoritmus FIND-MAX zpracovava vstup, kde
A=1[3,8,1,3,6] an=5.

ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:?, k:7?, result:?)
ap: (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result:?)

~—
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Vypocet algoritmu

Ptiklad: Vypocet, kde algoritmus FIND-MAX zpracovava vstup, kde

A=[3,8,1,3,6]an=5

ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:
ay: (lv ( [37 717376]7 n:
az: (2, (A: [3,8,1,3,6], n:

, 1?0 k7?7, result: 7))
, it 7, k:0, result: 7))
, it1, k:0, result: 7))

(SIS NS
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Vypocet algoritmu

Ptiklad: Vypocet, kde algoritmus FIND-MAX zpracovava vstup, kde
A=1[3,8,1,3,6] an=5.

ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:?, k:7?, vresult:?))
ar: (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result: 7))
az: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
az: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1, k:0, result:?))
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Vypocet algoritmu

Ptiklad: Vypocet, kde algoritmus FIND-MAX zpracovava vstup, kde
A=1[3,8,1,3,6] an=5.

ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:?, k:7?, vresult:?))
ar: (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result: 7))
az: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
az: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1, k:0, result:?))
ag: (4, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
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Vypocet algoritmu

Ptiklad: Vypocet, kde algoritmus FIND-MAX zpracovava vstup, kde
A=1[3,8,1,3,6] an=5.

ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:?, k:7?, vresult:?))
ar: (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result: 7))
az: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
az: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1, k:0, result:?))
ag: (4, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
as: (5, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:1, result:?))
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Vypocet algoritmu

Ptiklad: Vypocet, kde algoritmus FIND-MAX zpracovava vstup, kde
A=[3,8,1,3,6]an=5

ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:?, k:7?, vresult:?))
ar: (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result: 7))
az: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
az: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1, k:0, result:?))
ag: (4, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
as: (5, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:1, result:?))
ag: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:2, k:1, result:?))
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Vypocet algoritmu

Ptiklad: Vypocet, kde algoritmus FIND-MAX zpracovava vstup, kde
A=1[3,8,1,3,6] an=5.

ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:?, k:7?, vresult:?))
ar: (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result: 7))
az: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
az: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1, k:0, result:?))
ag: (4, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
as: (5, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:1, result:?))
ag: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:2, k:1, result:?))
a7 (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:2, k:1, result:?))
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Vypocet algoritmu

Ptiklad: Vypocet, kde algoritmus FIND-MAX zpracovava vstup, kde
A=1[3,8,1,3,6] an=5.

ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:?, k:7?, vresult:?))
ar: (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result: 7))
az: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
az: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1, k:0, result:?))
ag: (4, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
as: (5, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:1, result:?))
ag: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:2, k:1, result:?))
a7 (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:2, k:1, result:?))
ag: (5, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:2, k:1, result:?))
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Vypocet algoritmu

Provedenim instrukce / se ptejde z konfigurace o do konfigurace o'

o —
Vypolet miZe byt:
o Konecny:
3 h h I3 Iy le-2 le1
Qp = = Qp = Q3 — Qg — T Q] T Oy

kde o, je bud koncové konfigurace nebo konfigurace, kde do%lo
k chyb& a neni mozné pokralovat
o Nekonecny:

lo h I I Iy
Qg — Q) — Qy —> Q3 — Qy —
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Vypocet algoritmu

Vypolet je mozné popsat dvéma rliznymi zplsoby:
@ jako posloupnost konfiguraci g, ag, as, . ..

@ jako posloupnost provedenych instrukei Iy, 1, b, . ..
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Churchova-Turingova teze

Z prechoziho by mélo byt jasné, Ze:

@ Program v libovolném programovacim jazyce je mozné prelozit do
podoby programu pro stroj RAM.

o Cinnost stroje RAM je mo¥né simulovat Turingovym strojem.

Cinost kazdého programu v n&jakém libovolném programovacim jazyce je
tedy mozné vykondvat Turingovym strojem.

Churchova-Turingova teze

KaZdy algoritmus je mozné realizovat néjakym Turingovym strojem.

Neni to véta, kterou by bylo mozno dokdzat v matematickém smyslu —
neni formalné definovano, co je to algoritmus.

Tezi formulovali nezavisle na sobé v poloviné 30. let 20. stoleti Alan Turing

a Alonzo Church.
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Churchova-Turingova teze

P¥iklady matematickych formalism( zachycujicich pojem algoritmus:

Turingovy stroje
stroje RAM
lambda kalkulus

rekurzivni funkce

Dale miZeme uvést:

e Libovolny (obecny) programovaci jazyk (jako nap¥. C, Java, Python,
Lisp, Haskell, Prolog apod.).

VSechny tyto modely jsou ekvivalentni z hlediska algoritm, které jsou
schopny realizovat.
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Dokazovani korektnosti algoritmi
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Korektnost algoritmu

Algoritmy slouZi k feSeni problémi.

@ Problém — specifikace toho, co ma algoritmus délat:
e Popis vstupu
e Popis vystupu
o Vztah mezi vstupy a vystupy

o Algoritmus — konkrétni postup, jak pFi vypoltu postupovat

Algoritmus je korektnim ¥eSenim daného problému, jestlize se pro viechny
vstupy zastavi a vyda spravny vysledek.

P¥iklad:
Problém: Problém tfidéni
Algoritmus: Quicksort
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Korektnost algoritmu

Ptiklad:

Problém nalezeni maximalniho prvku v poli:
Vstup: Pole A indexované od nuly a &islo n udavajici pocet prvki
v tomto poli, pfi¢emz se ptedpoklada, ze n > 1.
Vystup: Hodnota result, kterd je hodnotou maximalniho prvku
v poli A, tj. hodnota result, pro kterou plati:
o A[j] = result pro viechna j € N, kde 0 <j < n, a

o existuje j € N takové, 7ze 0 < j < n a A[j] = result.

Instance problému — konkrétni vstup, napft.
A=[3,8,1,5,8,6,11,4,10,5], n = 10.
Pro tuto instanci je vystupem hodnota 11.
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Korektnost algoritmu

Algoritmus: Algoritmus pro nalezeni nejvétsiho prvku v poli

FIND-MAX (A, n):
k:=0
fori:=1ton—-1do
L if A[i]> A[k] then

Lk:=i

return A[ k]
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Korektnost algoritmu

Algoritmus Alg Fesi problém P, jestlize pro kaZzdou instanci w problému P
jsou splnény nasledujici dvé podminky:

@ Vypodet algoritmu Alg nad vstupem w se po kone¢ném poctu kroki
(korektn&) zastavi.

@ Algoritmus Alg vygeneruje pro vstup w vystup, ktery odpovida
podminkdm kladenym na vystup ve specifikaci problému P.

Algoritmus, ktery ¥esi problém P, je korektnim ¥eSenim tohoto problému.
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Korektnost algoritmu

Algoritmus Alg neni korektnim ¥eSeni problému P, jestliZe existuje
vstup w takovy, Ze pfi vypoltu nad timto vstupem nastane nékterd
z nasledujicich chyb:

e provedeni n&jaké chybné nepovolené operace (pfistup k prvku pole
mimo povoleny rozsah indexd, d&leni nulou, ...),

@ vygenerovany vystup neodpovidd podminkdm specifikovanym v zadani
problému P,

@ vypolet se nikdy nezastavi.

Testovani — spusténi algoritmu nad riiznymi vstupy a zkontrolovani, zda

b

se algoritmus pro tyto vstupy chovd ,spravné&”.

Testovani miize prokazat p¥itomnost chyb, ale ne to, Ze se algoritmus
chova korektné pro vSechny vstupy.
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Korektnost algoritmu

Typicky je mnoZina moznych instanci daného problému nekone&na (nebo
prinejmen3dim velmi velkd), takZe neni mozné otestovat &innost algoritmu
na vSech instancich.

Pro zdivodnéni a ovéFeni toho, Ze algoritmus je korektnim ¥eSenim daného
problému je tfeba podat diitkaz, ktery bere v tGivahu vSechny moZné
vypolty na vsech moznych vstupech.

Dikaz korektnosti algoritmu je obecné vhodné rozdélit na dvé &asti:

o Zdlvodnéni toho, Ze algoritmus pro Zadny vstup nikdy neudéld nic

»Spatné’:

o bé&hem vypoltu nedojde k zadné chybné operaci
e pokud program skond&i, vystup bude ,spravné"

@ Zdlvodnéni toho, Ze se algoritmus pro kazdy vstup po kone¢ném
poctu krok( zastavi.
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Invarianty

Uvazujme libovolny systém skladajici se z:
e mnoziny stavi (& konfiguraci) — miZe byt nekonena
@ prechodli mezi témito stavy

@ né&které ze stavill jsou urtené jako polateéni

Stav je dosazitelny, jestlize je moZné se do né&j dostat z n&kterého
pocateéniho stavu pouzitim néjaké posloupnosti prechodd.

Invariant je né€jakd podminka vymezujici néjakou podmnoZinu stavi
takova, Ze plati ve v8ech dosaZitelnych stavech:

@ je splnéna ve v8ech pocatecnich stavech

@ pokud je splnéna v n&jakém stavu a z tohoto stavu systém prejde

jednim krokem do né&jakého dal$iho stavu, bude splnéna i v tomto
stavu
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Invarianty

dosazitelné stavy

v8echny stavy

stavy,
kde plati invariant

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. dubna 2024



Invarianty

P¥iklad: Budeme skdkat s figurkou jezdce po $achovnici a zaroveli budeme
poditat polty provedenych tahi, p¥icemz zalindme na né&jakém bilém poli
v nejlevéjsim sloupci:

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Invarianty

e Stavy — dvojice skladajici se z aktudlni pozice figurky jezdce na
Sachovnici a hodnoty &itace uddvajici polet zatim provedenych tah(

e Prechody — provedeni jednoho tahu jezdcem (podle pravidel 3achu)
a zvySeni ¢itale o jedna
o Podatetni stavy — jezdec se nachdzi na nékterém bilém poli

v nejlevéjsim sloupci a hodnota &itace ja 0

Plati zde napfiklad nasledujici invariant:

@ jestlize je hodnota &itale sudd, jezdec se nachazi na bilém poli

@ jestliZze je hodnota &itale licha, jezdec se nachazi na ¢erném poli
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Invarianty

Pt¥iklad: Algoritmus FIND-MAX reprezentovany formou grafu Fidiciho toku

result 1= A[k]

@

Z. Sawa (VSB-TUO)

[A[i] < AlK]]

[i <n]

@wm]

it=i+1
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Invarianty

Vypotet pro vstup A =[3,8,1,3,6] a n =5 jako posloupnost konfiguraci:
ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:? vresult:?))
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Invarianty

Vypotet pro vstup A =[3,8,1,3,6] a n =5 jako posloupnost konfiguraci:
?7
?’

, result: 7))

ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, k:?
n: 5 k: 0, result: 7))

it
ar: (1, (A:[3,8,1,3,6], i:

)
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Invarianty

Vypotet pro vstup A =[3,8,1,3,6] a n =5 jako posloupnost konfiguraci:
ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:? vresult:?))
ap: (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result: 7))
az: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))

6. dubna 2024
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Invarianty

Vypotet pro vstup A =[3,8,1,3,6] a n =5 jako posloupnost konfiguraci:
ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:? vresult:?))
ap: (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result: 7))
az: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
az: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
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Invarianty

Vypotet pro vstup A =[3,8,1,3,6] a n =5 jako posloupnost konfiguraci:
ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:? vresult:?))
ap: (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result: 7))
az: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
az: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
ag: (4, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
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Invarianty

Vypotet pro vstup A =[3,8,1,3,6] a n =5 jako posloupnost konfiguraci:
ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:? vresult:?))
ap: (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result: 7))
az: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
az: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
ag: (4, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
as: (5, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:1, result:?))
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Invarianty

Vypotet pro vstup A =[3,8,1,3,6] a n =5 jako posloupnost konfiguraci:
ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:? vresult:?))
ap: (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result: 7))
az: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
az: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
ag: (4, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
as: (5, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:1, result:?))
ag: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:2, k:1, result:?))
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Invarianty

Vypotet pro vstup A =[3,8,1,3,6] a n =5 jako posloupnost konfiguraci:
ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:? vresult:?))
ap: (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result: 7))
az: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
az: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
ag: (4, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
as: (5, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:1, result:?))
ag: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:2, k:1, result:?))
ar: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:2, k:1, result:?))
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Invarianty

Vypotet pro vstup A =[3,8,1,3,6] a n =5 jako posloupnost konfiguraci:
ag: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:? vresult:?))
ap: (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result: 7))
az: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
az: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
ag: (4, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:0, result:?))
as: (5, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1l, k:1, result:?))
ag: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:2, k:1, result:?))
ar: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:2, k:1, result:?))
ag: (5, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:2, k:1, result:?))
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Vypotet pro vstup A =[3,8,1,3,6] a n =5 jako posloupnost konfiguraci:
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Vypolet pro vstup A = [3,8, 1,3,6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraci:
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Vypotet pro vstup A =[3,8,1,3,6] a n =5 jako posloupnost konfiguraci:
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Vypotet pro vstup A =[3,8,1,3,6] a n =5 jako posloupnost konfiguraci:
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Vypotet pro vstup A =[3,8,1,3,6] a n =5 jako posloupnost konfiguraci:
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Vypotet pro vstup A =[3,8,1,3,6] a n =5 jako posloupnost konfiguraci:
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Vypotet pro vstup A =[3,8,1,3,6] a n =5 jako posloupnost konfiguraci:
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Vypolet pro vstup A = [3,8, 1,3,6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraci:
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Vypolet pro vstup A = [3,8, 1,3,6] a n = 5 jako posloupnost konfiguraci:
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Invarianty

@ Stavy — konfigurace sklddajici se ze stavu Fidici jednotky a obsahu
paméti reprezentovaného hodnotami jednotlivych proménnych.

o P¥echody — diny jednotlivymi instrukcemi na hranach grafu, ménfi
zaroven Fidici stav i obsah paméti pFifazovanim hodnot do
proménnych

o Podatetni stavy — vSechny mozZné pocatedni konfigurace pro
v8echny mozné vstupni instance, které jsou p¥ipustné podle
specifikace problému

Invarianty budou mit formu tvrzeni vyjadfujicich se o konfiguracich,
tj. o stavech Fidici jednotky a o hodnotach jednotlivych proménnych, nap¥.

@ Pokud je stav Fidici jednotky 2, pak v dané konfiguraci plati 1 </ < n,
0 < k <iaA[k] je nejvétsi z prvkda A[0], A[1],...,A[i—1].
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Invarianty

s 17 s

U systémil, kde je soulasti konfigurace néjaky F¥idici stav, mize byt
vyhodné formulovat invarianty ve formé:

@ jestliZe je stav Fidici jednotky 0, pak plati (g
@ jestliZe je stav Fidici jednotky 1, pak plati ¢

o jestlize je stav Fidici jednotky r, pak plati ¢,

pfi¢emZ tvrzeni ¢q, @1, - .., @, se vyjadfuji pouze o obsahu paméti, nikoli
o Fidicich stavech.

Konfigurace miizeme rozd&lit do (kone&n& mnoha) skupin podle stavi
fidici jednotky.
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Invarianty

invariant ¢,

Fidici stav 2

invariant g
invariant 3

Fidici stav 6
¥idici stav 3
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Invarianty

Invariant — podminka, kterd musi byt v uréitém misté kédu algoritmu
vzdy (tj. ve vdech moznych vypoctech pro v8echny mozné vstupy) splné&na
v okamziku, kdy algoritmus timto mistem prochazi.

Invarianty miZeme zapisovat formulemi predikatové logiky:

@ volné proménné odpovidaji promé&nnym programu

@ valuace je ddna hodnotami proménnych programu v dané konfiguraci

P¥iklad: Formule
(1<i)A(i<n)

bude platit nap¥iklad v konfiguraci, kde proménna i ma hodnotu 5 a
proménnad n ma hodnotu 14.
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Invarianty

Zjisténé invarianty mohou slouZit k ¥adé rliznych Géeli:

@ Napomohou lepsimu porozuméni chovani algoritmu.

@ Lze pomoci nich ové&¥it, Ze nenastanou uréité typy chyb —
nap¥. pfistup k poli mimo povolené rozsahy indexi, déleni nulou, ...

Ové¥ime, Ze v mistech v kédu, kde by mohla dana chyba nastat,
budou platit invarianty, které zaru&i, Ze proménné budou mit vidy
takové hodnoty, aby chyba nenastala.

P¥iklad: P¥i p¥istupu k prvku A[/] bude vzdy platit 0 < / < n,
kde n je délka pole.

v

@ Invariant, ktery bude platit v koncovych konfiguracich, zarudi, Ze
vystup algoritmu bude odpovidat specifikaci v zaddni problému.

o P¥i analyze vypoletni sloZitosti napomohou p¥i zkoumani toho,
kolikrat se provedou které instrukce nebo jak velké mnoZstvi paméti je
p¥i vypoltu pot¥eba.
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Invarianty

Stanoveni invariantd neni Gpln& mechanicky proces. VyZaduje ur&ité
pochopeni chovéni algoritmu.

P¥ed formulovdnim hypotéz o tom, jaké invarianty plati v jednotlivych
Fidicich stavech, miZe byt vhodné se podivat na to, jak se dany algoritmus
chova na né&jakych konkrétnich vstupech.

Ptiklad: Vypocet algoritmu FIND-MAX pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

k n
! !
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Al3]s|1|5]8]6]11]4]10]5]
1

i
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Invarianty

Stanoveni invariantd neni Gpln& mechanicky proces. VyZaduje ur&ité
pochopeni chovéni algoritmu.

P¥ed formulovdnim hypotéz o tom, jaké invarianty plati v jednotlivych
Fidicich stavech, miZe byt vhodné se podivat na to, jak se dany algoritmus
chova na né&jakych konkrétnich vstupech.

Ptiklad: Vypocet algoritmu FIND-MAX pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

=]

k
!
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Al3]s|1|5]8]6]11]4]10]5]
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Invarianty

Stanoveni invariantd neni Gpln& mechanicky proces. VyZaduje ur&ité
pochopeni chovéni algoritmu.

P¥ed formulovdnim hypotéz o tom, jaké invarianty plati v jednotlivych
Fidicich stavech, miZe byt vhodné se podivat na to, jak se dany algoritmus
chova na né&jakych konkrétnich vstupech.

Ptiklad: Vypocet algoritmu FIND-MAX pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.
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Invarianty

Stanoveni invariantd neni Gpln& mechanicky proces. VyZaduje ur&ité
pochopeni chovéni algoritmu.
P¥ed formulovdnim hypotéz o tom, jaké invarianty plati v jednotlivych

Fidicich stavech, miZe byt vhodné se podivat na to, jak se dany algoritmus
chova na né&jakych konkrétnich vstupech.

Ptiklad: Vypocet algoritmu FIND-MAX pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

k
! !
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Al3]8|1]|s5|8]6]11]4]10]5]
1

i
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Invarianty

Stanoveni invariantd neni Gpln& mechanicky proces. VyZaduje ur&ité
pochopeni chovéni algoritmu.
P¥ed formulovdnim hypotéz o tom, jaké invarianty plati v jednotlivych

Fidicich stavech, miZe byt vhodné se podivat na to, jak se dany algoritmus
chova na né&jakych konkrétnich vstupech.

Ptiklad: Vypocet algoritmu FIND-MAX pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

k
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Invarianty

Stanoveni invariantd neni Gpln& mechanicky proces. VyZaduje ur&ité
pochopeni chovéni algoritmu.
P¥ed formulovdnim hypotéz o tom, jaké invarianty plati v jednotlivych

Fidicich stavech, miZe byt vhodné se podivat na to, jak se dany algoritmus
chova na né&jakych konkrétnich vstupech.

Ptiklad: Vypocet algoritmu FIND-MAX pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.
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Invarianty

Stanoveni invariantd neni Gpln& mechanicky proces. VyZaduje ur&ité
pochopeni chovéni algoritmu.
P¥ed formulovdnim hypotéz o tom, jaké invarianty plati v jednotlivych

Fidicich stavech, miZe byt vhodné se podivat na to, jak se dany algoritmus
chova na né&jakych konkrétnich vstupech.

Ptiklad: Vypocet algoritmu FIND-MAX pro vstup
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Invarianty

Stanoveni invariantd neni Gpln& mechanicky proces. VyZaduje ur&ité
pochopeni chovéni algoritmu.

P¥ed formulovdnim hypotéz o tom, jaké invarianty plati v jednotlivych
Fidicich stavech, miZe byt vhodné se podivat na to, jak se dany algoritmus
chova na né&jakych konkrétnich vstupech.

Ptiklad: Vypocet algoritmu FIND-MAX pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.
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Invarianty

Stanoveni invariantd neni Gpln& mechanicky proces. VyZaduje ur&ité
pochopeni chovéni algoritmu.

P¥ed formulovdnim hypotéz o tom, jaké invarianty plati v jednotlivych
Fidicich stavech, miZe byt vhodné se podivat na to, jak se dany algoritmus
chova na né&jakych konkrétnich vstupech.

Ptiklad: Vypocet algoritmu FIND-MAX pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.
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Invarianty

Stanoveni invariantd neni Gpln& mechanicky proces. VyZaduje ur&ité
pochopeni chovéni algoritmu.

P¥ed formulovdnim hypotéz o tom, jaké invarianty plati v jednotlivych
Fidicich stavech, miZe byt vhodné se podivat na to, jak se dany algoritmus
chova na né&jakych konkrétnich vstupech.

Ptiklad: Vypocet algoritmu FIND-MAX pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.
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Invarianty

Stanoveni invariantd neni Gpln& mechanicky proces. VyZaduje ur&ité
pochopeni chovéni algoritmu.

P¥ed formulovdnim hypotéz o tom, jaké invarianty plati v jednotlivych
Fidicich stavech, miZe byt vhodné se podivat na to, jak se dany algoritmus
chova na né&jakych konkrétnich vstupech.

Ptiklad: Vypocet algoritmu FIND-MAX pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.
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Invarianty

Stanoveni invariantd neni Gpln& mechanicky proces. VyZaduje ur&ité
pochopeni chovéni algoritmu.

P¥ed formulovdnim hypotéz o tom, jaké invarianty plati v jednotlivych
Fidicich stavech, miZe byt vhodné se podivat na to, jak se dany algoritmus
chova na né&jakych konkrétnich vstupech.

Ptiklad: Vypocet algoritmu FIND-MAX pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

k n
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Invarianty

Pt¥iklady invarianta:

@ invariant v Fidicim stavu g zapiSeme formuli ¢4
Invarianty v jednotlivych ¥idicich stavech (zatim jen hypotézy):

¢o: (nz1)

p1: (n=1) A (k=0)

@ (nz1)A(l<i<sn)A(0=<k<i)
p3:(n=1)A(1<i<n)A(0<k<i)
o (nz=1)A(1<i<n)A(0<k<i)
ps: (n=21)A(1l<i<n)A(0<k=<i)
vg: (n=1)A(i=n)A(0<k<n)
w7 (n=1)A(i=n)A (0= k<n)
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Invarianty

Zkontrolovani toho, Ze invarianty opravdu plati:

@ Musime zkontrolovat, zda invarianty plati v po¢ate¢nich konfiguracich
— toto je vé&tSinou jednoduché.

@ Pro kaZdou instrukci algoritmu je t¥eba zkontrolovat, zda za
predpokladu, Ze bude platit pFislusny invariant pt¥ed provedenim této
instrukce, bude platit i p¥islusny invariant po provedeni této instrukce.

P¥edpokladejme algoritmus ve formé grafu Fidiciho toku:
@ hrany odpovidaji instrukcim
@ vezméme si hranu ze stavu g do stavu q' oznadenou instrukci /

v ~ ~ , vy s\ - . I .
e feknéme, Ze (zatim neové&fené) invarianty pro stavy g a ¢ jsou
vyjadfeny formulemi ¢ a
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Invarianty

<P

-~

(@) ¢

@ pro tuto hranu musime zkontrolovat, Ze pro viechny konfigurace
oy ! sy
o =(g,mem) aa' = (g, mem') takové, e a — o', plati, Ze pokud
e v konfiguraci « plati ¢,
pak

e v konfiguraci o plati ¢

6. dubna 2024
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Invarianty

Zkontrolovani instrukci, které jsou testy podminek:

@ hrana ozna&end testem podminky [ B]
OM
[B]

OK.

Obsah paméti se neméni, takZe stali ovéFit, Ze plati implikace

(pAB)=1
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Invarianty

Priklad:
(n=z1)A(l<isn)A(0<k<i)

[i < n]
(nz1)A(l<i<n)A0=<k<i)

Staldi ové&F¥it, Ze plati nasledujici implikace:

o Jestlize (n=1)A(1<si<=n)A(0<sk<i)A(i<n),
pak (n=1)A(1<i<n)A(0<k<i).
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Invarianty

Ptiklad:

<isn)A(0<k<i)

—~
S
v
—_

~
>

—~
—_
A

—~
S
v
—

~
>

—~
Il

n)A(0<k<n)

Staldi ové&F¥it, Ze plati nasledujici implikace:

o Jestlize (n=1)A(1<si<=n)A(0<sk<i)A(i=n),
pak (n=1)A (i=n)A(0<k<n).
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Invarianty

Zkontrolovani instrukci, které p¥ifazuji hodnoty prom&nnym (mé&ni obsah
paméti):

@ hrana oznadena pfifazenim x :=
OM
x:=E

OK.

Je t¥eba rozlisovat mezi hodnotou proménné x pred timto pFfifazenim a po
tomto pfifazeni.
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Invarianty

Pro nésledujici konstrukce budeme potfebavat operaci substituce na
formulich:

el E/x]

oznaluje formuli, kterou dostaneme z formule ¢ dosazenim vyrazu E za
v8echny volné vyskyty proménné x ve formuli ¢.
P¥iklad: Rekndme, %e ¢ je formule (1 < i) A (i < n).
Zapis o[i']i] pak oznatuje formuli
(1=<iYA (@' <n)
a zapis o[ (i + 1)/i] formuli

(1<i+1)A(i+1=<n)
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Invarianty

<P

(@) ¢

v 1 s s v 7
Zavedeme novou proménnou x reprezentujici hodnotu proménné x po
provedeni tohoto pf¥ifazeni.

Je tfeba ovéfit ndsledujici implikaci:

(p A (x'= E)) = ¢[x'/x]
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Invarianty

Priklad:
° (nz1)A(l<i<nA0=<k<i)

e (nz1)A(l<i<n)A(0=<k=<i)

Staldi ové&F¥it, Ze plati nasledujici implikace:

o Jestlize (n=21)A(l<i<n)A(0<k<i)A(k =1i),
pak (n=1)A(1<i<n)A(0=<k <i).
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Invarianty

P¥iklad:
(n=1)A(1

IA

i<n)A(0=<k<i)

i=i+1

(n=1)A(1

IA

i<n)A(0<k<i)

Staldi ové&F¥it, Ze plati nasledujici implikace:

o Jestlize (n=21)A(l<si<n)A(O<k<i)A( =i+1),
pak (n=1)A(l<si'<sn)A(0=k<i).
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Invarianty

Dokonéeni ovéfeni toho, Ze algoritmus FIND-MAX vraci spravny vysledek
(za ptedpokladu, Ze skonti):

@ Yp:
® Yq:
@ 5!
@ Y3:
@ Yy
@ s:
® g:
@ Y7:

¥0

1A (VjeN)(0=)<1-A[]=Alk])

o A (VjeN)(0=)<i— A[j]=<Ak]

3 A (VjeN)(0=j<i—Alj] = A[K])

oa AN (VjeN)0=<j<i— A[Jj]<Ak] A (A[I]> Alk])
ps A (VjEN)(0=j=i—A[j]=A[k])

v A (VjeN)0=<j<n— A[j] < ALk]

o7 A (result = A[k]) A(VjeN)(0<j<n— A[j] <

IA

IA

result) A (3j € N)(0 = < nA A[j] = result)
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Invarianty

Casto nenf t¥eba specifikovat invarianty ve viech ¥idicich stavech, ale jen
v nékterych ,dllezitych” — zejména stavy, kde se vstupuje do nebo
vystupuje z cykli:

Je pak t¥eba ovéfit:
e Ze invariant plati pted vstupem do cyklu.

e Ze pokud invariant plati p¥ed provedenim cyklu, tak bude platit i po
jeho provedeni.

o Ze invariant plati p¥i opusténi cyklu.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. dubna 2024 49 /61



Invarianty

Pt¥iklad: V algoritmu FIND-MAX je takovym , dlleZitym" stavem stav 2.

Ve stavu 2 plati:
en=1
@el=<is<n
e 0<k<i
@ Pro vechna j takovd, Ze 0 < j </, plati A[j] < ALk].
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Invarianty

Ptiklady toho, jak urcit invarianty u nékterych dalSich stavii, pokud uz
u n&kterych stavi invarianty mame:

80
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Invarianty

Ptiklady toho, jak urcit invarianty u nékterych dalSich stavii, pokud uz
u n&kterych stavi invarianty mame:

80

6 3x'(¢[x'[x] A x = E[x'[x])
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Invarianty

Ptiklady toho, jak urcit invarianty u nékterych dalSich stavii, pokud uz
u n&kterych stavi invarianty mame:
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Invarianty

Ptiklady toho, jak urcit invarianty u nékterych dalSich stavii, pokud uz
u n&kterych stavi invarianty mame:

@ vIE/X]
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Invarianty

Ptiklady toho, jak urcit invarianty u nékterych dalSich stavii, pokud uz
u n&kterych stavi invarianty mame:
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Invarianty

Ptiklady toho, jak urcit invarianty u nékterych dalSich stavii, pokud uz
u n&kterych stavi invarianty mame:
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Invarianty

Ptiklady toho, jak urcit invarianty u nékterych dalSich stavii, pokud uz
u n&kterych stavi invarianty mame:

[B] [-B]

L (07
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Invarianty

Ptiklady toho, jak urcit invarianty u nékterych dalSich stavii, pokud uz
u n&kterych stavi invarianty mame:

(B = 41) A(=B = 1)
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Invarianty

Ptiklad:

Algoritmus: T¥idéni pfimym vkladanim

INSERTION-SORT (A, n):
for j:=1ton-1do
x = A[J]
jt=j—-1
while i > 0 and A[/] > x do
Ali +1]:= A[/]
ji=i-1
Ali+1]:=x
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Invarianty

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
13]8]1]5]8]6]11]4]10|5]

x =7
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Invarianty

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
13]8|1]5]8]6]11]4]10|5]
1
J

x =7
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Invarianty

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

i n
l l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Sl :[5]8]611][4]10]5] x=38
T
J
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Invarianty

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

n
l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
[3[8l1]s]8[6]11]4]10]5) x=38
N
J
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Invarianty

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

n
l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
[3f8l1]s]8[6]11]4]10]5) x=38
T
J
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Invarianty

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup
A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.
i n
i) i
1

0 2 3 4 5 6 7 8 9
(3]s 58 ]6]t]4]10]5]
1

x=1

J
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Invarianty

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

i n
l l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(3Bl s]5 86 11][4]10]5] c=1
)
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Invarianty

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup
A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.
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Invarianty

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup
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Invarianty

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=[3,8,1,5,8,6,11,4,10,5], n = 10.
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Invarianty

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup
A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.
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Invarianty
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Invarianty

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=[3,8,1,5,8,6,11,4,10,5], n = 10.
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Invarianty
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Invarianty

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup
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Invarianty

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup
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Invarianty

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup
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Invarianty

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.
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Invarianty
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Invarianty
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Invarianty
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Invarianty
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Invarianty

P¥edpoklddejme, Ze vstupem je pole A = [ag,a1,...,a,-1] a &islo n
(kde n = 1) udavajici délku tohoto pole, tj. Ze na zatatku pro kazdé i,
kde 0 </ < n, plati A[i] = a;.

o Na zalatku cyklu for (tj. vzdy pred provedenim testu j < n,
resp. j < n— 1) plati nasledujici invarianty:

e l<j=<n

e Prvky pole A[0], A[1],...,A[j — 1] obsahuji hodnoty ag, ay, ..., a;-1
sefazené od nejmensi po nejvétsi, tj.

A[0] = All]=-- < A[j-1]

o Prvky pole A[j],A[j +1],...,A[n — 1] obsahuji hodnoty

3j,3j4+15 - -+ 5 an-1, Y.

Aljl=a;, Aj+1] = a1, ..., A[n=1] = a1
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Invarianty

o Na zatatku cyklu while (tj. vzdy p¥ed provedenim testu i = 0) plati
nasledujici invarianty:

1<j<n

-1<i<j

Proménna x obsahuje hodnotu aj, tj. x = a;.

Prvky pole A[0], A[1],...,A[i]a A[i +2],A[i +3],...,A[j] obsahuji
hodnoty ag, a1, . .., aj_1 sefazené od nejmensi po nejvétsi, tj.

A0l < A[1l] - < Alil = A[i+2] < Ali +3] = -+ < A[J]
VZechny prvky A[7i + 2], A[i + 3],...,A[J] jsou ostFe v&tsi neZ x.
Prvky pole A[j + 1], A[j + 2],...,A[n — 1] obsahuji hodnoty
34153425+ > 3n-1, 1.

Alj+1]=aj1, Aj+2] = aj50, ..., Aln—=1] = a4

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. dubna 2024



Koneénost vypoctu

Dva mozné p¥ipady, jak mize vypadat nekoneény vypocet:

@ né&jaka konfigurace se zopakuje — ndasledujici konfigurace se opakuji
stale dokola

@ objevuji se stdle nové a nové konfigurace
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Koneénost vypoctu

Jeden z b&Znych zplisobli dokazovani toho, Ze se algoritmus zarucené pro
kazdy vstup po kone¢ném poctu kroki zastavi:

o kazdé (dosaZitelné) konfiguraci pfifadit hodnotu z n&jaké vhodn&
zvolené mnoZiny W

@ na mnoziné W definovat usporadani < takové, Ze ve W neexistuji
nekonetné (ostte) klesajici posloupnosti
@ ukazat, Ze s provedenim kaZzdé instrukce se hodnota p¥ifazena
konfiguraci zmen¥uje, tj. pro « LN o je
f(a) > f(a')
(f(c')z), f(a') jsou hodnoty z mnoZiny W pfitazené konfiguracim o
aa)
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Koneénost vypoctu

Jako mnozinu W je moZno pouZit napfiklad:

@ MnoZinu p¥irozenych &isel N = {0,1,2,3,...} s uspofaddnim <.

@ MnoZinu vektorl pfirozenych &isel s lexikografickym usporadanim,
tj. s usporadanim, kde vektor (a;, as,...,a,) je mendi neZ vektor
(by, bo, ..., bn), jestlize

o existuje / takové, 7e 1 </ <ma i< n, kde a; < b; a pro viechna j
takova, Ze 1 < j </, plati a; = b;, nebo

e m < na pro viechna j takovd, Ze 1 < j < m, je a; = by.
Napt¥iklad (5,1,3,6,4) < (5,1,4,1) a (4,1,1) < (4,1,1,3).

Poznamka: Poclet prvk{ vektorl musi byt omezen néjakou
konstantou.
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Koneénost vypoctu

result 1= A[k]
i=i+1

@ (L] < ALK]]
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Koneénost vypoctu

P¥iklad: Vektory pfitazené jednotlivym konfiguracim:

e Stav 0: f(a) = (4)
e Stav 1: f(a) = (3)
e Stav 2: f(a) =(2,n—1,3)
Stav 3: f(a) = (2,n—1,2)
Stav 4: f(a) = (2,n—1,1)
Stav 5: f(a) = (2,n—1,0)
Stav 6: f(a) = (1)
e Stav 7: f(a) = (0)
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Koneénost vypoctu

(2,n-1,0)
it=i+1
(27'7_/73)

Je tfeba brat v dvahu, Ze se touto instrukci hodnota promé&nné / méni.

Z konfigurace s p¥itazenym vektorem (2,n —i,0) se pFejde do konfigurace
s p¥itazenym vektorem (2,n —i',3), kde i' = i + 1.

Zjevné plati n—i' < n—1i, nebot n— (i +1) < n-—1i.
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