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1 2

3 4

5

a

b

b

a

a

b

a

b

a

b

Z jednoho stavu může vézt libovolný (i nulový) počet p̌rechodů
označených stejným symbolem.

V automatu může být v́ıc než jeden počátečńı stav.
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Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 22. února 2024 2 / 41



Nedeterministický konečný automat
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Nedeterministický konečný automat

Nedeterministický konečný automat p̌rij́ımá dané slovo, jestliže existuje
alespoň jeden jeho výpočet, který vede k p̌rijet́ı tohoto slova.

NEANO NE NE NE NEANO ANONE

NE NE

NE
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alespoň jeden jeho výpočet, který vede k p̌rijet́ı tohoto slova.

NEANO NE NE NE NEANO ANONE

NE NE

NE
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Nedeterministický konečný automat

a b

↔ 1 2, 3, 4 1
2 5 −

→ 3 − 4
4 5 2, 3

← 5 − 5

1 3

1 4

1 2 3

2 3 4 5

b b

b
b b

a
a

a
a

Př́ıklad: Les reprezentuj́ıćı všechny možné výpočty nad slovem bba.
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Nedeterministický konečný automat

Formálně je nedeterministický konečný automat (NKA) definován jako
pětice

(Q,Σ, δ, I ,F )

kde:

Q je konečná množina stav̊u

Σ je konečná abeceda

δ ∶ Q × Σ → P(Q) je p̌rechodová funkce

I ⊆ Q je množina počátečńıch stav̊u

F ⊆ Q je množina p̌rij́ımaj́ıćıch stav̊u
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Př́ıklady nedeterministických konečných automat̊u

Př́ıklad: Automat rozpoznávaj́ıćı jazyk nad abecedou {a, b} tvǒrený slovy,
kde každému výskytu symbolu b bezprosťredně p̌redcháźı dva symboly a.

a a

a

b
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Př́ıklady nedeterministických konečných automat̊u

Př́ıklad: Automaty rozpoznávaj́ıćı jazyky nad abecedou {a, b}:

slova zač́ınaj́ıćı prefixem ababb:

a b a b b

a, b

slova konč́ıćı sufixem ababb:

a b a b b

a, b

slova obsahuj́ıćı podslovo ababb:

a b a b b

a, b a, b
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Př́ıklady nedeterministických konečných automat̊u

Př́ıklad: Automat rozpoznávaj́ıćı jazyk nad abecedou {a, b} tvǒrený slovy,
kde pátý symbol od konce je a.

a a, b a, b a, b a, b

a, b
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Převod NKA na DKA
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2 3
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Převod NKA na DKA

1

2 3

b
b

a

a, b

a

{1, 2} {2, 3}

{1, 2, 3}

{3}

{1}

∅
a, b

a

b

a

b a

b

a
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Převod NKA na DKA

a b

↔ 1 − 2, 3
→ 2 2, 3 3

3 1 −
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Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 22. února 2024 11 / 41
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Převod NKA na DKA

a b

↔ 1 − 2, 3
→ 2 2, 3 3

3 1 −

a b

↔ {1, 2} {2, 3} {2, 3}
{2, 3} {1, 2, 3} {3}

← {1, 2, 3} {1, 2, 3} {2, 3}
{3} {1} ∅

← {1} ∅ {2, 3}
∅ ∅ ∅

a b

↔ 1 2 2
2 3 4

← 3 3 2
4 5 6

← 5 6 2
6 6 6
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Převod NKA na DKA

Poznámka: Při p̌revodu nedeterministického automatu, který má n stav̊u,
může ḿıt výsledný deterministický automat až 2

n
stav̊u.

Nap̌ŕıklad p̌ri p̌revodu automatu, který má 20 stav̊u, může vzniknout
automat, který má 2

20
= 1048576 stav̊u.

Často má sice výsledný automat podstatně méně než 2
n
stav̊u, nicméně

tyto nejhořśı p̌ŕıpady občas nastávaj́ı.
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Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 22. února 2024 13 / 41
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Zobecněný nedeterministický konečný automat

Oproti nedeterministickému konečnému automatu má zobecněný
nedeterministický konečný automat tzv. ε-p̌rechody, tj. p̌rechody
označené symbolem ε.

Při prováděńı ε-p̌rechodu se měńı pouze stav ř́ıd́ıćı jednotky, ale hlava na
pásce se neposouvá.

Poznámka: Výpočty zobecněného nedeterministického automatu mohou
být libovolně dlouhé a dokonce i nekonečné (pokud graf obsahuje cyklus
tvǒrený ε-p̌rechody) bez ohledu na délku slova na pásce.
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Zobecněný nedeterministický konečný automat

Formálně je zobecněný nedeterministický konečný automat (ZNKA)
definován jako pětice

(Q,Σ, δ, I ,F )

kde:

Q je konečná množina stav̊u

Σ je konečná abeceda

δ ∶ Q × (Σ ∪ {ε}) → P(Q) je p̌rechodová funkce

I ⊆ Q je množina počátečńıch stav̊u

F ⊆ Q je množina p̌rij́ımaj́ıćıch stav̊u

Poznámka: Na NKA můžeme nahĺıžet jako na speciálńı p̌ŕıpad ZNKA,
kde δ(q, ε) = ∅ pro všechna q ∈ Q.
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Převod na deterministický konečný automat

Zobecněný nedeterministický konečný automat je možné p̌revést na
deterministický podobnou konstrukćı jako nedeterministický konečný
automat, s t́ım rozd́ılem, že do množin stav̊u muśıme vždy p̌ridat nav́ıc i
všechny stavy dosažitelné z již p̌ridaných stav̊u nějakou sekvenćı
ε-p̌rechodů.

q
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ε

ε

ε
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ε
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Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 22. února 2024 17 / 41



1

2 3

b
ε

a
a, b

a

{1, 3}

{2} {2, 3}

{3}

a

b

a

b
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Převod ZNKA na DKA

Předt́ım, než formálně poṕı̌seme p̌revod ZNKA na DKA, zaved’me si
několik pomocných definic.

Předpokládejme nějaký daný ZNKA A = (Q,Σ, δ, I ,F ).

Definujme funkci δ̂ ∶ P(Q) × (Σ ∪ {ε}) → P(Q) tak, že pro K ⊆ Q a
a ∈ Σ ∪ {ε} je

δ̂(K , a) = ⋃
q∈K

δ(q, a)

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 22. února 2024 18 / 41



Převod ZNKA na DKA

Pro K ⊆ Q označme Cl
ε
(K) množinu všech stav̊u dosažitelných ze stav̊u

z množiny K nějakou libovolnou sekvenćı ε-p̌rechodů.

To znamená, že funkce Cl
ε
∶ P(Q) → P(Q) je definována tak, že pro

K ⊆ Q je Cl
ε
(K) nejmenš́ı (vzledem k inkluzi) množina splňuj́ıćı

následuj́ıćı dvě podḿınky:

K ⊆ Cl
ε
(K)

Pro každé q ∈ Cl
ε
(K) plat́ı, že δ(q, ε) ⊆ Cl

ε
(K).

Poznámka: Všimněme si, že pro libovolné K je Cl
ε
(Cl

ε
(K)) = Cl

ε
(K).

Všimněme si také, že v p̌ŕıpadě NKA (kde δ(q, ε) = ∅ pro každé q ∈ Q) je
Cl

ε
(K) = K .
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Převod ZNKA na DKA

K danému ZNKA A = (Q,Σ, δ, I ,F ) nyńı můžeme sestrojit DKA
A

′
= (Q

′
,Σ, δ

′
, q

′

0,F
′
), kde:

Q
′
= P(Q) (K ∈ Q

′
tedy znamená, že K ⊆ Q)

δ
′
∶ Q

′
× Σ → Q

′
je definová tak, že pro K ∈ Q

′
a a ∈ Σ je

δ
′
(K , a) = Cl

ε
(δ̂(Cl

ε
(K), a))

q
′

0 = Cl
ε
(I )

F
′
= {K ∈ Q

′
∣ Cl

ε
(K) ∩ F ≠ ∅}

Neńı težké ově̌rit, že L(A) = L(A
′
).
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Zřetězeńı jazyk̊u

Σ = {a, b, c, d}

a

b

A1:

c

d

A2:
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Zřetězeńı jazyk̊u

Σ = {a, b, c, d}

a

b

A1:

c

d

A2:

a

b

c

dε

A:

L(A) = L(A1) ⋅ L(A2)
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Zřetězeńı jazyk̊u

Σ = {a, b, c, d}

a

b

A1:

c

d

A2:

Chybná konstrukce:

a

b

c

d

A:

acdbac ∈ L(A), ale acdbac /∈ L(A1) ⋅ L(A2)
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Zřetězeńı jazyk̊u

A1 A2
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Zřetězeńı jazyk̊u

A1 A2

A

A1 A2

ε
ε
ε
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Iterace jazyka

A1

Z. Sawa (VŠB-TUO) Úvod do teoretické informatiky 22. února 2024 23 / 41



Iterace jazyka
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Sjednoceńı jazyk̊u

Alternativńı konstrukce pro sjednoceńı jazyk̊u:

A1

A2
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Sjednoceńı jazyk̊u

Alternativńı konstrukce pro sjednoceńı jazyk̊u:

A1

A2

A

A1

A2

ε

ε
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Uzav̌renost ťŕıdy regulárńıch jazyk̊u

Množina (všech) regulárńıch jazyk̊u je uzav̌rená v̊uči operaćım:

sjednoceńı

pr̊unik

doplněk

žretězeńı

iterace

. . .
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Převod regulárńıho výrazu na konečný automat

Tvrzeńı

Každý jazyk, který je možné vyjáďrit regulárńım výrazem, je regulárńı
(tj. rozpoznávaný nějakým konečným automatem).

Důkaz: Stač́ı ukázat, jak k danému regulárńımu výrazu α zkonstruovat
konečný automat, který rozpoznává jazyk L(α).

Konstrukce je rekurzivńı a postupuje podle struktury výrazu α:

Pokud je α elementárńı výraz (tj. ∅, ε nebo a):

Sestroj́ıme p̌ŕımo odpov́ıdaj́ıćı automat.

Pokud je α tvaru (β + γ), (β ⋅ γ) nebo (β
∗
):

Rekurzivně sestroj́ıme automaty rozpoznávaj́ıćı jazyky L(β) a L(γ).
Z nich sestroj́ıme automat rozpoznávaj́ıćı jazyk L(α).
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Převod regulárńıho výrazu na konečný automat

Automaty pro elementárńı výrazy:

∅

ε

ε

a

a
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Převod regulárńıho výrazu na konečný automat

Automaty pro elementárńı výrazy:

∅

ε

ε

a

a

Konstrukce pro sjednoceńı:
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Převod regulárńıho výrazu na konečný automat

Konstrukce pro žretězeńı:
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Převod regulárńıho výrazu na konečný automat

Konstrukce pro žretězeńı:

ε
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Převod regulárńıho výrazu na konečný automat

Konstrukce pro žretězeńı:

ε

Konstrukce pro iteraci:
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Převod regulárńıho výrazu na konečný automat

Konstrukce pro žretězeńı:

ε

Konstrukce pro iteraci:

ε ε

ε

ε
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Převod regulárńıho výrazu na konečný automat

Př́ıklad: Konstrukce automatu pro výraz ((a + b) ⋅ b)
∗
:
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Převod regulárńıho výrazu na konečný automat

Př́ıklad: Konstrukce automatu pro výraz ((a + b) ⋅ b)
∗
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Převod regulárńıho výrazu na konečný automat
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Převod regulárńıho výrazu na konečný automat
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Převod regulárńıho výrazu na konečný automat
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∗
:

a

b

ε

ε

ε

ε

b
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Převod regulárńıho výrazu na konečný automat
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Převod regulárńıho výrazu na konečný automat

Př́ıklad: Konstrukce automatu pro výraz ((a + b) ⋅ b)
∗
:

a

b
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Převod regulárńıho výrazu na konečný automat

Pokud se výraz α skládá z n znak̊u (nepoč́ıtáme-li závorky), má výsledný
automat:

nejvýše 2n stav̊u,

nejvýše 4n p̌rechodů.

Poznámka: Převodem ze zobecněného nedeterministického automatu na
deterministický však může počet stav̊u vzr̊ust exponenciálně, tj. výsledný
automat pak může ḿıt až 2

2n
= 4

n
stav̊u.
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Převod konečného automatu na regulárńı výraz

Tvrzeńı

Každý regulárńı jazyk je možné popsat nějakým regulárńım výrazem.

Důkaz: Stač́ı ukázat, jak pro libovolný konečný automat A zkonstruovat
regulárńı výraz α takový, že L(α) = L(A).

A uprav́ıme tak, aby měl právě jeden počátečńı a právě jeden
p̌rij́ımaj́ıćı stav.

Budeme postupně odeb́ırat jednotlivé stavy.

Přechody budou označeny regulárńımi výrazy.

Zbude automat se dvěma stavy – počátečńım a koncovým, a jedńım
p̌rechodem ohodnoceným výsledným regulárńım výrazem.
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Převod konečného automatu na regulárńı výraz

Hlavńı myšlenka: Při odstraňováńı stavu q nahradit pro každou dvojici
zbylých stav̊u qj , qk cestu z qj do qk vedoućı p̌res q.

qj qk

q

α

β

γ

δ

Po odstraněńı stavu q:

qj qk
α + βγ

∗
δ
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Převod konečného automatu na regulárńı výraz

Př́ıklad:

1 2

3

a

b

a

b

b

a
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Převod konečného automatu na regulárńı výraz

Př́ıklad:

1 2

3

s f

a

b

a

b

b

a

ε ε

ε
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Převod konečného automatu na regulárńı výraz

Př́ıklad:

2

3

s f

b + aa

a + ba

ε

ε

a

b

ab

bb
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Převod konečného automatu na regulárńı výraz

Př́ıklad:

3

s f

ε + (a + ba)(b + aa)
∗

b + a(b + aa)
∗
ab

bb + (a + ba)(b + aa)
∗
ab

a(b + aa)
∗
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Převod konečného automatu na regulárńı výraz

Př́ıklad:

s f

a(b + aa)
∗
+

(b + a(b + aa)
∗
ab)

(bb + (a + ba)(b + aa)
∗
ab)

∗

(ε + (a + ba)(b + aa)
∗
)
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Ekvivalence konečných automat̊u a regulárńıch výraz̊u

Věta

Jazyk je regulárńı právě tehdy, když je ho možné popsat regulárńım
výrazem.
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Neregulárńı jazyky

Ne všechny jazyky jsou regulárńı.

Existuj́ı jazyky, pro které neexistuje žádný konečný automat, který by je
rozpoznával.

Př́ıklady neregulárńıch jazyk̊u:

L1 = {a
n
b
n
∣ n ≥ 0}

L2 = {ww ∣ w ∈ {a, b}
∗
}

L3 = {ww
R
∣ w ∈ {a, b}

∗
}

Poznámka: Existence neregulárńıch jazyk̊u vyplývá již z faktu, že
automat̊u pracuj́ıćıch nad nějakou abecedou Σ je jen spočetně mnoho,
zat́ımco jazyk̊u nad abecedou Σ je nespočetně mnoho.
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Neregulárńı jazyky

Jak dokázat o nějakém jazyce L, že neńı regulárńı?

Jazyk neńı regulárńı, jestliže neexistuje (tj. neńı možné sestrojit) konečný
automat, který by ho rozpoznával.

Jak ale dokázat, že něco neexistuje?
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Jak dokázat o nějakém jazyce L, že neńı regulárńı?

Jazyk neńı regulárńı, jestliže neexistuje (tj. neńı možné sestrojit) konečný
automat, který by ho rozpoznával.

Jak ale dokázat, že něco neexistuje?

Odpověd’: Sporem.

Nap̌r. p̌redpokládat, že existuje nějaký automat A rozpoznávaj́ıćı jazyk L,
a ukázat, že tento p̌redpoklad vede k logickému sporu.
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Neregulárńı jazyky

Ukážeme, že jazyk L = {a
n
b
n
∣ n ≥ 0} neńı regulárńı.

Důkaz sporem.

Předpokládejme, že existuje DKA A = (Q,Σ, δ, q0,F ) takový, že
L(A) = L.
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L(A) = L.
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Předpokládejme, že existuje DKA A = (Q,Σ, δ, q0,F ) takový, že
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n
b
n
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Neregulárńı jazyky

Ukážeme, že jazyk L = {a
n
b
n
∣ n ≥ 0} neńı regulárńı.

Důkaz sporem.

Předpokládejme, že existuje DKA A = (Q,Σ, δ, q0,F ) takový, že
L(A) = L.

Řekněme, že ∣Q∣ = n.

Vezměme si slovo z = a
n
b
n
.

Protože z ∈ L, muśı existovat p̌rij́ımaj́ıćı výpočet automatu A

q0

a
⟶ q1

a
⟶ q2

a
⟶ ⋯

a
⟶ qn−1

a
⟶ qn

b
⟶ qn+1

b
⟶ ⋯

b
⟶ q2n−1

b
⟶ q2n

kde q0 je počátečńı stav a q2n ∈ F .
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Neregulárńı jazyky

Vezměme si nyńı prvńıch n + 1 stav̊u ve výpočtu

q0

a
⟶ q1

a
⟶ q2

a
⟶ ⋯

a
⟶ qn−1

a
⟶ qn

b
⟶ qn+1

b
⟶ ⋯

b
⟶ q2n−1

b
⟶ q2n

tj. posloupnost stav̊u q0, q1, . . . , qn.

Je žrejmé, že všechny stavy v této posloupnosti nemohou být navzájem
r̊uzné, protože ∣Q∣ = n a tato posloupnost má n + 1 prvk̊u.

To znamená, že existuje nějaký stav q ∈ Q, který se v této posloupnosti
vyskytuje (alespoň) dvakrát.
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Neregulárńı jazyky

Vezměme si nyńı prvńıch n + 1 stav̊u ve výpočtu

q0

a
⟶ q1

a
⟶ q2

a
⟶ ⋯

a
⟶ qn−1

a
⟶ qn

b
⟶ qn+1

b
⟶ ⋯

b
⟶ q2n−1

b
⟶ q2n

tj. posloupnost stav̊u q0, q1, . . . , qn.

Je žrejmé, že všechny stavy v této posloupnosti nemohou být navzájem
r̊uzné, protože ∣Q∣ = n a tato posloupnost má n + 1 prvk̊u.

To znamená, že existuje nějaký stav q ∈ Q, který se v této posloupnosti
vyskytuje (alespoň) dvakrát.

Jde o aplikaci tzv. holubńıkového principu (pigeonhole principle).

Holubńıkový princip

Jestliže mám n + 1 holubů rozḿıstěných do n klećı, pak jsou alespoň
v jedné kleci minimálně dva holubi.
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Neregulárńı jazyky

Vezměme si nyńı prvńıch n + 1 stav̊u ve výpočtu

q0

a
⟶ q1

a
⟶ q2

a
⟶ ⋯

a
⟶ qn−1

a
⟶ qn

b
⟶ qn+1

b
⟶ ⋯

b
⟶ q2n−1

b
⟶ q2n

tj. posloupnost stav̊u q0, q1, . . . , qn.

Je žrejmé, že všechny stavy v této posloupnosti nemohou být navzájem
r̊uzné, protože ∣Q∣ = n a tato posloupnost má n + 1 prvk̊u.

To znamená, že existuje nějaký stav q ∈ Q, který se v této posloupnosti
vyskytuje (alespoň) dvakrát.

Tj. existuj́ı indexy i , j takové, že 0 ≤ i < j ≤ n a

qi = qj

což znamená, že automat A p̌ri čteńı symbol̊u a ve slově z = a
n
b
n
projde

cyklem.
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Neregulárńı jazyky

a a a a a a

a

a

a

a

a b b bba
q0 q1 q2 qi−1 qi = qj

qi+1

qi+2

qi+3

qj−1

qj+1 qj+2 qn−1 qn qn+1 qn+2 q2n−1 q2n

u

v

w

Slovo z = a
n
b
n
můžeme rozdělit na ťri části u, v ,w takové, že z = uvw :

u = a
i

v = a
j−i

w = a
n−j

b
n
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Neregulárńı jazyky

Pro slova u = a
i
, v = a

j−i
a w = a

n−j
b
n
plat́ı

q0
u

⟶ qi qi
v

⟶ qj qj
w

⟶ q2n

Označme r délku slova v , tj. r = j − i (zjevně r > 0, protože i < j).

Protože qi = qj , tak automat p̌rijme slovo uw = a
n−r

b
n
, které nepaťŕı do

jazyka L:

q0
u

⟶ qi
w

⟶ q2n

Rovněž slovo uvvw = a
n+r

b
n
, které také nepaťŕı do L, bude p̌rijato:

q0
u

⟶ qi
v

⟶ qi
v

⟶ qi
w

⟶ q2n
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Neregulárńı jazyky

Podobně můžeme zdůvodnit, že každé slovo tvaru uvvvv⋯vvw , tj. tvaru
uv

k
w pro nějaké k ≥ 0, bude automatem A p̌rijato:

q0
u

⟶ qi
v

⟶ qi
v

⟶ qi
v

⟶ ⋯
v

⟶ qi
v

⟶ qi
w

⟶ q2n

Slovo tvaru uv
k
w vypadá následovně: a

n−r+rk
b
n
.

Protože r > 0, tak následuj́ıćı rovnost plat́ı jen pro k = 1:

n − r + rk = n

Pokud je tedy k ≠ 1, tak slovo uv
k
w nepaťŕı do jazyka L.

Automat A však každé takové slovo p̌rijme, což je spor s p̌redpokladem,
že L(A) = {a

n
b
n
∣ n ≥ 0}.
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