Nedeterministicky kone¢ny automat

@ Z jednoho stavu mize vézt libovolny (i nulovy) polet prechodi
oznacenych stejnym symbolem.
@ V automatu miZe byt vic nez jeden polatetni stav.
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Nedeterministicky kone¢ny automat
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Nedeterministicky koneény automat pfijima dané slovo, jestlize existuje
alespori jeden jeho vypodet, ktery vede k pfijeti tohoto slova.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Nedeterministicky koneény automat pfijima dané slovo, jestlize existuje
alespori jeden jeho vypodet, ktery vede k pfijeti tohoto slova.

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 22. tnora 2024



Nedeterministicky kone¢ny automat

Ptiklad: Les reprezentujici vdechny mozné vypolty nad slovem bba.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Formaln& je nedeterministicky kone¢ny automat (NKA) definovén jako

pétice
(Q,X,4,1,F)
kde:
@ @ je kone¢nd mnoZina stavi
@ 2 je kone¢nd abeceda
@ 0: QXX - P(Q) je pfechodova funkce
e / € @ je mnoZina pocatecnich stavii

e F € @ je mnozina pFijimajicich stavii
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P¥iklady nedeterministickych koneénych automati

P¥iklad: Automat rozpozndvajici jazyk nad abecedou {a,b} tvoFeny slovy,
kde kaZdému vyskytu symbolu b bezprostfedné pfedchazi dva symboly a.
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P¥iklady nedeterministickych koneénych automati

P¥iklad: Automaty rozpozndvajici jazyky nad abecedou {a,b}:

@ slova za&inajici prefixem ababb:
O——0—0——0—0—0

@ slova kond&ici sufixem ababb:
a,b

ababb

@ slova obsahujici podslovo ababb:
a,b a,b
8 —O0——0—=—0——0—
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P¥iklady nedeterministickych koneénych automati

P¥iklad: Automat rozpozndvajici jazyk nad abecedou {a,b} tvoreny slovy,
kde paty symbol od konce je a.
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Pfevod NKA na DKA
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Pfevod NKA na DKA

‘ a b
1| - 23
-2123 3
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Pfevod NKA na DKA
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Pfevod NKA na DKA
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Pfevod NKA na DKA

Poznamka: P¥i pfevodu nedeterministického automatu, ktery ma n stavi,
miZe mit vysledny deterministicky automat a¥ 2" stavil.

Napfiklad p¥i pfevodu automatu, ktery ma 20 stavli, mdze vzniknout
automat, ktery ma 2% = 1048576 stavil.

Casto ma sice vysledny automat podstatn& méné& nez 2" stavii, nicméng
tyto nejhorsi p¥ipady oblas nastavaji.
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Zobecnény nedeterministicky koneény automat
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Zobecnény nedeterministicky koneény automat
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Zobecnény nedeterministicky koneény automat
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Zobecnény nedeterministicky koneény automat
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Zobecnény nedeterministicky koneény automat
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Zobecnény nedeterministicky koneény automat
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Zobecnény nedeterministicky koneény automat

Oproti nedeterministickému kone&nému automatu ma zobecnény
nedeterministicky kone¢ny automat tzv. s-pfechody, tj. pfechody
oznalené symbolem «¢.

P¥i provadéni e-pfechodu se méni pouze stav ¥idici jednotky, ale hlava na
pasce se neposouva.

Poznamka: Vypolty zobecnéného nedeterministického automatu mohou
byt libovoln& dlouhé a dokonce i nekone¢né (pokud graf obsahuje cyklus
tvoteny e-pfechody) bez ohledu na délku slova na pésce.
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Zobecnény nedeterministicky koneény automat

Formdln& je zobecnény nedeterministicky koneény automat (ZNKA)
definovan jako pétice
(Q,x,0,1,F)
kde:
Q je konetnd mnoZina stavii
> je kone¢nd abeceda
§:Qx(Xu{e}) = P(Q) je ptechodova funkce

I € Q je mnoZina po&ateénich stavii

F < Q je mnoZina p¥ijimajicich stavi

Poznamka: Na NKA miZeme nahlizet jako na specidlni p¥ipad ZNKA,
kde 6(g,e) = @ pro vdechna q € Q.
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Pfevod na deterministicky kone¢ny automat

Zobecnény nedeterministicky koneény automat je mozné prevést na
deterministicky podobnou konstrukci jako nedeterministicky kone¢ny
automat, s tim rozdilem, Ze do mnoZin stavii musime vZdy p¥idat navic i
v8echny stavy dosazitelné z jiz pfidanych stavii néjakou sekvenci
e-prechodd.
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Prevod ZNKA na DKA

P¥edtim, neZ formaln& popiéeme prevod ZNKA na DKA, zaved me si
né&kolik pomocnych definic.

P¥edpoklddejme n&jaky dany ZNKA A = (Q,X,0,/, F).
Definujme funkci 6 : P(Q) x (X U {e}) - P(Q) tak, 2e pro K € Q a

aeXu{e}je
b(K,a) = | d(q.)
qeK
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Prevod ZNKA na DKA

Pro K € Q oznatme Cl.(K) mnoZinu v8ech stavl dosaZitelnych ze stavi
z mnoziny K né&jakou libovolnou sekvenci e-pfechodd.

To znamend, Ze funkce Cl. : P(Q) — P(Q) je definovana tak, Ze pro
K < Q je CI.(K) nejmensi (vzledem k inkluzi) mnoZina spliiujici
nasledujici dvé podminky:

o K Cl(K)

@ Pro kazdé q € CI.(K) plati, e 6(q,¢) € Cl.(K).

Poznamka: Viimné&me si, Ze pro libovolné K je CI.(Cl.(K)) = Cl.(K).

Vsimn&me si také, Ze v ptipadé NKA (kde 6(q,e) = @ pro kazdé g € Q) je
Cl.(K) = K.

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 22. tnora 2024



Prevod ZNKA na DKA

K danému ZNKA A = (Q, %, 0,1, F) nyni miZeme sestrojit DKA
A'=(Q,%,0',qo, F'), kde:

o Q'=P(Q) (K € Q' tedy znamen4, 7e K € Q)
00 :Q'xx¥ > Q'je definova tak, Ze pro K € Q a aE je

§'(K,a) = CI.(8(CI.(K), a))

® qo = Cl(])
o FF={KeQ|C.AK)NF + o)}

Neni tezké ovéfit, ze L(A) = £(A).
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Ltetézeni jazyki

Z = {a7b7 C7d}

.Ali A2:
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Ltetézeni jazyki

Z = {a7b7 C7d}

.Ali A2:

A:
b d
O——0—0O——0

L(A) = L(A1) - L(A2)
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Ltetézeni jazyki

Z = {a7b7 C7d}

.Ali A2:

Chybna konstrukce:

A:

acdbac € L(A), ale acdbac ¢ L(A;) - L(A>)
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Ltetézeni jazyki
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Ltetézeni jazyki
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lterace jazyka
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lterace jazyka
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Sjednoceni jazykd

Alternativni konstrukce pro sjednoceni jazyki:
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Sjednoceni jazykd

Alternativni konstrukce pro sjednoceni jazyki:
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Uzavrenost tfidy regularnich jazyki

MnoZina (v3ech) reguldrnich jazyki je uzaviend vi&i operacim:

sjednoceni
prinik
doplnék
zfetézeni

iterace

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Ptevod regularniho vyrazu na koneény automat

Tvrzeni

Kazdy jazyk, ktery je mozné vyjad¥it reguldarnim vyrazem, je reguldrni
(tj. rozpoznavany n&jakym kone&nym automatem).

Diikaz: Sta&i ukazat, jak k danému reguldrnimu vyrazu « zkonstruovat
kone&ny automat, ktery rozpozndva jazyk L(«).

Konstrukce je rekurzivni a postupuje podle struktury vyrazu a:
e Pokud je « elementarni vyraz (tj. @, € nebo a):
e Sestrojime pfimo odpovidajici automat.

e Pokud je a tvaru (8 +7), (3-~) nebo (3%):

o Rekurzivng sestrojime automaty rozpozndvajici jazyky L£(3) a L(7).
o Z nich sestrojime automat rozpozndvajici jazyk £(a).
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Ptevod regularniho vyrazu na koneény automat

Automaty pro elementarni vyrazy:

-0 0O —0—0 —0——0

%] € a
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Ptevod regularniho vyrazu na koneény automat

Automaty pro elementarni vyrazy:

-0 0O —0—0 —0——0

Konstrukce pro sjednocent:
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Ptevod regularniho vyrazu na koneény automat

Automaty pro elementarni vyrazy:

-0 0O —0—0 —0——0

Konstrukce pro sjednocent:

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Ptevod regularniho vyrazu na koneény automat

Konstrukce pro zfetézeni:
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Ptevod regularniho vyrazu na koneény automat

Konstrukce pro zfetézeni:
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Ptevod regularniho vyrazu na koneény automat

Konstrukce pro zfetézeni:

Konstrukce pro iteraci:
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Ptevod regularniho vyrazu na koneény automat

Konstrukce pro zfetézeni:

Konstrukce pro iteraci:
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Ptevod regularniho vyrazu na koneény automat

P¥iklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((a +b) - b)™:
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Ptevod regularniho vyrazu na koneény automat

P¥iklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((a +b) - b)™:

—0—2-0
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Ptevod regularniho vyrazu na koneény automat

P¥iklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((a +b) - b)™:

—0—2-0

CbC
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P¥iklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((a +b) - b)™:
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Ptevod regularniho vyrazu na koneény automat

P¥iklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((a +b) - b)™:
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Ptevod regularniho vyrazu na koneény automat

P¥iklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((a +b) - b)™:
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Ptevod regularniho vyrazu na koneény automat

P¥iklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((a +b) - b)™:
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Ptevod regularniho vyrazu na koneény automat

Pokud se vyraz « sklddd z n znakd (nepo&itame-li zavorky), ma vysledny
automat:

@ nejvySe 2n stavil,
@ nejvySe 4n prechodi.
Poznamka: Pfevodem ze zobecnéného nedeterministického automatu na

deterministicky vSak miZe polet stavi vzrlst exponencialnég, tj. vysledny
o\ oy A2N n o
automat pak mize mit az 2° =4 stavi.
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Pfevod kone¢ného automatu na regularni vyraz

Tvrzeni

Kazdy regularni jazyk je mozné popsat néjakym reguldrnim vyrazem.

Dakaz: Stadi ukazat, jak pro libovolny koneény automat A zkonstruovat
reguldrni vyraz a takovy, ze L(«a) = L(A).

o A upravime tak, aby mé&l pravé jeden polatecni a pravé jeden
pFijimajici stav.

@ Budeme postupné odebirat jednotlivé stavy.

@ Ptechody budou oznaleny reguldrnimi vyrazy.

@ Zbude automat se dvéma stavy — pocatecnim a koncovym, a jednim
prechodem ohodnocenym vyslednym reguldrnim vyrazem.
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Pfevod kone¢ného automatu na regularni vyraz

Hlavni my$lenka: P¥i odstrafiovani stavu g nahradit pro kazdou dvojici
zbylych stavii g;, g cestu z g; do gy vedouci ptes q.

Po odstranéni stavu g:
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Pfevod kone¢ného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

@
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Pfevod kone¢ného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:
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Pfevod kone¢ného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:
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Pfevod kone¢ného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

a(b +aa)”

b+ a(b + aa)*ab e+ (a+ba)(b+aa)

bb + (a + ba)(b + aa)*ab

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 22. (nora 2024



Pfevod kone¢ného automatu na regularni vyraz

P¥iklad:
a(b +aa)*+
(b + a(b + aa) ab)
(bb + (a + ba)(b + aa)*ab)*

@ (e+(a+ba)(b+aa)’) @

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 22. (nora 2024



Ekvivalence kone¢nych automati a regularnich vyrazii

Jazyk je regularni pravé tehdy, kdyZ je ho moZzné popsat reguldrnim
vyrazem.
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Nereguldrni jazyky

Ne v8echny jazyky jsou regularni.

Existuji jazyky, pro které neexistuje Zadny koneény automat, ktery by je
rozpoznaval.

P¥iklady neregularnich jazyki:
o L;={a"b" | n=0}
o L, ={ww|we {a, b}*}
o Ly ={ww" | we{a b}*}
Poznamka: Existence neregularnich jazyk( vyplyva jiz z faktu, Ze

automat( pracujicich nad néjakou abecedou X je jen spoletné mnoho,
zatimco jazyk{ nad abecedou X je nespoletné mnoho.
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Nereguldrni jazyky

Jak dokazat o n&jakém jazyce L, Ze neni regularni?

Jazyk neni reguldrni, jestlize neexistuje (tj. neni moZné sestrojit) kone¢ny
automat, ktery by ho rozpoznaval.

Jak ale dokazat, Ze néco neexistuje?

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 22. tnora 2024




Nereguldrni jazyky

Jak dokazat o n&jakém jazyce L, Ze neni regularni?

Jazyk neni reguldrni, jestlize neexistuje (tj. neni moZné sestrojit) kone¢ny
automat, ktery by ho rozpoznaval.

Jak ale dokazat, Ze néco neexistuje?

Odpovéd: Sporem.

Nap¥. pfedpokladat, Ze existuje n&jaky automat A rozpoznavajici jazyk L,
a ukdzat, Ze tento predpoklad vede k logickému sporu.

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 22. tnora 2024



Nereguldrni jazyky

UkéaZeme, e jazyk L = {a"b" | n = 0} neni reguldrni.

Dikaz sporem.

P¥edpoklddejme, Ze existuje DKA A = (Q, X, 0, qo, F) takovy, Ze
L(A) = L.

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 22. (nora 2024




Nereguldrni jazyky

UkéaZeme, e jazyk L = {a"b" | n = 0} neni reguldrni.

Dikaz sporem.

P¥edpoklddejme, Ze existuje DKA A = (Q, X, 0, qo, F) takovy, Ze
L(A) = L.

Reknéme, 7e |Q| = n.
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Nereguldrni jazyky

UkéaZeme, e jazyk L = {a"b" | n = 0} neni reguldrni.

Diikaz sporem.

P¥edpoklddejme, Ze existuje DKA A = (Q, %, 0, qo, F) takovy, Ze
L(A) = L.

Reknéme, 7e |Q| = n.

v . n,n
Vezmé&me sislovo z=a b .
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Nereguldrni jazyky

UkéaZeme, e jazyk L = {a"b" | n = 0} neni reguldrni.

Dikaz sporem.

P¥edpoklddejme, Ze existuje DKA A = (Q, %, 0, qo, F) takovy, Ze
L(A) = L.

Reknéme, 7e |Q| = n.

Vezmé&me si slovo z = a"b".

ProtoZe z € L, musi existovat pfijimajici vypocet automatu A

a a a a a b b b b
Go—q1—— G — " = qn-1 = Gy —> Gns1 — *** — Q2p-1 — Gon

kde qg je potdtedni stav a go, € F.
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Nereguldrni jazyk

Vezméme si nyni prvnich n + 1 stavi ve vypottu

a a a a a b b b b
o ——q1 —q— " —(qp1 —qp —>qpy1 — " — > Qop-1 — Q2

tj. posloupnost stavili qg, g1, - - -, Gn.
Je zfejmé, Ze vSechny stavy v této posloupnosti nemohou byt navzdjem
rizné, protoze |@| = n a tato posloupnost ma n + 1 prvka.

To znamend, Ze existuje n&jaky stav g € Q, ktery se v této posloupnosti
vyskytuje (alespoil) dvakrat.

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 22. tnora 2024



Nereguldrni jazyky

Vezméme si nyni prvnich n + 1 stavi ve vypottu

a a a a a b b b b
o ——q1 —q— " —(qp1 —qp —>qpy1 — " — > Qop-1 — Q2

tj. posloupnost stavili qg, g1, - - -, Gn.

Je zfejmé, Ze vSechny stavy v této posloupnosti nemohou byt navzdjem
rizné, protoze |@| = n a tato posloupnost ma n + 1 prvka.

To znamend, Ze existuje n&jaky stav g € Q, ktery se v této posloupnosti
vyskytuje (alespoil) dvakrat.

Jde o aplikaci tzv. holubnikového principu (pigeonhole principle).

Holubnikovy princip

Jestlize mam n + 1 holubl rozmisténych do n kleci, pak jsou alespon
v jedné kleci minimaln& dva holubi.
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Nereguldrni jazyky

Vezméme si nyni prvnich n + 1 stavi ve vypottu

a a a a a b b b b
o ——q1 —q— " —(qp1 —qp —>qpy1 — " — > Qop-1 — Q2

tj. posloupnost stavili qg, g1, - - -, Gn.

Je zfejmé, Ze vSechny stavy v této posloupnosti nemohou byt navzdjem
rizné, protoze |@| = n a tato posloupnost ma n + 1 prvka.

To znamend, Ze existuje n&jaky stav g € Q, ktery se v této posloupnosti
vyskytuje (alespoil) dvakrat.

Tj. existuji indexy i,/ takové, Ze 0 <i<j<na
qi = qj

co? znamend, ¥e automat A p¥i ¢teni symbolll a ve slov& z = a"b" projde
cyklem.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 22. (nora 2024 38 /41



Nereguldrni jazyky

a
YN w

Gi+1
\
Ji+2

a

q0 q1 q2 qi-1 Gi =9j_ 9j+1 _ qj+2 q -1 An Ao+l Gn+2 p92n-1 d2n

9qi+3

n,n o v vt v v/ . 7~
Slovo z = a ' b" miZeme rozdélit na t¥i ¢asti u, v, w takové, Ze z = uvw:

i j—i n—j,n
u=a v=4 w=a’b
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Nereguldrni jazyky

i —i n—j,.n ,
Proslovau=a',v=2"aw=3""7b plati

u v w
o — qi qi — qj q; — Q2n

Ozna&me r délku slova v, tj. r = j — i (zjevn& r > 0, protoZe i < j).

ProtoZe g; = g;, tak automat p¥ijme slovo uw = 2" "b", které nepat¥i do
jazyka L:

u w
do — qi — Q2p

Rovn&z slovo uvvw = a"""b", které také nepatfi do L, bude pf¥ijato:

u v v w
o —™qi —q; —>q4; — Q2

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky
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Nereguldrni jazyky

Podobné miiZeme zdiivodnit, Ze kazdé slovo tvaru uvvvv---vvw, tj. tvaru
k s e
uv- w pro n&jaké k = 0, bude automatem A pfijato:

u v % % v % w
qo —qi—Qqi —q;i — " — 4 — q; — Q2

k .z «. _n—r+rk;n
Slovo tvaru uv"w vypada nasledovné: a" """ b".

ProtoZe r > 0, tak ndsledujici rovnost plati jen pro k = 1:

n—r+rk=n

Pokud je tedy k # 1, tak slovo ww nepat¥i do jazyka L.

Automat A viak kaZzdé takové slovo pfijme, coZ je spor s predpokladem,

ve L(A)={a"p"|n=0}.

Z. Sawa (VéB—TUO) Uvod do teoretické informatiky 22. tnora 2024



