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2.3 Výpočet algoritmu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3 Korektnost algoritmů 31
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Kapitola 1

Úvod

Cı́lem této úvodńı kapitoly je popsat, co je náplńı teoretické informatiky, č́ım se tento vědńı obor
zabývá a jaké jsou typické otázky, které se zde zkoumaj́ı.

Když se řekne např́ıklad fyzika, biologie nebo třeba geometrie nebo metalurgie, tak každý v́ı,
co si pod těmito slovy představit a č́ım se zhruba tyto obory zabývaj́ı. Když se řekne teoretická
informatika, tak asi jen menšina lid́ı má jasnou představu, co to vlastně je a co je náplńı tohoto
oboru. Tento úvodńı text by měl dát alespoň rámcovou představu o teoretické informatice jako
celku, o alespoň některých jej́ıch podoblastech a o typických problémech, které se v rámci teoretické
informatiky řeš́ı.

∗ ∗ ∗

Teoretická informatika je značně široký obor lež́ıćı na pomeźı mezi informatikou, mate-
matikou a logikou. Teoretická informatika studuje nejr̊uzněǰśı typy problémů, které se objevuj́ı
v informatice, přičemž pro zkoumáńı a analýzu těchto problémů použ́ıvá matematické prostředky.
To, co odlǐsuje teoretickou informatiku od jiných oblast́ı informatiky a co je pro ni charakteristické,
je rigorózńı matematický př́ıstup. Důraz je kladen předevš́ım na d̊ukazy a přesné formálńı definice
pojmů, se kterými se pracuje. Většina výsledk̊u v teoretické informatice, at’ už jsou publikovány
na odborných konferenćıch, v časopisech či knihách, má podobu d̊ukazu nějakého tvrzeńı.

Jedńım z ústředńıch pojmů zkoumaných v teoretické informatice je pojem algoritmu . Tı́m se
teoretická informatika odlǐsuje od jiných oblast́ı matematiky. V matematice se obecně zkoumá, co
plat́ı, co je pravda, zat́ımco informatika se soustřed́ı předevš́ım na to, jak to spoč́ıtat, tj. soustřed́ı
se na samotný proces výpočtu.

Algoritmem se rozumı́ nějaký mechanický postup, jak něco vypoč́ıtat, přičemž tento postup
je typicky realizován ve formě poč́ıtačového programu. Slovo

”
vypoč́ıtat“ je zde ovšem chápáno

v značně obecném smyslu, nebot’ nemuśı j́ıt o poč́ıtáńı v pravém slova smyslu, tak, jak se tomuto
slovu obvykle rozumı́ v běžné řeči, ale je j́ım myšlena libovolná transformace nějakých vstupńıch
dat na data, která vydá algoritmus jako výstup.

Algoritmy obecně slouž́ı k řešeńı nějakých problém̊u . Slovo
”
problém“, které má v běžné řeči

značně široký význam, je zde použito ve specifickém smyslu, který se od významu slova
”
problém“

v běžné řeči poněkud lǐśı. Z toho d̊uvodu se též někdy mluv́ı o algoritmickém problému , aby se
tento rozd́ıl zd̊uraznil. V informatice se totiž pod pojmem problém mysĺı specifikace toho, co má
daný algoritmus vypoč́ıtat. Konkrétně sestává popis takového algoritmického problému z popisu
toho, co je vstupem (tj. jaký typ dat má algoritmus očekávat na vstupu), popisu toho, co je
výstupem (tj. jaký typ dat má algoritmus vyprodukovat jako sv̊uj výstup) a popisem toho, co má
daný výstup splňovat vzhledem ke vstupu.

Pro ilustraci uved’me př́ıklady několika takových typických algoritmických problémů. Př́ıkladem
velmi jednoduchého problému je třeba problém seč́ıst dvě č́ısla:

Vstup: Přirozená č́ısla x a y.

Výstup: Přirozené č́ıslo z takové, že z = x+ y.
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Algoritmus pro řešeńı tohoto problému čtenář jistě zná, protože postup, jak seč́ıst dvě č́ısla je
něco, co se uč́ı děti na prvńım stupni základńı školy.

O něco složitěǰśı je třeba problém tř́ıděńı:

Vstup: Posloupnost přirozených č́ısel a1, a2, . . . , an.

Výstup: Čı́sla a1, a2, . . . , an seřazená od nejmenš́ıho po největš́ı.

S r̊uznými algoritmy pro řešeńı tohoto problémů se asi setká každý, kdo začne studovat pro-
gramováńı a algoritmy. Ze známých algoritmů uved’me třeba tř́ıděńı př́ımým vkládáńım, tř́ıděńı
př́ımým výběrem, Bubblesort, Quicksort, Heapsort či Mergesort. (Pro jednoduchost bylo ve výše
uvedeném popisu problému tř́ıděńı uvedeno, že se tř́ıd́ı přirozená č́ısla. Toto však neńı pro tento
problém podstatné, protože tř́ıdit se daj́ı prvky libovolného typu. Stač́ı, pokud je pro daný typ
prvk̊u definováno př́ıslušné uspořádáńı, tj. muśı být specifikováno, kdy je jeden prvek menš́ı nebo
naopak větš́ı než jiný prvek.)

Jako třet́ı př́ıklad problému uved’me problém z oblasti teorie graf̊u — problém hledáńı nejkratš́ı
cesty v orientovaném grafu:

Vstup: Orientovaný graf G, ve kterém jsou hrany ohodnoceny přirozenými č́ısly, vy-
jadřuj́ıćımi délku jednotlivých hran, a dvojice vrchol̊u tohoto grafu u a v.

Výstup: Nejkratš́ı cesta z vrcholu u do vrcholu v, př́ıpadně informace, že žádná taková
cesta neexistuje. (Pokud je nejkratš́ıch cest v́ıc, může být výstupem libovolná
z nich.)

Př́ıkladem algoritmu, který řeš́ı tento problém, je třeba Dijkstr̊uv algoritmus, se kterým se
čtenář možná již někdy setkal v nějakém jiném kurzu.

Algoritmické problémy tedy specifikuj́ı, co se má vypoč́ıtat, neurčuj́ı ale jak. Rovněž je d̊uležité,
že algoritmické problémy jsou formulovány obecně. Např́ıklad u problému sč́ıtáńı dvou přirozených
č́ısel neńı tento problém formulován tak, že se má určit, kolik je součet č́ısel 125 a 451, nýbrž
chceme postup, který spoč́ıtá součet pro libovolná dvě č́ısla x a y. Podobně problém tř́ıděńı ne-
spoč́ıvá v tom, umět setř́ıdit posloupnost 5, 1, 8, 3, 2, 6, ale chceme, aby daný algoritmus fungoval
pro jakoukoliv posloupnost a1, a2, . . . , an.

Konkrétńı vstupy (jako dvojice č́ısel 125, 451 u problému sč́ıtáńı nebo jako posloupnost

5, 1, 8, 3, 2, 6

u problému tř́ıděńı) se označuj́ı jako instance problému. U algoritmu tedy nejde o to, umět
naj́ıt odpov́ıdaj́ıćı řešeńı (tj. odpov́ıdaj́ıćı výstup) jen pro nějaké konkrétńı instance problému, ale
o postup, který funguje pro všechny př́ıpustné instance.

Algoritmus muśı popisovat konkrétńı postup, jak transformovat vstupńı data na výstupńı,
přičemž se tento postup skládá z nějakých jednoduchých elementárńıch krok̊u. Tyto kroky muśı být
nav́ıc takového typu, aby je bylo možno vykonávat zcela mechanicky, bez nutnosti rozumět tomu, co
se poč́ıtá, jinými slovy, aby tento postup bylo možno popsat instrukcemi nějakého programovaćıho
jazyka.

∗ ∗ ∗

O algoritmu se řekne, že řeš́ı daný problém, jestliže plat́ı, že pro každý vstup, který je
př́ıpustným vstupem pro daný problém, se algoritmus po konečném počtu krok̊u zastav́ı a vydá
výstup, který odpov́ıdá tomu, co je popsáno ve specifikaci daného problému. O takovém algoritmu
se řekne, že je korektńı . Pojem korektnosti algoritmu se tedy vždy vztahuje k nějakému problému,
který má daný algoritmus řešit. Neńı to vlastnost algoritmu jako takového.

Speciálně tedy algoritmem, který by řešil daný problém, neńı postup, který by vyžadoval
provedeńı nekonečného počtu krok̊u. Algoritmus také neńı korektńım řešeńım daného problému,
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jestliže existuje alespoň jeden vstup, pro který se algoritmus nikdy nezastav́ı nebo pro který se
zastav́ı, ale nevydá správný výstup (protože bud’ nevydá žádný výstup nebo vydá nějaký chybný).

To, že nějaký daný konkrétńı algoritmus řeš́ı určitý problém, nemuśı být v řadě př́ıpad̊u v̊ubec
zřejmé. Nepostačuje ani algoritmus implementovat a otestovat na několika (i velmi mnoha) vstu-
pech. Samozřejmě, pokud se najde nějaký alespoň jeden vstup, pro který algoritmus nevraćı
očekávaný výsledek, tak je jasné, že tento algoritmus korektńı neńı. To, že algoritmus funguje
správně na testovaćıch vstupech, však nevylučuje, že může existovat nějaký jiný vstup, pro který
algoritmus vraćı chybný výsledek nebo v̊ubec neskonč́ı.

Množina všech možných vstup̊u bývá téměř vždy nekonečná nebo alespoň velmi velká, takže
nepřicháźı v úvahu možnost vyzkoušet algoritmus pro všechny možné vstupy. Typicky se tedy
očekává, že pokud někdo navrhne nějaký algoritmus pro řešeńı určitého problému, tak kromě
toho, že poṕı̌se, jak tento algoritmus pracuje, tak podá také d̊ukaz korektnosti tohoto algoritmu.
U těch nejprimitivněǰśıch algoritmů, kde je očividné, že algoritmus dělá to co má, sice takový takový
d̊ukaz asi potřeba neńı, ale u jakéhokoliv trochu složitěǰśıho algoritmu je nezbytný, abychom si
mohli být alespoň trochu jisti, že algoritmus funguje správně a že neprodukuje nesmyslné výsledky.

Důkaz korektnosti algoritmu samozřejmě nezaručuje se stoprocentńı jistotou, že algoritmus je
skutečně korektńı, protože v tomto d̊ukaze může být chyba. Důkaz může být proveden na r̊uzných
úrovńıch podrobnosti. Čı́m má být d̊ukaz podrobněǰśı, t́ım je pracněǰśı ho vytvořit a zkontrolovat.
Na druhou stranu u podrobněǰśıho d̊ukazu je větš́ı šance, že neobsahuje nějakou zásadńı chybu
(tj. chybu, která by se nedala snadno opravit, naopak r̊uzných triviálńıch lehce opravitelných chyb
bude asi v podrobněǰśım d̊ukazu v́ıce než v méně podrobném).

Pokud si vezmeme nějakou konkrétńı implementaci daného algoritmu (tj. program zapsaný
v nějakém programovaćım jazyce, který se dá spustit na poč́ıtači), mohou být chyby také v této
konkrétńı implementaci, i když algoritmus jako takový je v pořádku. Důkaz korektnosti algoritmu
tedy sám o sobě ještě nezaručuje, že určitý program bude fungovat správně, ale dává alespoň
určitou minimálńı jistotu ohledně toho, že daný algoritmus neńı úplně špatně.

∗ ∗ ∗

Pokud by poč́ıtače pracovaly nekonečně rychle, stačilo by pro daný problém vždy použ́ıt nějaký
libovolný algoritmus, který by tento problém řešil. Pokud bychom měli k dispozici v́ıce algoritmů
řeš́ıćıch tento problém, asi by bylo nejlepš́ı použ́ıt nějaký co nejjednodušš́ı algoritmus, u kterého
bychom si mohli být v́ıce jisti ohledně jeho korektnosti. I když poč́ıtače nepracuj́ı nekonečně rychle,
tak v př́ıpadě, kdy předpokládáme, že př́ıslušnou implementaci algoritmu budeme použ́ıvat jen pro
malá množstv́ı vstupńıch dat, dá se postupovat přesně t́ımto zp̊usobem.

Pokud např́ıklad budeme cht́ıt tř́ıdit posloupnosti prvk̊u, které budou mı́t maximálně 10 prvk̊u,
je úplně jedno, jestli pro toto tř́ıděńı použijeme tř́ıděńı př́ımým vkládáńım, Bubblesort, Mergesort
nebo nějaký jiný tř́ıd́ıćı algoritmus, za předpokladu, že je tento algoritmus korektńı. Jiná situace
však nastane, pokud budeme cht́ıt tř́ıdit posloupnosti, které maj́ı 1 000 000 nebo třeba 1 000 000 000
prvk̊u. V takovém př́ıpadě mohou být mezi r̊uznými algoritmy obrovské rozd́ıly v době jejich
běhu a ve množstv́ı spotřebované paměti, kterou algoritmus ke svému běhu potřebuje. To, co
jeden algoritmus poč́ıtá hodinu, může jiný spoč́ıtat ve zlomku vteřiny. Nějaký jiný neefektivńı
algoritmus by mohl stejnou věc naopak poč́ıtat třeba miliardu let (ovšem dávno předt́ım, než by
takový výpočet skončil, by se poč́ıtač, na kterém by výpočet běžel, rozpadl na prach).

Konkrétńı doba výpočtu je ovlivněna mnoha r̊uznými faktory jako je použitý hardware, tak-
tovaćı frekvence procesoru, použitý programovaćı jazyk, použitý překladač nebo interpretr to-
hoto programovaćıho jazyka, nastaveńı voleb pro optimalizaci u tohoto překladače, atd. Jedńım
z nejd̊uležitěǰśıch faktor̊u je však použitý algoritmus. Volba efektivńıho nebo naopak nevhodného
algoritmu může celkovou dobu výpočtu ovlivnit v mnohem větš́ı mı́̌re než tyto ostatńı faktory.

U algoritmů se tedy posuzuje nejen jejich korektnost (která by měla být považována za sa-
mozřejmost, pokud má být algoritmus v̊ubec použitelný), ale předevš́ım také to, jak jsou efektivńı,
tj. jaké jsou jejich časové a pamět’ové nároky. Časová a pamět’ová náročnost algoritmů se typicky
neposuzuje z hlediska nějakých absolutńıch jednotek (jako třeba doba běhu v sekundách, počet
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byt̊u v paměti, apod.), protože ty jsou ovlivněny př́ılǐs mnoha jinými faktory než jen samotným al-
goritmem, a také proto, že tyto hodnoty záviśı na konkrétńım vstupu a pro r̊uzné vstupńı hodnoty
se mohou (a pravděpodobně budou) lǐsit.

Ukazuje se, že mnohem d̊uležitěǰśı je to, jak doba výpočtu či množstv́ı použité paměti roste
s t́ım, jak se zvětšuje velikost vstupńıch dat. Tato závislost doby běhu algoritmu na velikosti
vstupńıch dat se označuje jako časová složitost algoritmu a závislost množstv́ı použité paměti
na velikosti vstupńıch dat jako pamět’ová nebo též prostorová složitost algoritmu. Z formálńıho
hlediska jsou časová a pamět’ová složitost funkce, které vyjadřuj́ı, jak roste doba výpočtu nebo
množstv́ı použité paměti v závislosti na velikosti vstupu.

Časová ani pamět’ová složitost algoritmu se prakticky nikdy neurčuje zcela přesně, protože by to
jednak bylo velice pracné (a u složitěǰśıch algoritmů téměř nemožné) a nav́ıc by takový výsledek
nebyl př́ılǐs užitečný, protože konkrétńı hodnoty by závisely na nespočtu r̊uzných detail̊u a při
jakékoliv drobné změně v implementaci algoritmu by bylo nutné provést analýzu znovu. Proto se
složitost (at’ už časová či pamět’ová) vyjadřuje vždy ve formě nějakého v́ıce či méně přesného
odhadu , přičemž tento odhad se vyjadřuje většinou ve formě zápisu pomoćı tzv. asympto-

tické notace. Př́ıkladem použit́ı asymptotické notace je např́ıklad tvrzeńı, že Bubblesort má
časovou složitost O(n2), zat́ımco Mergesort O(n logn). Např́ıklad to, že Bubblesort má časovou
složitost O(n2), znamená, že doba výpočtu tohoto algoritmu je zhruba úměrná druhé mocnině
počtu prvk̊u, které je třeba setř́ıdit. (Pro jistotu upozorněme na to, že toto je poněkud nepřesné
a zjednodušené vyjádřeńı toho, co přesně časová složitost O(n2) znamená.)

Poznamenejme, že slovo odhad zde neznamená, že se něco hádá nebo odhaduje, ale to, že se
př́ıslušné funkce vyjadřuj́ıćı složitost neurčuj́ı přesně. Mı́sto toho se určuje určitá tř́ıda funkćı,
do které budou spadat všechny funkce vyjadřuj́ıćı skutečné složitosti v př́ıpadě všech možných
jednotlivých implementaćı př́ıslušného algoritmu. V tomto smyslu jsou tedy odhady složitosti
algoritmů zcela přesná a konkrétńı matematická tvrzeńı, která se matematicky dokazuj́ı.

Analýzu složitosti algoritmu je možné provádět na r̊uzné úrovni podrobnosti. Hrubý odhad
složitosti je často rutinńı záležitost́ı, kterou lze provést relativně rychle a snadno projit́ım kódu
algoritmu, spoč́ıtáńım úrovńı zanořeńı cykl̊u, určeńım toho, s kolika prvky se v určité instrukci
maximálně pracuje, apod. U efektivńıch algoritmů je však často jejich skutečná složitost o dost
menš́ı než by se podle takové hrubé naivńı analýzy mohlo zdát. Přesněǰśı určeńı složitosti tak může
být někdy značně netriviálńı a v některých př́ıpadech může vést na komplikované matematické
problémy.

Př́ımočaré jednoduché algoritmy většinou nemı́vaj́ı př́ılǐs dobrou složitost. Algoritmy s lepš́ı
(tj. menš́ı) složitost́ı mohou být (někdy velmi výrazně) komplikovaněǰśı a náročněǰśı na implemen-
taci. U efektivněǰśıch algoritmů také často neńı na prvńı pohled zjevná jejich korektnost a tuto
korektnost je nutné dokazovat a podrobněji zd̊uvodňovat.

Ukazuje se také, že snažit se o co nejmenš́ı časovou složitost může znamenat větš́ı pamět’ové
nároky algoritmu (nejčastěji proto, že si algoritmus ukládá v paměti velké množstv́ı r̊uzných
mezivýsledk̊u, které opakovaně použ́ıvá). Naopak je možné vytvořit algoritmy, které jsou velmi
pamět’ově úsporné, ale za cenu deľśı doby výpočtu (algoritmus si v paměti ukládá jen nezbytné
minimum dat a mnohé věci poč́ıtá opakovaně, aby si je nemusel pamatovat).

Většinou se určuje složitost v nejhorš́ım př́ıpadě, tj. hledá se určité omezeńı shora na dobu
výpočtu či množstv́ı použité paměti. Zde se zaručuje, že pro žádný vstup nebude doba výpočtu
deľśı či množstv́ı spotřebované paměti větš́ı než to, co bylo odvozeno. Pro mnoho vstup̊u může
být však skutečná doba výpočtu menš́ı, i když třeba existuj́ı nějaké vstupy, pro které výpočet
může trvat tak dlouho, jak odpov́ıdá odvozené časové složitosti v nejhorš́ım př́ıpadě. Z toho
d̊uvodu se někdy také analyzuje složitost v pr̊uměrném př́ıpadě, kdy se předpokládá nějaké
pravděpodobnost́ı rozděleńı na množině vstup̊u a poč́ıtá se asymptotický odhad středńı hodnoty
doby výpočtu. (Připomeňme, že pojem středńı hodnota označuje hodnotu, ke které by se bĺıžil
aritmetický pr̊uměr jednotlivých dob výpočtu, kdybychom mnohokrát vyb́ırali náhodná vstupńı
data podle př́ıslušného pravděpodobnostńıho rozděleńı.)

Jako př́ıklad algoritmu, který má nižš́ı časovou složitost v pr̊uměrném př́ıpadě než v nej-
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horš́ım př́ıpadě je možné uvést třeba Quicksort, který má časovou složitost v pr̊uměrném př́ıpadě
O(n logn) zat́ımco v nejhorš́ım O(n2).

Jak se dá očekávat, analýza složitosti v pr̊uměrném př́ıpadě je často výrazně komplikovaněǰśı
a náročněǰśı než analýza složitosti v nejhorš́ım př́ıpadě.

Náhoda a pravděpodobnost hraj́ı při návrhu a analýze efektivńıch algoritmů roli nejen z hle-
diska vstupńıch dat, ale je také možné je využ́ıvat jako prostředku pro vytvořeńı efektivněǰśıch
algoritmů. Tzv. randomizované algoritmy využ́ıvaj́ı během výpočtu generátor náhodných č́ısel
a vnášej́ı tak do výpočtu náhodnost, která tam p̊uvodně nebyla. Pro stejná vstupńı data a stejný
algoritmus může výpočet proběhnou r̊uzně. V některých př́ıpadech je tato náhodnost využita
čistě k tomu, aby se zaručilo, že program s velkou pravděpodobnost́ı skonč́ı sv̊uj výpočet rychle.
S určitou malou pravděpodobnost́ı může trvat výpočet déle, ale program vždy skonč́ı a výsledek
bude korektńı.

Někdy se však použ́ıvaj́ı i randomizované algoritmy, které nejsou korektńı v tom smyslu,
jak bylo popsáno výše. Tyto algoritmy vracej́ı s určitou pravděpodobnost́ı chybný výsledek, ale
pravděpodobnost této chyby je omezena a s deľśı dobou výpočtu se limitně bĺıž́ı nule. Pokud se pro-
gram nechá běžet kratš́ı dobu, bude pravděpodobnost chybného výsledku větš́ı, když se nechá běžet
déle, bude pravděpodobnost chyby velmi rychle klesat. Typickým př́ıkladem takových algoritmů
jsou algoritmy pro testováńı velkých prvoč́ısel, které maj́ı velký praktický význam v kryptografii
(pro generováńı šifrovaćıch kĺıč̊u apod.).

∗ ∗ ∗

Jak vyplývá z předchoźıho, jedńım z d̊uležitých témat, kterými se teoretická informatika
zabývá, je návrh a analýza efektivńıch algoritmů pro řešeńı problémů z nejr̊uzněǰśıch oblast́ı.
(Analýzou algoritmů je zde myšleno předevš́ım dokazováńı korektnosti těchto algoritmů a analýza
jejich výpočetńı složitosti.)

Teoretická informatika se zde překrývá s řadou jiných obor̊u matematiky a informatiky. Namátkou
uved’me alespoň některé z nich:

• Teorie graf̊u — tato oblast je bohatým zdrojem nejr̊uzněǰśıch algoritmických problémů.
Grafy jsou v informatice všudypř́ıtomné, nav́ıc velké množstv́ı problémů z jiných oblast́ı se
často dá přeformulovat jako problémy na grafech.

• Teorie č́ısel — jedná se o oblast matematiky zabývaj́ıćı se předevš́ım výpočty na velmi
velkých (např. tiśıcimı́stných) přirozených č́ıslech. Typické problémy z této oblasti se často
týkaj́ı prvoč́ısel, dělitelnosti, řešeńı r̊uzných typ̊u rovnic v modulárńı aritmetice (kde se poč́ıtá
se zbytky po děleńı) apod. Jedná se o poměrně náročnou discipĺınu, řada nejobt́ıžněǰśıch
matematických výsledk̊u pocháźı právě z této oblasti (např. d̊ukaz Velké Fermatovy věty),
která se však může jevit jako poměrně vzdálená běžné realitě. Ve skutečnosti maj́ı ovšem
výsledky z této discipĺıny velký praktický význam pro kryptografii.

• Kryptografie — velká většina šifer a daľśıch kryptografických mechanizmů je založena
na tom, že pro určité typy problémů nejsou známy efektivńı algoritmy (př́ıkladem takového
problému je třeba problém rozkladu velkých č́ısel na prvoč́ısla či problémy týkaj́ıćı se nalezeńı
řešeńı určitého typu rovnic v modulárńı aritmetice) a pro jiné naopak ano (např. nalezeńı
největš́ıho společného dělitele dvou č́ısel). Bez těchto mechanizmů by např́ıklad nebyl možný
elektronický podpis. (Poznamenejme, že analýza kryptografických algoritmů patř́ı k těm
nejnáročněǰśım a nejzrádněǰśım, protože tyto algoritmy muśı být odolné nejen proti řešeńı
hrubou silou, ale i např́ıklad proti r̊uzným sofistikovaným randomizovaným algoritmům.)

• Výpočetńı geometrie — je to oblast informatiky, zabývaj́ıćı se řešeńım geometrických
úloh pomoćı algoritmů. Tyto algoritmy samozřejmě nepracuj́ı s geometrickými objekty jako
takovými, ale s jejich reprezentacemi pomoćı č́ısel, která reprezentuj́ı např́ıklad souřadnice
bod̊u, jejich vzdálenosti apod. Algoritmy z této oblasti maj́ı velké využit́ı např́ıklad v poč́ıtačové
grafice.
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• Vyhledáváńı v textu, komprese dat — existuje velké množstv́ı r̊uzných algoritmů, které
prováděj́ı r̊uzné operace s řetězci symbol̊u. Důležité jsou např́ıklad algoritmy pro hledáńı
zadaného řetězce v deľśım textu. Nemuśı se hledat jen výskyt konkrétńıho řetězce, ale to
co se hledá, může být zadáno pomoćı složitěǰśıch kritéríı. Algoritmy se také lǐśı podle toho,
jestli prohledávaný text může být nějak předzpracován. S touto problematikou úzce souviśı
hledáńı efektivńıch algoritmů použ́ıvaných ke kompresi dat. Daľśı oblast, kde se algoritmy
pracuj́ıćı s řetězci symbol̊u použ́ıvaj́ı, je biologie, kdy se tyto algoritmy použ́ıvaj́ı např́ıklad
při analýze DNA.

• Teorie her — jedná se o oblast aplikované matematiky zabývaj́ıćı se analýzou konfliktńıch
situaćı, kdy se dva nebo v́ıce hráč̊u snaž́ı pomoćı určitých akćı dosáhnout nějakých navzájem
protikladných ćıl̊u. Typické problémy z této oblasti se týkaj́ı např́ıklad hledáńı optimálńıch
strategíı pro jednotlivé hráče, zjǐst’ováńı, zda má některých z hráč̊u v́ıtěznou strategii, která
mu zaruč́ı v́ıtězstv́ı bez ohledu na to, jak hraj́ı ostatńı hráči, apod. Řada problémů z jiných
oblast́ı matematiky a informatiky, které se na prvńı pohled her v̊ubec netýkaj́ı, se dá zfor-
mulovat jako problémy týkaj́ıćı se určitých specifických her.

Samostatnou oblast́ı algoritmů je studium datových struktur . Datové struktury se týkaj́ı
toho, jakým zp̊usobem mohou být v paměti poč́ıtače uloženy kolekce dat tak, aby se s nimi dalo
co nejlépe pracovat. Typické datové struktury zahrnuj́ı např́ıklad r̊uzné typy stromů (např. RB-
stromy, AVL-stromy, B-stromy, trie, apod.), rozličné typy hashovaćıch tabulek, r̊uzné druhy spo-
jových seznamů apod. Různé datové struktury se lǐśı časovou složitost́ı jednotlivých operaćı, které
lze s prvky provádět (přidáńı prvku, nalezeńı prvku, odebráńı prvku, sekvenčńı procházeńı všech
prvk̊u apod.), a pamět’ovými nároky. Neexistuje nějaká jedna nejlepš́ı datová struktura, která by
byla vhodná pro všechny účely. Pokud je nějaká datová struktura efektivńı pro prováděńı nějaké
jedné operace, je to často vykoupeno vyšš́ı časovou složitost́ı nějaké jiné operace, nebo vyšš́ımi
pamět’ovými nároky nebo podstatně vyšš́ı komplikovanost́ı a náročnost́ı na implementaci.

Použité datové struktury maj́ı často zásadńı vliv na celkovou výpočetńı složitost algoritmů,
ve kterých jsou použity. Nejefektivněǰśı známé algoritmy pro určité problémy (např́ıklad to často
plat́ı u problémů z teorie graf̊u) jsou mnohdy založeny na použit́ı r̊uzných rafinovaných datových
struktur (r̊uzné speciálńı typy stromů apod.).

Nestuduj́ı se jen algoritmy prováděné sekvenčně na jediném procesoru. Důležitou oblast́ı je
studium paralelńıch algoritm̊u a distribuovaných algoritm̊u , u kterých se předpokládá běh
na mnoha současně běž́ıćıch procesorech. U těchto algoritmů je d̊uležité, jakým zp̊usobem spolu
jednotlivé procesory komunikuj́ı (sd́ılená pamět’, pośıláńı zpráv), jak se synchronizuj́ı, atd. Para-
lelńı algoritmy často vyžaduj́ı zcela odlǐsný př́ıstup než algoritmy sekvenčńı a d̊ukazy korektnosti
takových algoritmů jsou také většinou komplikovaněǰśı než v př́ıpadě sekvenčńıch algoritmů.

∗ ∗ ∗

Při studiu algoritmů a algoritmických problémů je někdy výhodné se zaměřit na problémy
v jejich co nejjednodušš́ı podobě. Proto se často uvažuj́ı mı́sto obecněǰśıch problémů, které chceme
v praxi řešit, tzv. rozhodovaćı problémy , což jsou problémy, ve kterých je výstup omezen na
odpověd’ typu Ano/Ne.

Vezměme si např́ıklad problém (vrcholového) barveńı grafu:

Vstup: Neorientovaný graf G.

Výstup: Přǐrazeńı barev vrchol̊um grafuG tak, aby žádné dva sousedńı vrcholy nebyly
obarveny stejnou barvou a byl použit nejmenš́ı možný počet barev, kterým je
vrcholy grafu takto možno obarvit.

Mı́sto tohoto obecněǰśıho problému můžeme uvažovat následuj́ıćı rozhodovaćı problém:

Vstup: Neorientovaný graf G, č́ıslo k.
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Výstup: Ano — pokud je možné obarvit vrcholy grafu G pomoćı k barev tak, aby
žádné dva sousedńı vrcholy nebyly obarveny stejnou barvou; Ne — pokud to
možné neńı.

Rozhodovaćı problémy bývaj́ı často specifikovány tak, že mı́sto toho, aby bylo napsáno, co je
výstupem, je tam uvedena otázka týkaj́ıćı se vstupu, na kterou se očekává odpověd’ Ano nebo Ne.
To, že možným výstupem jeAno nebo Ne se tedy ve specifikaci rozhodovaćıho problému explicitně
neuvád́ı a bere se to za něco, co je automaticky dané.

Výše uvedený problém se např́ıklad dá formulovat následovně:

Vstup: Neorientovaný graf G, č́ıslo k.

Otázka: Je možné obarvit vrcholy grafu G pomoćı k barev tak, aby žádné dva sou-
sedńı vrcholy nebyly obarveny stejnou barvou?

Jedńım z d̊uvod̊u, proč se mı́sto obecněǰśıch problémů často uvažuj́ı jejich rozhodovaćı varianty,
je to, že tyto problémy i algoritmy pro jejich řešeńı jsou často o něco jednodušš́ı z hlediska jejich
formulace, popisu a analýzy. Pokud je nalezen (efektivńı) algoritmus pro řešeńı daného rozhodo-
vaćıho algoritmu, většinou se dá tento algoritmus relativně snadno rozš́ı̌rit o to, aby produkoval
odpovědi i na p̊uvodńı obecněǰśı problém.

Rozhodovaćı problémy tedy v sobě často koncentruj́ı to, co je možné považovat za
”
jádro“

p̊uvodńıho obecněǰśıho problému, které když se vyřeš́ı, tak vyprodukovat zbytek už je poměrně
snadné.

∗ ∗ ∗

Se studiem algoritmů a algoritmických problémů souviśı zkoumáńı obecněǰśıch otázek, které
v souvislosti s algoritmy vyvstávaj́ı. Jsou to otázky týkaj́ıćı se toho, jaké typy problémů se v̊ubec
daj́ı pomoćı algoritmů řešit.

O problému se řekne, že je algoritmicky řešitelný , jestliže existuje nějaký algoritmus, který
tento problém řeš́ı (tj. pro každý možný vstup se tento algoritmus po konečném počtu krok̊u
zastav́ı a vydá správný výstup). U rozhodovaćıch problémů se většinou mı́sto pojmu algoritmicky
řešitelný použ́ıvá pojem algoritmicky rozhodnutelný či jen rozhodnutelný . Daný rozhodovaćı
problém je tedy rozhodnutelný, jestliže existuje algoritmus řeš́ıćı tento problém.

Naopak pokud algoritmus pro daný problém neexistuje, řekne se o takovém problému, že
neńı algoritmicky řešitelný . V př́ıpadě rozhodovaćıho problému se pak o něm řekne, že je
nerozhodnutelný .

Zde je třeba zd̊uraznit, co se ve formulaci pojmů jako
”
algoritmicky řešitelný problém“,

”
roz-

hodnutelný problém“ nebo
”
nerozhodnutelný problém“ rozumı́ pojmy

”
existuje“ nebo

”
neexis-

tuje“. Pokud se řekne, že
”
existuje algoritmus“, neńı t́ım myšleno, že takový algoritmus už někdo

vymyslel, popsal a zd̊uvodnil o něm, že skutečně daný problém řeš́ı. Slovu
”
existuje“ je zde třeba

rozumět ve smyslu v jakém se toto slovo použ́ıvá v matematice, např́ıklad, když se třeba o nějaké
rovnici o jedné neznámé řekne, že existuje (nebo naopak neexistuje) jej́ı kořen. Pro danou rovnici,
bud’ existuje nějaké č́ıslo, které, když se dosad́ı za neznámou, tak rovnice plat́ı, nebo žádné takové
č́ıslo neexistuje. Existence nebo neexistence kořene dané rovnice je tedy objektivńı fakt, který je
zcela nezávislý na tom, zda daný kořen už někdo vypoč́ıtal.

Podobně, když se řekne, že existuje nějaký algoritmus, který něco splňuje (např. řeš́ı určitý
problém), mysĺı se t́ım existence takového algoritmu mezi všemi možnými algoritmy, které je
možné potenciálně vytvořit, ne jen mezi těmi, které už někdo skutečně vymyslel a popsal. To,
zda existuje algoritmus řeš́ıćı určitý algoritmický problém, je tedy objektivńı fakt nezávislý na
aktuálńıch lidských znalostech. Samozřejmě, nejčastěji se o existenci algoritmu pro určitý problém
přesvědč́ıme t́ım, že někdo takový algoritmus poṕı̌se a dokáže, že tento algoritmus skutečně řeš́ı
daný problém. Neńı to ovšem tak, že předt́ım, než tento algoritmus někdo vymyslel, nebyl daný
problém algoritmicky řešitelný a pak se algoritmicky řešitelným stal (nebo byl nerozhodnutelný a
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stal se rozhodnutelným). Takový problém byl algoritmicky řešitelný (resp. rozhodnutelný) vždy,
akorát jsme to předt́ım nevěděli.

Pokud se tedy o nějakém problému řekne, že je nerozhodnutelný, je t́ım myšleno, že v̊ubec
nelze vytvořit algoritmus, který by daný problém řešil.

Přirozená otázka je, zda v̊ubec jsou nějaké nerozhodnutelné problémy. Překvapivě se ukazuje,
že ano. Existuje celá řada r̊uzných problémů, které se daj́ı přesně (v matematických pojmech)
definovat a popsat a které na prvńı pohled mohou vypadat, že by pro ně nějaký algoritmus mohl
existovat, ale pro které se dá dokázat, že žádný algoritmus, který by je řešil, neexistuje.

Mnoho takových problémů se týká chováńı programů. Asi neńı nic překvapivého na tom, že
můžeme uvažovat o problémech, kde vstupem je kód nějakého programu. Kód programu je prostě
posloupnost znak̊u (ne ovšem úplně libovolná, ale vyhovuj́ıćı nějakým pravidl̊um), se kterou se
dá pracovat jako s jakoukoliv jinou posloupnost́ı znak̊u. Typickým př́ıkladem programů, které
zpracovávaj́ı kód jiných programů jako sv̊uj vstup, jsou třeba překladače.

Spousta r̊uzných problémů týkaj́ıćıch se kódu programů se určitě algoritmicky řešit dá. Např́ıklad
se určitě dá algoritmicky zjistit, zda daný kód obsahuje nějakou nadeklarovanou proměnnou (což
je jen jedna ze spousty věćı, kterou zjǐst’uje překladač při překladu zdrojového kódu). Čtenář jistě
sám přijde se spoustou daľśıch př́ıklad̊u toho, co se dá se zdrojovými kódy programu dělat a co se
dá realizovat pomoćı nějakého algoritmu.

Pomoćı algoritmu však např́ıklad nelze pro libovolný kód programu určit, zda se tento kód vždy
po konečném počtu krok̊u zastav́ı, podobně nelze pro libovolný kód a určitý př́ıkaz v tomto kódu
algoritmem určit, zda existuje nějaký vstup, pro který se tento př́ıkaz provede. Také např́ıklad
nelze pro libovolné dva kódy programů určit, zda se chovaj́ı stejně v tom smyslu, že pro stejné
vstupy dávaj́ı vždy stejný výstup. Takových a podobných problémů, které se nedaj́ı řešit pomoćı
algoritmů, existuje velké množstv́ı.

Je zde ovšem potřeba mı́t pořád na paměti, co to znamená algoritmické řešeńı problému.
Připomeňme, že algoritmus řeš́ı problém, jestliže se pro každý vstup zastav́ı a vydá správný výstup.
Pokud tedy nějaký problém nemá algoritmické řešeńı, znamená to, že pro každý algoritmus existuje
alespoň jedna instance problému, pro kterou se tento konkrétńı algoritmus nikdy nezastav́ı nebo
pro kterou se zastav́ı, ale vydá chybný výstup.

Jednak tedy to, že nějaký problém neńı algoritmicky řešitelný, neznamená, že se pro žádný
vstup tohoto problému nedá naj́ıt odpov́ıdaj́ıćı výstup. I u problému, který neńı algoritmicky
řešitelný, může existovat spousta instanćı, pro které se dá nějakým algoritmem naj́ıt správný
výstup. Existuj́ı však také nějaké instance, pro které tento algoritmus správný výstup nenajde.

To, že problém neńı algoritmicky řešitelný také neznamená, že existuje nějaká konkrétńı in-
stance tohoto problému, se kterou si žádný algoritmus neporad́ı. Ke každému algoritmu však
existuje nějaká instance (ve skutečnosti nekonečně mnoho instanćı), pro kterou se tento algorit-
mus nezastav́ı nebo pro kterou vraćı chybný výstup. Tyto instance jsou však obecně pro r̊uzné
algoritmy r̊uzné.

Pokud se tedy o nějakém problému ukáže, že neńı algoritmicky řešitelný, neznamená to ještě,
že nemá smysl se snažit o jeho řešeńı pomoćı algoritmů. Znamená to pouze, že nemůžeme očekávat
algoritmus, který bude fungovat pro všechny vstupy.

Mimo jiné z výsledk̊u týkaj́ıćıch se nerozhodnutelnosti některých problémů také vyplývá, že
nelze zcela automatizovat proces dokazováńı korektnosti algoritmů, že to neńı něco, co bychom
mohli zcela přenechat poč́ıtač̊um. Při návrhu a analýze algoritmů tedy hraj́ı lidská inteligence a
vhled do problému nezastupitelnou úlohu.

Poznamenejme, že oblast teoretické informatiky, která se zabývá t́ım, které problémy jsou a
nejsou algoritmicky řešitelné, se nazývá teorie vyč́ıslitelnosti .

∗ ∗ ∗

To, že pro nějaký problém existuje algoritmus, který ho řeš́ı, ještě z praktického hlediska př́ılǐs
neznamená. V definici toho, že algoritmus řeš́ı problém, se nic neř́ıká o množstv́ı času a paměti,
které má tento algoritmus k dispozici. Implicitně se předpokládá, že algoritmus má k dispozici
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neomezené množstv́ı času a neomezené množstv́ı paměti, což ovšem v praxi nikdy neplat́ı. Z prak-
tického hlediska je program, který se dopoč́ıtá výsledku pro určitý vstup za miliardu let, stejně
neužitečný jako program, kde se výpočet pro tento vstup nikdy nezastav́ı.

Z praktického hlediska jsou tedy d̊uležité efektivńı algoritmy , které skonč́ı v nějakém
”
ro-

zumném“ čase a bude jim stačit nějaké
”
rozumné“ množstv́ı paměti. Co je rozumný čas nebo

rozumné množstv́ı paměti záviśı na konkrétńım typu úlohy, kde bude daný algoritmus použit,
na typu hardwaru, na kterém program poběž́ı a na velikosti vstupńıch dat, která se budou zpra-
covávat. Např́ıklad při ř́ızeńı nějakého stroje může být zpozděńı 10ms př́ılǐs velké. Naopak jiné
typy výpočt̊u se mohou nechat běžet třeba několik dńı. Při běžné interaktivńı práci na poč́ıtači
očekáváme výsledky maximálně v řádu sekund nebo nanejvýš minut (např́ıklad, když spust́ıme
kompilaci nějakého programu).

Pro řadu problémů existuj́ı velice efektivńı algoritmy s velmi malou výpočetńı složitost́ı. Např́ıklad
neńı problém na běžném PC nalézt během 1 sekundy nejkratš́ı cestu mezi dvěma vrcholy v grafu,
který má 100 000 vrchol̊u, přičemž nejdéle na celém výpočtu bude trvat načteńı vstupu.

Oproti tomu ale existuje také mnoho problémů, které sice jsou algoritmicky řešitelné, ale
u kterých se nedař́ı nelézt efektivńı algoritmy. Př́ıkladem takových problémů je třeba dř́ıve uvedený
problém barveńı vrchol̊u grafu minimálńım počtem barev nebo následuj́ıćı problém, známý pod
názvem problém obchodńıho cestuj́ıćıho (angl. travelling salesman problem , často se také
označuje zkratkou TSP):

Vstup: Neorientovaný graf G, kde hrany jsou ohodnoceny přirozenými č́ısly.

Výstup: Nejkratš́ı okružńı cesta, která projde všemi vrcholy grafu a skonč́ı ve stejném
vrcholu, ve kterém zač́ıná. (Délka cesty je součet ohodnoceńı hran na této cestě.)

Oba problémy se daj́ı vyřešit hrubou silou (brute force), tj. systematickým zkoušeńım
všech možných potenciálńıch řešeńı, kterých je jen konečný (i když velmi velký) počet. Např́ıklad
u problému barveńı grafu je jasné, že stač́ı nanejvýš tolik barev, kolik je vrchol̊u, takže se daj́ı
zkoušet všechny možnosti, jak přǐradit jednotlivým vrchol̊um r̊uzné barvy z této množiny barev.
Těchto možnost́ı je jen konečně mnoho a je možné je systematicky probrat a vybrat z nich tu,
kde bude použito nejméně barev. Podobně u problému obchodńıho cestuj́ıćıho má smysl zkoušet
okružńı cesty jen do určitého omezeného počtu hran. Takových cest je jen konečně mnoho, takže
se opět daj́ı probrat všechny a vybrat z nich tu nejkratš́ı.

Takováto řešeńı hrubou silou se určitě daj́ı použ́ıt třeba na grafy, které maj́ı 10 vrchol̊u. Zde se
výsledku dočkáme maximálně v řádu sekund. S nar̊ustaj́ıćım počtem vrchol̊u však doba výpočtu
takových algoritmů velmi prudce stoupá a pro 100 vrchol̊u pak výpočet může trvat třeba miliardy
let.

Tı́m samozřejmě neńı řečeno, že takové řešeńı hrubou silou je t́ım nejlepš́ım možným př́ıstupem,
a že se nic chytřeǰśıho vymyslet nedá. Pro oba problémy existuje řada podstatně chytřeǰśıch al-
goritmů, které však maj́ı bud’ tu nevýhodu, že nejsou korektńı, protože nenajdou nutně vždy to
nejoptimálněǰśı řešeńı (nejmenš́ı počet barev, nejkratš́ı okružńı cestu), nebo tu nevýhodu, že na
některých instanćıch nejsou výrazně rychleǰśı než řešeńı hrubou silou (i když na některých jiných
instanćıch skonč́ı podstatně rychleji).

Ukazuje se, že mnohé algoritmické problémy jsou ze své podstaty výrazně obt́ıžněǰśı než jiné
v tom smyslu, že každý algoritmus, který je řeš́ı, vyžaduje mnohem větš́ı množstv́ı času a paměti.
U některých problémů se dokonce dá dokázat, že existuje nějaká určitá nejmenš́ı časová nebo
pamět’ová složitost, jakou muśı mı́t každý algoritmus, který daný problém řeš́ı.

U mnohých problémů se také ukazuje, že složitost algoritmů, které je řeš́ı, je určitým zp̊usobem
svázaná se složitost́ı algoritmů řeš́ıćıch nějaký jiný problém. Tyto složitosti mohou být např́ıklad
provázány v tom smyslu, že dá ukázat, že složitost každého algoritmu, který řeš́ı jeden problém,
nemůže být nějak výrazně menš́ı než složitost nejefektivněǰśıch algoritmů, které řeš́ı druhý problém.

Podle takových a podobných kritéríı je možné klasifikovat problémy do r̊uzných tzv. tř́ıd

složitosti . Pro problémy patř́ıćı do stejné tř́ıdy plat́ı vždy podobná omezeńı na složitost algo-
ritmů, které je řeš́ı. Oblast teoretické informatiky, která se zabývá klasifikaćı problémů podle
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jejich složitosti, vztahy mezi jednotlivými tř́ıdami a daľśımi souvisej́ıćımi otázkami, se nazývá
teorie složitosti .

Zvláště d̊uležitou tř́ıdou problémů jsou NP-úplné problémy. Výše uvedené problémy vrcho-
lového barveńı grafu nebo problém obchodńıho cestuj́ıćıho jsou př́ıklady NP-úplných problémů.
V literatuře je však popsáno velké množstv́ı daľśıch NP-úplných problémů z nejr̊uzněǰśıch ob-
last́ı informatiky. Pro žádný problém z této tř́ıdy neńı znám efektivńı algoritmus, ale na druhou
stranu se ani zat́ım nikomu nepodařilo dokázat, že takový algoritmus nemůže existovat. NP-úplné
problémy maj́ı tu zaj́ımavou vlastnost, že pokud by se podařilo naj́ıt efektivńı algoritmus pro
jeden jediný NP-úplný problém (je úplně jedno pro který), tak by t́ım okamžitě byly nalezeny
efektivńı algoritmy pro všechny ostatńı NP-úplné problémy. Pokud by se naopak alespoň pro je-
den NP-úplný problém podařilo dokázat, že se tento problém nedá žádným efektivńım algoritmem
řešit, znamenalo by to, že se nadá efektivně řešit ani žádný jiný NP-úplný problém.

∗ ∗ ∗

U algoritmu se předpokládá, že je (nebo může být) vykonáván nějakým typem stroje. Nejčastěji
je t́ımto strojem poč́ıtač nějakého typu. Tento poč́ıtač má procesor, pamět’, nějaká periferńı
zař́ızeńı, pomoćı kterých komunikuje s okoĺım. Různé druhy poč́ıtač̊u se mohou lǐsit v mnoha
ohledech, jinak vypadá superpoč́ıtač pro vědecké výpočty, jinak poč́ıtač, který ř́ıd́ı automatickou
pračku. Přesto však má většina poč́ıtač̊u celou řadu společných rys̊u.

Z hlediska algoritmů je d̊uležité zejména to, s jakým typem dat se pracuje, jakým zp̊usobem
je organizována pamět’ a jaké typy instrukćı je možné provádět. Co se týká typu dat, se kterými
poč́ıtače pracuj́ı, zde panuje téměř univerzálńı shoda v tom, že prakticky veškeré typy dat jsou na
ńızké úrovni reprezentovány jako sekvence bit̊u, tj. poč́ıtače v podstatě nedělaj́ı nic jiného, než že
určitým zp̊usobem transformuj́ı posloupnosti nul a jedniček na jiné posloupnosti nul a jedniček.

Doba výpočtu, počet krok̊u provedených algoritmem během výpočtu a do určité mı́ry i množstv́ı
použité paměti, jsou do značné mı́ry ovlivněny vlastnostmi stroje, na kterém algoritmus běž́ı.
Z toho d̊uvodu neńı výpočetńı složitost algoritmu vlastnost́ı algoritmu jako takového, ale vztahuje
se (často jen implicitně) k určitému typu stroje.

V teoretické informatice se z toho d̊uvodu zaváděj́ı r̊uzné výpočetńı modely , což jsou r̊uzné
typy idealizovaných stroj̊u, které mohou provádět algoritmy. Některé tyto výpočetńı modely v́ıce
či méně zhruba odpov́ıdaj́ı tomu, jak vypadaj́ı skutečné poč́ıtače, jiné však mohou vypadat i velmi
odlǐsně.

Oproti skutečným poč́ıtač̊um jsou tyto výpočetńı modely často výrazně zjednodušené, je v nich
ponecháno jen to, co je z hlediska algoritmů skutečně podstatné. U většiny výpočetńıch model̊u
se např́ıklad ignoruje fakt, že skutečné poč́ıtače mı́vaj́ı jen konečné množstv́ı paměti, a pro jedno-
duchost se předpokládá, že pamět’ nemůže nikdy doj́ıt.

Z hlediska programováńı je samozřejmě výhodné, když má programátor k dispozici r̊uzné kon-
strukce programovaćıho jazyka, kterými může vyjádřit jednotlivé kroky algoritmu jednodušš́ım
zp̊usobem, které mu pomáhaj́ı program organizovat tak, aby se v kódu dalo vyznat, apod. Z hle-
diska výpočetńı složitosti nebo z hlediska toho, jaké typy problémů se daj́ı pomoćı algoritmů řešit,
je však většina těchto konstrukćı nepodstatných, protože se daj́ı realizovat pomoćı primitivněǰśıch
operaćı. Instrukce vykonávané procesorem jsou většinou velmi primitivńı. Programátor tak ṕı̌se
v nějakém vyšš́ım programovaćım jazyce, ale tento kód se přelož́ı do instrukćı na mnohem nižš́ı
úrovni.

Většina výpočetńıch model̊u pracuje jen s malým počtem typ̊u instrukćı, které jsou schopny
vykonávat. Tyto instrukce nav́ıc bývaj́ı velmi jednoduché. To, co se na vyšš́ı úrovni dá realizovat
jedinou instrukćı, může vyžadovat velké množstv́ı jednodušš́ıch instrukćı na nižš́ı úrovni.

Jednou z oblast́ı teoretické informatiky je zkoumáńı vztah̊u mezi r̊uznými výpočetńımi modely.
Konkretně se např́ıklad dá zkoumat, zda a jak je možné jeden model simulovat pomoćı jiného
modelu, jak při této simulaci nar̊ustá počet provedených instrukćı apod. Ukazuje se, že veškeré
algoritmy je možné realizovat i na velmi primitivńıch typech stroj̊u, které použ́ıvaj́ı instrukce,
které jsou ještě mnohem jednodušš́ı než instrukce použ́ıvané skutečnými procesory.
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Pro ilustraci uved’me jako př́ıklad stroj, který má konečný počet č́ıtač̊u, kde každý z těchto
č́ıtač̊u může obsahovat libovolně velké přirozené č́ıslo. Jediné operace, které je možné s těmito
č́ıtači provádět, je zvýšit hodnotu č́ıtače o jedna, sńıžit hodnotu č́ıtače o jedna a otestovat, zda
č́ıtač obsahuje nulu. I když se to může zdát neuvěřitelné, těchto několik typ̊u instrukćı postačuje
na to, aby se pomoćı nich dal implementovat libovolný algoritmus.

Různé výpočetńı modely většinou neslouž́ı k tomu, aby se pomoćı nich skutečně algoritmy
popisovaly, protože by to bylo velmi pracné a nepř́ılǐs užitečné. Výpočetńı modely slouž́ı předevš́ım
jako prostředek použ́ıvaný při d̊ukazech a i z tohoto hlediska je vhodné, aby byly co nejjednodušš́ı.

Potřeba takových výpočetńıch model̊u, které maj́ı na jedné straně stejné vyjadřovaćı schopnosti
jako libovolný programovaćı jazyk (tj. cokoliv, co se dá napsat v nějakém programovaćım jazyce
se dá realizovat v rámci daného modelu, i když třeba mnohem pracněji) a na druhé straně jsou
velmi jednoduché, vyvstává zejména při dokazováńı toho, že něco nejde (že se daný problém nedá
algoritmicky řešit nebo že každý algoritmus, který ho řeš́ı, muśı mı́t nějakou minimálńı výpočetńı
složitost).

Kromě model̊u, které pracuj́ı sekvenčně existuje i velké množstv́ı r̊uzných model̊u, které umožňuj́ı
reprezentovat paralelńı výpočty. Výpočetńı modely také nemuśı mı́t jen podobu stroj̊u, které se po-
dobaj́ı (byt’ velmi vzdáleně) klasickým poč́ıtač̊um. Existuje také mnoho model̊u, kde stav výpočtu
algoritmu je reprezentován určitým výrazem (pro jednoduchost si můžeme představit třeba arit-
metický výraz) a prováděńı jednotlivých krok̊u algoritmu je realizováno jako přepisováńı tohoto
výrazu podle určitých pravidel. Daľśım typem výpočetńıch model̊u jsou r̊uzný typy logických ob-
vod̊u, kde je algoritmus realizován pomoćı soustavy logických hradel propojených pomoćı vodič̊u.

Velmi specifickým výpočetńım modelem jsou kvantové poč́ıtače.

Kromě výpočetńıch model̊u, které jsou schopny realizovat libovolný algoritmus, se zkoumaj́ı
také r̊uzné typy stroj̊u, které maj́ı typy instrukćı omezené natolik, že se pomoćı nich nedá realizovat
libovolný algoritmus, ale jen určitá specifická omezená tř́ıda algoritmů. Takovéto stroje se často
označuj́ı jako automaty a oblast teoretické informatiky, která se zkoumáńım těchto automat̊u
zabývá, se nazývá teorie automat̊u . Důvod, proč se r̊uznými omezenými typy stroj̊u zabývat, je
ten, že mnoho otázek, týkaj́ıćıch se algoritmů, které se v obecnosti řešit nedaj́ı, se pro určité typy
automat̊u vyřešit dá.

∗ ∗ ∗

V informatice se objevuje nepřeberné množstv́ı problémů, které se týkaj́ı práce s textem,
tj. s posloupnostmi symbol̊u. Často nechceme pracovat s úplně libovolnými posloupnostmi sym-
bol̊u, ale jen s takovými, které vyhovuj́ı určitým pravidl̊um. Zde vstupuj́ı na scénu otázky týkaj́ıćı
se syntaxe.

Typickým př́ıkladem je třeba syntaxe programovaćıch jazyk̊u, kde ne každá náhodná posloup-
nost znak̊u je dobře vytvořeným program v daném programovaćım jazyce, nýbrž se programy muśı
ř́ıdit určitými přesně danými pravidly, která určuj́ı, co je a co neńı dobře vytvořený program, který
p̊ujde přeložit.

Nemuśı se jednat jen o něco tak komplikovaného jako je programovaćı jazyk. Ve spoustě apli-
kaćı se objevuje potřeba nějakého specifického jazyka pro popis konfigurace nebo pro skriptováńı
aplikace apod. Pokud program pracuje z nějakými textovými daty, která maj́ı nějakou složitěǰśı
strukturu (tj. neńı to třeba jen posloupnost č́ısel, ale jsou tam r̊uzné složitěǰśı konstrukce), může
mı́t smysl řešit syntaxi těchto dat. Často textové údaje, které zadává uživatel, mohou mı́t nějakou
složitěǰśı strukturu (mohou to být např́ıklad nějaké výrazy, kde mohou být třeba závorky, r̊uzné
operátory apod.) nebo muśı vyhovovat nějakým složitěǰśım kritéríım.

Oblast informatiky, která se zabývá otázkami týkaj́ıćımi se syntaxe, se nazývá teorie formálńıch

jazyk̊u .

Pojem
”
jazyk“ označuje v informatice něco dost odlǐsného od toho, co se t́ımto pojmem

označuje v přirozené řeči. V informatice, a speciálně v teorii formálńıch jazyk̊u, pojem jazyk

označuje libovolnou množinu slov . Pojem
”
slovo“, zde má ovšem velmi odlǐsný význam od významu

tohoto slova v přirozené řeči. Pojmem slovo se označuje zcela libovolná (konečná) posloupnost
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symbol̊u (nebo též znak̊u) z nějaké abecedy , přičemž abecedou se zde mysĺı nějaká libovolná
(většinou se předpokládá, že konečná) množina symbol̊u. Jako synonymum pojmu

”
slovo“ se též

použ́ıvá pojem řetězec (string).

Pokud si tedy vezmeme třeba abecedu tvořenou symboly 0 a 1, tak z nich je možné vytvořit
třeba slovo 01011 nebo slovo 111. Jazyk je pak nějaká libovolná množina takovýchto slov, třeba
množina všech slov, která zač́ınaj́ı symbolem 0 a konč́ı symbolem 1.

Takový jazyk asi moc zaj́ımavý z praktického hlediska neńı. Mı́sto toho ale třeba můžeme
uvažovat o abecedě tvořené všemi znaky ASCII tabulky a jazyce tvořeném všemi dobře utvořenými
aritmetickými výrazy nebo třeba o jazyce, kde slova tohoto jazyka jsou všechny dobře utvořené
programy v C++.

Je asi jasné, že u takových složitěǰśıch jazyk̊u v̊ubec nemuśı být snadné přesně popsat, co přesně
je a co neńı slovem daného jazyka. Popis takového jazyka v přirozené řeči může být nepřesný a
nejednoznačný.

V teorii formálńıch jazyk̊u se studuj́ı r̊uzné typy formálńıch prostředk̊u pro popis jazyk̊u, z nichž
asi nejd̊uležitěǰśı jsou tzv. gramatiky . Těchto gramatik existuje mnoho r̊uzných druh̊u, které se
lǐśı svými vyjadřovaćımi schopnostmi. Obecně se gramatikami mysĺı r̊uzné sady pravidel, která
popisuj́ı, jak generovat všechna možná slova daného jazyka, tj. jazyk popsaný danou gramatikou
je množina právě těch slov, která se daj́ı pomoćı dané gramatiky vygenerovat. V praxi jsou asi
nejd̊uležitěǰśı bezkontextové gramatiky , které maj́ı velký význam při popisu syntaxe programo-
vaćıch jazyk̊u a při tvorbě překladač̊u pro tyto jazyky.

Daľśım, v praxi často použ́ıvaným, formalismem pro popis jazyk̊u jsou regulárńı výrazy . Na
rozd́ıl od gramatik se regulárńı výrazy nepouž́ıvaj́ı pro popis komplikovaných jazyk̊u, ale sṕı̌se
pro takové účely jako je vyhledáváńı určitého vzorku v textu nebo kontrola toho, že údaj zadaný
uživatelem vyhovuje požadovanému formátu. Pomoćı regulárńıch výraz̊u se třeba snadno dá zapsat
něco takového jako vyhledat všechny řádky, které obsahuj́ı slovo xxx, za kterým následuje libovolný
nenulový počet mezer, za kterými je slovo yyy, za kterým následuje jedna z č́ıslic 5, 6, 7.

Formálńı jazyky se také daj́ı popisovat pomoćı r̊uzných typ̊u automat̊u. Automat zpracovává
jako sv̊uj vstup slovo z určité abecedy a jako sv̊uj výstup vydá odpověd’, zda toto slovo přij́ımá
nebo nepřij́ımá. Jazyk popsaný daným automatem je pak množina právě těch slov, která automat
přij́ımá. Řı́ká se, že automat rozpoznává daný jazyk.

Ukazuje se, že mezi r̊uznými druhy gramatik, regulárńımi výrazy a r̊uznými druhy automat̊u
existuje úzká souvislost. Určité gramatiky umožňuj́ı generovat právě ty jazyky, které se daj́ı roz-
poznávat určitým typem automat̊u, a naopak.

Toho se v praxi využ́ıvá tak, že existuj́ı softwarové nástroje, které dostanou jako vstup popis
gramatiky určitého jazyka. Podle tohoto popisu pak vygeneruj́ı programový kód pro rozpoznáváńı
slov daného jazyka, přičemž tento kód je de facto implementaćı činnosti určitého automatu.

Podobně knihovny, ve kterých je implementováno vyhledáváńı a nahrazováńı v textu podle
regulárńıch výraz̊u, často pracuj́ı tak, že převád́ı daný regulárńı výraz interně na reprezentaci
odpov́ıdaj́ıćı př́ıslušnému automatu, a při vyhledáváńı pak v podstatě simuluj́ı činnost tohoto
automatu.

∗ ∗ ∗

V rámci předmětu Úvod do teoretické informatiky budou prezentovány některé základńı po-
znatky a pojmy zejména z následuj́ıćıch dvou oblast́ı:

• teorie formálńıch jazyk̊u a automat̊u,

• algoritmy a výpočetńı složitost.
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Kapitola 2

Algoritmy

2.1 Popis algoritmů pomoćı pseudokódu

Při popisu algoritmů se často použ́ıvá tzv. pseudokód . Jedná se zp̊usob zápisu, který je podobný
zápisu programů v nějakém programovaćım jazyce. Na rozd́ıl od programu zapsaného v progra-
movaćım jazyce však pseudokód neńı určen k tomu, aby byl spouštěn na poč́ıtači, ale k tomu, aby
byl čten člověkem, který se danému algoritmu snaž́ı porozumět. Pseudokód se tedy neř́ıd́ı žádnou
přesně danou syntax́ı, neńı nijak přesně dáno, které operace je nebo neńı možné použ́ıvat. Cı́lem
je sdělit čtenáři informace, které jsou d̊uležité z hlediska popisovaného algoritmu. V pseudokódu
se často použ́ıvá běžná matematická notace, někdy i přirozená řeč, pokud je popis nějaké operace
jednodušš́ı v přirozené řeči než v podobě kódu.

Často jsou v pseudokódu ignorovány detaily, které nejsou pro daný algoritmus d̊uležité. Př́ıkladem
takových detail̊u je třeba ošetřeńı chybových stav̊u (např. nedostatku paměti) nebo použité da-
tové typy. Typicky se třeba v pseudokódu pracuje s proměnnými, do nichž je možno přǐradit jako
hodnotu libovolně velké celé č́ıslo a neřeš́ı se, že ve skutečném programu napsaném v nějakém
programovaćım jazyce pak je pro tyto proměnné použit nějaký konkrétńı datový typ (jako třeba
int nebo long), kde jsou hodnoty, kterých může proměnná nabývat, omezeny na nějaký konečný
interval celých č́ısel.

Oproti popisu v přirozené řeči má pseudokód výhodu v tom, že je v něm mnohem zřetelněji
vidět celková struktura algoritmu, je tam jasně vidět, jak jsou do sebe zanořeny cykly, jak se
větv́ı podmı́nky, apod. Řádky pseudokódu bývaj́ı někdy č́ıslovány, aby se na ně dalo snadněji
odkazovat. Pseudokód nebývá téměř nikdy uveden jen sám o sobě, ale typicky je součást́ı nějakého
deľśıho textu (např. knihy nebo článku), ve kterém je podán popis algoritmu normálně v přirozené
řeči (s občasným použit́ım matematické notace), a pseudokód slož́ı jako pomocný prostředek pro
jasněǰśı, přesněǰśı a přehledněǰśı popis toho, co by se slovně popisovalo dost neohrabaně nebo
nepřehledně.

∗ ∗ ∗

Vezměme si jako př́ıklad algoritmus, který pro libovolné zadané pole zjist́ı hodnotu největš́ıho
prvku v tomto poli. Pro daný algoritmus neńı podstatné, jakého přesně typu jsou prvky v tomto
poli, jediné, co je d̊uležité, je, že tyto prvky je možné vzájemně porovnávat. Pro libovolné dva
prvky x a y tedy muśı být možné určit, zda je x menš́ı než y (tj. x < y), x větš́ı než y (tj. x > y)
nebo, zda se oba prvky rovnaj́ı (tj. x = y). Neńı ale podstatné, zda x a y jsou typu int, double,
string, nebo nějakého úplně jiného typu.

(Pozn.: Pokud je určeno, kdy plat́ı x < y, kdy x > y a kdy x = y, tak je t́ım automaticky i
určeno, kdy plat́ı x ≤ y a kdy x ≥ y.)

Pro konkrétnost budeme zadané pole označovat symbolem A. Dále budeme předpokládat, že
pole A obsahuje n prvk̊u a že tyto prvky jsou v poli A indexovány od nuly, tj. že pole A se skládá
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z prvk̊u

A[0], A[1], . . . , A[n− 1] .

Vstupem algoritmu je tedy pole A a č́ıslo n udávaj́ıćı počet prvk̊u v tomto poli. Výstupem je
pak největš́ı prvek v tomto poli, tj. taková hodnota A[k], kde 0 ≤ k < n a kde pro každé j takové,
že 0 ≤ j < n, plat́ı A[j] ≤ A[k].

Pro jednoduchost budeme nav́ıc předpokládat, že pole A je neprázdné, tj. že n ≥ 1, protože
jinak bychom museli specifikovat, co má být výstupem v př́ıpadě, kdy je pole A prázdné.

Algoritmus pro řešeńı tohoto problému je velmi jednoduchý, stač́ı proj́ıt prvky pole A jeden po
druhém a pr̊uběžně si pamatovat, který ze zat́ım přečtených prvk̊u je největš́ı. (Pravděpodobně
ani zač́ınaj́ıćım programátor̊um by nemělo činit problém vymyslet tento jednoduchý postup.)

Tento algoritmus je možné popsat následuj́ıćım pseudokódem označeným jako Algoritmus 1.

Algoritmus 1: Algoritmus pro nalezeńı největš́ıho prvku v poli

1 Find-Max (A,n):

2 begin

3 k := 0

4 for i := 1 to n− 1 do

5 if A[i] > A[k] then

6 k := i

7 end

8 end

9 return A[k]

10 end

Na řádku 1 je uveden název funkce, která implementuje daný algoritmus pro nalezeńı největš́ıho
prvku v poli. V tomto konkrétńım př́ıpadě má tato funkce název Find-Max. Za názvem funkce
následuje v závorkách seznam jej́ıch parametr̊u. Zde má funkce Find-Max dva parametry —
pole A a délku tohoto pole n. Hodnoty těchto parametr̊u představuj́ı vstup daného algoritmu.

Na řádćıch 2 až 10 pak následuje tělo funkce Find-Max. Toto tělo zač́ıná kĺıčovým slovem be-

gin na řádku 2 a konč́ı kĺıčovým slovem end na řádku 10. V těle funkce se pak kromě parametr̊u A
a n použ́ıvaj́ı i daľśı lokálńı proměnné. Zde konkrétně jsou to proměnné k a i. V pseudokódu se
obvykle proměnné nijak nedeklaruj́ı ani se explicitně neuvád́ı, jakého jsou typu. V př́ıpadě funkce
Find-Max je z kontextu asi jasné, že proměnné k a i nabývaj́ı pouze celoč́ıselných hodnot. (Při
bližš́ım prozkoumáńı je pak jasné, že obě proměnné nav́ıc nabývaj́ı jen nezáporných celoč́ıselných
hodnot.)

Př́ıkaz k := 0 na řádku 3 provede přǐrazeńı hodnoty 0 do proměnné k. Symbol “:=” zde
reprezentuje přǐrazeńı. V mnoha programovaćıch jazyćıch se použ́ıvá pro přǐrazeńı symbol “=”,
v pseudokódu se však často použ́ıvá pro přǐrazeńı symbol “:=” nebo “←”, protože “=” se použ́ıvá
pro rovnost (stejně jako v matematice).

Provedeńı př́ıkazu přǐrazeńı

x := E ,

kde x je název proměnné a E nějaký libovolný výraz, prob́ıhá tak, že se nejprve vyhodnot́ı
výraz E (s aktuálńımi hodnotami všech proměnných) a poté se tato výsledná hodnota přǐrad́ı
do proměnné x. Výraz nalevo od “:= ” (zde x) se označuje jako levá strana a výraz napravo od
“:=” (zde E) se označuje jako pravá strana přǐrazeńı. Výraz na levé straně může být i složitěǰśı
než jen jednotlivá proměnná, může to být např́ıklad označeńı prvku pole, např. A[i], apod.

Ve funkci Find-Max se kromě přǐrazeńı na řádku 3 nacháźı ještě jedno přǐrazeńı a to na
řádku 6, kde se do proměnné k přǐrazuje hodnota proměnné i. Všimněte si, že tyto přǐrazovaćı
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př́ıkazy nejsou ukončeny středńıkem. V pseudokódu se středńıky často neuvád́ı a to, kde jednotlivé
př́ıkazy zač́ınaj́ı nebo konč́ı, je dáno formátováńım a odsazeńım těchto př́ıkaz̊u. V tomto textu
budou středńıky použity v pseudokódu jen výjimečně, např́ıklad v př́ıpadech, kdy bude na jednom
řádku uvedeno v́ıce př́ıkaz̊u za sebou.

Na řádku 4 zač́ıná cyklus for. V tomto textu bude použ́ıván v pseudokódech zp̊usob zápisu
cyklu for ve tvaru

for i := a to b ,

za kterým následuje tělo cyklu uzavřené mezi kĺıčová slova do a end (ve funkci Find-Max zač́ıná
tělo cyklu kĺıčovým slovem do na řádku 4 a konč́ı kĺıčovým slovem end na řádku 8). Provedeńı
př́ıkazu for prob́ıhá tak, že nejprve se vyhodnot́ı výrazy a a b a hodnota výrazu a se přǐrad́ı do
proměnné i, která představuje ř́ıd́ıćı proměnnou cyklu. Poté se otestuje, zda plat́ı i ≤ b. Pokud ne,
prováděńı cyklu for konč́ı a pokračuje se daľśım př́ıkazem za tělem cyklu. Pokud ano, provede se
tělo cyklu. Po provedeńı těla cyklu se hodnota proměnné i zvětš́ı o jedna (je zde skryto implicitńı
přǐrazeńı i := i + 1) a znovu se vyhodnot́ı podmı́nka i ≤ b. Pokud neplat́ı, cyklus konč́ı, pokud
plat́ı, pokračuje se stejně jako předt́ım, ale s novou hodnotou i a to tak dlouho, dokud plat́ı i ≤ b.

Proměnná i tedy při jednotlivých pr̊uchodech cyklem nabývá postupně hodnot

a, a+ 1, a+ 2, · · · , b− 1, b

a po skončeńı cyklu má hodnotu b+ 1 v př́ıpadě, kdy a ≤ b a kdy tedy tělo cyklu bylo provedeno
alespoň jednou, nebo hodnotu a v př́ıpadě, kdy a > b a kdy tělo cyklu neńı provedeno ani jednou.

Poznamenejme ještě, že hodnoty výraz̊u a a b by se neměly při prováděńı těla cyklu měnit.

Na řádćıch 5 až 7 je uveden př́ıkaz if . Při prováděńı př́ıkazu if se nejprve vyhodnot́ı podmı́nka,
následuj́ıćı za kĺıčovým slovem if (v tomto př́ıpadě A[i] > A[k]). Výsledkem vyhodnoceńı této
podmı́nky je pravdivostńı (booleovská) hodnota. Pokud je podmı́nka splněna (tj. vyhodnot́ı se
jako True), provedou se př́ıkazy mezi kĺıčovými slovy then a end, v opačném př́ıpadě (tj. jestliže
se podmı́nka vyhodnot́ı jako False, tyto př́ıkazy se přeskoč́ı.

Na řádku 9 výpočet algoritmu konč́ı provedeńım př́ıkazu return, který vraćı nalezený ma-
ximálńı prvek jako výsledek.

∗ ∗ ∗

Ve výše uvedeném př́ıkladě Algoritmu 1 má tento algoritmus podobu funkce Find-Max. Po-
jmem funkce je zde myšlen podprogram, který může být součást́ı nějakého větš́ıho kódu, a který
je možné z jiných mı́st v tomto větš́ım kódu zavolat s t́ım, že při tomto voláńı jsou mu předány
hodnoty vstupńıch dat jako argumenty. Hodnoty těchto argument̊u jsou při voláńı přǐrazeny do
parametr̊u př́ıslušného podprogramu (v př́ıpadě funkce Find-Max do parametr̊u A a n).

V př́ıpadě funkce Find-Max se tedy nijak neřešilo nač́ıtáńı vstupńıch dat a ani výpis výsledku.
Z hlediska algoritmů jsou operace souvisej́ıćı se vstupem a výstupem většinou nepodstatné. V konkrétńım
programu, který má běžet na poč́ıtači, se samozřejmě muśı tyto operace nějak implementovat, ale je
to něco, co je svázáno s konkrétńım prostřed́ım (programovaćım jazykem, použitými knihovnami,
operačńım systémem, konkrétńım typem aplikace, apod.).

Daľśım pojmem souvisej́ıćım s pojmem
”
funkce“ je procedura . Tı́mto pojmem se označuje

podprogram, který se volá podobně jako funkce, ale nevraćı sv̊uj výsledek ve formě návratové
hodnoty. Mı́sto toho např́ıklad zaṕı̌se nějaké hodnoty někam do paměti (přičemž mı́sto, kam bude
zapisovat, bude určeno bud’ některým z parametr̊u nebo třeba nějakou globálńı proměnnou) nebo
je pošle na výstup. (V jazyćıch, jej́ıchž syntaxe vycháźı z jazyka C, jsou takové procedury často
reprezentovány jako funkce s návratovou hodnotou typu void.)

Poznámka: Pojmy vstup a výstup se mysĺı nejen údaje zadávané uživatelem z klávesnice a výsledky
vypisované na obrazovku, ale může se jednat prakticky o jakýkoliv druh komunikace, např́ıklad
čteńı a zápis dat z a do souboru, přij́ımáńı a odeśıláńı dat po śıti, komunikaci přes nějaký druh
portu, posláńı dat zvukové kartě, čteńı dat z mikrofonu, zápis dat do paměti na grafické kartě, apod.
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V př́ıpadě objektově orientovaných jazyk̊u se mı́sto pojmů funkce nebo procedura většinou
použ́ıvá termı́n metoda . Metody se od funkćı a procedur lǐśı t́ım, že metody jsou vždy svázány
s nějakým objektem , který je do nich automaticky předáván (většinou implicitně) jako jeden
z parametr̊u. Často je tento imlicitńı parametr označován slovy jako this, self, apod.

V tomto textu budou funkce, procedury, metody a daľśı podobné konstrukce (např. konstruk-
tory a destruktory) označovány souhrnně jako podprogramy .

2.2 Ř́ıd́ıćı tok

Vezměme si nějaký libovolný algoritmus (např́ıklad Algoritmus 1 z předchoźı sekce) a pro jedno-
duchost předpokládejme, že celý tento algoritmus je realizován ve formě jediného podprogramu
(např. jediné funkce), který sám nevolá žádné daľśı podprogramy.

Instrukce v takovém podprogramu můžeme rozdělit zhruba do dvou skupin. V prvńı skupině
budou ty instrukce, které reálně prováděj́ı nějakou činnost, jako např́ıklad koṕırováńı obsahu
jedné proměnné do druhé (např. instrukce jako k := i), provedeńı nějaké aritmetické operace
(např. instrukce i := i + 1), vyhodnoceńı toho, zda plat́ı nebo neplat́ı nějaká podmı́nka (třeba
vyhodnoceńı podmı́nky A[i] > A[k]), přečteńı nějaké hodnoty ze vstupu nebo zápis nějaké hodnoty
na výstup, apod.

Kromě těchto instrukćı jsou však v programu i př́ıkazy jako třeba if , while, for, př́ıkazy
jsou nějak rozděleny do blok̊u, apod. Př́ıkazy tohoto druhého typu samy o sobě neprováděj́ı žádné
výpočty, ale nějakým zp̊usobem určuj́ı, v jakém pořad́ı se budou provádět ostatńı instrukce, kterým
př́ıkazem se v daném mı́stě v kódu bude pokračovat, atd.

Struktura toho, v jakém pořad́ı jsou vykonávány jednotlivé př́ıkazy v programu, jak na sebe
jednotlivé instrukce navazuj́ı (jaká instrukce se bude provádět jako následuj́ıćı po provedeńı určité
instrukce), jak se program větv́ı podle vyhodnoceńı podmı́nek, apod., se označuje souhrnným
názvem ř́ıd́ıćı tok . Př́ıkazy ze druhé skupiny uvedené výše (if , while, . . . ) jsou tedy ty př́ıkazy,
které určuj́ı ř́ıd́ıćı tok daného algoritmu.

Konkrétńı konstrukce, které určuj́ı ř́ıd́ıćı tok algoritmu, se v r̊uzných programovaćıch jazyćıch
mohou lǐsit. Ve většině programovaćıch jsou dispozici základńı konstrukce pro strukturované pro-
gramováńı jako if , while a možnost strukturovat př́ıkazy do blok̊u . Konkrétńı syntaxe těchto
př́ıkaz̊u se v r̊uzných jazyćıch lǐśı, ale základńı př́ıkazy jsou podobné. Určité rozd́ıly jsou v tom,
jaké daľśı př́ıkazy pro ř́ızeńı toku jsou k dispozici (např. break, continue, switch), či v tom,
zda je k dispozici př́ıkaz goto, který umožńı skok na libovolné mı́sto v rámci podprogramu. Často
je k dispozici možnost předčasného ukončeńı vykonáváńı podprogramu pomoćı př́ıkazu return.
S ř́ıd́ıćım tokem souviśı také např́ıklad ošetřeńı výjimek .

Výše popsané konstrukce se týkaj́ı ř́ıd́ıćıho toku v rámci jednoho podprogramu. Obecně se
ř́ıd́ıćı tok týká i skok̊u mezi podprogramy (voláńı podprogramu, návrat z podprogramu). Pro
jednoduchost se však v následuj́ıćım výkladu zaměř́ıme předevš́ım na ř́ıd́ıćı tok v rámci jednoho
podprogramu.

∗ ∗ ∗

Řekněme, že máme nějaký algoritmus realizovaný ve formě podprogramu a že tento podpro-
gram nevolá žádné daľśı podprogramy. Jednou možnost́ı, jak znázornit ř́ıd́ıćı tok tohoto algoritmu,
je popsat ho pomoćı grafu ř́ıd́ıćıho toku . Jako konkrétńı př́ıklad si vezměme Algoritmus 1
(str. 16). Řı́d́ıćı tok tohoto algoritmu se dá znázornit grafem uvedeným na Obrázku 2.1.

Vrcholy tohoto grafu odpov́ıdaj́ı pozićım v kódu mezi jednotlivými př́ıkazy, resp. před a za
jednotlivými př́ıkazy. Např́ıklad vrchol 1 odpov́ıdá pozici mezi řádky 3 a 4, kdy už byl proveden
př́ıkaz k := 0 a kdy se teprve bude provádět př́ıkaz for i := 1 to n− 1, jehož prováděńı začne t́ım,
že se do proměnné i přǐrad́ı hodnota 1 (tj. provede se přǐrazeńı i := 1).

Vrcholy grafu reprezentuj́ı určité stavy , ve kterých se algoritmus během výpočtu může nacházet.
Těmto stav̊um budeme ř́ıkat ř́ıd́ıćı stavy . Daný ř́ıd́ıćı stav vždy určuje, jaká instrukce se bude
provádět jako následuj́ıćı.
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k := 0

i := 1

[i < n]

[i ≥ n]

[A[i] > A[k]]

[A[i] ≤ A[k]]

k := i

i := i + 1

return A[k]

0

1

2

3

4

5

6

7

Obrázek 2.1: Řı́d́ıćı tok funkce Find-Max
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Algoritmus se začne provádět ve vrcholu 0, který označuje pozici na začátku těla funkce,
tj. na řádku 2 (před instrukćı k := 0 na řádku 3). Tento vrchol představuje vstupńı bod daného
podprogramu, což je v grafu vyznačeno malou šipkou směřuj́ıćı do vrcholu 0.

Hrany grafu odpov́ıdaj́ı jednotlivým instrukćım programu. Pokud vede hrana z vrcholu q do
vrcholu q ′ a tato hrana je označena nějakou konkrétńı instrukćı, znamená to, že při prováděńı
algoritmu se přejde provedeńım této instrukce ze stavu reprezentovaného vrcholem q do stavu
reprezentovaného vrcholem q ′.

Pokud vede z vrcholu jediná hrana, je tato hrana většinou označena instrukćı, která provád́ı
nějaké přǐrazeńı, čteńı hodnoty ze vstupu, zápis hodnoty na výstup, apod. Pokud se tedy algo-
ritmus během výpočtu nacháźı v takovém stavu, kde z př́ıslušného vrcholu vede jediná hrana,
provede se instrukce, kterou je tato hrana označena, a přejde se do stavu, kam tato hrana směřuje.

Na Obrázku 2.1 se jedná např́ıklad hranu z vrcholu 0 do vrcholu 1 označenou instrukćı k := 0.
Tato hrana odpov́ıdá instrukćı na řádku 3 Algoritmu 1. Dále pak třeba o hranu z vrcholu 1
do vrcholu 2 označenou instrukćı i := 1. Tato hrana odpov́ıdá přǐrazeńı hodnoty 1 na začátku
prováděńı cyklu for na řádku 4. Podobně hrana z vrcholu 5 do vrcholu 2 označená přǐrazeńım
i := i+1 reprezentuje zvýšeńı hodnoty proměnné i o jedna po každém provedeńı těla cyklu for na
řádćıch 4–8. Zde je vidět, že v grafu jsou explicitně uvedeny i některé instrukce, které jsou v kódu
pouze implicitně, protože jsou tam skryty ve složitěǰśıch př́ıkazech, jako je třeba př́ıkaz for.

Někdy se pro přehlednost hod́ı přidat do grafu hrany, které nejsou označeny žádnou instrukćı.
Pokud z nějakého vrcholu taková hrana vede, jedná se o jedinou hranu vedoućı z tohoto vrcholu.
Taková hrana pak reprezentuje nepodmı́něný skok , kdy projit́ım touto hranou se pouze změńı
ř́ıd́ıćı stav, ale obsah proměnných se neměńı ani se neprovád́ı žádná daľśı akce.

Dále se v grafu kromě vrchol̊u, ze kterých vede jediná hrana, nacháźı vrcholy, ze kterých vedou
dvě nebo v́ıce hran. Takové vrcholy představuj́ı ta mı́sta v programu, kde docháźı k větveńı .
V př́ıpadě vrcholu, ze kterého vede v́ıce než jedna hrana, nejsou tyto hrany označeny instrukcemi,
které by prováděly nějakou činnost (přǐrazeńı, vstup, výstup). Mı́sto toho je každá taková hrana
označena podmı́nkou, která muśı být splněna, aby se danou hranou mohlo proj́ıt. Aby se tyto
podmı́nky odlǐsily od ostatńıch instrukćı, jsou uváděny v hranatých závorkách.

Pokud výpočet algoritmu dojde do takového vrcholu, kde docháźı k větveńı, vyhodnot́ı se
podmı́nky, kterými jsou označeny hrany vedoućı z tohoto vrcholu, a pokračuje se hranou, jej́ıž
podmı́nka je splněna. Touto hranou se přejde do daľśıho ř́ıd́ıćıho stavu. Předpokládá se, že vždy
bude pravdivá právě jedna z podmı́nek, kterými jsou označeny hrany vedoućı z daného vrcholu.

Nejčastěji vycházej́ı z vrcholu dvě hrany, přičemž jedna je označena podmı́nkou B a druhá
podmı́nkou ¬B (na hranách grafu jsou zapsány jako [B] a [¬B]). Pro lepš́ı čitelnost je v následuj́ıćım
textu někdy mı́sto zápisu ¬B použita ekvivalentńı podmı́nka bez negace. Pokud např́ıklad podmı́nka B
je podmı́nka i < n, bude jedna hrana označena zápisem [i < n] a druhá zápisem [¬(i < n)] nebo
př́ıpadně zápisem [i ≥ n], nebot’ ¬(i < n) plat́ı právě tehdy, když i ≥ n.

Předpokládá se, že výsledkem vyhodnoceńı každé takové podmı́nky je booleovská hodnota
(tj. True nebo False) a že při jej́ım vyhodnoceńı nedocháźı k žádným vedleǰśım efekt̊um (jako
třeba změně hodnoty nějaké proměnné apod.).

Vrcholy, kde se docháźı k větveńı, a ze kterých vedou v́ıce než dvě hrany, se daj́ı použ́ıt např́ıklad
pro konstrukce jako je př́ıkaz switch.

Konečně mohou být v grafu také vrcholy, ze kterých nevede žádná hrana. Takové vrcholy
odpov́ıdaj́ı stav̊um, ve kterých výpočet algoritmu konč́ı. Na Obrázku 2.1 je to vrchol 7. (Tento
vrchol je označen dvojitým kroužkem, aby bylo zd̊urazněno, že se jedná o stav, ve kterém výpočet
konč́ı.)

∗ ∗ ∗

Na Obrázku 2.2 je naznačeno, jak pomoćı grafu ř́ıd́ıćıho toku reprezentovat některé základńı
konstrukce, které se běžně objevuj́ı v programovaćıch jazyćıch. Jedná se o konstrukce strukturo-
vaného programováńı . V př́ıpadě strukturovaného programováńı je možné vytvářet složitěǰśı
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př́ıkazy skládáńım jednodušš́ıch př́ıkaz̊u. Na Obrázku 2.2 a v následuj́ıćım popisu zastupuj́ı sym-
boly S, S1 a S2 nějaké libovolné př́ıkazy (které mohou být samy složeny z nějakých jednodušš́ıch
př́ıkaz̊u) a symbol B zastupuje nějakou libovolnou podmı́nku, výsledkem jej́ıhož vyhodnoceńı je
booleovská hodnota.

Výhodou strukturovaného programováńı (alespoň v jeho nejjednodušš́ı podobě) je to, že každý
složený př́ıkaz má jeden bod, kde se do něj vstupuje, a jeden bod, kde se z něj vystupuje. To
umožňuje programátorovi udržovat lepš́ı přehled o celkové struktuře ř́ıd́ıćıho toku.

Následuje stručný popis jednotlivých konstrukćı uvedených na Obrázku 2.2:

a) S1; S2 — Libovolné dva př́ıkazy je možné provést sekvenčně po sobě. Nejprve se provede
př́ıkaz S1 a po skončeńı prováděńı př́ıkazu S1 se provede př́ıkaz S2. Tı́mto zp̊usobem je možné
za sebou řadit libovolný počet př́ıkaz̊u.

b) if B then S1 else S2 — Nejprve se vyhodnot́ı podmı́nka B. Pokud tato podmı́nka plat́ı (tj. po-
kud má hodnotu True), provede se př́ıkaz S1 (a př́ıkaz S2 se neprovád́ı). V opačném př́ıpadě,
tj. když podmı́nka B neplat́ı (protože má hodnotu False), provede se př́ıkaz S2 (a př́ıkaz S1
se neprovád́ı).

c) if B then S — Jedná se o variantu př́ıkazu if popsaného v předchoźım bodě, kde př́ıkaz S2 je
prázdný. Pokud tedy podmı́nka B plat́ı, provede se př́ıkaz S, a jinak se neprovede nic.

d) while B do S — Pokud je podmı́nka B splněna, provede se př́ıkaz S, a poté se znovu vy-
hodnot́ı podmı́nka B, pokud opět plat́ı, znovu se provede př́ıkaz S, a zase se znovu vyhodnot́ı
podmı́nka B, atd. Takto se pokračuje až do doby, než se při vyhodnoceńı podmı́nky B zjist́ı, že
neplat́ı. V tom okamžiku prováděńı cyklu while konč́ı. Pokud tedy podmı́nka B neńı splněna
hned na začátku (před prvńım provedeńım př́ıkazu S), př́ıkaz S se nikdy neprovede.

e) do S while B— Tento př́ıkaz pracuje velmi podobně jako cyklus while popsaný v předchoźım
bodě, s t́ım rozd́ılem, že na začátku se před prvńım provedeńım př́ıkazu S podmı́nka B netestuje
a př́ıkaz S se tak vždy alespoň jednou provede. Př́ıkaz do S while B dělá v podstatě to samé,
co

S; while B do S .

f) for i := a to b do S — Proměnná i nabývá postupně hodnot a, a + 1, . . . , b, přičemž pro
každou z těchto hodnot se jednou provede př́ıkaz S. Pokud je a > b, př́ıkaz S se neprovede ani
jednou. Př́ıkaz for i := a to b do S tak dělá to samé, co následuj́ıćı sekvence př́ıkaz̊u:

i := a

while i ≤ b do

S
i := i+ 1

end

∗ ∗ ∗

Podmı́nky mohou být jednoduché, spoč́ıvaj́ıćı např́ıklad v porovnáńı hodnot proměnných,
apod., jako třeba podmı́nka i < n nebo podmı́nka x 6= 0. Takové jednoduché podmı́nky je možné
skládat pomoćı operátor̊u and a or a vytvářet tak z nich složené podmı́nky, jako třeba podmı́nku

i < n and x 6= 0 ,

která bude platit, jestliže hodnota proměnné i je menš́ı než hodnota proměnné n a zároveň
proměnná x neobsahuje nulu. Podobně složená podmı́nka vytvořená pomoćı or bude platit, jestliže
bude platit alespoň jedna z podmı́nek, ze kterých je vytvořena.
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S1

S2

[B] [¬B]

S1 S2

[B] [¬B]

S

a) S1; S2 b) if B then S1 else S2 c) if B then S

[B][¬B]

S
[B]

[¬B]

S [i ≤ b][i > b]

i := a

i := i + 1S

d) while B do S e) do S while B f) for i := a to b do S

Obrázek 2.2: Grafy ř́ıd́ıćıho toku pro r̊uzné programové konstrukce

Při vyhodnocováńı takových složených podmı́nek se často uplatňuje zkrácený zp̊usob vyhod-
nocováńı naznačený na Obrázku 2.3. Na tomto obrázku je zkrácené vyhodnocováńı ilustrováno
na př́ıkazu if . U jiných př́ıkaz̊u (while, do . .while, apod.) bude zkrácené vyhodnoceńı vypadat
podobně.

Konkrétně v př́ıpadě složené podmı́nky tvaru B1 and B2 se při zkráceném vyhodnocováńı
nejprve vyhodnot́ı podmı́nka B1. Pokud podmı́nka B1 neplat́ı (má hodnotu False), podmı́nka B2

se už nevyhodnocuje a hodnota celé podmı́nky B1 and B2 je False. Pokud podmı́nka B1 plat́ı
(má hodnotu True), podmı́nka B2 se vyhodnot́ı a hodnota celé podmı́nky je pak dána hodnotou
podmı́nky B2 (když má B2 hodnotu True, má celá podmı́nka hodnotu True, když má B2 hodnotu
False, má celá podmı́nka hodnotu False). Celý postup vyhodnoceńı podmı́nky B1 and B2 je
znázorněn grafem na Obrázku 2.3 (a).

Podobně při vyhodnocováńı složené podmı́nky tvaru B1 or B2 se postupuje tak, že nejprve se
vyhodnot́ı B1 a pokud plat́ı, tak B2 se už nevyhodnocuje a celkový výsledek je True. Pokud B1 ne-
plat́ı, je celkový výsledek dán hodnotou B2. Tento postup je znázorněn grafem na Obrázku 2.3 (b).

Operátory and a or tedy ovlivňuj́ı ř́ıd́ıćı tok. To, že se druhá část podmı́nky v některých
př́ıpadech nevyhodnocuje, může být d̊uležité. Pokud např́ıklad budeme mı́t pole A o n prvćıch
indexované od nuly (tj. s indexy 0, 1, . . . , n − 1), je možné např́ıklad napsat

while i < n and A[i] > x do . . .

Pokud se pak např́ıklad má provádět tento př́ıkaz v okamžiku, kdy i ≥ n, vyhodnot́ı se jen prvńı
část podmı́nky (tj. i < n). Protože tato prvńı část v daném okamžiku neplat́ı, druhá část (A[i] > x)
se už vyhodnocovat nebude. Pokud by se druhá část vyhodnocovala vždy, bez ohledu na to, zda
prvńı část plat́ı nebo ne, došlo by v př́ıpadě, kdy i ≥ n, k chybě, nebot’ by se při testu A[i] > x
přistupovalo mimo meze pole A.
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[B1]

[¬B1]

[B2]
[¬B2]

S1 S2

[B1]

[¬B1]

[B2]
[¬B2]

S1 S2

a) if B1 and B2 then S1 else S2 b) if B1 or B2 then S1 else S2

Obrázek 2.3: Grafy ř́ıd́ıćıho toku pro zkrácené vyhodnocováńı složených podmı́nek

Je tedy třeba pamatovat na to, že ve složených podmı́nkách je pořad́ı jednotlivých d́ılč́ıch
podmı́nek d̊uležité (tj. B1 and B2 se může chovat jinak než B2 and B1).

Pokud budou v daľśım textu použity složené podmı́nky, bude se u nich vždy předpokládat
zkrácené vyhodnocováńı. U grafu ř́ıd́ıćıho toku se pak bude předpokládat, že jsou tyto složené
podmı́nky rozloženy na postupné vyhodnoceńı d́ılč́ıch podmı́nek a že podmı́nky u hran grafu jsou
jednoduché podmı́nky, které se vyhodnot́ı vždy celé.

∗ ∗ ∗

Reprezentace algoritmů pomoćı graf̊u ř́ıd́ıćıho toku se nám bude hodit pro některé účely, jako
např́ıklad pro popis některých postup̊u, které se použ́ıvaj́ı při dokazováńı korektnosti algoritmů
nebo při analýze jejich časové složitosti. Jednou z výhod grafu ř́ıd́ıćıho toku je to, že umožňuje
abstrahovat od konkrétńıch ř́ıd́ıćıch konstrukćı daného programovaćıho jazyka a podstatně snižuje
počet r̊uzných podpř́ıpad̊u, které je třeba rozeb́ırat při popisu r̊uzných typ̊u analýz algoritmů a
programů.

Reprezentace pomoćı grafu je také velmi bĺızká tomu, jak jsou programy většinou implemen-
továny na úrovni strojového kódu nebo bytekódu nějakého virtuálńıho stroje. Na této ńızké úrovni
jsou programy realizovány jako posloupnosti jednoduchých instrukćı bez nějaké daľśı struktury.
Jednoduchými instrukcemi jsou zde myšleny např́ıklad přǐrazeńı apod., ale ne žádné složené
př́ıkazy. Tyto jednoduché instrukce jsou určitým zp̊usobem č́ıslovány, přičemž č́ısla instrukćı
udávaj́ı jejich pozice v paměti. (Tyto pozice v paměti se často označuj́ı jako adresy instrukćı.)

Instrukce se vykonávaj́ı postupně v tom pořad́ı, jak jsou uvedeny v paměti. Při provedeńı

”
obyčejné“ instrukce (přǐrazeńı) se vždy pokračuje prováděńım instrukce, která je v paměti hned
za ńı na adrese následuj́ıćı za touto instrukćı. Veškerý ř́ıd́ıćı tok (v rámci jednoho podprogramu)
je pak realizován pomoćı následuj́ıćıch dvou typ̊u instrukćı:

• goto ℓ — nepodmı́něný skok — po provedeńı tohoto př́ıkazu se nepokračuje následuj́ıćı
instrukćı, ale instrukćı na adrese ℓ,

• if B then goto ℓ— podmı́něný skok — při provedeńı tohoto př́ıkazu se nejprve vyhodnot́ı
podmı́nka B. Pokud plat́ı, pokračuje se na adrese ℓ, pokud ne, pokračuje se následuj́ıćı
instrukćı.

Algoritmus 1 realizovaný t́ımto zp̊usobem vypadá takto:
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0: k := 0
1: i := 1
2: goto 6
3: if A[i] ≤ A[k] then goto 5
4: k := i

5: i := i+ 1
6: if i < n then goto 3
7: return A[k]

Čı́sla na začátku řádk̊u zde udávaj́ı adresy instrukćı. Program se začne provádět provedeńım
instrukce k := 0 na adrese 0. Poté se provede přǐrazeńı i := 1 na adrese 1. Pak se pokračuje
provedeńım instrukce goto 6 na adrese 2. Tato instrukce provede skok na adresu 6, kde se provede
test, zda plat́ı i < n. Pokud ano, pokračuje se instrukćı na adrese 3. Pokud ne, výpočet skonč́ı
provedeńım instrukce return A[k] na adrese 7.

Mı́sto adres instrukćı se pro lepš́ı čitelnost použ́ıvaj́ı návěšt́ı (angl. label). Návěšt́ı je symbo-
lické pojmenováńı určitého mı́sta v kódu. Stač́ı uvádět návěšt́ı u těch instrukćı, které jsou ćılem
nějakého skoku. Adresy ostatńıch instrukćı nejsou podstatné.

Výše uvedený kód, kde jsou ale mı́sto adres instrukćı použity návěšt́ı, vypadá následovně:

start: k := 0

i := 1
goto L3

L1: if A[i] ≤ A[k] then goto L2
k := i

L2: i := i+ 1
L3: if i < n then goto L1

return A[k]

Poznamenejme, že označováńı adres v kódu pomoćı návěšt́ı se použ́ıvá např́ıklad při pro-
gramováńı v assembleru (správný český, ale nepř́ılǐs použ́ıvaný, termı́n je jazyk symbolických

instrukćı). Čı́slováńı řádk̊u a realizaci ř́ıd́ıćıho toku pomoćı př́ıkaz̊u goto použ́ıvaly též r̊uzné
historické verze programovaćıch jazyk̊u jako Fortran a Basic.

Čtenáři by jistě nemělo dělat problém transformovat program v této podobě (nestrukturovaná
sekvence instrukćı, kde je ř́ıd́ıćı tok realizován pomoćı goto) do grafu ř́ıd́ıćıho toku. Rovněž je
snadné realizovat algoritmus popsaný grafem ř́ıd́ıćıho toku jako takovouto posloupnost instrukćı.
Stač́ı vypsat instrukce na hranách v nějakém libolvolném pořad́ı a doplnit mezi ně př́ıkazy goto,
aby se vždy pokračovalo tou správnou instrukćı podle grafu. (Samozřejmě neńı potřeba přidávat
skok na následuj́ıćı řádek, protože následuj́ıćım řádkem se pokračuje automaticky. Rovněž je
vhodné zvolit takové pořad́ı instrukćı, aby se tam těch př́ıkaz̊u goto muselo přidávat co nejméně.)

Je asi taky jasné, že každý program použ́ıvaj́ıćı konstrukce strukturovaného programováńı se
dá přeložit do programu, kde ř́ıd́ıćı tok realizován pomoćı goto. Pro ilustraci uved’me zp̊usob, jak
přeložit strukturované př́ıkazy if a while. (Daľśı strukturované př́ıkazy se daj́ı přeložit podobným
zp̊usobem.) Zápisy 〈S1〉, 〈S2〉 a 〈S〉 zde zastupuj́ı sekvence instrukćı, na které by se přeložily př́ıkazy
S1, S2 a S.

a) if B then S1 else S2:

if ¬B then goto L1
〈S1〉
goto L2

L1: 〈S2〉
L2:

b) while B do S:

goto L2
L1: 〈S〉
L2: if B then goto L1

∗ ∗ ∗



2.3 Výpočet algoritmu 25

Zat́ım jsme nijak neřešili, jak mohou vypadat výrazy v př́ıkazech přǐrazeńı nebo v podmı́nkách,
které se testuj́ı. Obecně to ve většině vyšš́ıch programovaćıch jazyk̊u mohou být libovolně složité
výrazy, ve kterých se může objevit mnoho r̊uzných operátor̊u a daľśıch konstrukćı jako třeba
př́ıstup k prvku pole, př́ıstup k položce záznamu, dereferencováńı ukazatele, apod.

Př́ıklad takového komplikovaněǰśıho přǐrazeńı je třeba

A[i+ s] := (B[3 ∗ j+ 1] + x) ∗ y+ 8, (∗)

kde A a B jsou názvy poĺı a i, j, s, x, y č́ıselné proměnné.

Pro některé účely se může hodit povolit jen instrukce přǐrazeńı, ve kterých se může vyskyto-
vat nejvýše jedna aritmetická operace, jej́ıž operandy muśı být nav́ıc proměnné nebo konstanty
(tj. nemohou to být žádné komplikovaněǰśı výrazy). Podobné omezeńı můžeme dát i na daľśı typy
konstrukćı ve výrazech. Např́ıklad pro př́ıstup k prvk̊um pole můžeme povolit jen instrukce tvaru
A[i] := x a x := A[i], kde i a x muśı být proměnné nebo konstanty.

Bez ohledu na to, jaké konkrétńı operace a konstrukce jsou ve výrazech povoleny, je asi
zřejmé, že každý komplikovaný přǐrazovaćı př́ıkaz je možné transformovat (za cenu přidáńı nových
pomocných proměnných) na sekvenci jednoduchých přǐrazeńı splňuj́ıćı výše popsaná omezeńı.
Např́ıklad výše uvedené př́ıkaz (∗) je možné nahradit následuj́ıćı posloupnost́ı jednoduchých přǐrazeńı:

t1 := i+ s

t2 := 3 ∗ j
t2 := t2 + 1

t3 := B[t2]

t3 := t3 + x
t3 := t3 ∗ y
t3 := t3 + 8
A[t1] := t3

V této sekvenci př́ıkaz̊u byly t1, t2 a t3 přidány jako nové pomocné proměnné.

Podobným zp̊usobem je možné transformavat libovolnou komplikovanou podmı́nku na po-
sloupnost přǐrazeńı, za kterou následuje jedna jednoduchá podmı́nka, kde se např́ıklad porovnaj́ı
hodnoty dvou proměnných apod.

Na úrovni strojového kódu nebo bytekódu nějakého virtuálńıho stroje bývá vyhodnoceńı kom-
plikovaných výraz̊u realizováno t́ımto zp̊usobem, takže jednotlivé instrukce pak mohou být velmi
jednoduché.

2.3 Výpočet algoritmu

Řekněme, že máme nějaký algoritmus popsaný jako program v nějakém programovaćım jazyce,
nebo třeba pseudokódem, grafem ř́ıd́ıćıho toku nebo nějakým jiným zp̊usobem. Konkrétńı zp̊usob
popisu neńı v této chv́ıli podstatný.

Tento algoritmus očekává jako sv̊uj vstup data nějakého určitého typu. Např́ıklad Algoritmus 1
očekává jako sv̊uj vstup pole hodnot (pro konkrétnost řekněme třeba pole celých č́ısel) indexované
od nuly a přirozené č́ıslo udávaj́ıćı délku tohoto pole. Nav́ıc se předpokládá, že tato délka neńı
nula.

Př́ıkladem vstupńıch dat pro tento algoritmus je tedy např́ıklad dvojice

([ 3, 8, 1, 3, 6 ], 5) ,

kde [ 3, 8, 1, 3, 6 ] je pole hodnot a 5 je délka tohoto pole.

Algoritmus je typicky vykonáván nějakým strojem . Slovo
”
stroj“ je zde chápáno ve značně

širokém smyslu. Může to být třeba skutečný poč́ıtač, který pomoćı svého hardware vykonává
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program zapsaný ve formě instrukćı strojového kódu, může to být nějaký virtuálńı stroj (jako
je třeba JVM – Java Virtual Machine) vykonávaj́ıćı program ve formě bytekódu, může to být
interpretr nějakého programovaćıho jazyka, který zpracovává programy př́ımo ve formě zdrojového
kódu, apod. Stejně tak může být t́ımto strojem nějaký idealizovaný matematický model poč́ıtače.

Tento stroj může být jednoúčelový, kdy je schopen vykonávat jen jeden jediný konkrétńı algorit-
mus, přičemž tento algoritmus je př́ımo natvrdo zabudován do struktury tohoto stroje, nebo může
být obecněǰśı, kdy je schopen vykonávat mnoho r̊uzných algoritmů, přičemž popis konkrétńıho
algoritmu, který má vykonávat, dostane ve formě programu .

Řekněme, že daný stroj (at’ už jednoúčelový nebo obecněǰśı, který daný algoritmus dostal ve
formě programu) dostane vstupńı data pro daný algoritmus a začne tento algoritmus pro tato
vstupńı data provádět. Začne tato vstupńı data nějak zpracovávat, začne provádět určité operace
podle instrukćı v popisu algoritmu, přičemž při prováděńı těchto operaćı př́ıpadně generuje nějaký
výstup a bud’ po nějakém konečném počtu krok̊u skonč́ı nebo pokračuje v prováděńı těchto ope-
raćı donekonečna. Posloupnost krok̊u, které stroj pro daný konkrétńı vstup provád́ı, se označuje
jako výpočet . Konkrétńı posloupnost operaćı, které stroj nad daným vstupem provád́ı, záviśı na
tomto vstupu. Různým vstupńım dat̊um obecně odpov́ıdaj́ı r̊uzné výpočty. Výpočet může být
bud’ konečný (prováděńı algoritmu po nějakém konečném počtu krok̊u skonč́ı) nebo nekonečný

(stroj donekonečna pokračuje v prováděńı operaćı).

Během výpočtu si stroj muśı pamatovat, kterou instrukci právě provád́ı. Kromě toho má ty-
picky k dispozici nějakou pracovńı pamět’, kam si může ukládat hodnoty, se kterými pracuje, a
později je může z této paměti č́ıst. Jakou podobu má tato pamět’ a jakým zp̊usobem jsou data
v této paměti organizována, záviśı na konkrétńım typu stroje.

Pro jednoduchost a pro konkrétnost si např́ıklad můžeme představit, že tato pamět’ má podobu
sady proměnných (pojmenovaných nějakými názvy), do kterých je možno přǐrazovat libovolné
hodnoty určitých typ̊u. (Pro jednoduchost ted’ ignorujme věci jako rozděleńı proměnných na lokálńı
a globálńı, možnost dynamické alokace paměti, apod.)

Předpokládá se, že pracovńı pamět’ se chová zcela pasivně, že sama žádné operace neprovád́ı,
a že je spolehlivá. Co do ńı stroj zaṕı̌se, to z ńı později také přečte, bez toho, že by se tato data
mohla z paměti sama ztrácet, měnit nebo se tam nějak sama od sebe objevovat. Veškeré změny
obsahu paměti jsou d̊usledkem provedeńı nějaké operace, kterou stroj vykonal.

Ve skutečném poč́ıtači je pamět’, kterou program při výpočtu použ́ıvá tvořena nejen pamět́ı
RAM, ale tvoř́ı ji i registry procesoru, paměti cache lež́ıćı mezi procesorem a hlavńı pamět́ı, a
někdy může program jako svou pamět’ využ́ıvat i pevný disk.

Z určitého pohledu se i na mı́sto, ze kterého jsou čtena vstupńı data, můžeme d́ıvat jako na
součást pracovńı paměti stroje. Někdy jsou už vstupńı data skutečně uložena na začátku výpočtu
v paměti. Např́ıklad v Algoritmu 1 se předpokládá, že poleA obsahuj́ıćı vstupńı data už je v paměti
uloženo. Někdy se data nač́ıtaj́ı odněkud

”
zvenku“ (z disku, ze śıtě, z nějakého připojeného čidla

apod.). Z hlediska algoritmů však tento rozd́ıl většinou neńı podstatný. Na nač́ıtańı dat
”
zvenku“

se můžeme d́ıvat t́ım zp̊usobem, že zdroj dat je také součást paměti a čteńı dat je v podstatě to
samé, co koṕırováńı těchto dat z jednoho mı́sta paměti do nějakého jiného mı́sta, kde se s nimi dá
dále pracovat.

Podobně se na výstup dat můžeme d́ıvat jako zápis dat někam do paměti. Někdy se skutečně
data zapisuj́ı jen do paměti, jako třeba v př́ıpadě, kdy se funkce implementuj́ıćı daný algoritmus
vraćı výstup jako návratovou hodnotu pomoćı př́ıkazu return. Jindy se sice data ve skutečnosti
pośılaj́ı na nějakou výstupńı periferii, ale z hlediska algoritmu se na to můžeme d́ıvat tak, jako by
se tato data zapisovala někam do paměti.

Co se týká vstupu a výstupu, budeme mı́sta odkud se nač́ıtaj́ı vstupńı data a kam se zapi-
suj́ı výstupńı data chápat jako součást pracovńı paměti stroje, který daný algoritmus vykonává.
Z hlediska algoritmu je pouze d̊uležité, zda může tyto části paměti použ́ıvat pro nějaké daľśı účely.
Konkrétně, zda může zapisovat do oblasti paměti, kde má uložena vstupńı data, a zda může č́ıst
obsah paměti kam ukládá výstupńı data.
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Ve většině př́ıpad̊u je přirozené stanovit omezeńı, že část paměti, ve které jsou uložena vstupńı
data, je možné pouze č́ıst (tj. neńı možné tam nic zapisovat), a do části paměti, kam se zapisuj́ı
výstupńı data, je možné pouze zapisovat (tj. data zapsaná na výstup nemůže algoritmus č́ıst).
Ostatńı pamět’ může algoritmus použ́ıvat libovolným zp̊usobem (tj. může do ńı zapisovat i z ńı
č́ıst).

V některých př́ıpadech je zase naopak přirozeněǰśı to brát tak, že pamět’ se vstupńımi a
výstupńımi daty se nijak nelǐśı od zbytku paměti. Např́ıklad u problému tř́ıděńı se většinou
předpokládá, že data, která se maj́ı tř́ıdit, jsou na začátku uložena v poli. Toto pole se použ́ıvá
během výpočtu, kdy algoritmus přemist’uje prvky v tomto poli a měńı tak jeho obsah. Po skončeńı
výpočtu jsou pak setř́ıděné prvky uloženy v tomto poli. Stejná pamět’ (stejné pole) se tak použ́ıvá
jak pro vstupńı data, tak pro uložeńı výsledku, a během během výpočtu se použ́ıvá jako pomocná
pamět’, jej́ıž obsah se pr̊uběžně měńı.

∗ ∗ ∗

Předpokládejme nyńı, že máme nějaký konkrétńı algoritmusAlg a že tento algoritmus je zadaný
ve formě grafu ř́ıd́ıćıho toku. Dále předpokládejme, že tento algoritmus bude vykonáván nějakým
konkrétńım strojem M, kde nav́ıc budeme předpokládat, že pamět’ použ́ıvaná strojem M má po-
dobu sady proměnných, kterým jsou přǐrazeny hodnoty nějakých určitých typ̊u, přičemž hodnoty
přǐrazené jednotlivým proměnným může stroj M během výpočtu měnit.

Pokud algoritmusAlg vykonávaný strojemM dostane nějaký konkrétńı vstupw (předpokládáme,
žew je nějaký vstup z množiny všech př́ıpustných vstup̊u pro daný algoritmus), začnou se provádět
jednotlivé kroky algoritmu. Při těchto kroćıch se pr̊uběžně měńı jak aktuálńı ř́ıd́ıćı stav (který
určuje, jaká instrukce se bude provádět v následuj́ıćım kroku), tak obsah paměti.

Představme si, že bychom v nějakém libovolném okamžiku výpočet stroje pozastavili a pod́ıvali
se, v jakém ř́ıd́ıćım stavu se stroj zrovna nacháźı a jaký je celkový obsah jeho paměti. Takový
celkový stav stroje M v nějakém okamžiku výpočtu se označuje jako konfigurace stroje M.

Obecně u r̊uzných typ̊u stroj̊u mohou mı́t konfigurace stroje r̊uznou podobu. Pokud ovšem
předpokládáme, že daný algoritmus je dán ve formě grafu ř́ıd́ıćıho toku, může být konfigurace
reprezentována jako dvojice

(q,mem)

kde

• q — představuje aktuálńı ř́ıd́ıćı stav,

• mem — představuje aktuálńı obsah paměti stroje M, tj. určuje jaké hodnoty jsou mo-
mentálně přǐrazeny jednotlivým proměnným.

Pro konkrétnost si vezměme Algoritmus 1 popsaný grafem ř́ıd́ıćıho toku, který je uveden
na Obrázku 2.4. Tento graf je téměř stejný jako graf na Obrázku 2.1, ovšem oproti grafu na
Obrázku 2.1 zde bylo doplněno označeńı jednotlivých instrukćı symboly I0, I1, . . . , I8. Nav́ıc zde
byl př́ıkaz return A[k] změněn na result := A[k], takže vráceńı výsledné návratové hodnoty je
zde reprezentováno jako přǐrazeńı do speciálńı pomocné proměnné result .

Pokud je např́ıklad aktuálńı obsah paměti během výpočtu takový, že pole A obsahuje prvky
[3, 8, 1, 3, 6], proměnnánmá hodnotu 5, proměnná i hodnotu 1, proměnná k hodnotu 0 a proměnná result
nebyla dosud inicializována (tj. algoritmus do ńı dosud nepřǐradil žádnou hodnotu), může být tento
obsah paměti mem popsán následovně:

〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 1, k: 0, result : ?〉

Otazńık u proměnné result zde označuje, že tato proměnná nebyla dosud inicializována a že tedy
obsahuje nějakou nedefinovanou náhodnou hodnotu, kterou by algoritmus neměl použ́ıvat.

Pokud se algoritmus právě nacháźı v ř́ıd́ıćım stavu 2 a jeho obsah paměti je výše popsané mem,
aktuálńı konfigurace α je dvojice (q,mem), kde q je ř́ıd́ıćı stav 2, tj. celá konfigurace α vypadá
takto:

(2, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 1, k: 0, result : ?〉)
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I0 k := 0
I1 i := 1

I2 [i < n]
I3 [i ≥ n]
I4 [[A[i] ≤ A[k]]
I5 [A[i] > A[k]]
I6 k := i

I7 i := i+ 1

I8 result := A[k]

Obrázek 2.4: Graf ř́ıd́ıćıho toku funkce Find-Max

Výpočet algoritmu zač́ıná v počátečńı konfiguraci , kde ř́ıd́ıćı stav je počátečńı ř́ıd́ıćı stav a
kde hodnoty vstupńıch dat jsou uloženy v té části paměti, odkud se čtou vstupńı data. Jinak je
pamět’ prázdná, hodnoty proměnných jsou neinicializované, apod.

Pokud např́ıklad u Algoritmu 1 budeme mı́t vstupńı data w, kde w je dvojice ([ 3, 8, 1, 3, 6 ], 5),
počátečńı konfigurace bude

(0, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: ?, k: ?, result : ?〉),

protože počátečńı ř́ıd́ıćı stav je stav 0. V počátečńı konfiguraci jsou tedy do pole pole A přǐrazeny
př́ıslušné prvky a do proměnné n počet těchto prvk̊u (tj. 5). Otazńıky u proměnných i, k a result

označuj́ı, že tyto proměnné jsou na začátku výpočtu neinicializované. Označme tuto počátečńı
konfiguraci jako α0.

V grafu na Obrázku 2.4 vede ze stavu 0 jediná hrana. Tato hrana je označena instrukćı I0,
což je instrukce k := 0, a vede do stavu 1. V počátečńı konfiguraci se tedy provede instrukce
k := 0, která přǐrad́ı do proměnné k hodnotu 0 a aktuálńı ř́ıd́ıćı stav se změńı ze stavu 0 na stav 1.
Provedeńım tohoto kroku se tedy z konfigurace α0 přejde do konfigurace α1, kde ř́ıd́ıćı stav je 1
a obsah paměti je stejný jako v konfiguraci α0 s t́ım rozd́ılem, že do proměnné k je ted’ přǐrazena
hodnota 0.

Ze stavu 1 opět vede jediná hrana označená instrukćı I1, což je instrukce i := 1. Tato hrana
vede do stavu 2. V daľśım kroku se tedy do proměnné i přǐrad́ı hodnota 1 a přejde se do stavu 2,
č́ımž se stroj M dostane do konfigurace α2, kde ř́ıd́ıćı stav je stav 2 a obsah paměti je stejný
jako v konfiguraci α0 s t́ım rozd́ılem, že do proměnné i je přǐrazena hodnota 1 a do proměnné k
hodnota 0.

Z ř́ıd́ıćıho stavu 2 vedou dvě hrany označené podmı́nkami I2 a I3, kde I2 je podmı́nka [i < n]

a I3 podmı́nka [i ≥ n]. Tyto podmı́nky se v konfiguraci α2 vyhodnot́ı s aktuálńımi hodnotami
proměnných. Protože v konfiguraci α2 má proměnná i hodnotu 1 a proměnná n hodnotu 5,
podmı́nka i < n plat́ı (protože 1 < 5) a podmı́nka i ≥ n neplat́ı. Pokračuje se tedy hranou
označenou instrukćı I2. Tı́m se přejde z konfigurace α2 do konfigurace α3, kde ř́ıd́ıćı stav je stav 3
a obsah paměti je stejný jako v konfiguraci α2. (Při vyhodnocováńı podmı́nek se obsah paměti
nijak neměńı.)

Podobným zp̊usobem bychom mohli pokračovat dál. Při zpracováńı vstupu ([3, 8, 1, 3, 6], 5)
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provede Algoritmus 1 celkem 17 krok̊u, a projde přitom postupně konfiguracemi α0, α1, . . . , α17,
které vypadaj́ı následovně:

α0: (0, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: ?, k: ?, result : ?〉)
α1: (1, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: ?, k: 0, result : ?〉)
α2: (2, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 1, k: 0, result : ?〉)
α3: (3, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 1, k: 0, result : ?〉)
α4: (4, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 1, k: 0, result : ?〉)
α5: (5, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 1, k: 1, result : ?〉)
α6: (2, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 2, k: 1, result : ?〉)
α7: (3, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 2, k: 1, result : ?〉)
α8: (5, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 2, k: 1, result : ?〉)
α9: (2, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 3, k: 1, result : ?〉)
α10: (3, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 3, k: 1, result : ?〉)
α11: (5, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 3, k: 1, result : ?〉)
α12: (2, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 4, k: 1, result : ?〉)
α13: (3, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 4, k: 1, result : ?〉)
α14: (5, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 4, k: 1, result : ?〉)
α15: (2, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 5, k: 1, result : ?〉)
α16: (6, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 5, k: 1, result : ?〉)
α17: (7, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 5, k: 1, result : 8〉)

V konfiguraci α17 výpočet konč́ı, protože v této konfiguraci je ř́ıd́ıćı stav 7 a v grafu na
Obrázku 2.4 nevede z tohoto ř́ıd́ıćıho stavu žádná hrana, takže se jedná o koncový stav (na
obrázku je to znázorněno t́ım, že stav 7 je označen dvojitým kroužkem). Protože je v konfigu-
raci α17 ř́ıd́ıćı stav koncový, je konfigurace α17 koncovou konfiguraćı .

Koncové konfigurace jsou ty konfigurace, ve kterých výpočet (korektně) konč́ı. Kromě ko-
rektńıho ukončeńı v koncové konfiguraci může výpočet skončit také chybou, když během prováděńı
algoritmu dojde k provedeńı nějaké nepovolené operace, např́ıklad k př́ıstupu k prvku pole mimo
povolený rozsah index̊u, k děleńı nulou, apod.

Pokud α a α ′ jsou nějaké dvě konfigurace a I je nějaká instrukce, zápisem

α
I

−→ α ′

budeme označovat, že provedeńım instrukce I přejde stroj z konfigurace α jedńım krokem do
konfigurace α ′. Pokud je α = (q,mem) a α ′ = (q ′,mem ′), muśı vést v grafu ř́ıd́ıćıho toku hrana
ze stavu q do stavu q ′ a tato hrana muśı být označena instrukćı I.

Pokud α
I1−→ α ′ a α ′

I2−→ α ′′, můžeme to zkráceně zapsat jako

α
I1−→ α ′ I2−→ α ′′ .

Podobně můžeme pokračovat, pokud by krok̊u výpočtu bylo v́ıc.

Např́ıklad prvńıch několik krok̊u výše popsaného výpočtu Algoritmu 1 nad vstupem ([3, 8, 1, 3, 6], 5)

je tak možné zapsat následuj́ıćım zp̊usobem:

α0
I0−→ α1

I1−→ α2
I2−→ α3

I5−→ α4
I6−→ α5

I7−→ α6
I2−→ α7

I4−→ α8
I7−→ α9

I2−→ α10
I4−→ · · ·

Obecně může být výpočet algoritmu Alg nad vstupem w konečný nebo nekonečný. Konečný

výpočet je (konečná) posloupnost

α0
I0−→ α1

I1−→ α2
I2−→ α3

I3−→ α4
I4−→ · · ·

It−2

−→ αt−1
It−1

−→ αt ,

kde αi pro i = 0, 1, . . . , t jsou konfigurace a Ii pro i = 0, 1, . . . , t− 1 jsou instrukce takové, že pro

každé i, kde 0 ≤ i < t, plat́ı αi
Ii−→ αi+1. Nav́ıc muśı platit, že α0 je počátečńı konfigurace pro

vstup w a αt je koncová konfigurace.
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Nekonečný výpočet je definován podobně, akorát, že v tomto př́ıpadě se jedná o nekonečnou
posloupnost

α0
I0−→ α1

I1−→ α2
I2−→ α3

I3−→ α4
I4−→ · · · ,

kde výše uvedené vztahy muśı platit pro všechna i ∈ N. Konfigurace α0 opět muśı být počátečńı
konfigurace pro vstup w, ovšem na rozd́ıl od konečného výpočtu v nekonečném výpočtu neexistuje
žádná koncová konfigurace.

Výpočet (at’ už konečný nebo nekonečný) je tedy možné popsat dvěma r̊uznými zp̊usoby:

(a) jako posloupnost konfiguraćı α0, α1, α2, . . .,

(b) jako posloupnost provedených instrukćı I0, I1, I2, . . .

V každé konfiguraci α, která neńı koncová, je touto konfiguraćı jednoznačně určena instrukce I,
která se v této konfiguraci provede. Na druhou stranu, pokud máme konfiguraci α a instrukci I,
která se může v této konfiguraci provést, je touto konfiguraćı a instrukćı jednoznačně určena
konfigurace α ′ taková, že

α
I

−→ α ′ ,

do které se provedeńım instrukce I v konfiguraci α přejde.

Připomeňme ještě, že v následuj́ıćım textu budeme rozlǐsovat instrukce následuj́ıćıch dvou typ̊u:

• přiřazeńı — instrukce tvaru x := E.

Řekněme, že máme konfiguraci α = (q,mem), kde v grafu ř́ıd́ıćıho toku vede ze stavu q
jediná hrana označená instrukćı I tvaru x := E a tato hrana vede do stavu q ′. Nejprve
se vyhodnot́ı výraz E při obsahu paměti mem. Hodnota tohoto výrazu se poté přǐrad́ı do
proměnné x a přejde se do stavu q ′. Instrukćı I se tedy přejde z konfigurace α do konfi-
gurace α ′ = (q ′,mem ′), kde obsah paměti mem ′ je stejný jako obsah paměti mem s t́ım
rozd́ılem, že v mem ′ je do proměnné x přǐrazena hodnota daná hodnotou výrazu E při obsahu
paměti mem .

Poznamenejme ještě, že i instrukce pro čteńı vstupu a pro zápis na výstup budou chápány
jako speciálńı př́ıpady přǐrazeńı, jak bylo popsáno dř́ıve.

• test podmı́nky — instrukce tvaru [B].

Řekněme, že máme konfiguraci α = (q,mem), kde v grafu ř́ıd́ıćıho toku vedou ze stavu q
hrany označená podmı́nkami [B1], [B2], . . . , [Bs]. Tyto podmı́nky se vyhodnot́ı při obsahu
paměti mem. Podmı́nky muśı být voleny tak, aby vždy byla pravdivá právě jedna z těchto
podmı́nek. Pokud při obsahu paměti mem plat́ı podmı́nka Bi (a ostatńı podmı́nky při tomto
obsahu paměti neplat́ı) a hrana označená touto podmı́nkou vede ze stavu q do stavu q ′,
pokračuje se ve výpočtu konfiguraćı (q ′,mem). Při vyhodnoceńı podmı́nky se tedy obsah
paměti neměńı a provedeńım instrukce se pouze změńı ř́ıd́ıćı stav.

V grafu ř́ıd́ıćıho toku na Obrázku 2.4 jsou instrukce I0, I1, I6, I7 a I8 instrukcemi přǐrazeńı a
instrukce I2, I3, I4 a I5 jsou podmı́nky. V ř́ıd́ıćıch stavech 0, 1, 4, 5 a 6 se jako následuj́ıćı instrukce
provád́ı přǐrazeńı, zat́ımco ve stavech 2 a 3 se vyhodnocuj́ı podmı́nky. Stav 7 je koncový.



Kapitola 3

Korektnost algoritmů

Zhruba řečeno, algoritmus je korektńı, jestliže se chová
”
správně“ a dává takové výsledky, jaké od

něj očekáváme. Korektnost algoritmu neńı vlastnost tohoto algoritmu jako takového, ale vždy se
vztahuje k nějaké specifikaci toho, co by daný algoritmus měl dělat.

Nejčastěji má algoritmus za úkol zpracovat nějaký vstup z nějaké dané množiny možných
vstup̊u a pro tento vstup vyprodukovat nějaký výstup, který vzhledem ke vstupu cosi splňuje.
V takovém př́ıpadě bývá to, co má algoritmus dělat, specifikováno ve formě algoritmického

problému .

Popis algoritmického problému muśı obsahovat následuj́ıćı tři věci:

• Popis vstupu — Muśı být specifikováno, jaký druh dat má algoritmus očekávat jako sv̊uj
vstup.

• Popis výstupu — Muśı být specifikováno, jaký druh dat bude algoritmus generovat jako
sv̊uj výstup.

• Vztah mezi vstupy a výstupy — Muśı být specifikováno, co muśı data, která zapisuje
algoritmus na výstup, splňovat vzhledem k dat̊um na vstupu.

Např́ıklad Algoritmus 1, popsaný v Sekci 2.1, by měl řešit problém nalezeńı největš́ıho prvku
v poli. Nazvěme tento problém názvem Max-Element. Problém Max-Element je možné po-
drobněji specifikovat následuj́ıćım zp̊usobem:

Vstup: Pole A indexované od nuly a č́ıslo n udávaj́ıćı počet prvk̊u v tomto poli,
přičemž se předpokládá, že n ≥ 1.

Výstup: Hodnota result , která je hodnotou maximálńıho prvku v poli A, tj. hod-
nota result , pro kterou plat́ı:

• A[j] ≤ result pro všechna j ∈ N, kde 0 ≤ j < n, a

• existuje j ∈ N takové, že 0 ≤ j < n a A[j] = result .

Připomeňme, že konkrétńı vstupńı data, která odpov́ıdaj́ı specifikaci vstupu v popisu algorit-
mického problému se označuj́ı jako instance daného problému.

Např́ıklad dvojice ([ 3, 8, 1, 3, 6 ], 5) je tedy instanćı problému Max-Element.

Definice 3.1 Algoritmus Alg řeš́ı problém P, jestliže pro každou instanci w problému P jsou
splněny následuj́ıćı dvě podmı́nky:

(a) Výpočet algoritmu Alg nad vstupem w se po konečném počtu krok̊u (korektně) zastav́ı.

(b) Algoritmus Alg vygeneruje pro vstup w výstup, který odpov́ıdá podmı́nkám kladeným na
výstup ve specifikaci problému P.
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Algoritmus, který řeš́ı problém P, je korektńım řešeńım tohoto problému.

Důvod̊u, proč nějaký algoritmus Alg neńı korektńım řešeńım problému P, může být několik.
Stač́ı, aby existoval alespoň jeden vstup w, pro který nastane jedna z následuj́ıćıch situaćı:

(a) Během výpočtu algoritmu Alg nad vstupem w dojde k chybě, kdy algoritmus provede nějakou
chybnou nepovolenou operaci (např. př́ıstup k prvku pole mimo povolený rozsah index̊u,
k děleńı nulou, apod.).

(b) Algoritmus korektně skonč́ı, ale vygeneruje nějaký výstup, který nesplňuje podmı́nky specifi-
kované v zadáńı problému P.

(c) Algoritmus se nikdy nezastav́ı.

Pokud se má zd̊uvodnit, že algoritmus je korektńım řešeńım daného problému, muśı se prokázat,
že pro žádný vstup z množiny všech př́ıpustných vstup̊u nedojde k žádnému z těchto nežádoućıch
př́ıpad̊u.

Množina všech př́ıpustných vstup̊u je většinou nekonečná nebo alespoň velmi velká. Např́ıklad,
kdybychom se u problému Max-Element omezili na pole do 1 000 000 prvk̊u a dali omezeńı, že
hodnoty těchto prvk̊u muśı být celá č́ısla v intervalu od −2 000 000 000 do +2 000 000 000, množina
všech takových poĺı bude sice konečná, ale astronomicky velká. Obecně tedy nepřicháźı v úvahu
možnost systematicky vyzkoušet všechny možné vstupy a pro každý takový vstup otestovat, že za
běhu algoritmu nedojde k chybě, že se algoritmus zastav́ı a vydá správný výsledek.

Samozřejmě je vhodné algoritmus otestovat na nějakých testovaćıch vstupech. Pokud na některém
z testovaćıch vstup̊u nefunguje algoritmus správně, tak určitě korektńı neńı. Ovšem to, že algorit-
mus funguje správně na testovaćıch vstupech, neńı zárukou toho, že bude správně fungovat i na
všech ostatńıch vstupech.

Korektnost algoritmu se tedy muśı dokazovat jiným zp̊usobem. Při zd̊uvodňováńı toho, že
algoritmus je korektńı, je vhodné si tento úkol rozdělit na dva samostatné podúkoly:

(a) Prokázáńı toho, že za běhu algoritmu nedojde k žádné chybné nežádoućı operaci. Zd̊uvodněńı
toho, že pokud bude algoritmus generovat nějaký výstup, tak tento výstup bude odpov́ıdat
zadáńı, a zd̊uvodněńı toho, že pokud se program zastav́ı, tak předt́ım vygeneruje nějaký
výstup.
V této fázi analýzy korektnosti se nebude řešit, jestli se program v̊ubec někdy zastav́ı, nebo
jestli v̊ubec někdy vygeneruje nějaký výstup.

(b) Prokázáńı toho, že algoritmus se pro každý př́ıpustný vstup po konečném počtu krok̊u zastav́ı.

V Sekci 3.1 bude popsáno použit́ı tzv. invariant̊u , což je jedna z metod, která se dá použ́ıt pro
prokazováńı vlastnost́ı algoritmu popsaných v bodě (a). V Sekci 3.2 bude popsán jeden z možných
zp̊usob̊u, jak prokazovat, že se algoritmus pro konečném počtu zastav́ı, tj. že má vlastnost uvedenou
v bodě (b).

3.1 Invarianty

Invarianty jsou prostředkem pro prokázáńı toho, že algoritmus během svého běhu nikdy neudělá
nic

”
špatného“. Různých

”
špatných“ věćı, které by algoritmus během svého vykonáváńı mohl

udělat, je hodně — provedeńı nějaké chybné nepovolené operace, vygenerováńı chybného výstupu,
zastaveńı se bez toho, aby byl vygenerován výstup, apod.

Invariant je libovolná podmı́nka, která muśı být v určitém mı́stě kódu algoritmu vždy (tj. ve
všech možných výpočtech pro všechny možné vstupy) splněna v okamžiku, kdy se t́ımto mı́stem
při vykonáváńı jednotlivých instrukćı algoritmu procháźı.

Předt́ım, než si tento pojem poṕı̌seme podrobně a než ho budeme ilustrovat na př́ıkladech, je
vhodné nejprve zavést několik pomocných pojmů, které se nám budou v daľśım výkladu hodit.
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Předpokládejme, že máme algoritmus Alg , o kterém chceme dokázat, že je korektńım řešeńım
problému P. Symbolem In si označme množinu všech možných vstup̊u, které jsou př́ıpustné podle
specifikace vstupu v popisu problému P.

Nav́ıc předpokládejme, že algoritmus Alg máme reprezentován ve formě grafu ř́ıd́ıćıho toku.

Každému vstupu w z množiny In odpov́ıdá nějaký výpočet algoritmu Alg, který můžeme repre-
zentovat jako (konečnou nebo nekonečnou) posloupnost konfiguraćı. Konfigurace α je dosažitelná ,
jestliže existuje nějaký vstup w ∈ In takový, že α patř́ı do posloupnosti konfiguraćı reprezentuj́ıćı
výpočet algoritmu Alg nad vstupem w. Jinými slovy, konfigurace je dosažitelná, jestliže se při
alespoň jednom ze všech možných výpočt̊u může algoritmus do této konfigurace dostat.

Pokud si nyńı vezmeme nějaký libovolný ř́ıd́ıćı stav q z grafu ř́ıd́ıćıho toku algoritmu Alg,
je pro tento ř́ıd́ıćı stav jednoznačně dána množina všech dosažitelných konfiguraćı, ve kterých je
ř́ıd́ıćım stavem stav q. Označme tuto množinu jako Sq.

Pokud tedy máme ř́ıd́ıćı stavy 0, 1, . . . , n, množina všech dosažitelných konfiguraćı se nám
t́ımto rozpadne na vzájemně disjunktńı množiny S0, S1, . . . , Sn.

Invarianty jsou tvrzeńı, která se vyjadřuj́ı o konfiguraćıch. Ne každé takové tvrzeńı je invariant,
ale každý invariant má podobu takového tvrzeńı. Předpokládá se, že takovéto tvrzeńı, vyjadřuj́ıćı se
o konfiguraćıch, je možné zapsat formuĺı predikátové logiky a pokud máme dánu nějakou konkrétńı
konfiguraci, je touto konfiguraćı jednoznačně určena interpretace a valuace, při které bude daná
formule vyhodnocována.

Daná formule tedy pro některé konfigurace může platit a pro jiné neplatit. Pokud máme v kon-
figuraćıch reprezentován obsah paměti jako přǐrazeńı hodnot proměnným, mohou tyto proměnné
vystupovat v dané formuli jako volné proměnné. Valuace, při které je tato formule vyhodno-
cována je pak dána přǐrazeńım stejných hodnot proměnným, jako jsou hodnoty těchto proměnných
v př́ıslušné konfiguraci.

Př́ıklad 3.1 Předpokládejme, že máme konfigurace, ve kterých se vyskytuj́ı proměnné i a k,
kterým mohou být přǐrazeny jako hodnoty celá č́ısla. Př́ıkladem formule, kterou v těchto konfigu-
raćıch můžeme vyhodnocovat, je třeba formule

(1 ≤ i)∧ (i ≤ k) .

Pokud budeme mı́t např́ıklad konfiguraci α, ve které bude mı́t proměnná i hodnotu 5 a proměnná k
hodnotu 14, bude tato formule v konfiguraci α platit, protože 1 ≤ 5 a 5 ≤ 14.

Pokud si oproti tomu vezmeme nějakou konfiguraci α ′, ve které bude mı́t proměnná i hodnotu 5
a proměnná k hodnotu 3, výše uvedená formule v této konfiguraci platit nebude, protože neńı
pravda, že 5 ≤ 3.

Vezměme si nyńı nějaký ř́ıd́ıćı stav q z grafu ř́ıd́ıćıho toku algoritmu Alg a nějakou formuli ϕ,
která se vyjadřuje o konfiguraćıch, a kterou je možné vyhodnotit ve všech možných konfiguraćıch
(ne jen těch dosažitelných), ve kterých je ř́ıd́ıćım stavem stav q (tj. předpokládáme, že ve všech
těchto konfiguraćıch je definována pravdivostńı hodnota této formule ϕ).

Formuleϕ je invariantem v ř́ıd́ıćım stavu q, jestližeϕ plat́ı ve všech konfiguraćıch z množiny Sq.
Formule ϕ je tedy invariantem ve stavu q, jestliže v každém možném výpočtu, který může algo-
ritmus Alg provést, plat́ı ϕ v každé konfiguraci v tomto výpočtu, ve které je aktuálńı ř́ıd́ıćı stav q.

Např́ıklad výše uvedená formule (1 ≤ i) ∧ (i ≤ k) bude invariantem ve stavu q, jestliže vždy,
když se algoritmus dostane do stavu q, budou v daném okamžiku platit pro hodnoty proměnných
i a k vztahy 1 ≤ i a i ≤ k. Pokud bude existovat alespoň jeden vstup, kde alespoň jednou během
výpočtu ve stavu q bude i < 1 nebo i > k, tato formule invariantem nebude.

∗ ∗ ∗

Analýza algoritmů pomoćı invariant̊u je užitečná nejen pro dokazováńı korektnosti algoritmů,
ale mnohdy se hod́ı i při dokazováńı daľśıch vlastnost́ı algoritmů.
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Je třeba upozornit, že hledáńı vhodných invariant̊u, které pro daný algoritmus plat́ı, neńı vždy
snadné, a neńı to něco, co by se dalo plně automatizovat (i když některé jednoduché typy invariant̊u
se daj́ı hledat a ověřovat algoritmicky). Formulace správných invariant̊u vyžaduje porozuměńı
tomu, jak se algoritmus chová a na jakých principech pracuje.

Dá se ř́ıci, že invarianty slouž́ı k vyjádřeńı určitých očekáváńı, která má ten, kdo daný algorit-
mus navrhuje nebo analyzuje, ohledně hodnot proměnných v daném bodě programu, vzájemných
vztah̊u mezi těmito hodnotami, apod. Když jsou tato očekáváńı explicitně zformulována ve formě
určitých konkrétńıch tvrzeńı (př́ıpadně i formalizována pomoćı formuĺı), dá se s nimi dále praco-
vat. Dá se dokazovat, že plat́ı, nebo se naopak daj́ı hledat př́ıklady vstup̊u, pro které v nějakém
okamžiku výpočtu dané tvrzeńı neplat́ı, daj́ı se dále zpřesňovat, daj́ı se použ́ıt k přesněǰśı formulaci
předpoklad̊u, za kterých algoritmus funguje správně, apod.

∗ ∗ ∗

V následuj́ıćım textu si ukážeme analýzu algoritmu pomoćı invariant̊u na př́ıkladu Algoritmu 1
popsaného grafem ř́ıd́ıćıho toku na Obrázku 2.4. Než ukážeme celkový d̊ukaz korektnosti tohoto
algoritmu pomoćı invariant̊u, dáme si pro začátek nejprve skromněǰśı ćıl, a to ukázat, že daný
algoritmus nikdy nepřistupuje k prvk̊um pole A mimo povolený rozsah index̊u 0, 1, . . . , n− 1.

Algoritmus 1 pracuje s proměnnými n, i a k, které nabývaj́ı celoč́ıselných hodnot. Dále se
v algoritmu pracuje s polem A a s pomocnou proměnnou result , tyto dvě proměnné ale nejsou
z hlediska index̊u pole A, ke kterým se v algoritmu přistupuje, d̊uležité.

Analýza by měla zač́ıt t́ım, že zkuśıme pro každý ř́ıd́ıćı stav v grafu ř́ıd́ıćıho toku na Obrázku 2.4
zformulovat, co by mělo platit pro hodnoty proměnných n, i a k vždy, když se algoritmus během
výpočtu bude nacházet v daném stavu.

V grafu na Obrázku 2.4 jsou ř́ıd́ıćı stavy oč́ıslovány č́ısly 0, 1, . . . , 7. Pro každý z těchto stav̊u
tedy zkuśıme vytvořit odpov́ıdaj́ıćı formuli, ve které se budou n, i a k vyskytovat jako volné
proměnné. Pro stav 0 vytvoř́ıme formuli ϕ0, pro stav 1 formuli ϕ1, atd. Když tedy máme 8 stav̊u
oč́ıslovaných 0, 1, . . . , 7, vytvoř́ıme pro těchto 8 stav̊u celkem 8 formuĺı ϕ0, ϕ1, . . . , ϕ7.

Při vytvářeńı těchto formuĺı můžeme použ́ıt následuj́ıćı úvahy:

• Pokud nepředpokládáme, že na začátku výpočtu by byly proměnné automaticky iniciali-
zovány na nějakou defaultńı hodnotu (např. 0), můžeme toho ř́ıci o hodnotách proměnných
v počátečńım stavu (zde je to stav 0) jen velmi málo. V podstatě o nich můžeme ř́ıci jen to,
co vyplývá ze specifikace př́ıpustných vstupńıch hodnot.

U Algoritmu 1 je ve specifikaci problému Max-Element, který by měl tento algoritmus
řešit, řečeno, že se předpokládá, že počet prvk̊u pole A je v proměnné n a že plat́ı n ≥ 1.
Vzhledem k tomu, že se v algoritmu hodnota proměnné n nikde neměńı (nikde v kódu neńı
žádné přǐrazeńı do proměnné n), bude vztah n ≥ 1 platit ve všech stavech.

• Ve stavu 1 bude platit vše, co ve stavu 0. Při přechodu do tohoto stavu ze stavu 0 se provede
přǐrazeńı k := 0 (instrukce I0), takže po tomto přǐrazeńı bude mı́t proměnná k hodnotu 0.
Vzhledem k tomu, že do stavu 1 se algoritmus nemůže dostat jinak než t́ımto přechodem ze
stavu 0, bude tedy ve stavu 1 nav́ıc oproti stavu 0 platit, že k = 0.

• Při přechodu ze stavu 1 do stavu 2 se provede přǐrazeńı i := 1 (instrukce I1). Nemůžeme
ovšem tvrdit, že vždy, když algoritmus bude ve stavu 2 bude platit i = 1. Když se pod́ıváme
na kód algoritmu a př́ıslušný graf ř́ıd́ıćıho toku, vid́ıme, že stav 2 je vstupńım bodem do
cyklu. Kromě toho, že se do stavu 2 dá dostat ze stavu 1, skáče se na něj rovněž po každém
provedeńı těla cyklu. Stav 2 je také mı́stem, kde se provád́ı test ukončeńı cyklu a odkud se
dá z cyklu vyskočit.

Při formulaci toho, co by mělo ve stavu 2 vždy platit, tedy muśıme brát v úvahu všechny
tyto př́ıpady. Prozkoumáńım kódu Algoritmu 1 zjist́ıme, že proměnná i nabývá postupně
hodnot 1, 2, . . . , n a že prováděńı cyklu skonč́ı v okamžiku, kdy i = n. Můžeme tedy zkusit
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zformulovat invariant pro stav 2 a to, že v tomto stavu by mělo vždy platit, že

1 ≤ i ≤ n .

(Poznamenejme, že 1 ≤ i ≤ n budeme použ́ıvat jako zkrácený zápis pro (1 ≤ i)∧ (i ≤ n).)

• Do stavu 3 se dá dostat jen ze stavu 2 provedeńım instrukce I2, což je otestováńı podmı́nky
i < n. Tı́mto krokem se neměńı hodnoty žádných proměnných. Ve stavu 3 by tedy mělo
platit vše, co ve stavu 2, a nav́ıc ještě muśı platit podmı́nka i < n. Pokud je tedy výše
uvedený invariant 1 ≤ i ≤ n pro stav 2 v pořádku, ve stavu 3 by mělo vždy platit 1 ≤ i < n
(tj. neplat́ı jen neostrá nerovnost i ≤ n, ale ostrá nerovnost i < n).

Provedeńım instrukćı I4, I5 a I6 se hodnoty proměnných n a i neměńı. Pokud tedy vztahy
1 ≤ i < n plat́ı ve stavu 3, měly by platit i ve stavech 4 a 5.

• Do stavu 6 se dá dostat jen ze stavu 2 a při tomto přechodu (instrukćı I3) se neměńı hodnota
žádné proměnné. Pokud tedy ve stavu 2 muśı platit, že i ≤ n, a do stavu 6 se ze stavu 2
přejde jen při splněńı podmı́nky i ≥ n, můžeme z toho vyvodit, že ve stavu 6 by mělo
platit i = n.

• Přejit́ım ze stavu 6 do stavu 7 instrukćı I8 se měńı jen hodnota proměnné result . Všechny
vztahy týkaj́ıćı se proměnných n, i a k, které plat́ı ve stavu 6, by tedy měly platit i ve
stavu 7.

• Co se týká hodnoty proměnné k, na začátku je tato hodnota inicializována na nulu a během
daľśıho výpočtu se měńı jen při provedeńı instrukce I6, kdy je do ńı přǐrazena hodnota
proměnné i. Proměnná i zač́ıná s hodnotou 1 a v pr̊uběhu výpočtu se jej́ı hodnota zvětšuje
(instrukćı I7). V pr̊uběhu výpočtu by tedy neustále mělo platit, že k ≥ 0, a ve většině stav̊u
bude nav́ıc platit k < i, pouze po provedeńı instrukce I6 bude platit k = i, takže ve stavu 5
by mělo být k ≤ i.

Zkusme nyńı zapsat výsledek výše popsaných úvah pomoćı formuĺı, tj. zkusme vytvořit př́ıslušné
formule ϕ0, ϕ1, . . . , ϕ7 pro jednotlivé ř́ıd́ıćı stavy:

• ϕ0: (n ≥ 1)

• ϕ1: (n ≥ 1)∧ (k = 0)

• ϕ2: (n ≥ 1)∧ (1 ≤ i ≤ n)∧ (0 ≤ k < i)

• ϕ3: (n ≥ 1)∧ (1 ≤ i < n)∧ (0 ≤ k < i)

• ϕ4: (n ≥ 1)∧ (1 ≤ i < n)∧ (0 ≤ k < i)

• ϕ5: (n ≥ 1)∧ (1 ≤ i < n)∧ (0 ≤ k ≤ i)

• ϕ6: (n ≥ 1)∧ (i = n)∧ (0 ≤ k < n)

• ϕ7: (n ≥ 1)∧ (i = n)∧ (0 ≤ k < n)

Tı́m, že tyto formule zaṕı̌seme, tak samozřejmě ještě neńı nijak zaručeno, že tyto formule
muśı v př́ıslušných ř́ıd́ıćıch stavech skutečně vždy platit. Zat́ım jsou to pouhé hypotézy o tom,
jak by invarianty v daných stavech mohly vypadat. Když je však máme takto explicitně zapsané,
můžeme přistoupit k tomu, že zkuśıme dokázat, že opravdu plat́ı. Při tomto dokazováńı se nám
může podařit platnost těchto hypotéz dokázat, ale může se také ukázat, že některé formule ve
skutečnosti pro některé dosažitelné konfigurace neplat́ı a je potřeba je upravit.

∗ ∗ ∗

Při dokazováńı toho, že př́ıslušné formule jsou skutečně invarianty, se postupuje tak, že se pro
každou jednotlivou instrukci I (v našem př́ıpadě pro instrukce I0, I1, . . . , I8) prokáže, že jestliže
plat́ı př́ıslušný invariant před provedeńım této instrukce, pak plat́ı i odpov́ıdaj́ıćı invariant po
provedeńı této instrukce.
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Vezměme si nějakou instrukci I, kterou je označena hrana vedoućı z ř́ıd́ıćıho stavu q do ř́ıd́ıćıho
stavu q ′. Řekněme, že jsme zformulovali hypotézu, že ve stavu q by měla vždy platit formule ϕ
a ve stavu q ′ by měla vždy platit formule ϕ ′. Pro instrukci I je třeba dokázat, že pro každou
konfiguraci α = (q,mem), ve které plat́ı formule ϕ, bude v konfiguraci α ′ = (q ′,mem ′), do které

se algoritmus dostane z konfigurace α provedeńım instrukce I (tj. α
I

−→ α ′), platit formule ϕ ′.

Připomeňme, že instrukce I může být bud’ nějaké přǐrazeńı nebo to může být test podmı́nky.
Poněkud jednodušš́ı je př́ıpad, kdy instrukce I je test nějaké podmı́nky [B], proto začněme popisem
tohoto př́ıpadu.

• Př́ıpad, kdy I je test podmı́nky:

Předpokládejme, že instrukce I je testem podmı́nky [B]. Při provedeńı takovéto instrukce
se neměńı obsah paměti. Jediné, co se změńı, je ř́ıd́ıćı stav. Z konfigurace α = (q,mem) se
provedeńım instrukce I přejde do konfigurace α ′ = (q ′,mem), přičemž tento krok se provede
jedině tehdy, pokud je konfiguraci α splněna podmı́nka B.

Vše, co plat́ı v konfiguraci α, muśı tedy platit i v konfiguraci α ′ (protože obsah paměti se
nezměnil). Nav́ıc muśı v konfiguraci α ′ platit i podmı́nka B, protože jinak by se do konfigu-
race α ′ z konfigurace α instrukćı I nepřešlo.

V podstatě stač́ı tedy dokázat, že pokud splněna podmı́nka ϕ a pokud nav́ıc plat́ı B, tak
bude platit i ϕ ′, tj. je třeba dokázat, že plat́ı implikace

(ϕ∧ B)→ ϕ ′ .

Přesněji řečeno, vzhledem k tomu, že tento vztah muśı platit pro všechny možné konfigu-
race, a tedy pro všechny možné obsahy paměti, a tedy pro všechny všechny možné hodnoty
proměnných, je třeba dokázat, že plat́ı formule, která vznikne z výše uvedené formule do-
plněńım univerzálńıch kvantifikátor̊u pro všechny možné proměnné, které se v této formuli
vyskytuj́ı jako volné proměnné.

Pokud se např́ıklad vyskytuj́ı v našich formuĺıch jako volné proměnné proměnné n, i a k,
které mohou nabývat hodnoty z oboru celých č́ısel Z, je třeba pro instrukci I dokázat, že
plat́ı formule

(∀n ∈ Z)(∀i ∈ Z)(∀k ∈ Z) (ϕ∧ B→ ϕ ′) .

Všimněme si tedy, že zat́ımco formule ϕ a ϕ ′ přǐrazené stav̊um typicky obsahuj́ı volné
proměnné odpov́ıdaj́ıćı proměnným programu, formule, která se dokazuje pro danou in-
strukci I, je uzavřená.

• Př́ıpad, kdy I je přiřazeńı:

Předpokládejme, že instrukce I je přǐrazeńı x := E, kde x je proměnná a E výraz. V konfiguraci
α = (q,mem) se vyhodnot́ı výraz E. Výsledná hodnota se přǐrad́ı do proměnné x a ř́ıd́ıćı
stav se změńı na q ′. Provedeńım instrukce I se tedy v tomto př́ıpadě přejde do konfigurace
α ′ = (q ′,mem ′), kde obsah paměti mem ′ je stejný jako mem s t́ım rozd́ılem, že proměnné x
je přǐrazena spoč́ıtaná hodnota výrazu E.

V tomto př́ıpadě je vhodné od sebe odlǐsit hodnotu proměnné x v konfiguraci α a hodnotu
této proměnné v konfiguraci α ′. Z toho d̊uvodu zavedeme pomocnou proměnnou x ′, která
bude reprezentovat hodnotu proměnné x v konfiguraci α, tj. po provedeńı př́ıkazu I. Symbol x
bude reprezentovat hodnotu proměnné x před provedeńım tohoto př́ıkazu.

Označme symbolem ϕ ′′ formuli, kterou dostaneme z formule ϕ ′ nahrazeńım všech volných
výskyt̊u proměnné x symbolem x ′ (tj. v této formuli přejmenujeme volné výskyty x na x ′).
Formuleϕ ′′ tedy vyjadřuje, co by mělo platit ve stavu q ′, kdybychom proměnnou x přejmenovali
na x ′. Hodnota proměnné x ′ je dána hodnotou výrazu E v konfiguraci α (tj. s p̊uvodńı hod-
notou proměnné x).
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V tomto př́ıpadě je tedy třeba ukázat, že pokud plat́ı podmı́nkaϕ a do proměnné x ′ přǐrad́ıme
hodnotu výrazu E, bude platit podmı́nka ϕ ′′, tj. je třeba dokázat platnost implikace

(ϕ∧ (x ′ = E))→ ϕ ′′ ,

či lépe řečeno, platnost uzavřené formule, kterou z ńı dostaneme, pokud přidáme univerzálńı
kvantifikátory pro všechny volné proměnné (včetně nově přidané pomocné proměnné x ′).

Pokud tedy budeme mı́t celoč́ıselné proměnné n, i, k a v instrukci I se bude přǐrazovat do
proměnné k např́ıklad hodnota výrazu 3 ∗ k + i + 1, budeme dokazovat platnost formule

(∀n ∈ Z)(∀i ∈ Z)(∀k ∈ Z)(∀k ′ ∈ Z) (ϕ∧ (k ′ = 3 ∗ k + i + 1)→ ϕ ′′) ,

kdeϕ ′′ bude formule, kterou dostaneme z formuleϕ ′ nahrazeńım volných výskyt̊u proměnné k
proměnnou k ′.

∗ ∗ ∗

Ukažme si nyńı výše popsaný postup na př́ıkladu Algoritmu 1 a dř́ıve uvedených formuĺı ϕ0,
ϕ1, . . . , ϕ7. Postupně projdeme všechny instrukce I0, I1, . . . , I8 a pro každou z nich dokážeme,
že opravdu dané platnost daných formuĺı zachovává. Pro názornost je u každé instrukce uvedeno,
z kterého stavu a do kterého stavu se touto instrukćı přecháźı. Zápis q → q ′ u dané instrukce
znamená, že se přecháźı touto instrukćı ze stavu q do stavu q ′. Pro přehlednost jsou ve formuĺıch
vypuštěny univerzálńı kvantifikátory přes celou formuli.

Pro přehlednost jsou zde zopakovány formule ϕ0, ϕ1, . . . , ϕ7:

• ϕ0: (n ≥ 1)

• ϕ1: (n ≥ 1)∧ (k = 0)

• ϕ2: (n ≥ 1)∧ (1 ≤ i ≤ n)∧ (0 ≤ k < i)

• ϕ3: (n ≥ 1)∧ (1 ≤ i < n)∧ (0 ≤ k < i)

• ϕ4: (n ≥ 1)∧ (1 ≤ i < n)∧ (0 ≤ k < i)

• ϕ5: (n ≥ 1)∧ (1 ≤ i < n)∧ (0 ≤ k ≤ i)

• ϕ6: (n ≥ 1)∧ (i = n)∧ (0 ≤ k < n)

• ϕ7: (n ≥ 1)∧ (i = n)∧ (0 ≤ k < n)

Začněme nejprve těmi instrukcemi, které jsou testy podmı́nek:

• I2 — test [i < n], změna stavu 2→ 3:

Je třeba dokázat platnost implikace ϕ2 ∧ (i < n) → ϕ3. Formule ϕ2 a ϕ3 jsou téměř
identické. Jediný rozd́ıl mezi nimi je v tom, že ve formuli ϕ3 je uvedeno i < n, zat́ımco ve
formuli ϕ2 jen i ≤ n. Pokud tedy plat́ı ϕ2 a zároveň i < n, tak určitě plat́ı i ϕ3.

• I3 — test [i ≥ n], změna stavu 2→ 6:

Je třeba dokázat platnost implikace ϕ2 ∧ (i ≥ n) → ϕ6. Předpokládejme, že plat́ı ϕ2 a
i ≥ n. Z platnosti ϕ2 plyne, že n ≥ 1. Podle ϕ2 plat́ı i ≤ n. Z i ≤ n a i ≥ n dostáváme
i = n. Podle ϕ2 plat́ı 0 ≤ k < i. Protože i = n, plat́ı i 0 ≤ k < n.

• I4 — test [A[i] ≤ A[k]], změna stavu 3→ 5:

Je třeba dokázat implikaci ϕ3∧ (A[i] ≤ A[k])→ ϕ5. Formule ϕ3 a ϕ5 jsou téměř identické.
Jediný rozd́ıl mezi nimi je v tom, že ve formuli ϕ3 je uvedeno k < i a ve formuli ϕ5 je k ≤ i.
Pokud však plat́ı k < i, zjevně plat́ı i k ≤ i.

• I5 — test [A[i] > A[k]], změna stavu 3→ 4:

Je třeba dokázat implikaci ϕ3 ∧ (A[i] > A[k]) → ϕ4. Tato implikace zjevně plat́ı, nebot’

formule ϕ3 a ϕ4 jsou identické.
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Proberme nyńı ty instrukce, kde se provád́ı nějaké přǐrazeńı:

• I0 — přǐrazeńı k := 0, změna stavu 0→ 1:

Je třeba dokázat platnost implikace ϕ0∧(k ′ = 0)→ ϕ ′

1, kde ϕ
′

1 je formule (n ≥ 1)∧(k ′ = 0)
(vznikla nahrazeńım výskyt̊u proměnné k ve formuli ϕ1 symbolem k ′). Daná implikace zjevně
plat́ı, nebot’ podle ϕ0 je n ≥ 1.

• I1 — přǐrazeńı i := 1, změna stavu 1→ 2:

Je třeba dokázat implikaci ϕ1 ∧ (i ′ = 1) → ϕ ′

2, kde ϕ
′

2 je formule (n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i ′ ≤
n)∧ (0 ≤ k < i ′). Předpokládejme, že plat́ı ϕ1 a i ′ = 1, tedy že plat́ı n ≥ 1, k = 0, a i ′ = 1.
Za těchto předpoklad̊u zjevně plat́ı n ≥ 1, 1 ≤ i ′ ≤ n i 0 ≤ k < i ′.

• I6 — přǐrazeńı k := i, změna stavu 4→ 5:

Je třeba dokázat implikaci ϕ4 ∧ (k ′ = i) → ϕ ′

5, kde ϕ
′

5 je formule (n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i <

n) ∧ (0 ≤ k ′ ≤ i). Předpokládejme, že plat́ı ϕ4 a k ′ = i. Z platnosti ϕ4 plyne n ≥ 1 a
1 ≤ i < n. Protože k ′ = i, plat́ı i k ′ ≤ i. Protože 1 ≤ i, je 1 ≤ k ′ a tedy i 0 ≤ k ′.

• I7 — přǐrazeńı i := i + 1, změna stavu 5→ 2:

Je třeba dokázat implikaci ϕ5 ∧ (i ′ = i + 1) → ϕ ′

2, kde ϕ
′

2 je formule (n ≥ 1) ∧ (1 ≤ i ′ ≤
n) ∧ (0 ≤ k < i ′). Předpokládejme, že plat́ı ϕ5 a i ′ = i + 1. Plat́ı tedy n ≥ 1, 1 ≤ i < n a
0 ≤ k ≤ i. Protože 1 ≤ i, je i 1 ≤ i + 1 a tedy 1 ≤ i ′. Protože i < n, je i + 1 ≤ n a tedy
i ′ ≤ n. Podle ϕ5 je 0 ≤ k. Protože k ≤ i, je k < i + 1 a tedy k < i ′.

• I8 — přǐrazeńı result := A[i], změna stavu 6→ 7:

Je třeba dokázat implikaci ϕ6 ∧ (result = A[k]) → ϕ ′

7, kde ϕ
′

7 je stejná formule jako ϕ7,
protože proměnná result se v ńı nevyskytuje. Tato implikace zjevně plat́ı, protože formule
ϕ6 a ϕ7 jsou identické.

Pokud tedy v počátečńı konfiguraci bude platit invariant ϕ0, tj. n ≥ 1, bude po provedeńı
každého kroku vždy platit invariant pro př́ıslušný ř́ıd́ıćı stav. Můžeme tak tedy ověřit, že během
výpočtu se nikdy nebude přistupovat mimo meze pole A. K prvk̊um pole A se přistupuje pouze
v instrukćıch I4, I5 a I8.

V instrukćıch I4 a I5 se prvk̊um pole A přistupuje při vyhodnocováńı podmı́nek [A[i] ≤ A[k]]

a [A[i] > A[k]], které se vyhodnocuj́ı v konfiguraćıch, kde aktuálńı ř́ıd́ıćı stav je 3. Ve stavu 3 plat́ı
invariant

(n ≥ 1)∧ (1 ≤ i < n)∧ (0 ≤ k < i) ,

určitě tedy v daném okamžiku plat́ı 0 ≤ i < n a 0 ≤ k < n, takže př́ıstupy k prvk̊um A[i] i A[k]
jsou v pořádku.

Instrukce I8 se provád́ı v konfiguraci, kdy aktuálńı ř́ıd́ıćı stav je 6, kdy plat́ı invariant ϕ6.
Instrukci I8 se přistupuje k prvku A[k]. Podle ϕ6 v době vyhodnocováńı tohoto výrazu plat́ı
0 ≤ k < n, takže tento př́ıstup k prvku pole A je také v pořádku.

∗ ∗ ∗

Zat́ım jsme ukázali, že Algoritmus 1 nikdy během výpočtu neselže kv̊uli chybnému př́ıstupu
k prvku pole. Pokud chceme ale dokázat, že pokud tento algoritmus sv̊uj výpočet skonč́ı, tak vraćı
správný výsledek, budeme muset přidat daľśı invarianty.

Jak jsme viděli, v daném ř́ıd́ıćım stavu může platit v́ıce r̊uzných invariant̊u. Pokud máme v́ıce
takových invariant̊u, které plat́ı v jednom stavu, plat́ı v tomto stavu samozřejmě i konjunkce těchto
invariant̊u. Takovéto menš́ı invarianty tedy můžeme přidávat postupně, přičemž můžeme využ́ıvat
dř́ıve dokázané invarianty, s t́ım, že vždy ze všech těchto d́ılč́ıch invariant̊u můžeme vytvořit jednu
větš́ı formuli pomoćı konjunkce.

Algoritmus 1 je velmi jednoduchý, takže jeho prozkoumáńım snadno přijdeme na to, v čem
spoč́ıvá hlavńı myšlenka fungováńı tohoto algoritmu. Stroj, který tento algoritmus vykonává,
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si v proměnné k pamatuje index prvku, který je největš́ı z dosud zpracovaných prvk̊u pole A,
tj. z prvk̊u s indexy 0, 1, . . . , i − 1.

Z využit́ım tohoto pozorováńı můžeme zformulovat následuj́ıćı invarianty ψ0, ψ1, . . . , ψ7 jako
rozš́ı̌reńı dř́ıve dokázaných invariant̊u ϕ0, ϕ1, . . . , ϕ7 (invariant ψq odpov́ıdá ř́ıd́ıćımu stavu q,
kde q = 0, 1, . . . , 7):

• ψ0: ϕ0

• ψ1: ϕ1 ∧ (∀j ∈ N)(0 ≤ j < 1→ A[j] ≤ A[k])

• ψ2: ϕ2 ∧ (∀j ∈ N)(0 ≤ j < i→ A[j] ≤ A[k])

• ψ3: ϕ3 ∧ (∀j ∈ N)(0 ≤ j < i→ A[j] ≤ A[k])

• ψ4: ϕ4 ∧ (∀j ∈ N)(0 ≤ j < i→ A[j] ≤ A[k])∧ (A[i] > A[k])

• ψ5: ϕ5 ∧ (∀j ∈ N)(0 ≤ j ≤ i→ A[j] ≤ A[k])

• ψ6: ϕ6 ∧ (∀j ∈ N)(0 ≤ j < n→ A[j] ≤ A[k])

• ψ7: ϕ7∧(result = A[k])∧(∀j ∈ N)(0 ≤ j < n→ A[j] ≤ result)∧(∃j ∈ N)(0 ≤ j < n∧A[j] =
result)

Tyto invarianty už nebudeme dokazovat tak podrobně jako invarianty ϕ0, ϕ1, . . . , ϕ7 a ro-
zebereme si pouze některé zaj́ımavěǰśı př́ıpady. Invariant ψ0 je stejný jako už dř́ıve dokázaný
invariant ϕ0.

Invariant ψ1 se dá dokázat i bez toho, abychom rozeb́ırali jednotlivé instrukce. Invariant ϕ1

už byl dokázán pro stav 1 dř́ıve a podle tohoto invariantu ve stavu 1 plat́ı k = 0. Při dokazováńı
formule

(∀j ∈ N)(0 ≤ j < 1→ A[j] ≤ A[k])

se stač́ı soustředit na ta j ∈ N, pro která plat́ı 0 ≤ j < 1. Zjevně existuje jen jedno takové j a to
j = 0. Protože A[0] ≤ A[0], pro j = 0 zjevně plat́ı A[j] ≤ A[k].

Pro ilustraci si vezměme d̊ukazy pro instrukce I4, I6 a I8. Důkazy pro ostatńı instrukce jsou
velmi jednoduché a jsou ponechány čtenáři jako cvičeńı.

• I4 — test [A[i] ≤ A[k]], změna stavu 3→ 5:

Je třeba dokázat implikaci ψ3 ∧ (A[i] ≤ A[k])→ ψ5. Předpokládejme, že plat́ı ψ3 a A[i] ≤
A[k]. Formule ϕ5 již byla dokázána dř́ıv, takže zbývá dokázat, že pro každé j ∈ N, kde
0 ≤ j ≤ i, plat́ı A[j] ≤ A[k]. Pokud 0 ≤ j ≤ i, tak bud’ 0 ≤ j < i, a pak A[j] ≤ A[k] podle
ψ3, nebo j = i, a pak A[j] ≤ A[k], protože A[i] ≤ A[k].

• I6 — přǐrazeńı k := i, změna stavu 4→ 5:

Je třeba dokázat implikaci ψ4 ∧ (k ′ = i) → ψ ′

5, kde ψ
′

5 je formule ϕ ′

5 ∧ (∀j ∈ N)(0 ≤ j ≤
i → A[j] ≤ A[k ′]). Předpokládejme, že plat́ı ψ4 a k ′ = i. Formule ϕ ′

5 již byla popsána a
dokázána dř́ıve, zbývá tedy dokázat, že pro každé j ∈ N, kde 0 ≤ j ≤ i, plat́ı A[j] ≤ A[k ′].
Pokud 0 ≤ j ≤ i, tak bud’ 0 ≤ j < i nebo j = i.

Rozeberme nejprve př́ıpad j = i. Protože j = i a k ′ = i, tak A[j] = A[i] = A[k ′], a tedy
A[j] ≤ A[k ′].

Předpokládejme nyńı, že 0 ≤ j < i. Podle ψ4 je A[i] > A[k], a protože k ′ = i, tak z toho
plyne, že A[k] < A[k ′]. Podle ψ4 pro každé j ∈ N takové, že 0 ≤ j < i, plat́ı A[j] ≤ A[k]. Pro
každé takové j tedy plat́ı A[j] < A[k ′], z čehož plyne, že A[j] ≤ A[k ′].

• I8 — přǐrazeńı result := A[i], změna stavu 6→ 7:

Je třeba dokázat implikaci ψ6∧ (result ′ = A[k])→ ψ ′

7, kde ψ
′

7 je formule ϕ ′

7∧ (∀j ∈ N)(0 ≤
j < n→ A[j] ≤ result ′)∧ (∃j ∈ N)(0 ≤ j < n∧A[j] = result ′). Předpokládejme, že plat́ı ψ6

a result ′ = A[k]. Formule ϕ ′

7 již bylo popsána a dokázána dř́ıv. Protože result ′ = A[k], stač́ı
dokázat, že plat́ı (∀j ∈ N)(0 ≤ j < n→ A[j] ≤ A[k]). Toto ale př́ımo plyne z ψ6.

To, že plat́ı (∃j ∈ N)(0 ≤ j < n∧A[j] = result ′), plyne z toho, že result ′ = A[k], takže stač́ı
položit j = k.
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V koncovém stavu 7 hodnota proměnné result splňuje obě podmı́nky, které má splňovat podle
zadáńı problému Max-Element:

• A[j] ≤ result pro všechna j ∈ N, kde 0 ≤ j < n,

• existuje j ∈ N takové, že 0 ≤ j < n a A[j] = result .

Tı́m je tedy dokázáno, že pokud Algoritmus 1 dosáhne koncového stavu (stavu 7), bude
výsledná hodnota v proměnné result odpov́ıdat požadavk̊um ve specifikaci problémuMax-Element.

∗ ∗ ∗

V praxi se většinou tak podrobná analýza invariant̊u, jaká byla předvedena na předchoźıch
stránkách, nedělá. Pokud jsou stanoveny invarianty pro jednotlivé stavy, ověřeńı, že tyto invarianty
jsou zachovávány při provedeńı každé jednotlivé instrukce, je už poměrně rutinńı i když poněkud
pracná záležitost.

Ve většině př́ıpad̊u ani neńı potřeba popisovat invarianty ve všech bodech programu (ve všech
ř́ıd́ıćıch stavech), ale pouze v určitých kĺıčových mı́stech, s t́ım, že doplněńı invariant̊u pro zbylé
ř́ıd́ıćı stavy je už relativně snadné. Takovými d̊uležitými mı́sty v kódu jsou předevš́ım ta mı́sta,
kde se vstupuje do cykl̊u a mı́sta, kde se naopak z cyklu vystupuje (tj. tam, kde se provád́ı test
na ukončeńı cyklu). Např́ıklad pro Algoritmus 1 je takovým d̊uležitým mı́stem ř́ıd́ıćı stav 2.

Důkaz toho, že v daném mı́stě př́ıslušný invariant plat́ı, je pak rozdělen na tři části:

• d̊ukaz toho, že invariant plat́ı před prvńım provedeńım cyklu,

• d̊ukaz toho, že jestliže je splněna podmı́nka pro pokračováńı v prováděńı cyklu a invariant
plat́ı, tak bude platit po daľśım jednom provedeńı těla cyklu,

• d̊ukaz toho, že jestliže je prováděńı cyklu ukončeno, protože neńı splněna podmı́nka pro
prováděńı cyklu, tak invariant plat́ı.

∗ ∗ ∗

V ukázce d̊ukazu toho, že v Algoritmu 1 plat́ı př́ıslušné invarianty, jsme předpokládali, že
algoritmus je realizován strojem, kde hodnoty proměnných n, i a k mohou být libovolně velká
přirozená č́ısla. V praxi bude takový algoritmus často implementován v programovaćım jazyce, kde
jsou maximálńı hodnoty, kterých mohou nabývat celoč́ıselné proměnné, nějak omezeny. Např́ıklad
může být rozsah hodnot těchto proměnných omezen na 32-bitová nebo 64-bitová č́ısla.

V takové implementaci výše odvozené invarianty ve skutečnosti neplat́ı a př́ıslušné podmı́nky
je třeba doplnit o daľśı omezeńı. Předevš́ım se pak taková implementace neńı schopna vypořádat
s libovolně velkým vstupem, ale jen se vstupy do určité velikosti (např. maximálńı délka pole na
vstupu může být omezena na hodnotu 231 − 1, apod.). V praxi však taková omezeńı většinou
nevad́ı.

Analýza invariant̊u se dá snadno rozš́ı̌rit i na tyto př́ıpady. Při dokazováńı korektnosti se pak
mohou analyzovat i daľśı typy chyb. Např́ıklad se dá dokazovat, že pokud data na vstupu budou
splňovat př́ıslušná omezeńı na velikost vstupńıch dat, tak při prováděńı jednotlivých instrukćı
nikdy nedojde k přetečeńı obsahu proměnné.

Dokazováńı invariant̊u v př́ıpadech, kdy se berou v úvahu r̊uzné implementačńı detaily, je kom-
plikovaněǰśı, protože r̊uzné operace pak nemaj́ı úplně stejné vlastnosti, které plat́ı na

”
ideálńıch“

matematických objektech. Např́ıklad při použit́ı 32-bitových bezznaménkových č́ısel (např. typ
unsigned int v jazyce C) nemuśı být pravda, že i < i + 1, protože pro i = 4 294 967 295

(tj. i = 232 − 1) je i+ 1 = 0.

Určitým specifickým typem invariant̊u, který jsme v předchoźım textu př́ılǐs nediskutovali,
jsou datové typy přǐrazené jednotlivým proměnným. Např́ıklad na informaci, že proměnná k má
v určitém mı́stě programu jako svou hodnotu přirozené č́ıslo, se můžeme d́ıvat jako na invari-
ant. Oproti invariant̊um popsaným výše jsou nav́ıc invarianty týkaj́ıćı se datových typ̊u často
vynucovány př́ımo překladačem, kdy např́ıklad překladač nedovoĺı přǐradit do proměnné hodnotu
nesprávného typu.
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3.2 Konečnost výpočtu

V předchoźı sekci bylo pro Algoritmus 1 dokázáno, že jestliže tento algoritmus skonč́ı, bude
výsledek v proměnné result odpov́ıdat zadáńı. To ale ještě neznamená, že je zaručeno, že tento
algoritmus opravdu skonč́ı. Ve skutečnosti je Algoritmus 1 velmi jednoduchý a je u něj téměř
očividné, že zaručeně skonč́ı. Zp̊usob dokazováńı toho, že tento algoritmus opravdu po konečném
počtu skonč́ı, který bude popsán v této sekci, je v př́ıpadě tohoto konkrétńıho algoritmu použit́ım
kanónu na vrabce. Slouž́ı ale jako ukázka toho, jak se obecně dá při podobných d̊ukazech postu-
povat.

Obecně se mohou vyskytnout dva následuj́ıćı př́ıpady nekonečných výpočt̊u:

a) Výpočet, ve kterém se nějaká konfigurace zopakuje. Algoritmus pak od tohoto okamžiku začne
provádět stejné kroky a dostává se do stejných konfiguraćı, v jakých už předt́ım byl.

b) Výpočet, ve kterém se objevuj́ı stále nové a nové konfigurace. Vzhledem k tomu, že určitým
omezeným počtem bit̊u se dá reprezentovat jen konečný počet r̊uzných konfiguraćı, muśı při
takových výpočtech docházet k tomu, že velikost konfiguraćı stále pr̊uběžně nar̊ustá, protože
nové konfigurace potřebuj́ı stále v́ıce a v́ıce paměti. V praxi takový výpočet skonč́ı kv̊uli ne-
dostatku paměti, pokud se nechá běžet dostatečně dlouho, protože skutečné poč́ıtače nemaj́ı
k dispozici neomezené množstv́ı paměti.

V řadě př́ıpad̊u se dá celkem snadno poznat, že algoritmus zaručeně skonč́ı po konečném počtu
krok̊u, nebo že naopak může běžet donekonečna. Obecně to ale v̊ubec neńı snadné. Jako ilustraci
toho, že nemuśı být v̊ubec zřejmé, jestli se algoritmus zastav́ı pro všechny možné vstupy, uved’me
následuj́ıćı jednoduchou proceduru (předpokládá se, že proměnná n může jako své hodnoty obsa-
hovat libovolně velká přirozená č́ısla):

Algoritmus 2: Algoritmus pro vypisováńı Collatzových posloupnost́ı

1 Collatz (n):

2 begin

3 print n
4 while n > 1 do

5 if n mod 2 = 0 then

6 n := n/ 2
7 else

8 n := 3 ∗ n + 1

9 end

10 print n

11 end

12 end

Tento algoritmus vypisuje tzv. Collatzovy posloupnosti. Pokud např́ıklad dostane jako vstup
č́ıslo 7, vyṕı̌se následuj́ıćı posloupnost:

7, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1

U tohoto algoritmu neńı znám jediný př́ıklad vstupu, pro který by se tento program nezastavil.
Na druhou stranu neńı znám d̊ukaz toho, že se tento algoritmus zastav́ı po konečném počtu krok̊u
pro jakékoliv přirozené č́ıslo n, které dostane jako vstup. Jedná se známý otevřený matematický
problém. Ačkoliv se obecně považuje za dost pravděpodobné, že se tento algoritmus ve skutečnosti
opravdu zastav́ı pro všechny vstupy, teoreticky je stále otevřená jednak možnost, že existuje nějaké
č́ıslo n, pro které se tento algoritmus nezastav́ı. Jednak je možné, že se pro nějaké č́ıslo n během
výpočtu nějaká hodnota větš́ı než 1 zopakuje, a program pak bude vypisovat stejnou konečnou
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posloupnost č́ısel stále dokola. Také je př́ıpustná možnost, že pro nějaké č́ıslo n se budou vypisovat
donekonečna stále nová a nová č́ısla (hodnoty těchto č́ısel se pak budou muset pr̊uběžně stále
zvětšovat, protože jinak by se musela zač́ıt opakovat stejná č́ısla).

Algoritmus 2 zde neuvád́ıme proto, že by měl nějaký speciálńı praktický význam, ale jako
ilustraci toho, že už pro velmi jednoduché algoritmy může být velmi těžké určit, zda se pro každý
vstup zastav́ı nebo ne. Všimněte si, že tento algoritmus má jen pár řádek, použ́ıvá se v něm jediná
proměnná, hodnoty této proměnné jsou přirozená č́ısla (neńı to žádný komplikovaný datový typ),
se kterými se prováděj́ı jen velmi jednoduché aritmetické operace. Přesto neńı známo, jestli se
tento (zdánlivě) jednoduchý algoritmus zastav́ı pro libovolný vstup.

∗ ∗ ∗

Při dokazováńı toho, že se algoritmus zaručeně po konečném počtu krok̊u zastav́ı, se většinou
postupuje tak, že se stanov́ı nějaká veličina, jej́ıž hodnota se v pr̊uběhu výpočtu snižuje (nebo
naopak zvyšuje), přičemž se zd̊uvodńı, že toto snižováńı nebo zvyšováńı nemůže pokračovat do-
nekonečna.

Konkrétně to může vypadat tak, že všem (dosažitelným) konfiguraćım se přǐrad́ı hodnoty
z nějaké vhodně zvolené množinyW, na které definováno nějaké uspořádáńı≤ takové, že v množiněW
neexistuj́ı vzhledem k tomuto uspořádáńı žádné nekonečné (ostře) klesaj́ıćı sekvence. Tı́m, že nee-
xistuj́ı žádné nekonečné klesaj́ıćı sekvence je myšleno, že neexistuje žádná nekonečná posloupnost

a0, a1, a2, a3, . . . ,

prvk̊u množiny W, kde by pro všechna i ≥ 0 platilo ai > ai+1, tj.

a0 > a1 > a2 > a3 > . . . .

Př́ıkladem takové množiny je třeba množina přirozených č́ısel N s běžným uspořádáńım podle
velikosti.

Naopak př́ıklady množin, ve kterých mohou existovat nekonečné klesaj́ıćı posloupnosti, jsou
třeba celá č́ısla nebo kladná racionálńı č́ısla s běžným uspořádáńım podle velikost. V celých č́ıslech
existuje např́ıklad nekonečná klesaj́ıćı posloupnost

0, −1, −2, −3, −4, −5, . . . .

V kladných racionálńıch č́ıslech zase existuje třeba posloupnost

1,
1

2
,
1

4
,
1

8
,
1

16
,
1

32
, . . . ,

kde i-tý prvek posloupnosti má hodnotu 1
2i . Takovéto množiny tedy nejsou použitelné pro ńıže

popsaný typ d̊ukazu toho, že se algoritmus zastav́ı.

Předpokládejme tedy, že jsme zvolili nějako množinuW, ve které neexistuj́ı nekonečné klesaj́ıćı
posloupnosti, a nějaký zp̊usob přǐrazeńı hodnot z této množiny jednotlivým konfiguraćım. Označme
hodnotu z množiny W přǐrazenou konfiguraci α jako f(α). Nyńı je třeba ukázat, že pro každou
instrukci I a pro každé dvě konfigurace α a α ′ takové, že

α
I

−→ α ′

plat́ı f(α) > f(α ′).

Pokud tedy máme libovolný výpočet tvořený posloupnost́ı konfiguraćı α0, α1, α2, . . . , bude
pro tyto konfigurace platit

f(α0) > f(α1) > f(α2) > f(α3) > . . .

a hodnoty přǐrazené jednotlivým konfiguraćım tvoř́ı (ostře) klesaj́ıćı posloupnost. Protože v množiněW
nemůže existovat nekonečná klesaj́ıćı posloupnost, muśı být tato posloupnost konečná, což zna-
mená, že př́ıslušný výpočet muśı být konečný.
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Poznamenejme, že někdy se nepožaduje, že hodnota muśı ostře klesnout s každou instrukćı, ale
že může z̊ustat při provedeńı některých instrukćı stejná. Pokud se ale nějaké instrukce vykonávaj́ı
v cyklu, je nutné, aby se hodnota s každým pr̊uchodem cyklem snižovala.

∗ ∗ ∗

Jako př́ıklad množinyW, ve které neexistuj́ı nekonečné klesaj́ıćı sekvence, jsme uvedli množinu
přirozených č́ısel N. Přǐrazováńı přirozených č́ısel konfiguraćım tak, aby jejich hodnota s každým
krokem klesala, může být dost komplikované.

O něco jednodušš́ı může být pro tento účel použ́ıt množinu (konečných) vektor̊u přirozených
č́ısel, na kterých je definováno lexikografické uspořádáńı . Přǐrazované vektory nemuśı být
všechny stejně dlouhé (tj. nemuśı mı́t stejný počet položek). Př́ıklady takových vektor̊u, které
můžeme přǐradit konfiguraćım jsou třeba (5, 1, 8, 3) nebo (1, 0).

Lexikografické uspořádáńı je definováno následovně. Vektor (a1, a2, . . . , am) je menš́ı než vek-
tor (b1, b2, . . . , bn), jestliže

• existuje i takové, že 1 ≤ i ≤ m a i ≤ n, kde ai < bi a pro všechna j taková, že 1 ≤ j < i,
plat́ı aj = bj, nebo

• m < n a pro všechna j taková, že 1 ≤ j ≤ m, je aj = bj.

Jinými slovy, pro dvojici (a1, a2, . . . , am) a (b1, b2, . . . , bn) se najde prvńı pozice zleva, na
které se hodnoty obou vektor̊u lǐśı, a porovnaj́ı se hodnoty na této pozici. Pokud žádná taková
pozice neexistuje, menš́ı je ten vektor, který má méně prvk̊u. Plat́ı tedy např́ıklad nerovnosti
(5, 1, 3, 6, 4) < (5, 1, 4, 1) a (4, 1, 1) < (4, 1, 1, 3).

To, že v množině takovýchto vektor̊u nemohou při lexikografickém uspořádáńı existovat ne-
konečné klesaj́ıćı sekvence, zde nebudeme podrobně dokazovat a budeme to brát jako fakt.

Všimněme si ještě následuj́ıćı zaj́ımavé vlastnosti, kterou se vektory přirozených č́ısel s le-
xikálńım uspořádáńım lǐśı od přirozených č́ısel. U přirozených č́ısel, jestliže známe prvńı prvek
klesaj́ıćı posloupnosti, je hodnotou tohoto prvku omezena maximálńı délka této posloupnosti.
Např́ıklad, pokud má prvńı prvek hodnotu 10, nemůže mı́t tato klesaj́ıćı posloupnost v́ıce než
11 prvk̊u (10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0). Oproti tomu, pokud známe hodnotu počátečńıho vektoru, neńı
t́ım maximálńı délka posloupnosti nijak omezena. Pokud máme např́ıklad vektor (1, 0), může za
ńım následovat v klesaj́ıćı posloupnosti miliarda daľśıch vektor̊u (0, 999 999 999), (0, 999 999 998),
(0, 999 999 997), . . . (0, 1), (0, 0), a stejně tak za ńım může následovat jakýkoliv větš́ı počet vek-
tor̊u.

∗ ∗ ∗

Uved’me nyńı př́ıklad d̊ukazu toho, že se Algoritmus 1 popsaný grafem ř́ıd́ıćıho toku na
Obrázku 2.4 pro jakýkoliv vstup zastav́ı po konečném počtu krok̊u.

Můžeme si všimnout, že v Algoritmu 1 se v pr̊uběhu výpočtu hodnota proměnné i zvětšuje
a postupně se bĺıž́ı hodnotě proměnné n. To znamená s každým pr̊uchodem cyklem se postupně
snižuje hodnota n − i o jedna a prováděńı cyklu skonč́ı v okamžiku, kdy tato hodnota klesne na
nulu. Následuj́ıćı postup je v podstatě jen formálněǰśı a podrobněǰśı rozpracováńı této myšlenky.

Dosažitelným konfiguraćım přǐrad́ıme jako hodnoty vektory přirozených č́ısel, na kterých defi-
nováno lexikografické uspořádáńı popsané výše. Hodnotu přǐrazenou konfiguraci α budeme označovat f(α).

Na základě ř́ıd́ıćıho stavu v konfiguraci α bude této konfiguraci přǐrazena odpov́ıdaj́ıćı hod-
nota f(α) následuj́ıćım zp̊usobem:

• Stav 0: f(α) = (4)

• Stav 1: f(α) = (3)

• Stav 2: f(α) = (2, n − i, 3)

• Stav 3: f(α) = (2, n − i, 2)

• Stav 4: f(α) = (2, n − i, 1)
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• Stav 5: f(α) = (2, n − i, 0)

• Stav 6: f(α) = (1)

• Stav 7: f(α) = (0)

Hodnoty n a i zde udávaj́ı hodnoty těchto proměnných v dané konfiguraci α. Např́ıklad konfiguraci

(2, 〈A: [3, 8, 1, 3, 6], n: 5, i: 1, k: 0, result : ?〉)

tak bude přǐrazen vektor (2, 4, 3) (protože v této konfiguraci je n− i = 5− 1 = 4).

Dı́ky tomu, že v́ıme, že ve stavech 2, 3, 4 a 5 plat́ı invariant i ≤ n (ve stavech 3, 4 a 5 dokonce
i < n), je zřejmé, že ve výše popsaném přǐrazeńı jsou všem dosažitelným konfiguraćım přǐrazeny
vektory tvořené přirozenými č́ısly (tj. žádné dosažitelné konfiguraci neńı přǐrazen vektor, který by
měl některou položku zápornou).

Snadno se ověř́ı, že s každou provedenou instrukćı se přǐrazený vektor snižuje. U instrukćı I0,
I1, I3 a I8 se snižuje prvńı položka vektoru. U instrukćı I2, I4, I5 a I6 se snižuje třet́ı položka
vektoru, zat́ımco prvńı a druhá položka se neměńı. (Prvńı položka má při těchto instrukćıch stále
hodnotu 2 a druhá n − i, přičemž hodnoty proměnných n a i se při žádné z těchto instrukćı
neměńı.)

Jediný komplikovaněǰśı př́ıpad je instrukce I7. Tato instrukce převád́ı stroj z konfigurace s hod-
notou (2, n− i, 0) do konfigurace s hodnotou (2, n− i ′, 3), kde i ′ = i+ 1. Podobně jako v př́ıpadě
dokazováńı invariant̊u jsou zde pro přehlednost použity proměnné i a i ′ pro označeńı hodnoty
proměnné i před a po př́ıslušném přǐrazeńı (instrukce I7 měńı hodnotu proměnné i). Vzhledem
k tomu, že i ′ = i+ 1, je n− i ′ = n− (i+ 1) = (n− i) − 1 < n− i. Při provedeńı instrukce I7 tedy
z̊ustává stejná prvńı položka vektoru, zat́ımco druhá klesne.

Tı́m je tedy hotov d̊ukaz toho, že se Algoritmus 1 vždy po konečném počtu krok̊u zastav́ı.

∗ ∗ ∗

Poznamenejme ještě, že v praxi mohou mı́t smysl i algoritmy, které se nikdy nezastav́ı. Je-
den typ takových algoritmů jsou algoritmy, které produkuj́ı nějaký nekonečný výstup, např́ıklad
všechny prvky nějaké nekonečné posloupnosti. Jako př́ıklady takových algoritmů si můžeme představit
třeba algoritmus, který by na výstup vypisoval posloupnost všech prvoč́ısel, nebo třeba algorit-
mus, který by postupně vypisoval všechny č́ıslice č́ısla π, tj. začátek výstupu tohoto algoritmu by
vypadal takto:

3.14159265358979323846 . . .

Jiným př́ıkladem takových algoritmů jsou algoritmy, které zpracovávaj́ı nějaké požadavky, pro
které generuj́ı nějaké odpovědi. Př́ıkladem takových systémů jsou třeba operačńı systém nebo
webový server. Můžeme si představit, že takové algoritmy zpracovávaj́ı potenciálně nekonečnou
frontu požadavk̊u.

U těchto nekonečně běž́ıćıch algoritmů nedává smysl dokazovat, že se zastav́ı po konečném
počtu krok̊u, protože to po nich právě nechceme. Má smysl ale např́ıklad dokazovat, že při vypi-
sováńı prvk̊u nekonečné posloupnosti bude každý jednotlivý prvek po nějakém konečném počtu
krok̊u vypsán. Např́ıklad může mı́t smysl dokazovat, že při vypisováńı č́ıslic č́ısla π se nestane, že
by se vypsalo prvńıch 500 č́ıslic a program by pak běžel donekonečna bez toho, aby cokoliv daľśıho
vypsal. Podobně má smysl dokazovat u systému, který vyřizuje požadavky, že každý požadavek
bude po konečném počtu krok̊u vyř́ızen, apod.

V tomto textu se ovšem takovými nekonečně běž́ıćımi algoritmy př́ılǐs podrobně zabývat ne-
budeme.



Kapitola 4

Výpočetńı složitost algoritmů

Poč́ıtače pracuj́ı rychle, ale ne nekonečně rychle. Provedeńı každé jednotlivé operace během výpočtu
trvá nějakou nenulovou dobu. Z toho d̊uvodu v praxi často neńı až tak podstatné, jestli se algo-
ritmus pro každý vstup zastav́ı po konečném počtu krok̊u, ale zda jsme schopni celkovou dobu
výpočtu nějak omezit. Z praktického hlediska se algoritmus, u kterého jsme schopni dokázat, že
se sice vždy po konečném krok̊u zastav́ı, ale který pro vstupńı data, pro která ho chceme použ́ıt,
bude běžet miliardu let, nijak zvlášt’ nelǐśı od algoritmu, který se nezastav́ı nikdy. Ani v jednom
př́ıpadě se spoč́ıtáńı výsledku nedočkáme.

Většinou tedy chceme, aby algoritmus řeš́ıćı daný problém byl co nejrychleǰśı. Jak moc úsiĺı
věnovat hledáńı co nejefektivněǰśıho algoritmu zálež́ı samozřejmě na tom, jak velké množstv́ı dat
bychom chtěli t́ımto algoritmem zpracovávat. Pokud např́ıklad potřebujeme setř́ıdit pole tvořené
deseti prvky, dá se použ́ıt v podstatě libovolný tř́ıd́ıćı algoritmus a pole bude t́ımto algoritmem
setř́ıděno prakticky okamžitě a mezi jednotlivými algoritmy budou jen minimálńı rozd́ıly v době je-
jich běhu. Naprosto jiná bude situace, jestliže budeme cht́ıt tř́ıdit pole tvořené milionem nebo třeba
miliardou prvk̊u. V takovém př́ıpadě mohou být mezi jednotlivými algoritmy obrovské rozd́ıly
v tom, jak dlouho výpočet trvá. To, co jeden algoritmus udělá během zlomku sekundy nebo ma-
ximálně v řádu sekund, může jinému algoritmu trvat třeba několik minut nebo i deśıtek minut.

Daľśım omezuj́ıćım faktorem může být množstv́ı paměti, která je pro provedeńı výpočtu k dis-
pozici. Algoritmus by např́ıklad byl schopen spoč́ıtat výsledek pro daná vstupńı data v nějakém

”
rozumném“ čase, ale jeho výpočet může skončit neúspěšně proto, že na poč́ıtači, na kterém tento
výpočet poběž́ı, neńı k dispozici dostatek paměti k provedeńı všech operaćı, které je třeba během
výpočtu udělat.

Někdy se dá množstv́ı paměti, která je k dispozici, zvětšit t́ım, že si algoritmus bude např́ıklad
odkládat některé údaje na disk. Vzhledem k tomu, že př́ıstup k dat̊um na disku je řádově pomaleǰśı
než př́ıstup k dat̊um v paměti RAM, může být pak takový algoritmus mnohem pomaleǰśı, než
kdyby ukládal veškerá data v paměti RAM.

U algoritmů se běžně provád́ı analýza, při které se zkoumaj́ı časové a pamět’ové nároky algo-
ritmů. Zkoumá se, jak dlouho budou výpočty algoritmu trvat a kolik při nich bude bude potřeba
paměti.

Je asi zřejmé, že dobu výpočtu algoritmu nebo množstv́ı použité paměti neńı většinou možné
omezit nějakým jediným č́ıslem. Obecně záviśı doba běhu i množstv́ı použité paměti na konkrétńım
vstupu, který má algoritmus zpracovávat. Jinou dobu bude trvat setř́ıděńı pole 10 prvk̊u a jinou
dobu pole tvořené milionem prvk̊u. Pokud nedáme na velikost vstupńıch dat nějaké omezeńı, tak
se asi ve většině př́ıpad̊u nedá o algoritmu ř́ıct, že na daném poč́ıtači poběž́ı pro jakýkoliv vstup
maximálně 10 sekund nebo že při výpočtu bude potřebovat maximálně 10MB paměti.

To, jak konkrétně záviśı doba výpočtu na daných vstupńıch datech, např́ıklad to, jak rychle
roste doba výpočtu s t́ım, jak se zvětšuje množstv́ı vstupńıch dat, se označuje jako časová

složitost algoritmu. Podobně to, jak konkrétně záviśı na vstupńıch datech množstv́ı paměti,
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které bude algoritmus při výpočtu potřebovat, se označuje jako pamět’ová nebo též prostorová

složitost algoritmu.

Souhrnně se časová a pamět’ová složitost algoritmu označuj́ı jako výpočetńı složitost algo-

ritmu nebo krátce jako složitost algoritmu . Ve skutečnosti tento pojem zahrnuje i daľśı typy
složitost́ı, nejen časovou a pamět’ovou složitost. Např́ıklad u distribuovaných algoritmů, které běž́ı
paralelně na v́ıce poč́ıtač́ıch, které spolu komunikuj́ı pomoćı pośılańı zpráv, se může zkoumat
tzv. komunikačńı složitost , kdy se analyzuje počet pośılaných zpráv či množstv́ı dat, které si
muśı jednotlivé poč́ıtače mezi sebou vyměnit. V tomto textu se jinými typy výpočetńı složitosti
než časovou a pamět’ovou složitost́ı zabývat nebudeme. Časová a pamět’ová složitost jsou dva
nejd̊uležitěǰśı typy složitosti, a proto se zaměř́ıme pouze na ně.

4.1 Velikost vstupu

Jak už bylo řečeno, jak doba výpočtu algoritmu, tak množstv́ı použité paměti, většinou záviśı
na konkrétńıch vstupńıch datech. Asi je zřejmé, že se doba výpočtu či množstv́ı použité paměti
budou lǐsit v závislosti na množstv́ı vstupńıch dat (vezměme si třeba tř́ıděńı 10 prvk̊u versus
tř́ıděńı milionu prvk̊u).

Doba výpočtu či množstv́ı použité paměti se však mohou lǐsit i pro vstupy, kde je vstupńıch dat
přibližně stejné množstv́ı. Např́ıklad mnohé tř́ıd́ıćı algoritmy setř́ıd́ı dané pole mnohem rychleji,
pokud jsou prvky v tomto poli už setř́ıděny, než v př́ıpadě, kdy jsou tyto prvky nějak náhodně
promı́chány nebo kdy jsou setř́ıděny v opačném pořad́ı, než jak je chceme setř́ıdit. Pro dvě taková
pole, která maj́ı stejnou velikost (např́ıklad obě maj́ı 1 000 000 prvk̊u), tak může výpočet trvat
velmi rozd́ılnou dobu v závislosti na tom, jak jsou hodnoty v těchto poĺıch uspořádány.

Přesné určeńı doby výpočtu či množstv́ı použité paměti v závislosti na konkrétńıch vstupech
je i pro relativně jednoduché algoritmy většinou velmi složité a pracné. Dobu běhu algoritmu i
množstv́ı použité paměti totiž ovlivňuje př́ılǐs mnoho r̊uzných faktor̊u, které je třeba vźıt při takové
analýze v úvahu. Výpočetńı složitost algoritmu se proto prakticky nikdy neanalyzuje zcela přesně.
Mı́sto toho se při analýze složitosti použ́ıvá celá řada úvah, které umožńı tuto analýzu podstatným
zp̊usobem zjednodušit za cenu, že odvozené výsledky této analýzy jsou méně přesné, zato je ale
taková analýza prakticky zvládnutelná.

Doba běhu algoritmu a množstv́ı použité paměti záviśı v mnoha ohledech na detailech stroje,
na kterém algoritmus poběž́ı. Jedńım z ćıl̊u zmı́něných zjednodušuj́ıćıch úvah je umožnit odvodit
výsledky týkaj́ıćı se výpočetńı složitosti, které jsou do značné mı́ry na těchto detailech nezávislé.

Prvńı zjednodušeńı spoč́ıvá v tom, že většinou se neanalyzuje závislost doby běhu nebo množstv́ı
použité paměti na konkrétńıch jednotlivých vstupech, ale závislost těchto hodnot na velikosti

vstupu .

Velikost vstupu je typicky jedno přirozené č́ıslo nebo několik málo přirozených č́ısel, udávaj́ıćı,
jak je daný vstup velký — č́ım vyšš́ı hodnota (nebo hodnoty), t́ım je vstup považován za větš́ı.

Pokud máme dán nějaký algoritmický problém a nějaký algoritmus, které tento problém řeš́ı,
a chceme analyzovat jeho výpočetńı složitost, neńı obecně nějak apriori dáno, co přesně je velikost
vstupu pro tento konkrétńı algoritmus nebo problém. Co budeme považovat za velikost vstupu, si
můžeme zvolit. Většinou se však pro daný typ problému a daný typ vstupńıch dat nab́ıźı nějaká
přirozená možnost, co konkrétně za velikost vstupu zvolit.

Uved’me několik typických př́ıklad̊u, co konkrétně se dá u r̊uzných typ̊u problémů považovat
za velikost vstupu:

• Pokud je vstupem sekvence nějakých hodnot, pole prvk̊u apod., je většinou nejpřirozeněǰśı
zvolit jako velikost vstupu počet prvk̊u v této sekvenci nebo poli.

Typickým př́ıkladem je třeba problém tř́ıděńı, problém hledáńı maximálńıho prvku v poli a
podobně. Pokud je tedy vstupem sekvence nebo pole o n prvćıch, je velikost daného vstupu
toto č́ıslo n (např. pokud je vstupem pole o 100 prvćıch, je velikost tohoto vstupu 100).
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• Pokud je vstupem řetězec znak̊u, je přirozené zvolit jako velikost vstupu počet těchto znak̊u.
(Jedná se v podstatě o stejný př́ıpad, jako v předchoźım bodě.)

• Pokud jsou vstupem dva řetězce, z nichž jeden je např́ıklad (dlouhý) text, který se bude
prohledávat, a druhý je (kratš́ı) řetězec, jehož výskyty se budou v daném dlouhém textu
vyhledávat, je většinou vhodné velikost tohoto vstupu reprezentovat pomoćı dvojice č́ısel —
jedno z těchto č́ısel je počet znak̊u v prohledávaném textu a druhé počet znak̊u v hledaném
vzorku. Důvod je ten, že doba prováděńı některých část́ı algoritmů pro hledáńı zadaného
vzorku v textu i množstv́ı paměti, kterou algoritmus pro toto hledáńı potřebuje, záviśı jen
na velikosti hledaného vzorku, ale nikoliv na velikosti prohledávaného textu (který se jen
sekvenčně nač́ıtá znak po znaku bez toho, že by bylo třeba ukládat již jednou zpracované
znaky).

Někdy může mı́t smysl uvažovat kromě dvou výše uvedených parametr̊u udávaj́ıćıch velikost
vstupu ještě třet́ı parametr, a to velikost abecedy, ze které jsou znaky, které se mohou
v zadaných řetězćıch vyskytnout.

• Pokud je vstupem nějaký libovolný počet řetězc̊u, je možné brát jako velikost vstupu celkový
počet znak̊u v těchto řetězćıch.

Podle situace může být vhodné uvažovat jako daľśı parametr udávaj́ıćı velikost vstupu kromě
celkového počtu znak̊u i počet těchto řetězc̊u, např́ıklad abychom mohli od sebe odlǐsit
př́ıpad, kdy je vstupem velké množstv́ı krátkých řetězc̊u, a př́ıpad, kdy je vstupem malé
množstv́ı dlouhých řetězc̊u.

• U grafových problémů, kde vstupem je graf (a př́ıpadně nějaké daľśı informace), je většinou
velikost vstupu reprezentována jako dvojice č́ısel n a m, kde n je počet vrchol̊u grafu a
m počet hran tohoto grafu.

• Vezměme si nyńı problémy, kde vstupem je jedno č́ıslo, dvojice č́ısel apod. Př́ıkladem ta-
kových problémů jsou třeba problém, zda dané č́ıslo je prvoč́ıslo, kde vstupem je jediné
přirozené č́ıslo, nebo problém nalezeńı největš́ıho společného dělitele dvou č́ısel, kde vstu-
pem je dvojice přirozených č́ısel.

V takovém př́ıpadě samozřejmě nemá smysl definovat velikost vstupu jako počet č́ısel na
vstupu, protože by velikost byla vždy 1 nebo 2. Doba běhu algoritmů, které řeš́ı takové
problémy, nav́ıc záviśı na hodnotách č́ısel na vstupu. V takovém př́ıpadě se nab́ıźı možnost
považovat za velikost vstupu př́ımo hodnoty těchto č́ısel (a t́ım pádem nedělat rozd́ıl mezi
vstupem a jeho velikost́ı).

Většinou se však u takových problémů a algoritmů bere jako velikost vstupu počet bit̊u ,
které jsou potřeba pro zápis těchto č́ısel ve dvojkové soustavě (binárně). Toto má smysl
zejména tehdy, pokud velikost č́ısel na vstupu neńı omezena (např. na 32-bitová č́ısla), takže
č́ısla na vstupu mohou být libovolně velká.

• Někdy je vstupem (libovolně dlouhá) posloupnost č́ısel, kde ale hodnoty těchto č́ısel ovlivňuj́ı
dobu výpočtu, např́ıklad pro větš́ı č́ısla trvá výpočet déle. V takovém př́ıpadě může být
přirozené považovat za velikost vstupu celkový počet bit̊u ve všech č́ıslech na vstupu. Zejména
to plat́ı v př́ıpadech, kdy tato č́ısla mohou být libovolně velká.

Jak vyplývá z předchoźıch př́ıklad̊u, co konkrétně považovat za velikost vstupu, si můžeme
zvolit pro daný problém nebo algoritmus podle potřeby, zejména podle toho, o jaký typ problému
se jedná a podle toho, jak podrobnou analýzu složitosti chceme provádět.

Běžně zauž́ıvanou konvenćı je, že pokud je velikost vstupu dána jediným č́ıslem, je toto č́ıslo
označováno ṕısmenem n nebo N.

Pokud je velikost vstupu reprezentována dvojićı č́ısel, použ́ıvaj́ı se většinou pro jejich označeńı
ṕısmena n a m (nebo N a M). V takovém př́ıpadě by mělo být vždy jasně řečeno, co je n a co
je m — např́ıklad, že n je počet vrchol̊u grafu a m počet jeho hran, nebo třeba, že n je celkový
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počet řetězc̊u na vstupu a m součet délek všech těchto řetězc̊u (tj. celkový počet znak̊u v těchto
řetězćıch), apod.

4.2 Doba výpočtu algoritmu

Zaměřme se nyńı na časovou složitost algoritmů, tj. na zkoumáńı doby jejich běhu. Řekněme,
že máme nějaký algoritmus Alg a tento algoritmus řeš́ı nějaký problém P. Např́ıklad si můžeme
představit třeba algoritmus Quicksort, který řeš́ı problém tř́ıděńı. Symbolem In označme množinu
všech instanćı problému P, tj. množinu všech př́ıpustných vstup̊u pro algoritmus Alg. V př́ıpadě
algoritmus Quicksort a problému tř́ıděńı to bude množina všech možných poĺı prvk̊u nějakého
typu.

Předpokládejme, že algoritmus Alg bude vykonáván strojem M. Jako tento stroj si můžeme
představit třeba skutečný poč́ıtač, který bude vykonávat program ve strojovém kódu, který vznikl
překladem programu napsaného v jazyce C, nebo třeba virtuálńı stroj vykonávaj́ıćı program na-
psaný v jazyce Python, nebo třeba nějaký idealizovaný matematický model poč́ıtače, apod.

Pokud si nyńı vezmeme nějaký libovolný vstup w z množiny In (v př́ıpadě problému tř́ıděńı
třeba pole [6, 13, 1, 8, 4, 5, 8]) a necháme stroj M provádět algoritmus Alg pro tento vstup w, bude
tento výpočet nějakou dobu trvat. Označme dobu trváńı tohoto výpočtu t(w).

Zde si ovšemmůžeme položit otázku, v jakých jednotkách v̊ubec dobu výpočtu vyjadřovat. Tato
otázka vypadá možná na prvńı pohled hloupě, ale při troše zamyšleńı je vidět, že se ve skutečnosti
nab́ıźı několik rozd́ılných možnost́ı, v čem dobu výpočtu vyjadřovat. Ani jedna z těchto možnost́ı
nevypadá nějak výrazně lepš́ı než ostatńı. Sṕı̌se se dá ř́ıci, že se každý hod́ı k něčemu jinému.

Zde je několik přirozených možnost́ı, v čem poč́ıtat dobu běhu algoritmu:

• v sekundách —Tato možnost asi napadne člověka jako prvńı (máme zde na mysli i jakékoliv
jiné časové jednotky jako třeba milisekundy, minuty, hodiny, apod.). Skutečná doba běhu
v sekundách je t́ım, co nás z praktického hlediska nakonec zaj́ımá, a proč vlastně analýzu
časové složitosti děláme. Skutečná doba běhu se dá pro konkrétńı implementaci algoritmu a
konkrétńı vstupńı data také velice snadno změřit.

Na druhou stranu má vyjadřováńı doby běhu algoritmu v sekundách celou řadu nevýhod.
Hlavńı problém spoč́ıvá v tom, že tato doba nezáviśı jen na daném algoritmu, ale je dána
nespočtem daľśıch faktor̊u, které tuto dobu ovlivňuj́ı, předevš́ım použitým hardware a jeho
parametry, ale i překladačem a jeho nastaveńım, operačńım systémem, apod. Někdy i drobné
rozd́ıly v tom, jak je algoritmus konkrétně naprogramován, mohou zp̊usobit měřitelné rozd́ıly
v době běhu algoritmu. Dokonce i když spust́ıme tentýž program se stejnými vstupńımi daty
na tomtéž poč́ıtači několikrát za sebou, tak se většinou naměřené hodnoty budou drobně
lǐsit.

Porovnávat dobu běhu jednoho algoritmu (resp. jedné jeho konkrétńı implementace) na jed-
nom poč́ıtači s dobou běhu jiného algoritmu na jiném poč́ıtači z hlediska délky výpočtu
v sekundách je tak většinou nesmyslné, nebot’ v tomto př́ıpadě jde o porovnáváńı jablek
s hruškami.

• v počtu provedených krok̊u — Zde je ovšem potřeba specifikovat, co je považováno za
jeden krok.

Pokud budeme uvažovat programy běž́ıćı na skutečném poč́ıtači (a ne třeba nějaký idea-
lizovaný matematický model poč́ıtače), daj́ı se poč́ıtat kroky na mnoha r̊uzných úrovńıch
abstrakce. Za kroky algoritmu můžeme považovat třeba:

– Př́ıkazy vyšš́ıho programovaćıho jazyka — tj. provedeńı jednoho př́ıkazu (jako třeba
provedeńı přǐrazeńı a[i] := a[j+ 1] ∗ 2) je považováno za jeden krok.

– Instrukce strojového kódu nebo bytekódu — jedna instrukce vyšš́ıho programovaćıho
jazyka může vyžadovat provedeńı celé řady instrukćı na nižš́ı úrovni.
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– Takty procesoru — provedeńı jedné instrukce strojového kódu procesorem je rozloženo
na v́ıce jednodušš́ıch operaćı, kde doba trváńı každé této jednodušš́ıch operace je dána
jedńım tikem hodin (tj. taktovaćı frekvenćı procesoru). Provedeńı r̊uzných instrukćı
strojového kódu může trvat r̊uzný počet takt̊u.

Jak se ukáže dále, při běžně prováděné analýze časové složitosti algoritmů, kdy se celá řada
věćı stejně zanedbává, neńı mezi těmito r̊uznými možnostmi v praxi př́ılǐs velký rozd́ıl. Pokud
bychom ale prováděli hodně podrobnou analýzu doby výpočtu a hodnoty bychom chtěli vyjadřovat
v č́ıslech, bylo by třeba určit v jakých jednotkách dobu výpočtu poč́ıtáme.

∗ ∗ ∗

Řekněme, že pro daný algoritmus Alg prováděný strojem M jsme specifikovali jednotky, ve
kterých budeme dobu výpočtu poč́ıtat, a pro každou instrukci, která se při výpočtech tohoto
algoritmu bude provádět, jsme specifikovali, jak dlouho trvá provedeńı této instrukce na stroji M.

Pro jednoduchost předpokládejme, že dobu provedeńı každé jednotlivé instrukce můžeme vyjádřit
jako (kladné) reálné č́ıslo a že při opakovaném prováděńı této instrukce během výpočtu je doba pro-
vedeńı této instrukce pokaždé stejná. (Doba provedeńı r̊uzných instrukćı může být r̊uzná.) Nav́ıc
pro jednoduchost předpokládejme, že instrukce se prováděj́ı sekvenčně jedna po druhé, tj. v jed-
nom okamžiku se vždy provád́ı jediná instrukce a daľśı instrukce se začne provádět až po jej́ım
skončeńı.

Pro konkrétnost si vezměme třeba Algoritmus 1 popsaný grafem ř́ıd́ıćıho toku na Obrázku 2.4.
Každé hraně tohoto grafu přǐrad’me kladné reálné č́ıslo udávaj́ıćı, jak dlouho trvá provedeńı této
instrukce (neńı ted’ podstatné jestli tyto hodnoty udávaj́ı tuto dobu v nanosekundách, taktech
procesoru, počtu instrukćı strojového kódu nebo v něčem jiném). Označme dobu provedeńı in-
strukce I0 symbolem c0, dobu provedeńı instrukce I1 označme c1, atd. Doby trváńı instrukćı
I0, I1, . . . , I8 jsou tedy c0, c1, . . . c8, přičemž c0, c1, . . . c8 jsou kladná reálná č́ısla.

V daľśım textu budeme množinu všech kladných reálných č́ısel označovat R+. Hodnoty c0, c1,
. . . , c8 jsou tedy prvky množiny R

+.

Pokud si nyńı vezmeme nějaký konkrétńı vstup w ∈ In pro algoritmus Alg (pro Algoritmus 1
např́ıklad vstupńı instanci ([3, 8, 4, 5, 2], 5)), provede tento algoritmus pro vstupw nějaký konkrétńı
výpočet, tj. nějakou konkrétńı posloupnost provedených instrukćı. Celková doba provedeńı tohoto
výpočtu t(w) je dána jako součet dob provedeńı všech jednotlivých instrukćı, provedených během
tohoto výpočtu.

Hodnota t(w) je tedy kladné reálné č́ıslo. Pokud bychom např́ıklad pro Algoritmus 1 stanovili,
že c0 = 4, c1 = 4, c2 = 10, c3 = 12, c4 = 14, c5 = 12, c6 = 5, c7 = 6 a c8 = 5, mohli bychom
třeba odsimulovat výpočet tohoto algoritmu pro vstup w = ([3, 8, 4, 5, 2], 5) a určit konkrétńı
hodnotu t(w). My to zde ale ted’ t́ımto pracným zp̊usobem dělat nebudeme. (Později tuto hodnotu
spoč́ıtáme jednodušeji.)

∗ ∗ ∗

Když budeme v daľśım popisu mluvit o hodnotách c0, c1, . . . , c8 a ne o konkrétńıch č́ıslech,
můžeme t́ımto zp̊usobem alespoň částečně abstrahovat od konkrétńıch vlastnost́ı stroje M. Pro
r̊uzné stroje budou tyto hodnoty r̊uzné, ale my se zde nemuśıme ted’ zaj́ımat o to, jak konkrétně
určit tyto hodnoty pro daný typ stroje, ani se nemuśıme zabývat detailńım popisem konkrétńıho
stroje.

Výše popsaný př́ıpad, kdy jsou jednotlivým instrukćım přǐrazeny konstantńı hodnoty, je v některých
ohledech poněkud zjednodušený oproti tomu, jak to může

”
ve skutečnosti“ být, protože obecně

doba provedeńı jedné instrukce nemuśı být konstantńı (zálež́ı samozřejmě na typu stroje a na tom,
o jakou instrukci se jedná).

Např́ıklad některé instrukce mohou trvat r̊uznou dobu v závislosti na tom, jak velké jsou
hodnoty operand̊u, se kterými pracuj́ı. Jistě si lze představit stroj, kde např́ıklad sečteńı dvou
velkých č́ısel bude trvat deľśı dobu než sečteńı dvou malých č́ısel.
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V moderńıch poč́ıtač́ıch jsou velké rozd́ıly mezi rychlost́ı, s jakou pracuje procesor, a s jakou
pracuje pamět’ RAM. Aby př́ıstupy do paměti nebrzdily výpočet, bývá mezi procesorem a pamět́ı
RAM celá hierarchie pamět́ı cache, které maj́ı výrazně menš́ı kapacitu než pamět’ RAM, ale jsou
podstatně rychleǰśı. V praxi je tak velký rozd́ıl v době př́ıstupu k hodnotě, která je v paměti cache,
a k hodnotě, která v paměti cache neńı. Pokud se např́ıklad často pracuje s nějakou proměnnou,
prvńı přečteńı hodnoty této proměnné, než se jej́ı hodnota dostane do paměti cache, může trvat
mnohonásobně déle, než daľśı př́ıstupy k této proměnné.

Ve skutečných poč́ıtač́ıch také neńı úplně pravda, že se instrukce prováděj́ı sekvenčně v tom
smyslu, že se daľśı instrukce začne provádět až po dokončeńı předchoźı instrukce. V moderńıch
mikroprocesorech se použ́ıvá celá řada r̊uzných technik pro urychleńı práce procesoru. Procesor
se skládá z mnoha blok̊u, které pracuj́ı do značné mı́ry paralelně. Pokud nějaká takový blok
procesoru dokonč́ı svou část zpracováńı instrukce, kterou právě provád́ı, nečeká na dokončeńı
této instrukce ve zbytku procesoru, ale pokračuje prováděńım daľśı instrukce. Prováděńı po sobě
jdoućıch instrukćı se tak r̊uzně proĺıná a určeńı přesné doby provedeńı určité sekvence instrukćı
nemuśı být v̊ubec snadné. Tato doba může být o dost menš́ı než prostý součet dob zpracováńı
každé jednotlivé instrukce.

Např́ıklad provedeńı každé jednotlivé instrukce samo o sobě může trvat jednotky až deśıtky
takt̊u. Dı́ky současnému zpracováváńı v́ıce instrukćı najednou však neńı neobvyklé, že při prováděńı
dlouhé sekvence instrukćı vycháźı v pr̊uměru doba zpracováńı jedné instrukce na 1 až 2 takty (když
poděĺıme celkový počet takt̊u, který trvalo zpracováńı celé sekvence, počtem instrukćı).

Těmito detaily, které souviśı sṕı̌se s architekturou skutečných poč́ıtač̊u, se zde nebudeme
podrobněji zabývat. Pro naše účely bude postačovat výše uvedená jednoduchá představa. Měli
bychom si však být těchto věćı vědomi a v př́ıpadech, kdy bychom prováděli tak podrobnou
analýzu, kde by hrály tyto faktory nějakou roli, bychom je museli vźıt v úvahu.

4.3 Časová složitost algoritmu

Nyńı se postupně dostáváme k tomu, co to přesně je časová složitost algoritmu.

Řekněme, že máme pro daný algoritmus Alg a daný strojM určeno, jaká je doba výpočtu t(w)
algoritmu Alg nad vstupem w, pro každý vstup w z množiny všech možných vstup̊u In.

Dále předpokládejme, že jsme zvolili, co budeme považovat za velikost vstupu. Pro jednodu-
chost se zaměřme na př́ıpad, kdy je velikost vstupu vyjádřena jediným č́ıslem. Předpokládáme
tedy, že každému vstupu w z množiny In je přǐrazeno přirozené č́ıslo, udávaj́ıćı velikost vstupu w.
Toto č́ıslo budeme označovat zápisem size(w). (Z formálńıho hlediska je size : In → N funkce,
která vstup̊um přǐrazuje jejich velikost.)

Ve skutečnosti existuje v́ıce r̊uzných druh̊u časové složitosti algoritmu. Nejpouž́ıvaněǰśım dru-
hem časové složitosti je časová složitost v nejhorš́ım př́ıpadě. Pokud se někde mluv́ı o časové
složitosti algoritmu a neńı tam explicitně zd̊urazněno, o který konkrétńı typ složitosti se jedná,
prakticky vždy je t́ım myšlena časová složitost v nejhorš́ım př́ıpadě.

Kromě složitosti v nejhorš́ım př́ıpadě se někdy analyzuje také časová složitost v pr̊uměrném

př́ıpadě. Analýza tohoto typu složitosti je však často o dost komplikovaněǰśı než analýza složitosti
v nejhorš́ım př́ıpadě, a proto se zde zaměř́ıme předevš́ım na složitost v nejhorš́ım př́ıpadě.

Definice 4.1 Časová složitost algoritmu Alg v nejhorš́ım př́ıpadě je funkce T : N → R
+,

která každému přirozenému č́ıslu n přǐrazuje maximálńı dobu výpočtu algoritmu Alg nad vstupem
velikosti n.

Pro každé n ∈ N tedy plat́ı:

• Pro každý vstup w ∈ In takový, že size(w) = n, je t(w) ≤ T(n).

• Existuje vstup w ∈ In takový, že size(w) = n a t(w) = T(n).
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Z výše uvedené definice vid́ıme, že časová složitost algoritmu je funkce, jej́ıž přesné hodnoty
závist́ı nejen na daném algoritmu Alg, ale také na následuj́ıćıch věcech:

• definici stroje M, na kterém algoritmus Alg běž́ı,

• definici doby výpočtu t(w) algoritmu Alg na stroji M pro vstup w ∈ In,

• definici velikosti vstupu (tj. definici funkce size).

Neformálně si určeńı hodnot funkce T můžeme představit tak, že hodnotu T(n) urč́ıme t́ım
zp̊usobem, že vezmeme všechny vstupy velikosti n, a z nich vybereme ten, pro který trvá výpočet
nejdéle. Dobu trváńı tohoto nejdeľśıho výpočtu přǐrad́ıme T(n). Toto provedeme postupně pro
všechna n, tj. pro n = 0, 1, 2, 3, . . . (Toto je samozřejmě jen myšlenkový postup, který neńı možné
ve skutečnosti provést, protože bychom museli proj́ıt nekonečně mnoho hodnot.)

∗ ∗ ∗

V praxi může být přesné určeńı časové složitosti daného algoritmu (tj. přesných hodnot výše
popsané funkce T) velmi obt́ıžné a pracné a to i pro poměrně jednoduché algoritmy a za přijet́ı
r̊uzných zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u. Proto se většinou prováděj́ı jen přibližné odhady toho,
jak funkce T vypadá. Předevš́ım se zkoumá, jak zhruba rostou hodnoty této funkce s t́ım, jak se
zvětšuje velikost vstupu n, tj. jak zhruba záviśı hodnota T(n) na hodnotě n. Pro vyjádřeńı této
závislosti se použ́ıvá tzv. asymptotická notace, kterou se budeme zabývat později.

Použit́ı asymptotické notace analýzu časové složitosti výrazně zjednodušuje. Zároveň však při
vyjádřeńı odhad̊u funkce T pomoćı asymptotické notace nelze prakticky nic ř́ıci o konkrétńıch
hodnotách funkce T , protože asymptotická notace se týká rychlosti r̊ustu funkćı, nikoli jejich
konkrétńıch hodnot.

Pro ilustraci si nyńı ukažme analýzu časové složitosti Algoritmu 1 bez použit́ı asymptotické
notace. Tento algoritmus je natolik jednoduchý, že je pro něj zvládnutelné i přesné určeńı funkce T ,
která vyjadřuje jeho časovou složitost v nejhorš́ım př́ıpadě. Zd̊urazněme však, že t́ımto zp̊usobem
se analýza časové složitosti v praxi v naprosté většině př́ıpad̊u nedělá. Zde tento př́ıklad slouž́ı
jen jako ukázka toho, jak moc použit́ı asymptotické notace analýzu zjednodušuje a co vše je při
použit́ı asymptotické notace zanedbáno, od čeho můžeme abstrahovat, atd.

Předpokládejme tedy, že máme Algoritmus 1 popsaný grafem ř́ıd́ıćıho toku na Obrázku 2.4 a
že jednotlivým instrukćım I0, I1, . . . , I8 jsou přǐrazeny doby jejich trváńı c0, c1, . . . , c8 vyjádřené
jako kladná reálná č́ısla.

Pro vstup (A,n), kde A je pole hodnot (pro jednoduchost budeme uvažovat pole celých č́ısel)
a n počet prvk̊u tohoto pole, budeme jako velikost tohoto vstupu brát č́ıslo n. Např́ıklad velikost
vstupu ([−3, 1, 9, 13,−1,−1], 6) je tedy 6.

Uvažujme tedy nějaký libovolný vstup (A,n) velikosti n, kde n ≥ 1, a zkusme určit co
nejpřesněji dobu běhu Algoritmu 1 pro tento vstup.

Pokud uvažujeme o výpočtu Algoritmu 1 nad vstupem (A,n) jako o posloupnosti instrukćı,
kde nav́ıc předpokládáme, že doba trváńı každé jednotlivé instrukce je dána nějakou konstantou
(a která se tedy v pr̊uběhu výpočtu neměńı), asi nás napadne, že stač́ı pro každou jednotlivou
instrukci určit, kolikrát bude během tohoto výpočtu provedena. Pokud instrukce I0 bude provedena
m0 krát, instrukce I1 bude provedena m1 krát, a tak dále, až instrukce I8 bude provedena m8

krát, tak celkovou dobu výpočtu můžeme určit jako

c0m0 + c1m1 + · · · + c8m8 . (∗)

Prozkoumáńım algoritmu (a s využit́ım toho, co už o něm v́ıme na základě analýzy jeho ko-
rektnosti) snadno zjist́ıme následuj́ıćı:

• Instrukce I0, I1, I3 a I8 se všechny provedou během výpočtu jedenkrát bez ohledu na to, jak
vypadá vstup.
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• Cyklus tvořený instrukcemi I2, I4, I5, I6 a I7 se provede celkem n − 1 krát, protože při
pr̊uchodech t́ımto cyklem proměnná i nabývá postupně hodnot 1, 2, . . . , n − 1 (hodnota
proměnné i se s každým pr̊uchodem cyklem zvětšuje o 1 a z cyklu se vyskoč́ı, jakmile dosáhne
hodnoty n).

• Instrukce I2 a I7 se při každém pr̊uchodu cyklem provedou vždy jedenkrát. Celkem se tedy
každá z těchto instrukćı provede n − 1 krát.

• Při každém pr̊uchodu cyklem se bud’ provede instrukce I4 (a neprovedou instrukce I5 a I6)
nebo instrukce I5 a I6 (v tom př́ıpadě se neprovede I4).
To, jestli se v daném pr̊uchodu cyklem provede instrukce I4 nebo se provedou instrukce I5
a I6, záviśı na tom, jak dopadne v tomto pr̊uchodu test podmı́nky v ř́ıd́ıćım stavu 3. Po-
kud plat́ı A[i] ≤ A[k] provede se instrukce I4, jinak (tj. pokud A[i] > A[k]) se provedou
instrukce I5 a I6.
Označme ℓ počet těch pr̊uchod̊u cyklem, kdy plat́ı A[i] > A[k]. Zjevně je 0 ≤ ℓ < n.
Instrukce I5 a I6 se provedou celkem ℓ krát a instrukce I4 celkem n − 1− ℓ krát.

Při použit́ı výše zavedeného značeńı jsou tedy počty provedeńı instrukćı I0, I1, . . . , I8 pro
vstup (A,n) následuj́ıćı:

m0 = 1 m3 = 1 m6 = ℓ

m1 = 1 m4 = n − 1− ℓ m7 = n− 1
m2 = n − 1 m5 = ℓ m8 = 1

Po dosazeńı těchto hodnot do výrazu (∗) můžeme tedy dobu výpočtu pro vstup (A,n) vyjádřit
jako

d1 + d2 · (n − 1) + d3 · (n − 1− ℓ) + d4 · ℓ ,

kde

d1 = c0 + c1 + c3 + c8 d3 = c4
d2 = c2 + c7 d4 = c5 + c6

Tento výraz můžeme upravit na

(d2 + d3) · n + (d4 − d3) · ℓ + (d1 − d2 − d3) . (∗∗)

Pomoćı vzorce (∗∗) můžeme snadno určit hodnotu t(w), pro každý konkrétńı vstup w.

Př́ıklad 4.1 Pokud bychom např́ıklad pro Algoritmus 1 stanovili, že c0 = 4, c1 = 4, c2 = 10,
c3 = 12, c4 = 14, c5 = 12, c6 = 5, c7 = 6 a c8 = 5, bude d1 = 25, d2 = 16, d3 = 14 a d4 = 17,
takže doba výpočtu t(w) pro vstupw bude 30n+3ℓ−5 (přičemž hodnoty n a ℓ záviśı na vstupuw).

Konkrétně např́ıklad pro vstup w = ([3, 8, 4, 5, 2], 5) je n = 5 a ℓ = 1, takže doba výpočtu pro
tento vstup je 30 · 5+ 3 · 1− 5 = 148.

Neńı těžké si rozmyslet, že pro každé n ≥ 1 a každé ℓ ∈ N, kde 0 ≤ ℓ < n, existuje vstup
velikosti n, takový, že instrukce I5 a I6 se provedou při výpočtu nad t́ımto vstupem právě ℓ krát.
Např́ıklad stač́ı vźıt vstup, kde

A = [0, 1, 2, . . . , ℓ− 1, ℓ, 0, 0, . . . , 0] .

Např́ıklad pro n = 10 můžeme pro ℓ = 6 vźıt vstup, kde A = [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 0, 0, 0], pro ℓ = 9

vstup, kde A = [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9], a pro ℓ = 0 vstup, kde A = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0].

Pokud nyńı chceme určit časovou složitost Algoritmu 1 v nejhorš́ım př́ıpadě (tj. popsat ji jako
funkci T(n)), muśıme si promyslet, pro který vstup velikosti n bude výpočet trvat nejdéle, tj. pro
který vstup velikosti n bude mı́t výraz (∗∗) největš́ı hodnotu.

Pro jakýkoliv vstup velikosti n budou mı́t výrazy (d2 + d3) · n a (d1 − d2 − d3) stále stejnou
hodnotu. Jediné, co se u vstup̊u velikosti n může lǐsit, je hodnota výrazu (d4 − d3) · ℓ.
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Nyńı nastávaj́ı dvě možnosti, které odpov́ıdaj́ı tomu, zda trvá déle provedeńı instrukce I4 nebo
provedeńı dvojice instrukćı I5 a I6 (jsou to dvě př́ıkazu if a následuj́ıćı dva př́ıpady se lǐśı podle
toho, která z těchto dvou větv́ı se provád́ı déle).

V prvém př́ıpadě je d3 ≥ d4 a tedy d4 − d3 ≤ 0. Vyšš́ı hodnota ℓ tedy znamená kratš́ı dobu
běhu. Nejhorš́ı př́ıpad (tj. nejdeľśı doba běhu) nastává pro ℓ = 0, tj. např́ıklad pro vstupy tvaru
[0, 0, . . . , 0] nebo třeba [n, n − 1, n − 2, . . . , 2, 1], apod.

Ve druhém př́ıpadě je d3 ≤ d4 a tedy d4 − d3 ≥ 0. Ted’ naopak vyšš́ı hodnota ℓ znamená deľśı
dobu běhu algoritmu. Nejhorš́ı př́ıpad tak nastává pro ℓ = n − 1, tj. např́ıklad pro vstupy tvaru
[0, 1, . . . , n − 1].

(V př́ıpadě, kdy obě větve trvaj́ı stejně dlouho, tj. když d3 = d4, je d4 − d3 = 0. V tomto
př́ıpadě, nemá hodnota ℓ na dobu běhu vliv a výpočet bude trvat stejně dlouho pro všechny vstupy
velikosti n.)

Z předchoźıho vyplývá, že v př́ıpadě, kdy d3 ≥ d4, má Algoritmus 1 časovou složitost

T(n) = (d2 + d3) · n + (d1 − d2 − d3)

a v př́ıpadě, kdy d3 ≤ d4, má časovou složitost

T(n) = (d2 + d3) · n + (d4 − d3) · (n− 1) + (d1 − d2 − d3)

= (d2 + d4) · n + (d1 − d2 − d4) .

V obou př́ıpadech je tedy časová složitost Algoritmu 1 funkce tvaru T(n) = an+ b, kde a a b
jsou konstanty, jejichž přesné hodnoty záviśı na délce trváńı jednotlivých instrukćı. (Konkretně
můžeme tyto konstanty vyjádřit jako a = d2 +max{d3, d4} a b = d1 − d2 −max{d3, d4}).

Jak je vidět z této analýzy, to, který vstup velikosti n je nejhorš́ı, tj. pro který trvá výpočet
nejdéle, nezáviśı jen na daném problému a algoritmu, ale může to být ovlivněno i r̊uznými detaily
týkaj́ıćımi se stroje, na kterém algoritmus běž́ı, detaily implementace tohoto algoritmu a délkou
trváńı jednotlivých instrukćı.

∗ ∗ ∗

Pozornému čtenáři možná neuniklo, že v předchoźı analýze neńı hodnota T(n) řádně definována
pro n = 0, protože podle definice problému Max-Element a toho, jak jsme definovali velikost
vstupu pro tento problém, neexistuj́ı žádné korektńı vstupy velikosti 0. Tato situace neńı nijak
neobvyklá a nepředstavuje žádný zvláštńı problém.

U mnoha problémů velikost vstup̊u definovaná nějakým přirozeným zp̊usobem může vést
k tomu, že pro daný problém neexistuj́ı žádné korektńı vstupy určitých velikost́ı. Zejména se
to týká velmi malých vstup̊u, kdy např́ıklad nemuśı existovat vstupy velikosti 0 nebo 1, apod.
Např́ıklad některé grafové problémy mohou dávat smysl až pro grafy od určité minimálńı veli-
kosti.

Pokud tedy pro daný problém neexistuj́ı pro některá n ∈ N žádné vstupy velikosti n, hodnota
funkce T vyjadřuj́ıćı časovou složitost daného algoritmu prostě pro tyto hodnoty n neńı definována
a př́ıslušné hodnoty můžeme ignorovat.

Může však existovat ještě jiný d̊uvod, proč nemuśı být hodnota funkce T(n) pro některá n
korektně definovaná a to i přesto, že existuj́ı vstupy této velikosti n. Důvod může být ten, že pro
dané n existuje nekonečná posloupnost vstup̊u, které sice všechny maj́ı velikost n, ale kde každý
daľśı vstup má deľśı dobu výpočtu než všechny předchoźı, tj. že existuje posloupnost vstup̊u

w0, w1, w2, w3, . . . ,

kde pro každé i ∈ N plat́ı size(wi) = n a t(wi) < t(wi+1), neboli

t(w0) < t(w1) < t(w2) < t(w3) < · · · .
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V tomto př́ıpadě tedy neexistuje žádný
”
nejhorš́ı“ vstup velikosti n, na kterém by trval výpočet

nejdéle, protože ke každému takovému vstupu existuje vstup velikosti n, na kterém trvá výpočet
ještě déle.

Toto znamená, že byla zvolena nevhodná definice velikosti vstupu, tj. definice funkce size,
protože tato zvolená definice velikosti vstupu plně nezachycuje, jak jsou jednotlivé vstupy

”
velké“

z hlediska doby výpočtu.

Jako př́ıklad, kdy toto může nastat, uved’me třeba problém, kde by vstupem mohla být libo-
volně dlouhá (konečná) posloupnost č́ısel x1, x2, . . . , xn a kde bychom jako velikost vstupu zvolili
počet těchto č́ısel (tj. n). Přitom by doba výpočtu daného algoritmu nezávisela jen na počtu
těchto č́ısel, ale rostla by s hodnotami těchto č́ısel a hodnoty těchto č́ısel by mohly být libovolně
velké. Př́ıkladem takového problému by mohl být třeba problém naj́ıt největš́ı společný dělitel
č́ısel x1, x2, . . . , xn. Už pro dvě č́ısla (tj. pro posloupnost x1, x2 délky 2) asi neńı možné omezit
dobu výpočtu jejich největš́ıho společného dělitele nějakou konstantou, pokud mohou být tato
č́ısla libovolně velká.



Apendix A

Symboly

V matematice se pracuje s objekty r̊uzných typ̊u, např́ıklad s č́ısly, funkcemi, množinami, relacemi,
posloupnostmi, s r̊uznými objekty specifickými pro danou oblast, např́ıklad v geometrii s body,
př́ımkami, kružnicemi, v teorii graf̊u s grafy, jejich vrcholy a hranami, apod. Objekty, se kterými
se pracuje, je třeba nějak pojmenovat a k tomu se použ́ıvaj́ı r̊uzné symboly . V textu se pak mluv́ı
např́ıklad o prvku x, o funkci f a podobně. Pojmenováńı objekt̊u umožňuje se na daný objekt
snadněji odkázat.

Protože je v matematických textech často potřeba pojmenovat hodně r̊uzných objekt̊u a
26 ṕısmen latinské abecedy by na to nemuselo stačit, použ́ıvá se několik r̊uzných zp̊usob̊u, jak
rozš́ı̌rit množstv́ı symbol̊u, které jsou k dispozici. Nejprve je třeba zd̊uraznit, že v matematických
textech se prakticky vždy při pojmenováváńı r̊uzných objekt̊u rozlǐsuj́ı velká a malá ṕısmena,
takže např́ıklad symbolyM a m mohou označovat (a většinou označuj́ı) nějaké dva úplně rozd́ılné
objekty. Při pojmenováńı se rozlǐsuje nejen to, zda je dané ṕısmeno velké nebo malé, ale i použitý
font. Např́ıklad každý z následuj́ıćıch šesti symbol̊u může v rámci jednoho textu označovat něco
jiného:

B B B B B B

Daľśım prostředkem, jak rozš́ı̌rit množstv́ı dostupných symbol̊u, je použ́ıváńı dolńıch a horńıch
index̊u, např́ıklad s7, s

7 a s77. Dále se použ́ıvá značeńı, kdy se př́ıslušný symbol ṕı̌se s čárkou
(např. Q ′), se dvěma čárkami (např. Q ′′), atd. K ṕısmen̊um je možné kromě čárek přidávat i
celou řadu daľśıch značek. Např́ıklad symboly

ĉ c̄ ~c c̊ ċ c̃

opět mohou označovat každý něco jiného. Všechny výše popsané možnosti (fonty, indexy, značky)

je samozřejmě možné kombinovat a psát tak třeba ~H3.

Kromě ṕısmen latinské abecedy se v matematických textech s oblibou použ́ıvaj́ı také ṕısmena
řecké abecedy, např́ıklad α, δ, ϕ, Γ , ∆, apod. Výjimečně se použ́ıvaj́ı i ṕısmena hebrejské abecedy,
např́ıklad ℵ (alef).

Přehled všech ṕısmen řecké abecedy je uveden v Tabulce A.1. Prvńı sloupec obsahuje velká
ṕısmena, druhý malá, třet́ı český název a čtvrtý anglický název daného ṕısmene. Některá malá
ṕısmena řecké abecedy existuj́ı ve dvou variantách. U ṕısmen, kterých se to týká, jsou uvedeny
obě varianty.

Občas se hod́ı použ́ıt mı́sto jednoho znaku posloupnost v́ıce ṕısmen, jako např́ıklad succ, Nodes
nebo mark. Na danou posloupnost ṕısmen se pak d́ıváme jako na jediný symbol. I když může
být název tvořený v́ıce ṕısmeny v́ıce popisný než název tvořený jen jedńım znakem, obecně se
v matematických textech dává přednost jednoznakovým názv̊um.

Kromě ṕısmen a č́ıslic se v matematických textech použ́ıvá nepřeberné množstv́ı r̊uzných
daľśıch symbol̊u. Některé z nich maj́ı nějaký v́ıceméně ustálený význam (např́ıklad =, ∈ nebo +),
pro většinu symbol̊u ale plat́ı, že jejich použit́ı je specifické pro daný konkrétńı text (a v rámci
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velké malé česky anglicky
A α alfa alpha
B β beta beta
Γ γ gama gamma
∆ δ delta delta
E ǫ, ε epsilon epsilon
Z ζ zéta zeta
H η éta eta
Θ θ, ϑ théta theta
I ι ióta iota
K κ kappa kappa
Λ λ lambda lambda
M µ mı́ mu
N ν ný nu
Ξ ξ kśı xi
O o omikron omicron
Π π, ̟ ṕı pi
P ρ, ρ rhó rho
Σ σ, σ sigma sigma
T τ tau tau
Υ υ ypsilon upsilon
Φ φ, ϕ f́ı phi
X χ ch́ı chi
Ψ ψ pśı psi
Ω ω omega omega

Tabulka A.1: Pı́smena řecké abecedy
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toho textu by pak mělo být popsáno, co daný symbol označuje) nebo alespoň pro danou oblast
matematiky.

Pro ilustraci uved’me několik málo př́ıklad̊u symbol̊u, které se mohou objevit v matematických
textech:

� ⊐ ≪ ∼ ⊲⊳ ⊙ ⊲ ⊎

Podobně jako u ṕısmen, i u ostatńıch symbol̊u hraj́ı roli jakékoli rozd́ıly v jejich podobě. Např́ıklad
se v rámci jednoho textu mohou vyskytnout následuj́ıćı druhy šipek

→ 7→ ⇒ →֒  ։ ֌

a každá z těchto šipek bude označovat něco jiného.

Rovněž použité závorky mohou mı́t r̊uzný význam a r̊uzné druhy závorek mohou označovat
velmi rozd́ılné věci:

(x) [x] {x} 〈x〉 |x| ‖x‖ ⌊x⌋ ⌈x⌉ [[x]]

Přestože je k dispozici velké množstv́ı r̊uzných symbol̊u, neńı nijak neobvyklé, že se jeden
symbol v rámci jednoho textu použ́ıvá současně v několika významech a několik r̊uzných objekt̊u
je pojmenováno stejně, přičemž konkrétńı význam tohoto symbolu záviśı na kontextu, ve kterém
se nacháźı. V takovém př́ıpadě mluv́ıme o tom, že je daný symbol přet́ıžen . Typickým př́ıkladem
takového symbolu, který bývá často přetěžován, je symbol +, který může v rámci jednoho textu
označovat např́ıklad sč́ıtáńı reálných č́ısel a současně třeba sč́ıtáńı matic.


