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Kapitola 1
Uvod

Cilem této ivodni kapitoly je popsat, co je naplni teoretické informatiky, ¢im se tento védni obor
zabyva a jaké jsou typické otazky, které se zde zkoumaji.

Kdyz se fekne napiiklad fyzika, biologie nebo tieba geometrie nebo metalurgie, tak kazdy vi,
co si pod témito slovy predstavit a ¢im se zhruba tyto obory zabyvaji. Kdyz se fekne teoreticka
informatika, tak asi jen mensina lidi ma jasnou pfedstavu, co to vlastné je a co je naplni tohoto
oboru. Tento tvodni text by mél dat alespon ramcovou predstavu o teoretické informatice jako
celku, o alespon nékterych jejich podoblastech a o typickych problémech, které se v ramci teoretické
informatiky fesi.

x kK

Teoretickd informatika je znacné Siroky obor lezici na pomezi mezi informatikou, mate-
matikou a logikou. Teoretickd informatika studuje nejruznéjsi typy problému, které se objevuji
v informatice, pFi¢emz pro zkoumani a analyzu téchto problému pouzivd matematické prostiedky.
To, co odlisuje teoretickou informatiku od jinych oblasti informatiky a co je pro ni charakteristické,
je rigordézni matematicky ptistup. Duraz je kladen predevsim na dukazy a presné formélni definice
pojmil, se kterymi se pracuje. Vétina vysledkii v teoretické informatice, at uz jsou publikovany
na odbornych konferencich, v ¢asopisech ¢i knihach, ma podobu dukazu néjakého tvrzeni.

Jednim z ustiednich pojmu zkoumanych v teoretické informatice je pojem algoritmu. Tim se
teoretickd informatika odlisuje od jinych oblasti matematiky. V matematice se obecné zkouma, co
plati, co je pravda, zatimco informatika se soustiedi pfedevsim na to, jak to spocitat, tj. soustiedi
se na samotny proces vypoctu.

Algoritmem se rozumi néjaky mechanicky postup, jak néco vypocitat, pFicemz tento postup
je typicky realizovan ve formé pocitacového programu. Slovo ,vypocitat® je zde ovSsem chapédno
v znaéné obecném smyslu, nebot nemusi jit o po¢itani v pravém slova smyslu, tak, jak se tomuto
slovu obvykle rozumi v bézné feci, ale je jim myslena libovolna transformace néjakych vstupnich
dat na data, kterd vyda algoritmus jako vystup.

Algoritmy obecné slouzi k feSeni néjakych problémai. Slovo ,problém*, které ma v bézné feci
znac¢neé siroky vyznam, je zde pouzito ve specifickém smyslu, ktery se od vyznamu slova ,,problém*
v bézné feci ponékud lisi. Z toho duvodu se téz nékdy mluvi o algoritmickém problému, aby se
tento rozdil zduraznil. V informatice se totiz pod pojmem problém mysli specifikace toho, co ma
dany algoritmus vypocitat. Konkrétné sestava popis takového algoritmického problému z popisu
toho, co je vstupem (tj. jaky typ dat md algoritmus o¢ekdvat na vstupu), popisu toho, co je
vystupem (tj. jaky typ dat ma algoritmus vyprodukovat jako sviij vystup) a popisem toho, co md
dany vystup splinovat vzhledem ke vstupu.

Pro ilustraci uved' me piiklady nékolika takovych typickych algoritmickych problémt. Pi{kladem
velmi jednoduchého problému je tieba problém secist dvé ¢isla:

Vstup: Pfirozend ¢isla x a y.

VYSTUP: Pfirozené &islo z takové, ze z = x + y.
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Algoritmus pro feseni tohoto problému ¢tendf jisté znd, protoze postup, jak secist dvé ¢isla je
néco, co se u¢i déti na prvnim stupni zékladni skoly.
O néco slozitéjsi je tfeba problém tiidéni:

VsTuP: Posloupnost ptirozenych ¢isel ar, az,..., an.

Vvystup: Cisla ar,az,..., a, sefazend od nejmensiho po nejvetsi.

S riznymi algoritmy pro feSeni tohoto problému se asi setkd kazdy, kdo zatne studovat pro-
gramovani a algoritmy. Ze zndmych algoritmii uvedme t¥eba tiidéni piimym vkladanim, tiidéni
piimym vybérem, Bubblesort, Quicksort, Heapsort ¢i Mergesort. (Pro jednoduchost bylo ve vyse
uvedeném popisu problému t¥idéni uvedeno, ze se tiidi pfirozena ¢isla. Toto vSak neni pro tento
problém podstatné, protoze tiidit se daji prvky libovolného typu. Staci, pokud je pro dany typ
prvki definovano piislusné usporadani, tj. musi byt specifikovano, kdy je jeden prvek mensi nebo
naopak véts{ nez jiny prvek.)

Jako tieti pifklad problému uved me problém z oblasti teorie grafti — problém hled4ni nejkratsi
cesty v orientovaném grafu:

VsTuP: Orientovany graf G, ve kterém jsou hrany ohodnoceny pfirozenymi ¢isly, vy-
jadfujicimi délku jednotlivych hran, a dvojice vrcholu tohoto grafu u a v.

VYsSTUP: Nejkratsi cesta z vrcholu u do vrcholu v, pfipadné informace, e Zaddné takova
cesta neexistuje. (Pokud je nejkratsich cest vic, muze byt vystupem libovolnd
z nich.)

Piikladem algoritmu, ktery fesi tento problém, je tfeba Dijkstruv algoritmus, se kterym se
¢tendf mozna jiz nékdy setkal v néjakém jiném kurzu.

Algoritmické problémy tedy specifikuji, co se ma vypocitat, neurcuji ale jak. Rovnéz je dulezité,
ze algoritmické problémy jsou formulovany obecné. Napiiklad u problému séitani dvou pfirozenych
Cisel neni tento problém formulovén tak, Ze se m& urcit, kolik je soucet ¢isel 125 a 451, nybrz
chceme postup, ktery spocita soucet pro libovolnd dvé ¢isla x a y. Podobné problém tiidéni ne-
spociva v tom, umét setfidit posloupnost 5, 1,8, 3,2, 6, ale chceme, aby dany algoritmus fungoval
pro jakoukoliv posloupnost ai, az,...,an.

Konkrétni{ vstupy (jako dvojice ¢isel 125, 451 u problému séitédni nebo jako posloupnost

5,1,8,3,2,6

u problému tiidén{) se oznacuji jako imstance problému. U algoritmu tedy nejde o to, umét
najit odpovidajici feseni (tj. odpovidajici vystup) jen pro néjaké konkrétni instance problému, ale
o postup, ktery funguje pro vs§echny ptipustné instance.

Algoritmus musi popisovat konkrétni postup, jak transformovat vstupni data na vystupni,
pricemz se tento postup skldd4 z néjakych jednoduchych elementarnich kroku. Tyto kroky musi byt
navic takového typu, aby je bylo mozno vykonavat zcela mechanicky, bez nutnosti rozumét tomu, co
se pocitd, jinymi slovy, aby tento postup bylo mozno popsat instrukcemi néjakého programovaciho
jazyka.

* kX

O algoritmu se fekne, ze 7e§i dany problém, jestlize plati, ze pro kaZdy vstup, ktery je
pripustnym vstupem pro dany problém, se algoritmus po koneéném poctu kroku zastavi a vyda
vystup, ktery odpovidé tomu, co je popséno ve specifikaci daného problému. O takovém algoritmu
se fekne, ze je korektni. Pojem korektnosti algoritmu se tedy vzdy vztahuje k néjakému problému,
ktery ma dany algoritmus fesit. Neni to vlastnost algoritmu jako takového.

Specialné tedy algoritmem, ktery by feSil dany problém, neni postup, ktery by vyzadoval
provedeni nekoneéného poctu kroku. Algoritmus také neni korektnim fesenim daného problému,



jestlize existuje alespon jeden vstup, pro ktery se algoritmus nikdy nezastavi nebo pro ktery se
zastavi, ale nevyd4 spradvny vystup (protoze bud nevyd4 zadny vystup nebo vyd4 néjaky chybny).

To, ze néjaky dany konkrétni algoritmus fesi ur¢ity problém, nemusi byt v fadé piipadu vibec
ziejmé. Nepostacuje ani algoritmus implementovat a otestovat na nékolika (i velmi mnoha) vstu-
pech. Samoziejmé, pokud se najde néjaky alespon jeden vstup, pro ktery algoritmus nevraci
ocekavany vysledek, tak je jasné, ze tento algoritmus korektni neni. To, ze algoritmus funguje
spravné na testovacich vstupech, vsak nevylucuje, Ze muze existovat néjaky jiny vstup, pro ktery
algoritmus vraci chybny vysledek nebo viibec neskondéi.

Mnozina v8ech moznych vstupu byva témér vzdy nekonecnd nebo alespon velmi velkd, takze
nepfichazi v ivahu moznost vyzkousSet algoritmus pro vSechny mozné vstupy. Typicky se tedy
ocekava, ze pokud nékdo navrhne néjaky algoritmus pro feSeni urcitého problému, tak kromé
toho, ze popise, jak tento algoritmus pracuje, tak poda také dukaz korektnosti tohoto algoritmu.
U téch nejprimitivnéjsich algoritmu, kde je o¢ividné, ze algoritmus délé to co m4, sice takovy takovy
mohli byt alespon trochu jisti, ze algoritmus funguje spravné a ze neprodukuje nesmyslné vysledky.

Dukaz korektnosti algoritmu samoziejmé nezarucuje se stoprocentni jistotou, ze algoritmus je
skutecné korektni, protoze v tomto dukaze muze byt chyba. Dikaz muze byt proveden na ruznych
trovnich podrobnosti. Cim mé byt dikaz podrobnéjsi, tim je pracnéjsi ho vytvoiit a zkontrolovat.
Na druhou stranu u podrobnéjsiho dikazu je vétsi Sance, ze neobsahuje né&jakou zdsadni chybu
(tj. chybu, ktera by se nedala snadno opravit, naopak ruznych trividlnich lehce opravitelnych chyb
bude asi v podrobnéjsim dukazu vice nez v méné podrobném).

Pokud si vezmeme néjakou konkrétni implementaci daného algoritmu (tj. program zapsany
v néjakém programovacim jazyce, ktery se d& spustit na poc¢itaci), mohou byt chyby také v této
konkrétni implementaci, 1 kdyz algoritmus jako takovy je v pofddku. Dukaz korektnosti algoritmu
tedy sdm o sobé jesté nezarucuje, ze urcity program bude fungovat spravné, ale dava alespon
ur¢itou minimalni jistotu ohledné toho, ze dany algoritmus neni iplné Spatné.

* kX

Pokud by pocitace pracovaly nekonecné rychle, stacilo by pro dany problém vzdy pouzit néjaky
libovolny algoritmus, ktery by tento problém fesil. Pokud bychom méli k dispozici vice algoritmu
fesicich tento problém, asi by bylo nejlepsi pouzit néjaky co nejjednodussi algoritmus, u kterého
bychom si mohli byt vice jisti ohledné jeho korektnosti. I kdyz poc¢itace nepracuji nekonecné rychle,
tak v pripadé, kdy predpokladame, ze ptislusnou implementaci algoritmu budeme pouzivat jen pro
mald mnozstvi vstupnich dat, dé se postupovat pifesné timto zptusobem.

Pokud naptiklad budeme chtit t¥idit posloupnosti prvki, které budou mit maximélné 10 prvka,
je uplné jedno, jestli pro toto tfidéni pouzijeme t¥idéni piimym vkladanim, Bubblesort, Mergesort
nebo néjaky jiny ttidici algoritmus, za predpokladu, ze je tento algoritmus korektni. Jind situace
vSak nastane, pokud budeme chtit t¥idit posloupnosti, které maji 1 000 000 nebo tieba 1 000 000 000
prvki. V takovém piipadé mohou byt mezi ruznymi algoritmy obrovské rozdily v dobé jejich
béhu a ve mnozstvi spotfebované paméti, kterou algoritmus ke svému béhu potiebuje. To, co
jeden algoritmus poéitd hodinu, muze jiny spoéitat ve zlomku vtefiny. Néjaky jiny neefektivni
algoritmus by mohl stejnou véc naopak pocitat tfeba miliardu let (ovéem ddvno predtim, nez by
takovy vypocet skoncil, by se poé¢ita¢, na kterém by vypocet bézel, rozpadl na prach).

Konkrétni doba vypoctu je ovlivnéna mnoha ruznymi faktory jako je pouzity hardware, tak-
tovaci frekvence procesoru, pouzity programovaci jazyk, pouzity preklada¢ nebo interpretr to-
hoto programovaciho jazyka, nastaveni voleb pro optimalizaci u tohoto prekladace, atd. Jednim

algoritmu muze celkovou dobu vypoc¢tu ovlivnit v mnohem vétsi mite nez tyto ostatni faktory.

U algoritma se tedy posuzuje nejen jejich korektnost (kterd by meéla byt povazovéna za sa-
moziejmost, pokud m4d byt algoritmus viibec pouzitelny), ale predevsim také to, jak jsou efektivni,
tj. jaké jsou jejich Gasové a pamétfové niroky. Casova a pamétfova naroénost algoritmu se typicky
neposuzuje z hlediska néjakych absolutnich jednotek (jako tfeba doba béhu v sekundich, pocet



byt v paméti, apod.), protoze ty jsou ovlivnény ptilis mnoha jinymi faktory nez jen samotnym al-
goritmem, a také proto, ze tyto hodnoty zavisi na konkrétnim vstupu a pro ruzné vstupni hodnoty
se mohou (a pravdépodobné budou) lisit.

s tim, jak se zvétSuje velikost vstupnich dat. Tato zavislost doby béhu algoritmu na velikosti
vstupnich dat se oznacuje jako ¢asovd sloZitost algoritmu a zavislost mnozstvi pouzité paméti
na velikosti vstupnich dat jako paméfovd nebo téz prostorovd slozitost algoritmu. Z formalniho
hlediska jsou éasové a pamétfovd slozitost funkce, které vyjadiuji, jak roste doba vypoétu nebo
mnozstvi pouzité paméti v zavislosti na velikosti vstupu.

Casové ani pamétova slozitost algoritmu se prakticky nikdy neurcuje zcela piesné, protoze by to
nebyl piili§ uziteény, protoze konkrétni hodnoty by zdvisely na nespoctu ruznych detailu a pii
jakékoliv drobné zméné v implementaci algoritmu by bylo nutné provést analyzu znovu. Proto se
slozitost (at uz ¢asova ¢i pamétovd) vyjadiuje vidy ve formé néjakého vice & méné piesného
odhadu, pricemz tento odhad se vyjadfuje vétSinou ve formé zapisu pomoci tzv. asympto-
tické notace. Piikladem pouziti asymptotické notace je napiiklad tvrzeni, ze Bubblesort ma
¢asovou slozitost O(n?), zatimco Mergesort O(nlogn). Napiiklad to, ze Bubblesort ma ¢asovou
slozitost O(n?), znamens, ze doba vypoétu tohoto algoritmu je zhruba timérnd druhé mocniné
poctu prvku, které je tteba setiidit. (Pro jistotu upozornéme na to, ze toto je ponékud nepiesné
a zjednodusené vyjadieni toho, co piesné éasova slozitost O(n?) znamen4.)

Poznamenejme, Ze slovo odhad zde neznamend, Ze se néco hadd nebo odhaduje, ale to, ze se
prislusné funkce vyjadiujici slozitost neurcuji presné. Misto toho se urcuje urcitd tiida funkci,
do které budou spadat vSechny funkce vyjadiujici skutecné slozitosti v piipadé vSech moznych
jednotlivych implementaci ptislusného algoritmu. V tomto smyslu jsou tedy odhady slozitosti
algoritmu zcela pfesné a konkrétni matematickd tvrzeni, kterd se matematicky dokazuji.

Analyzu slozitosti algoritmu je mozné provadét na ruzné trovni podrobnosti. Hruby odhad
slozitosti je casto rutinni zalezitosti, kterou lze provést relativné rychle a snadno projitim kédu
algoritmu, spocitdnim urovni zanoteni cyklu, uréenim toho, s kolika prvky se v ur¢ité instrukci
maximalné pracuje, apod. U efektivnich algoritmu je vsak casto jejich skutecna slozitost o dost
mensi nez by se podle takové hrubé naivni analyzy mohlo zdat. Pfesnéjsi urceni slozitosti tak muze
byt nékdy znacné netrividlni a v nékterych piipadech muze vést na komplikované matematické
problémy.

Piimocaré jednoduché algoritmy veétsinou nemivaji ptilis dobrou slozitost. Algoritmy s lepsi
(tj. mensi) slozitost{ mohou byt (nékdy velmi vyrazné) komplikovanéjsi a ndro¢néjsi na implemen-
taci. U efektivnéjsich algoritmu také ¢asto neni na prvni pohled zjevnd jejich korektnost a tuto
korektnost je nutné dokazovat a podrobnéji zduvodinovat.

Ukazuje se také, Ze snaZit se o co nejmensi ¢asovou sloZitost miize znamenat vétsi pamétové
ndroky algoritmu (nejcastéji proto, ze si algoritmus uklddd v pameéti velké mnozstvi ruznych
mezivysledku, které opakované pouziva). Naopak je mozné vytvofit algoritmy, které jsou velmi
paméfové tsporné, ale za cenu delsi doby vipoctu (algoritmus si v paméti ukldd4 jen nezbytné
minimum dat a mnohé véci poé¢itd opakované, aby si je nemusel pamatovat).

Vétsinou se urcuje slozitost v nejhorsim pvipadé, tj. hledd se urcité omezeni shora na dobu
vypoctu ¢i mnozstvi pouzité pameéti. Zde se zarucuje, ze pro Zddny vstup nebude doba vypoctu
delsi ¢i mnozstvi spotfebované paméti vétsi nez to, co bylo odvozeno. Pro mnoho vstupu muze
byt vsak skuteéna doba vypoctu mensi, i kdyz tieba existuji néjaké vstupy, pro které vypocet
muze trvat tak dlouho, jak odpovidd odvozené Casové slozitosti v nejhor$im piipadé. Z toho
duavodu se nékdy také analyzuje slozitost v prumérném pvipadé, kdy se predpokladd néjaké
pravdépodobnosti rozdéleni na mnoziné vstuptu a pocitd se asymptoticky odhad stfedni hodnoty
doby vypoctu. (Pfipomenme, Ze pojem stredni hodnota oznatuje hodnotu, ke které by se blizil
aritmeticky prumér jednotlivych dob vypoétu, kdybychom mnohokrat vybirali ndhodnd vstupni
data podle piislusného pravdépodobnostniho rozdéleni.)

Jako ptiklad algoritmu, ktery mé nizsi ¢asovou slozitost v prumérném piipadé nez v nej-



horsim pfipadé je mozné uvést tieba Quicksort, ktery ma ¢asovou slozitost v prumérném piipadé
O(nlogn) zatimco v nejhorsim O(n?).

Jak se da otekdvat, analyza slozitosti v prumérném piipadé je Casto vyrazné komplikovanéjsi
a narocnéjsi nez analyza slozitosti v nejhor$im piipadé.

Nahoda a pravdépodobnost hraji pfi ndvrhu a analyze efektivnich algoritmu roli nejen z hle-
diska vstupnich dat, ale je také mozné je vyuzivat jako prostiedku pro vytvoreni efektivnéjsich
algoritmu. Tzv. randomizované algoritmy vyuzivaji béhem vypoctu generator ndhodnych ¢isel
a vnageji tak do vypoc¢tu ndhodnost, kterd tam puvodné nebyla. Pro stejnd vstupni data a stejny
algoritmus muze vypocet probéhnou ruzné. V nékterych ptipadech je tato ndhodnost vyuzita
¢isté k tomu, aby se zaruéilo, ze program s velkou pravdépodobnosti skon¢i sviij vypocet rychle.
S urc¢itou malou pravdépodobnosti muze trvat vypocet déle, ale program vzdy skonéi a vysledek
bude korektni.

Nékdy se vsak pouzivaji i randomizované algoritmy, které nejsou korektni v tom smyslu,
jak bylo popsano vyse. Tyto algoritmy vraceji s urcitou pravdépodobnosti chybny vysledek, ale
pravdépodobnost této chyby je omezena a s del§i dobou vypoctu se limitné blizi nule. Pokud se pro-
gram nechd bézet kratsi dobu, bude pravdépodobnost chybného vysledku vétsi, kdyz se necha bézet
déle, bude pravdépodobnost chyby velmi rychle klesat. Typickym piikladem takovych algoritmu
jsou algoritmy pro testovani velkych prvocisel, které maji velky prakticky vyznam v kryptografii
(pro generovéni sifrovacich klict apod.).

* kX

Jak vyplyvd z ptedchoziho, jednim z dulezitych témat, kterymi se teoretickd informatika
zabyvé, je ndvrh a analyza efektivnich algoritmu pro feSeni problému z nejriznégjsich oblasti.
(Analyzou algoritmu je zde mysleno piedevsim dokazovani korektnosti téchto algoritmu a analyza
jejich vypocetni slozitosti.)

Teoreticka informatika se zde piekryva s fadou jinych obort matematiky a informatiky. Namatkou
uvedme alespoil nékteré z nich:

e Teorie grafu — tato oblast je bohatym zdrojem nejruznéjsich algoritmickych problémi.
Grafy jsou v informatice vSudypiitomné, navic velké mnozstvi problému z jinych oblasti se
casto da preformulovat jako problémy na grafech.

e Teorie ¢isel — jednd se o oblast matematiky zabyvajici se predevsim vypocty na velmi
velkych (napf. tisicimistnych) pfirozenych ¢islech. Typické problémy z této oblasti se ¢asto
tykaji prvocisel, délitelnosti, feseni ruznych typu rovnic v moduldrn{ aritmetice (kde se pocitd
se zbytky po délenf) apod. Jednd se o pomérné narocnou disciplinu, fada nejobtizngjsich
matematickych vysledku pochdz{ pravé z této oblasti (napt. dukaz Velké Fermatovy véty),
kterd se vSak muze jevit jako pomérné vzdalend bézné realité. Ve skuteCnosti maji ovSem
vysledky z této discipliny velky prakticky vyznam pro kryptografii.

e Kryptografie — velkd vétsina Sifer a dalSich kryptografickych mechanizmu je zaloZzena
na tom, ze pro urcité typy problému nejsou zndmy efektivni algoritmy (ptikladem takového
problému je tfeba problém rozkladu velkych ¢isel na prvocisla ¢i problémy tykajici se nalezeni
FeSen{ urcitého typu rovnic v moduldrni aritmetice) a pro jiné naopak ano (napf. nalezen{
nejvétsiho spoleéného délitele dvou ¢isel). Bez téchto mechanizmu by napiiklad nebyl mozny
elektronicky podpis. (Poznamenejme, ze analyza kryptografickych algoritma patii k tém

vevs

hrubou silou, ale i naptiklad proti riznym sofistikovanym randomizovanym algoritmum.)

o Viypocetni geometrie — je to oblast informatiky, zabyvajici se fesenim geometrickych
tloh pomoci algoritmu. Tyto algoritmy samoziejmeé nepracuji s geometrickymi objekty jako
takovymi, ale s jejich reprezentacemi pomoci ¢isel, kterd reprezentuji naptiklad soutadnice
bodu, jejich vzdalenosti apod. Algoritmy z této oblasti maji velké vyuziti napiiklad v poc¢itacové
grafice.



o Vyhleddvdni v textu, komprese dat — existuje velké mnozstvi ruznych algoritmu, které
provadéji ruzné operace s Fetézci symbolu. Dulezité jsou napiiklad algoritmy pro hledani
zadaného tetézce v delsim textu. Nemusi se hledat jen vyskyt konkrétniho fetézce, ale to
co se hledd, muze byt zadano pomoci slozitéjsich kritérii. Algoritmy se také lisi podle toho,
jestli prohleddvany text muze byt néjak ptedzpracovan. S touto problematikou tizce souvisi
hledani efektivnich algoritmu pouzivanych ke kompresi dat. Dalsi oblast, kde se algoritmy
pracujici s fetézci symbolu pouzivaji, je biologie, kdy se tyto algoritmy pouzivaji napiiklad
pii analyze DNA.

e Teorie her — jednd se o oblast aplikované matematiky zabyvajici se analyzou konfliktnich
situaci, kdy se dva nebo vice hra¢u snazi pomoci urc¢itych akei dosdhnout néjakych navzajem
protikladnych cili. Typické problémy z této oblasti se tykaji naptiklad hledani optiméalnich
strategii pro jednotlivé hrace, zjistovani, zda md nékterych z hrach vitéznou strategii, kterd
mu zaruéi vitézstvi bez ohledu na to, jak hraji ostatni hraéi, apod. Rada problému z jinych
oblasti matematiky a informatiky, které se na prvni pohled her viibec netykaji, se da zfor-
mulovat jako problémy tykajici se urcitych specifickych her.

Samostatnou oblast{ algoritmu je studium datovych struktur. Datové struktury se tykaji
toho, jakym zpusobem mohou byt v paméti poc¢itace ulozeny kolekce dat tak, aby se s nimi dalo
co nejlépe pracovat. Typické datové struktury zahrnuji napiiklad razné typy stromu (napi. RB-
stromy, AVL-stromy, B-stromy, trie, apod.), rozli¢né typy hashovacich tabulek, rizné druhy spo-
jovych seznamt apod. Rizné datové struktury se 1isi ¢asovou slozitosti jednotlivych operaci, které
lze s prvky provadét (pfidani prvku, nalezeni prvku, odebran{ prvku, sekvenéni prochéazeni vsech
prvki apod.), a paméfovymi ndroky. Neexistuje néjakd jedna nejlepsi datova struktura, kterd by
byla vhodnd pro vSechny tcely. Pokud je néjaka datova struktura efektivni pro provadéni néjaké
jedné operace, je to ¢asto vykoupeno vyssi casovou slozitosti néjaké jiné operace, nebo vyssimi
paméfovymi ndroky nebo podstatné vyssi komplikovanosti a ndroénosti na implementaci.

Pouzité datové struktury maji ¢asto zdsadni vliv na celkovou vypocetni slozitost algoritmu,
ve kterych jsou pouzity. Nejefektivnéjsi zndmé algoritmy pro urcité problémy (napiiklad to casto
plati u problému z teorie grafi) jsou mnohdy zalozeny na pouziti ruznych rafinovanych datovych
struktur (ruzné specidlnf typy stromu apod.).

Nestuduji se jen algoritmy provadéné sekven¢né na jediném procesoru. Diulezitou oblasti je
studium paralelnich algoritmu a distribuovanigch algoritmai, u kterych se predpokladd béh
na mnoha soucasné bézicich procesorech. U téchto algoritmu je dulezité, jakym zptusobem spolu
jednotlivé procesory komunikuji (sdilend pamét, posilani zprav), jak se synchronizuji, atd. Para-
lelni algoritmy ¢asto vyzaduji zcela odlisny piistup nez algoritmy sekvencni a dikazy korektnosti
takovych algoritmu jsou také vétsinou komplikovanéjsi nez v pfipadé sekvenénich algoritm.

* kX

Pii studiu algoritmu a algoritmickych problému je nékdy vyhodné se zaméfit na problémy
v jejich co nejjednodussi podobé. Proto se ¢asto uvazuji misto obecnéjsich problému, které chceme
v praxi Tesit, tzv. rozhodovaci problémy, coz jsou problémy, ve kterych je vystup omezen na
odpovéd typu ANO/NE.

Vezméme si napiiklad problém (vrcholového) barveni grafu:

Vstup: Neorientovany graf G.

VYSTUP: Ptifazenibarev vrcholum grafu G tak, aby zddné dva sousedni vrcholy nebyly
obarveny stejnou barvou a byl pouzit nejmensi mozny pocet barev, kterym je
vrcholy grafu takto mozno obarvit.

Misto tohoto obecnéjsiho problému muzeme uvazovat nésledujici rozhodovaci problém:

VsTuP: Neorientovany graf G, ¢islo k.



VysTuP: ANO — pokud je mozné obarvit vrcholy grafu G pomoci{ k barev tak, aby
zadné dva sousedni vrcholy nebyly obarveny stejnou barvou; NE — pokud to
mozné neni.

Rozhodovaci problémy byvaji ¢asto specifikovany tak, ze misto toho, aby bylo napsano, co je
vystupem, je tam uvedena otdzka tykajici se vstupu, na kterou se oéekava odpovéd ANO nebo NE.
To, ze moznym vystupem je ANO nebo NE se tedy ve specifikaci rozhodovaciho problému explicitné
neuvadi a bere se to za néco, co je automaticky dané.

Vyse uvedeny problém se napiiklad da formulovat nasledovné:

VsTuP: Neorientovany graf G, ¢islo k.

OTAzZKA: Je mozné obarvit vrcholy grafu G pomoci k barev tak, aby zéddné dva sou-
sedni vrcholy nebyly obarveny stejnou barvou?

Jednim z duvodi, pro¢ se misto obecnéjsich problému ¢asto uvazuji jejich rozhodovaci varianty,
je to, ze tyto problémy i algoritmy pro jejich feSeni jsou ¢asto o néco jednodussi z hlediska jejich
formulace, popisu a analyzy. Pokud je nalezen (efektivn{) algoritmus pro feseni daného rozhodo-
vaciho algoritmu, vétsinou se dé tento algoritmus relativné snadno rozsitit o to, aby produkoval
odpovédi i na puvodni obecnéjsi problém.

Rozhodovaci problémy tedy v sobé ¢asto koncentruji to, co je mozné povazovat za ,jadro“
puvodniho obecnéjsiho problému, které kdyz se vyfresi, tak vyprodukovat zbytek uz je pomérné
snadné.

* kX

Se studiem algoritmu a algoritmickych problému souvisi zkouméani obecnéjsich otézek, které
v souvislosti s algoritmy vyvstavaji. Jsou to otazky tykajici se toho, jaké typy problému se vibec
daji pomoci algoritmu Fesit.

O problému se fekne, Ze je algoritmicky 7esitelny, jestlize existuje néjaky algoritmus, ktery
tento problém fes{ (tj. pro kazdy mozny vstup se tento algoritmus po koneéném poétu kroku
zastavi a vydd spravny vystup). U rozhodovacich problému se vétsinou misto pojmu algoritmicky
fesitelny pouziva pojem algoritmicky rozhodnutelny ¢i jen rozhodnutelny. Dany rozhodovaci
problém je tedy rozhodnutelny, jestlize existuje algoritmus fesici tento problém.

Naopak pokud algoritmus pro dany problém neexistuje, fekne se o takovém problému, ze
neni algoritmicky rtesitelny. V piipadé rozhodovaciho problému se pak o ném fekne, ze je
nerozhodnutelny.

Zde je tieba zduraznit, co se ve formulaci pojmu jako ,algoritmicky fesitelny problém®,  roz-
hodnutelny problém® nebo ,nerozhodnutelny problém* rozumi pojmy ,existuje“ nebo ,neexis-
tuje“. Pokud se fekne, ze ,existuje algoritmus®, neni tim mysleno, ze takovy algoritmus uz nékdo
vymyslel, popsal a zduvodnil o ném, ze skute¢né dany problém fesi. Slovu ,existuje” je zde tieba
rozumét ve smyslu v jakém se toto slovo pouziva v matematice, naptiklad, kdyz se tieba o néjaké
rovnici o jedné nezndmé rekne, ze existuje (nebo naopak neexistuje) jeji kofen. Pro danou rovnici,
bud existuje néjaké éislo, které, kdyz se dosadi za nezndmou, tak rovnice plati, nebo zadné takové
¢islo neexistuje. Existence nebo neexistence kofene dané rovnice je tedy objektivni fakt, ktery je
zcela nezavisly na tom, zda dany kofen uz nékdo vypocital.

Podobné, kdyz se Fekne, Ze existuje néjaky algoritmus, ktery néco splituje (napf. fesi urcity
problém), mysl{ se tim existence takového algoritmu mezi vSemi moznymi algoritmy, které je
mozné potencidlné vytvorit, ne jen mezi témi, které uz nékdo skute¢né vymyslel a popsal. To,
zda existuje algoritmus fesici urc¢ity algoritmicky problém, je tedy objektivni fakt nezavisly na
aktudlnich lidskych znalostech. Samoziejmé, nejcastéji se o existenci algoritmu pro urcity problém
presvédéime tim, ze nékdo takovy algoritmus popisSe a dokéze, ze tento algoritmus skute¢né fesi
dany problém. Neni to ovSem tak, ze predtim, nez tento algoritmus nékdo vymyslel, nebyl dany
problém algoritmicky fesitelny a pak se algoritmicky fesitelnym stal (nebo byl nerozhodnutelny a



stal se rozhodnutelnym). Takovy problém byl algoritmicky Fesitelny (resp. rozhodnutelny) vzdy,
akorat jsme to predtim nevédéli.

Pokud se tedy o néjakém problému fekne, ze je nerozhodnutelny, je tim mysleno, ze vibec
nelze vytvorit algoritmus, ktery by dany problém tesil.

Piirozend otdzka je, zda vubec jsou néjaké nerozhodnutelné problémy. Piekvapivé se ukazuje,
ze ano. Existuje celd fada ruznych problému, které se daji presné (v matematickych pojmech)
definovat a popsat a které na prvni pohled mohou vypadat, ze by pro né néjaky algoritmus mohl
existovat, ale pro které se da dokézat, ze zadny algoritmus, ktery by je fesil, neexistuje.

Mnoho takovych problému se tyka chovani programu. Asi neni nic prekvapivého na tom, ze
muzeme uvazovat o problémech, kde vstupem je kéd néjakého programu. Kéd programu je prosté
posloupnost znaku (ne ovsem tplné libovolnd, ale vyhovujici néjakym pravidlum), se kterou se
dé pracovat jako s jakoukoliv jinou posloupnosti znaki. Typickym piikladem programit, které
zpracovavaji kéd jinych programt jako svij vstup, jsou tieba piekladace.

Spousta raznych problému tykajicich se kédu programu se urcité algoritmicky resit d4. Naptiklad
se urcité d4 algoritmicky zjistit, zda dany kéd obsahuje néjakou nadeklarovanou proménnou (coz
je jen jedna ze spousty véci, kterou zjistuje prekladaé pti piekladu zdrojového kédu). Ctendr jiste
sdém pfijde se spoustou dalgich piikladu toho, co se dé se zdrojovymi kédy programu délat a co se
dé realizovat pomoci néjakého algoritmu.

Pomoci algoritmu vsak naptiklad nelze pro libovolny kéd programu uréit, zda se tento kod vzdy
po koneéném poctu kroku zastavi, podobné nelze pro libovolny kéd a urcity piikaz v tomto kédu
algoritmem urcit, zda existuje néjaky vstup, pro ktery se tento ptikaz provede. Také napiiklad
nelze pro libovolné dva kdédy programu urcit, zda se chovaji stejné v tom smyslu, Ze pro stejné
vstupy davaji vzdy stejny vystup. Takovych a podobnych problému, které se nedaji fesit pomoci
algoritmu, existuje velké mnozstvi.

Je zde ovSsem potfeba mit poifdd na paméti, co to znamend algoritmické feSeni problému.
Pripomenme, ze algoritmus fesi problém, jestlize se pro kazdy vstup zastavi a vyda spravny vystup.
Pokud tedy néjaky problém nemad algoritmické feseni, znamena to, ze pro kazdy algoritmus existuje
alespon jedna instance problému, pro kterou se tento konkrétni algoritmus nikdy nezastavi nebo
pro kterou se zastavi, ale vyda chybny vystup.

Jednak tedy to, ze néjaky problém neni algoritmicky fesSitelny, neznamend, Ze se pro zadny
vstup tohoto problému nedd najit odpovidajici vystup. I u problému, ktery neni algoritmicky
FeSitelny, muze existovat spousta instanci, pro které se da néjakym algoritmem najit spravny
vystup. Existuji vSak také néjaké instance, pro které tento algoritmus spravny vystup nenajde.

To, ze problém neni algoritmicky Fesitelny také neznamenad, ze existuje néjakd konkrétni in-
stance tohoto problému, se kterou si zadny algoritmus neporadi. Ke kazdému algoritmu vsak
existuje néjakd instance (ve skutec¢nosti nekoneéné mnoho instanci), pro kterou se tento algorit-
mus nezastavi nebo pro kterou vraci chybny vystup. Tyto instance jsou vsak obecné pro ruzné
algoritmy ruzné.

Pokud se tedy o néjakém problému ukaze, ze neni algoritmicky feSitelny, neznamena to jeste,
Ze nemd smysl se snazit o jeho feSeni pomoci algoritmu. Znamen4 to pouze, Ze nemuzeme ocekavat
algoritmus, ktery bude fungovat pro vSechny vstupy.

Mimo jiné z vysledku tykajicich se nerozhodnutelnosti nékterych problému také vyplyva, ze
nelze zcela automatizovat proces dokazovani korektnosti algoritmu, Ze to neni néco, co bychom
mohli zcela pfenechat poéita¢um. Pfi ndvrhu a analyze algoritmu tedy hraji lidské inteligence a
vhled do problému nezastupitelnou tlohu.

Poznamenejme, ze oblast teoretické informatiky, kterd se zabyva tim, které problémy jsou a
nejsou algoritmicky FeSitelné, se nazyva teorie vycislitelnosti.

* kX
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neznamend. V definici toho, ze algoritmus fesi problém, se nic nefikd o mnozstvi ¢asu a paméti,
které ma tento algoritmus k dispozici. Implicitné se predpokladd, ze algoritmus mé k dispozici



neomezené mnozstvi ¢asu a neomezené mnozstvi paméti, coz ovéem v praxi nikdy neplati. Z prak-
tického hlediska je program, ktery se dopocita vysledku pro urcity vstup za miliardu let, stejné
neuziteény jako program, kde se vypocet pro tento vstup nikdy nezastavi.

Z praktického hlediska jsou tedy dulezité efektivni algoritmy, které skonc¢i v néjakém ,ro-
zumném® Case a bude jim stacit néjaké ,rozumné* mnozstvi paméti. Co je rozumny cas nebo
rozumné mnozstvi pameéti zavisi na konkrétnim typu tlohy, kde bude dany algoritmus pouzit,
na typu hardwaru, na kterém program pobézi a na velikosti vstupnich dat, ktera se budou zpra-
covavat. Naptiklad pii fizeni ngjakého stroje muze byt zpozdéni 10 ms piilis velké. Naopak jiné
typy vypoctu se mohou nechat bézet tfeba nékolik dni. Pii bézné interaktivni praci na pocitaci
otekdvame vysledky maximédlné v fddu sekund nebo nanejvys minut (napiiklad, kdyz spustime
kompilaci néjakého programu).

Pro fadu problému existuji velice efektivni algoritmy s velmi malou vypocetni slozitosti. Napiiklad
neni problém na bézném PC nalézt béhem 1 sekundy nejkratsi cestu mezi dvéma vrcholy v grafu,
ktery ma 100 000 vrcholi, pficemz nejdéle na celém vypoctu bude trvat nac¢teni vstupu.

Oproti tomu ale existuje také mnoho problému, které sice jsou algoritmicky fesSitelné, ale
u kterych se nedaii nelézt efektivni algoritmy. Piikladem takovych problému je tfeba difve uvedeny
problém barveni vrcholu grafu minimélnim poétem barev nebo nésledujici problém, zndmy pod
nizvem problém obchodniho cestujiciho (angl. travelling salesman problem, ¢asto se také
oznacuje zkratkou T'SP):

Vstup: Neorientovany graf G, kde hrany jsou ohodnoceny prirozenymi Cisly.

VYsTUP: Nejkratsi okruzni cesta, kterd projde vSemi vrcholy grafu a skonéi ve stejném
vrcholu, ve kterém zac¢ind. (Délka cesty je soucet ohodnoceni hran na této cesté.)

Oba problémy se daji vytesit hrubou silou (brute force), tj. systematickym zkousenim
vSech moznych potencidlnich feseni, kterych je jen koneény (i kdyz velmi velky) pocet. Napiiklad
u problému barveni grafu je jasné, ze sta¢i nanejvys tolik barev, kolik je vrcholu, takze se daji
zkouset vSechny moznosti, jak pfitadit jednotlivym vrcholtim rizné barvy z této mnoziny barev.
Téchto moznosti je jen kone¢né mnoho a je mozné je systematicky probrat a vybrat z nich tu,
kde bude pouzito nejméné barev. Podobné u problému obchodniho cestujictho ma smysl zkouset
okruzni cesty jen do urc¢itého omezeného poc¢tu hran. Takovych cest je jen koneéné mnoho, takze
se opét daji probrat vSechny a vybrat z nich tu nejkratsi.

Takovato feseni hrubou silou se urc¢ité daji pouzit tieba na grafy, které maji 10 vrcholu. Zde se
vysledku do¢kdme maximalné v fddu sekund. S narustajicim poc¢tem vrcholt vsak doba vypoctu
takovych algoritmu velmi prudce stoupd a pro 100 vrcholu pak vypocet muze trvat tfeba miliardy
let.

Tim samoziejmé neni fe¢eno, ze takové feSeni hrubou silou je tim nejlepsim moznym piistupem,
a ze se nic chytfejsiho vymyslet neda. Pro oba problémy existuje fada podstatné chytfejsich al-
goritmi, které viak maji bud tu nevyhodu, Ze nejsou korektni, protoze nenajdou nutné vzdy to
nejoptimdlnéjsi reseni (nejmensi pocet barev, nejkratsi okruzni cestu), nebo tu nevyhodu, ze na
nékterych instancich nejsou vyrazné rychlejsi nez reseni hrubou silou (i kdyz na nékterych jinych
instancich skonéi podstatné rychleji).

Ukazuje se, ze mnohé algoritmické problémy jsou ze své podstaty vyrazné obtiznéjsi nez jiné
v tom smyslu, ze kazdy algoritmus, ktery je fesi, vyzaduje mnohem vétsi mnozstvi ¢asu a paméti.
U nékterych problému se dokonce dé dokazat, ze existuje néjaka uréitd nejmensi ¢asova nebo
paméfova slozitost, jakou musi mit kazdy algoritmus, ktery dany problém fesi.

U mnohych problému se také ukazuje, ze slozitost algoritmu, které je fesi, je ur¢itym zpusobem
svazana se slozitosti algoritmu tesicich néjaky jiny problém. Tyto slozitosti mohou byt naptiklad
provazany v tom smyslu, ze dé ukazat, ze slozitost kazdého algoritmu, ktery fesi jeden problém,
nemuze byt néjak vyrazné mensi nez slozitost nejefektivnéjsich algoritmu, které fesi druhy problém.

Podle takovych a podobnych kritérii je mozné klasifikovat problémy do ruznych tzv. trid
slozitosti. Pro problémy patiici do stejné tiidy plati vzdy podobnd omezeni na slozitost algo-
ritmu, které je fesi. Oblast teoretické informatiky, kterd se zabyvé klasifikaci problému podle
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jejich slozitosti, vztahy mezi jednotlivymi tfidami a dal$imi souvisejicimi otdzkami, se nazyva
teorie slozZitosti.

Zvlaste dulezitou tiidou problému jsou NP-uplné problémy. Vyse uvedené problémy vrcho-
lového barveni grafu nebo problém obchodniho cestujiciho jsou pfiklady NP-tplnych problémi.
V literatufe je v8ak popsano velké mnozstvi dalsich NP-tplnych problému z nejruznéjsich ob-
lasti informatiky. Pro zadny problém z této tiidy neni znam efektivni algoritmus, ale na druhou
stranu se ani zatim nikomu nepodafilo dokazat, ze takovy algoritmus nemuze existovat. NP-iplné
problémy maji tu zajimavou vlastnost, ze pokud by se podafilo najit efektivni algoritmus pro
jeden jediny NP-tplny problém (je tplné jedno pro ktery), tak by tim okamzité byly nalezeny
efektivni algoritmy pro vSechny ostatni NP-iplné problémy. Pokud by se naopak alespon pro je-
den NP-tplny problém podafilo dokazat, ze se tento problém nedd zadnym efektivnim algoritmem
FeSit, znamenalo by to, ze se nadd efektivné fesit ani zaddny jiny NP-iplny problém.

* kX

U algoritmu se predpokldda, ze je (nebo muze byt) vykondvén néjakym typem stroje. Nejcastéji
je timto strojem pocitaé néjakého typu. Tento poéitaé ma procesor, pamét, néjaka periferni
zatizeni, pomoci kterych komunikuje s okolim. Ruzné druhy pocita¢ti se mohou ligit v mnoha
ohledech, jinak vypada superpocita¢ pro védecké vypocty, jinak pocitac, ktery fidi automatickou
pracku. Pfesto v8ak md vétsina pocitacu celou fadu spole¢nych rysu.

Z hlediska algoritmu je dulezité zejména to, s jakym typem dat se pracuje, jakym zpusobem
je organizovana pamét a jaké typy instrukei je mozné provadét. Co se tyka typu dat, se kterymi
pocitace pracuji, zde panuje témeér univerzalni shoda v tom, ze prakticky veskeré typy dat jsou na
nizké urovni reprezentovany jako sekvence bitt, tj. pocitace v podstaté nedélaji nic jiného, nez ze
uréitym zpusobem transformuji posloupnosti nul a jednic¢ek na jiné posloupnosti nul a jednicek.

Doba vypoctu, pocet kroku provedenych algoritmem béhem vypoctu a do urc¢ité miry i mnozstvi
pouzité paméti, jsou do znacné miry ovlivnény vlastnostmi stroje, na kterém algoritmus bézi.
Z toho duvodu neni vypocetni slozitost algoritmu vlastnosti algoritmu jako takového, ale vztahuje
se (Casto jen implicitné) k uréitému typu stroje.

V teoretické informatice se z toho duvodu zavadéji ruzné vypoéetni modely, coz jsou ruzné
typy idealizovanych stroju, které mohou provadét algoritmy. Nékteré tyto vypocetni modely vice
¢i méné zhruba odpovidaji tomu, jak vypadaji skute¢né pocitace, jiné vsak mohou vypadat i velmi
odlisné.

Oproti skuteénym pocitacum jsou tyto vypocetni modely ¢asto vyrazné zjednodusené, je v nich
ponechano jen to, co je z hlediska algoritmu skutetné podstatné. U vétsiny vypocetnich modelu
se napiiklad ignoruje fakt, ze skute¢né pocitace mivaji jen konetné mnozstvi paméti, a pro jedno-
duchost se predpoklada, ze pamét nemuze nikdy dojit.

Z hlediska programovéni je samoziejmé vyhodné, kdyz mé programétor k dispozici ruzné kon-
strukce programovaciho jazyka, kterymi muze vyjadfit jednotlivé kroky algoritmu jednodus$sim
zpusobem, které mu poméhaji program organizovat tak, aby se v kodu dalo vyznat, apod. Z hle-
diska vypocetni slozitosti nebo z hlediska toho, jaké typy problému se daji pomoci algoritmu fesit,
je v8ak vétsina téchto konstrukei nepodstatnych, protoze se daji realizovat pomoci primitivnéjsich
operaci. Instrukce vykonavané procesorem jsou vétsinou velmi primitivni. Programator tak pise
v néjakém vys§im programovacim jazyce, ale tento kod se prelozi do instrukei na mnohem nizsi
drovni.

Vétsina vypocetnich modelu pracuje jen s malym poctem typu instrukei, které jsou schopny
vykondavat. Tyto instrukce navic byvaji velmi jednoduché. To, co se na vyssi irovni da realizovat

cv v

Jednou z oblasti teoretické informatiky je zkoumdani vztahl mezi riznymi vypocetnimi modely.
Konkretné se napiiklad da zkoumat, zda a jak je mozné jeden model simulovat pomoci jiného
modelu, jak pfi této simulaci narustd pocet provedenych instrukci apod. Ukazuje se, ze veskeré
algoritmy je mozné realizovat i na velmi primitivnich typech stroju, které pouzivaji instrukce,
které jsou jesté mnohem jednodussi nez instrukce pouzivané skutec¢nymi procesory.
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Pro ilustraci uvedme jako piiklad stroj, ktery ma koneény pocet éitact, kde kazdy z téchto
¢itacu muze obsahovat libovolné velké prirozené cislo. Jediné operace, které je mozné s témito
¢itaci provadeét, je zvysit hodnotu citace o jedna, snizit hodnotu ¢itace o jedna a otestovat, zda
¢itac obsahuje nulu. I kdyz se to muze zdat neuvéritelné, téchto nékolik typu instrukci postacuje
na to, aby se pomoci nich dal implementovat libovolny algoritmus.

Ruzné vypocetni modely vétsinou neslouzi k tomu, aby se pomoci nich skuteéné algoritmy
popisovaly, protoze by to bylo velmi pracné a nepftilis§ uzite¢né. Vypocetni modely slouzi predevs§im
jako prostiedek pouzivany pii dikazech a i z tohoto hlediska je vhodné, aby byly co nejjednodussi.

Potieba takovych vypocetnich modelu, které maji na jedné strané stejné vyjadrovaci schopnosti
jako libovolny programovaci jazyk (tj. cokoliv, co se dd napsat v ngjakém programovacim jazyce
se d& realizovat v rdmci daného modelu, i kdyZ tfeba mnohem pracnéji) a na druhé strané jsou
velmi jednoduché, vyvstavé zejména pii dokazovani toho, Ze néco nejde (ze se dany problém nedd
algoritmicky fesit nebo Ze kazdy algoritmus, ktery ho fesi, musi mit néjakou minimalni vypocetni
slozitost).

Kromé modelu, které pracuji sekvenéné existuje i velké mnozstvi ruznych modelu, které umoziuji
reprezentovat paralelni vypocty. Vypocetni modely také nemusi mit jen podobu stroju, které se po-
dobaji (byt velmi vzddlené) klasickym poéita¢iim. Existuje také mnoho modelil, kde stav vypoétu
algoritmu je reprezentovan urcitym vyrazem (pro jednoduchost si muzeme piedstavit tfeba arit-
meticky vyraz) a provddéni jednotlivych kroku algoritmu je realizovdno jako pfepisovéni tohoto
vyrazu podle uréitych pravidel. Dalsim typem vypocetnich modelu jsou ruzny typy logickych ob-
vodu, kde je algoritmus realizovdn pomoci soustavy logickych hradel propojenych pomoci vodic.

Velmi specifickym vypocetnim modelem jsou kvantové pocitace.

Kromé vypocetnich modelu, které jsou schopny realizovat libovolny algoritmus, se zkoumaji
také razné typy stroju, které maji typy instrukci omezené natolik, Ze se pomoci nich neda realizovat
libovolny algoritmus, ale jen urc¢ité specifickd omezend tfida algoritmu. Takovéto stroje se ¢asto
oznacuji jako automaty a oblast teoretické informatiky, kterd se zkoumédnim téchto automatu
zabyvé, se nazyva teorie automati. Duvod, pro¢ se ruznymi omezenymi typy stroju zabyvat, je
ten, ze mnoho otazek, tykajicich se algoritmiu, které se v obecnosti fesit nedaji, se pro urcité typy
automatu vyresit da.

* kX

V informatice se objevuje nepfeberné mnozstvi problému, které se tykaji prace s textem,
tj. s posloupnostmi symboli. Casto nechceme pracovat s tiplné libovolnymi posloupnostmi sym-
bolu, ale jen s takovymi, které vyhovuji uréitym pravidlum. Zde vstupuji na scénu otazky tykajici
se syntaze.

Typickym ptikladem je tieba syntaxe programovacich jazyku, kde ne kazdd ndhodnd posloup-
nost znaku je dobfe vytvofenym program v daném programovacim jazyce, nybrz se programy musi
Fidit uréitymi presné danymi pravidly, kterd urcuji, co je a co neni dobfe vytvoieny program, ktery
pujde prelozit.

Nemusi se jednat jen o néco tak komplikovaného jako je programovaci jazyk. Ve spousté apli-
kaci se objevuje potfeba néjakého specifického jazyka pro popis konfigurace nebo pro skriptovani

mit smysl Fesit syntaxi téchto dat. Casto textové tdaje, které zaddva uzivatel, mohou mit néjakou
slozitéjsi strukturu (mohou to byt napiiklad néjaké vyrazy, kde mohou byt tfeba zavorky, rizné
operatory apod.) nebo musi vyhovovat néjakym slozitéjsim kritériim.

Oblast informatiky, kterd se zabyvé otazkami tykajicimi se syntaxe, se nazyva teorie formdlnich
jazyki.

Pojem ,jazyk“ oznacCuje v informatice néco dost odliSsného od toho, co se timto pojmem
oznacuje v prirozené teci. V informatice, a specialné v teorii formalnich jazyku, pojem jazyk
oznacuje libovolnou mnozinu slov. Pojem ,slovo*, zde mé ovSem velmi odlisny vyznam od vyznamu
tohoto slova v pfirozené fe¢i. Pojmem slovo se oznacuje zcela libovolnd (konecénd) posloupnost
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symboli (nebo téz znakid) z néjaké abecedy, pricemz abecedou se zde mysli néjaka libovolnd
(vétsinou se predpoklddd, ze konetnd) mnozina symbola. Jako synonymum pojmu ,slovo“ se téz
pouzivé pojem 7etézec (string).

Pokud si tedy vezmeme tieba abecedu tvorenou symboly O a 1, tak z nich je mozné vytvorit
tfeba slovo 01011 nebo slovo 111. Jazyk je pak néjaka libovolnd mnozina takovychto slov, tieba
mnozina v8ech slov, kterd zacinaji symbolem 0 a kon¢i symbolem 1.

Takovy jazyk asi moc zajimavy z praktického hlediska neni. Misto toho ale tfeba muzeme
uvazovat o abecedé tvorené viemi znaky ASCII tabulky a jazyce tvofeném vSemi dobfe utvorenymi
aritmetickymi vyrazy nebo tieba o jazyce, kde slova tohoto jazyka jsou vSechny dobie utvofené
programy v C++4.
je a co neni slovem daného jazyka. Popis takového jazyka v pfirozené fe¢i muze byt nepfesny a
nejednoznacny.

V teorii formélnich jazyku se studuji ruzné typy formalnich prostiedku pro popis jazykt, z nichz
asi nejdulezitéjsi jsou tzv. gramatiky. Téchto gramatik existuje mnoho ruznych druhu, které se
lisi svymi vyjadiovacimi schopnostmi. Obecné se gramatikami mysli ruzné sady pravidel, ktera
popisuji, jak generovat vsechna mozna slova daného jazyka, tj. jazyk popsany danou gramatikou
je mnozina praveé téch slov, ktera se daji pomoci dané gramatiky vygenerovat. V praxi jsou asi
vacich jazyku a pfti tvorbé piekladacu pro tyto jazyky.

Dalsim, v praxi ¢asto pouzivanym, formalismem pro popis jazyku jsou reguldrni vyrazy. Na
rozdil od gramatik se reguldrni vyrazy nepouzivaji pro popis komplikovanych jazyku, ale spise
pro takové ucely jako je vyhleddvani urcitého vzorku v textu nebo kontrola toho, ze idaj zadany
uzivatelem vyhovuje pozadovanému formatu. Pomoci regularnich vyrazu se tfeba snadno da zapsat
néco takového jako vyhledat vsechny fadky, které obsahuji slovo xxx, za kterym nasleduje libovolny
nenulovy pocet mezer, za kterymi je slovo yyy, za kterym nasleduje jedna z ¢islic 5, 6, 7.

Forma&lni jazyky se také daji popisovat pomoci ruznych typt automatu. Automat zpracovava
jako sviij vstup slovo z uréité abecedy a jako sviij vystup vyda odpovéd, zda toto slovo pfijima
nebo neptijimé. Jazyk popsany danym automatem je pak mnozina praveé téch slov, kterd automat
piijima. Riké se, ze automat rozpoznavé dany jazyk.

Ukazuje se, ze mezi ruznymi druhy gramatik, regularnimi vyrazy a ruznymi druhy automatt
existuje uzka souvislost. Urcité gramatiky umoznuji generovat praveé ty jazyky, které se daji roz-
pozndvat urc¢itym typem automatu, a naopak.

Toho se v praxi vyuziva tak, ze existuji softwarové nastroje, které dostanou jako vstup popis
gramatiky urcitého jazyka. Podle tohoto popisu pak vygeneruji programovy kéd pro rozpoznavani
slov daného jazyka, pficemz tento kéd je de facto implementaci ¢innosti urcitého automatu.

Podobné knihovny, ve kterych je implementovano vyhledavani a nahrazovani v textu podle
reguldrnich vyrazu, ¢asto pracuji tak, ze prevadi dany reguldrni vyraz interné na reprezentaci
odpovidajici piislusnému automatu, a pii vyhleddvani pak v podstaté simuluji ¢innost tohoto
automatu.

* kX

V ramci pfedmétu Uvod do teoretické informatiky budou prezentovany nékteré zakladni po-
znatky a pojmy zejména z nasledujicich dvou oblasti:

e teorie formdlnich jazyku a automatu,
e algoritmy a vypocetni slozitost.
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Kapitola 2

Algoritmy

2.1 Popis algoritmi pomoci pseudokédu

P#i popisu algoritmi se casto pouziva tzv. pseudokdd. Jednd se zpusob zépisu, ktery je podobny
zépisu programu v néjakém programovacim jazyce. Na rozdil od programu zapsaného v progra-
movacim jazyce v8ak pseudokdd neni uréen k tomu, aby byl spoustén na pocitaci, ale k tomu, aby
byl cten ¢lovékem, ktery se danému algoritmu snazi porozumeét. Pseudokéd se tedy nefidi zddnou
presné danou syntaxi, neni nijak pfesné déano, které operace je nebo neni mozné pouzivat. Cilem
je sdélit ¢tenaii informace, které jsou dulezité z hlediska popisovaného algoritmu. V pseudokédu
se ¢asto pouziva béznd matematickd notace, nékdy i pfirozena fe¢, pokud je popis néjaké operace
jednodussi v pfirozené feci nez v podobé kédu.

Casto jsou v pseudokédu ignorovany detaily, které nejsou pro dany algoritmus dilezité. Piikladem
takovych detailt je tieba oSetfeni chybovych stavi (napf. nedostatku pameéti) nebo pouzité da-
tové typy. Typicky se tieba v pseudokédu pracuje s proménnymi, do nichz je mozno piitadit jako
hodnotu libovolné velké celé ¢islo a netesi se, ze ve skute¢ném programu napsaném v néjakém
programovacim jazyce pak je pro tyto proménné pouzit néjaky konkrétni datovy typ (jako tfeba
int nebo long), kde jsou hodnoty, kterych muze proménnd nabyvat, omezeny na néjaky konecény
interval celych ¢isel.

Oproti popisu v prirozené fe¢i ma pseudokdd vyhodu v tom, Ze je v ném mnohem zfetelnéji
vidét celkova struktura algoritmu, je tam jasné vidét, jak jsou do sebe zanotfeny cykly, jak se
vétvi podminky, apod. Rédky pseudokédu byvaji nékdy éislovany, aby se na né dalo snadnéji
odkazovat. Pseudokéd nebyva témér nikdy uveden jen saim o sobé, ale typicky je soucasti néjakého
delsiho textu (napf. knihy nebo ¢lanku), ve kterém je podén popis algoritmu normdlné v prirozené
feci (s obcasnym pouzitim matematické notace), a pseudokdd slozi jako pomocny prostiedek pro
jasnéjsi, presnéjsi a prehlednéjsi popis toho, co by se slovné popisovalo dost neohrabané nebo
nepfehledné.

* kX

Vezmeéme si jako ptiklad algoritmus, ktery pro libovolné zadané pole zjisti hodnotu nejvétsiho
prvku v tomto poli. Pro dany algoritmus neni podstatné, jakého pfesné typu jsou prvky v tomto
poli, jediné, co je dulezité, je, ze tyto prvky je mozné vzajemné porovnédvat. Pro libovolné dva
prvky x a y tedy musi byt mozné urcit, zda je x mensi nez y (tj. x <y), x vétsi nez y (tj. x >y)
nebo, zda se oba prvky rovnaji (tj. x = y). Neni ale podstatné, zda x a y jsou typu int, double,
string, nebo néjakého uplné jiného typu.

(Pozn.: Pokud je uréeno, kdy plati x < y, kdy x >y a kdy x =y, tak je tim automaticky i
urceno, kdy plati x <y a kdy x > y.)

Pro konkrétnost budeme zadané pole oznacovat symbolem A. Déle budeme piedpokladat, ze
pole A obsahuje n prvku a ze tyto prvky jsou v poli A indexovany od nuly, tj. Ze pole A se skladéd

15
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z prvku

Al0], AlT], ..., Aln—1].

Vstupem algoritmu je tedy pole A a ¢islo n uddvajici pocet prvku v tomto poli. Vystupem je
pak nejveétsi prvek v tomto poli, tj. takova hodnota A[k], kde 0 < k < n a kde pro kazdé j takové,
ze 0 <j < n, plati Afj] < A[K].

Pro jednoduchost budeme navic predpokladat, ze pole A je neprazdné, tj. ze n > 1, protoze
jinak bychom museli specifikovat, co ma byt vystupem v pfipadé, kdy je pole A prazdné.

Algoritmus pro feseni tohoto problému je velmi jednoduchy, sta¢i projit prvky pole A jeden po
druhém a prubézné si pamatovat, ktery ze zatim pfectenych prvku je nejvétsi. (Pravdépodobné
ani za¢inajicim programdtorum by nemeélo ¢init problém vymyslet tento jednoduchy postup.)

Tento algoritmus je mozné popsat nasledujicim pseudokédem oznacenym jako Algoritmus 1.

Algoritmus 1: Algoritmus pro nalezeni nejvétsiho prvku v poli

1 FIND-MAX (A, n):

2 begin

3 k:=0

4 fori:=1ton—1do
5 if A[i] > A[k] then
6 k=1

7 end

8 end

9 return Alk]

10 end

Na radku 1 je uveden nazev funkce, ktera implementuje dany algoritmus pro nalezeni nejvétsiho
prvku v poli. V tomto konkrétnim piipadé méa tato funkce nazev FIND-MAX. Za ndzvem funkce
nasleduje v zavorkich seznam jejich parametru. Zde méa funkce FIND-MAX dva parametry —
pole A a délku tohoto pole n. Hodnoty téchto parametru predstavuji vstup daného algoritmu.

Na fadcich 2 az 10 pak néasleduje télo funkce FIND-MAX. Toto télo za¢ind klicovym slovem be-
gin na fddku 2 a konéi klicovym slovem end na fadku 10. V téle funkce se pak kromé parametria A
a n pouzivaji i dalsi lokalni proménné. Zde konkrétné jsou to proménné k a i. V pseudokddu se
obvykle proménné nijak nedeklaruji ani se explicitné neuvadi, jakého jsou typu. V ptipadé funkce
FIND-MAX je z kontextu asi jasné, ze proménné k a i nabyvaji pouze celo¢iselnych hodnot. (Pfi
blizsim prozkoumani je pak jasné, ze obé proménné navic nabyvaji jen nezapornych celoc¢iselnych

hodnot.)

Piikaz k := 0 na fadku 3 provede prifazeni hodnoty 0 do proménné k. Symbol “=" zde
reprezentuje pfifazeni. V mnoha programovacich jazycich se pouziva pro pfifazeni symbol “=",
v pseudokddu se vsak ¢asto pouziva pro piifazeni symbol “=" nebo “«”, protoze “=" se pouziva
pro rovnost (stejné jako v matematice).

Provedeni piikazu piifazeni

x:=E,

kde x je nazev proménné a E néjaky libovolny vyraz, probiha tak, Zze se nejprve vyhodnoti
vyraz E (s aktudlnimi hodnotami vSech proménnych) a poté se tato vyslednd hodnota priradi
do proménné x. Vyraz nalevo od “= 7 (zde x) se oznacuje jako levd strana a vyraz napravo od
“=" (zde E) se oznacuje jako pravd strana piifazeni. Vyraz na levé strané muze byt i slozitéjsi
nez jen jednotlivd proménné, muze to byt napiiklad oznaceni prvku pole, napt. Ali], apod.

//////

fadku 6, kde se do proménné k pfifazuje hodnota proménné i. Vsimnéte si, ze tyto pfifazovaci



2.1 Popis algoritmu pomoci pseudokédu 17

piikazy nejsou ukonceny stiednikem. V pseudokddu se stfedniky casto neuvadi a to, kde jednotlivé
piikazy zacinaji nebo konéi, je ddno formatovanim a odsazenim téchto piikazi. V tomto textu
budou sttedniky pouzity v pseudokédu jen vyjimeéné, naptiklad v ptipadech, kdy bude na jednom
rfadku uvedeno vice prikazu za sebou.

Na fadku 4 zac¢ina cyklus for. V tomto textu bude pouzivan v pseudokddech zpusob zapisu
cyklu for ve tvaru
fori:=atob,

za kterym nasleduje télo cyklu uzaviené mezi klicovd slova do a end (ve funkci FIND-MAX za¢ina
télo cyklu klicovym slovem do na fadku 4 a konéi klicovym slovem end na fddku 8). Proveden{
piikazu for probihd tak, Ze nejprve se vyhodnoti vyrazy a a b a hodnota vyrazu a se priradi do
proménné i, kterd predstavuje fidici proménnou cyklu. Poté se otestuje, zda plati i < b. Pokud ne,
provadeéni cyklu for konéi a pokracuje se dalsim piikazem za télem cyklu. Pokud ano, provede se
télo cyklu. Po proveden{ téla cyklu se hodnota proménné i zvétsi o jedna (je zde skryto implicitn{
piifazeni i := 14 1) a znovu se vyhodnoti podminka i < b. Pokud neplati, cyklus konéi, pokud
plati, pokracuje se stejné jako pfedtim, ale s novou hodnotou i a to tak dlouho, dokud platii < b.

Proménn4 i tedy pfi jednotlivych pruchodech cyklem nabyva postupné hodnot
aa+l,a+2,---,b—1,b

a po skonceni cyklu ma hodnotu b+ 1 v piipadé, kdy a < b a kdy tedy télo cyklu bylo provedeno
alespon jednou, nebo hodnotu a v piipadé, kdy a > b a kdy télo cyklu neni provedeno ani jednou.

Poznamenejme jesté, ze hodnoty vyrazu a a b by se nemély pfi provadeéni téla cyklu ménit.

Na fadcich 5 az 7 je uveden prikaz if. Pii provadéni piikazu if se nejprve vyhodnoti podminka,
nésledujici za klicovym slovem if (v tomto pfipadé A[i] > A[k]). Vysledkem vyhodnoceni této
podminky je pravdivostni (booleovskd) hodnota. Pokud je podminka splnéna (tj. vyhodnoti se
jako TRUE), provedou se pifkazy mezi klicovymi slovy then a end, v opatném piipadeé (tj. jestlize
se podminka vyhodnoti jako FALSE, tyto piikazy se pfeskoci.

Na tadku 9 vypocet algoritmu konéi provedenim piikazu return, ktery vraci nalezeny ma-
ximalni prvek jako vysledek.

* kX

Ve vyse uvedeném piikladé Algoritmu 1 mé tento algoritmus podobu funkce FIND-MAX. Po-
jmem funkce je zde myslen podprogram, ktery muze byt soucdsti néjakého vétsiho kédu, a ktery
je mozné z jinych mist v tomto vétsim kédu zavolat s tim, ze pfi tomto volani jsou mu predany
hodnoty vstupnich dat jako argumenty. Hodnoty téchto argumentu jsou pfi volani pfifazeny do
parametru ptislusného podprogramu (v piipadé funkce FIND-MAX do parametria A a n).

V pripadé funkce FIND-MAX se tedy nijak nefesilo nac¢itani vstupnich dat a ani vypis vysledku.
Z hlediska algoritmu jsou operace souvisejici se vstupem a vystupem vétdinou nepodstatné. V konkrétnim
programu, ktery ma bézet na pocitaci, se samoziejmé musi tyto operace néjak implementovat, ale je
to néco, co je svéazano s konkrétnim prostiedim (programovacim jazykem, pouzitymi knihovnami,
opera¢nim systémem, konkrétnim typem aplikace, apod.).

Dalsim pojmem souvisejicim s pojmem ,funkce“ je procedura. Timto pojmem se oznacuje
podprogram, ktery se vold podobné jako funkce, ale nevraci svuj vysledek ve formé navratové
hodnoty. Misto toho napiiklad zapise néjaké hodnoty nékam do paméti (pficemz misto, kam bude
zapisovat, bude uréeno bud nékterym z parametri nebo tieba néjakou globalni proménnou) nebo
je posle na vystup. (V jazycich, jejichz syntaxe vychdzi z jazyka C, jsou takové procedury ¢asto
reprezentovany jako funkce s nédvratovou hodnotou typu void.)

Pozndmka: Pojmy vstup a vystup se mysli nejen idaje zadédvané uzivatelem z klavesnice a vysledky
vypisované na obrazovku, ale muze se jednat prakticky o jakykoliv druh komunikace, naptiklad
¢teni a zapis dat z a do souboru, pfijimani a odesilani dat po siti, komunikaci pfes néjaky druh
portu, poslani dat zvukové karté, ¢teni dat z mikrofonu, zapis dat do paméti na grafické karté, apod.
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V piipadé objektové orientovanych jazyku se misto pojmu funkce nebo procedura vétginou
pouziva termin metoda. Metody se od funkci a procedur lis{ tim, ze metody jsou vzdy svazany
s néjakym objektem, ktery je do nich automaticky preddvan (vétsinou implicitné) jako jeden
z parametri. Casto je tento imlicitni parametr ozna¢ovan slovy jako this, self, apod.

V tomto textu budou funkce, procedury, metody a dalsi podobné konstrukce (napf. konstruk-
tory a destruktory) oznacovany souhrnné jako podprogramy.

2.2 Ridici tok

Vezmeéme si néjaky libovolny algoritmus (napiiklad Algoritmus 1 z predchozi sekce) a pro jedno-
duchost predpokladejme, ze cely tento algoritmus je realizovan ve formé jediného podprogramu
(napf. jediné funkce), ktery sdm nevold zadné dalsi podprogramy.

Instrukce v takovém podprogramu muzeme rozdélit zhruba do dvou skupin. V prvni skupiné
budou ty instrukce, které redlné provadéji néjakou ¢innost, jako naptiklad kopirovani obsahu
jedné proménné do druhé (napf. instrukce jako k := i), provedeni néjaké aritmetické operace
(napf. instrukce i := i+ 1), vyhodnoceni toho, zda plat{ nebo neplati ngjakd podminka (tfeba
vyhodnoceni podminky A[i] > A[k]), pFe¢teni ngjaké hodnoty ze vstupu nebo zdpis néjaké hodnoty
na vystup, apod.

Kromé téchto instrukei jsou vSak v programu i piikazy jako tieba if, while, for, piikazy
jsou néjak rozdéleny do bloku, apod. Piikazy tohoto druhého typu samy o sobé neprovadéji zadné
vypocty, ale néjakym zpusobem urcuji, v jakém poradi se budou provadeét ostatni instrukce, kterym
pifikazem se v daném misté v kédu bude pokracovat, atd.

Struktura toho, v jakém poradi jsou vykondvany jednotlivé piikazy v programu, jak na sebe
jednotlivé instrukce navazuji (jakd instrukce se bude provadét jako nédsledujici po provedeni uréité
instrukce), jak se program vétvi podle vyhodnoceni podminek, apod., se oznacuje souhrnnym
ndzvem 7idici tok. Piikazy ze druhé skupiny uvedené vyse (if, while, ...) jsou tedy ty piikazy,
které urcuji ridici tok daného algoritmu.

Konkrétni konstrukce, které urcuji fidici tok algoritmu, se v ruznych programovacich jazycich
mohou lisit. Ve vétsiné programovacich jsou dispozici zédkladni konstrukce pro strukturované pro-
gramovani jako if, while a moznost strukturovat piikazy do blokid. Konkrétni syntaxe téchto
piikazu se v ruznych jazycich lisi, ale zakladni piikazy jsou podobné. Urcité rozdily jsou v tom,
jaké dalsi prikazy pro fizeni toku jsou k dispozici (napi. break, continue, switch), ¢ v tom,
zda je k dispozici piikaz goto, ktery umozni skok na libovolné misto v rémci podprogramu. Casto
je k dispozici moznost pred¢asného ukonéeni vykonadvani podprogramu pomoci piikazu return.
S fidicim tokem souvisi také naptiklad oSetfeni vyjimek.

Vyse popsané konstrukce se tykaji fidictho toku v rdmci jednoho podprogramu. Obecné se
fidici tok tyka i skoki mezi podprogramy (voldni podprogramu, ndvrat z podprogramu). Pro
jednoduchost se vSak v nasledujicim vykladu zaméfime predevsim na fidici tok v ramci jednoho
podprogramu.

* kX

Reknéme, 7ze méme néjaky algoritmus realizovany ve formé podprogramu a ze tento podpro-
gram nevola zadné dalsi podprogramy. Jednou moznosti, jak znazornit fidici tok tohoto algoritmu,
je popsat ho pomoci grafu 7Tidicitho toku. Jako konkrétni piiklad si vezméme Algoritmus 1
(str. 16). Ridici tok tohoto algoritmu se d4 znézornit grafem uvedenym na Obrézku 2.1.

Vrcholy tohoto grafu odpovidaji pozicim v kédu mezi jednotlivymi ptikazy, resp. pred a za
jednotlivymi piikazy. Naptiklad vrchol 1 odpovida pozici mezi fadky 3 a 4, kdy uz byl proveden
piikaz k := 0 a kdy se teprve bude provadét ptikaz for i:=1 to n— 1, jehoz provadéni zac¢ne tim,
ze se do promeénné i pfifad{ hodnota 1 (tj. provede se pfifazenii:=1).

Vrcholy grafu reprezentuji urcité stavy, ve kterych se algoritmus béhem vypoc¢tu muze nachézet.
Témto stavam budeme fikat 7idici stavy. Dany tidici stav vzdy urcuje, jaka instrukce se bude
provadét jako nasledujici.
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return A[k]

Obrazek 2.1: Ridici tok funkce FIND-MAX

1i:=1+1
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Algoritmus se za¢ne provadét ve vrcholu 0, ktery oznacuje pozici na zacitku téla funkcee,
tj. na fadku 2 (pfed instrukei k := 0 na fddku 3). Tento vrchol predstavuje vstupni bod daného
podprogramu, coz je v grafu vyznaceno malou Sipkou sméfujici do vrcholu 0.

Hrany grafu odpovidaji jednotlivym instrukcim programu. Pokud vede hrana z vrcholu q do
vrcholu q’ a tato hrana je oznacena néjakou konkrétni instrukei, znamend to, ze pfi provadéni
algoritmu se prejde provedenim této instrukce ze stavu reprezentovaného vrcholem q do stavu
reprezentovaného vrcholem q’.

Pokud vede z vrcholu jedind hrana, je tato hrana vétSinou oznacena instrukci, kterd provadi
néjaké pritazeni, ¢teni hodnoty ze vstupu, zapis hodnoty na vystup, apod. Pokud se tedy algo-
ritmus béhem vypoctu nachézi v takovém stavu, kde z prislusného vrcholu vede jedina hrana,
provede se instrukce, kterou je tato hrana oznacena, a prejde se do stavu, kam tato hrana sméfuje.

Na Obrazku 2.1 se jedna napftiklad hranu z vrcholu 0 do vrcholu 1 oznacenou instrukei k := 0.
Tato hrana odpovidé instrukei na fadku 3 Algoritmu 1. Déle pak tfeba o hranu z vrcholu 1
do vrcholu 2 oznac¢enou instrukei i := 1. Tato hrana odpovida pfitazeni hodnoty 1 na zacatku
provadeéni cyklu for na fadku 4. Podobné hrana z vrcholu 5 do vrcholu 2 oznacend prifazenim
i:=1+1 reprezentuje zvyseni hodnoty proménné i o jedna po kazdém provedeni téla cyklu for na
fadcich 4-8. Zde je vidét, ze v grafu jsou explicitné uvedeny i nékteré instrukce, které jsou v kédu

Nékdy se pro prehlednost hodi pfidat do grafu hrany, které nejsou oznaceny zadnou instrukei.
Pokud z néjakého vrcholu takovéa hrana vede, jedna se o jedinou hranu vedouci z tohoto vrcholu.
Takova hrana pak reprezentuje nepodminény skok, kdy projitim touto hranou se pouze zméni
fidici stav, ale obsah proménnych se neméni ani se neprovadi zadna dalsi akce.

Déle se v grafu kromé vrcholu, ze kterych vede jedind hrana, nachézi vrcholy, ze kterych vedou
dvé nebo vice hran. Takové vrcholy predstavuji ta mista v programu, kde dochézi k vétvend.
V piipadé vrcholu, ze kterého vede vice nez jedna hrana, nejsou tyto hrany oznaceny instrukcemi,
které by provadély néjakou ¢innost (pfifazeni, vstup, vystup). Misto toho je kazd4 takovd hrana
oznacena podminkou, kterd musi byt splnéna, aby se danou hranou mohlo projit. Aby se tyto
podminky odlisily od ostatnich instrukei, jsou uvadény v hranatych zavorkach.

Pokud vypocet algoritmu dojde do takového vrcholu, kde dochézi k vétveni, vyhodnoti se
podminky, kterymi jsou oznaceny hrany vedouci z tohoto vrcholu, a pokracuje se hranou, jejiz
podminka je splnéna. Touto hranou se ptejde do dalsiho fidiciho stavu. Predpokladé se, ze vzdy
bude pravdiva pravé jedna z podminek, kterymi jsou oznaceny hrany vedouci z daného vrcholu.

Nejcastéji vychazeji z vrcholu dvé hrany, pficemz jedna je oznacena podminkou B a druha
podminkou =B (na hrandch grafu jsou zapsény jako [B] a [=B]). Pro lepsi ¢itelnost je v nésledujicim
textu nékdy misto zapisu —B pouzita ekvivalentni podminka bez negace. Pokud napiiklad podminka B
je podminka i < n, bude jedna hrana ozna¢ena zdpisem [i < n] a druhd zapisem [—~(i < n)] nebo
piipadné zapisem [i > nl, nebof —(i < n) plat{ pravé tehdy, kdyz i > n.

Predpoklada se, ze vysledkem vyhodnoceni kazdé takové podminky je booleovska hodnota
(tj. TRUE nebo FALSE) a ze pfi jejim vyhodnoceni nedochdz{ k zddnym vedlejsim efektum (jako
tFeba zméné hodnoty ngjaké proménné apod.).

Vrcholy, kde se dochazi k vétveni, a ze kterych vedou vice nez dvé hrany, se daji pouzit naptiklad
pro konstrukce jako je ptikaz switch.

Koneéné mohou byt v grafu také vrcholy, ze kterych nevede zadnd hrana. Takové vrcholy
odpovidaji stavim, ve kterych vypocet algoritmu konéi. Na Obrézku 2.1 je to vrchol 7. (Tento
vrchol je oznagen dvojitym krouzkem, aby bylo zdiraznéno, ze se jednd o stav, ve kterém vypocet
konéi.)

* kX

Na Obréazku 2.2 je naznaceno, jak pomoci grafu ridiciho toku reprezentovat nékteré zakladni
konstrukce, které se bézné objevuji v programovacich jazycich. Jedna se o konstrukce strukturo-
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piikazy skldddanim jednodussich piikazu. Na Obrézku 2.2 a v nasledujicim popisu zastupuji sym-
boly S, S1 a Sz ngjaké libovolné piikazy (které mohou byt samy slozeny z néjakych jednodussich
piikazi) a symbol B zastupuje néjakou libovolnou podminku, vysledkem jejihoz vyhodnoceni je
booleovska hodnota.

Vyhodou strukturovaného programovéani (alespon v jeho nejjednodussi podobé) je to, ze kazdy
slozeny piikaz mé jeden bod, kde se do néj vstupuje, a jeden bod, kde se z néj vystupuje. To
umoznuje programatorovi udrzovat lepsi pfehled o celkové struktuie fidiciho toku.

Nésleduje strucny popis jednotlivych konstrukei uvedenych na Obrazku 2.2:

a) S1;S2 — Libovolné dva piikazy je mozné provést sekvenéné po sobé. Nejprve se provede
piikaz S7 a po skonc¢eni provadéni pitkazu Sy se provede piikaz S;. Timto zpusobem je mozné
za sebou fadit libovolny pocet ptrikazu.

b) if B then S; else S, — Nejprve se vyhodnot{ podminka B. Pokud tato podminka plati (tj. po-
kud m4d hodnotu TRUE), provede se piikaz St (a pifkaz S, se neprovadi). V opaéném piipadé,
tj. kdyz podminka B neplati (protoze md hodnotu FALSE), provede se piikaz S, (a piikaz S
se neprovadi).

c¢) if B then S — Jednd se o variantu piikazu if popsaného v pfedchozim bodeé, kde piikaz S, je
prazdny. Pokud tedy podminka B plati, provede se piikaz S, a jinak se neprovede nic.

d) while B do S — Pokud je podminka B splnéna, provede se piikaz S, a poté se znovu vy-
hodnoti podminka B, pokud opét plati, znovu se provede piikaz S, a zase se znovu vyhodnoti
podminka B, atd. Takto se pokracuje az do doby, nez se pii vyhodnoceni podminky B zjisti, ze
neplati. V tom okamziku provadéni cyklu while kon¢i. Pokud tedy podminka B neni splnéna
hned na zacdtku (pfed prvnim provedenim piikazu S), piikaz S se nikdy neprovede.

e) do S while B — Tento piikaz pracuje velmi podobné jako cyklus while popsany v predchozim
bodé, s tim rozdilem, Ze na zacatku se pied prvnim provedenim piikazu S podminka B netestuje
a prikaz S se tak vzdy alespon jednou provede. Piikaz do S while B déld v podstaté to samé,
co
S; while B do S.

f) for i := a to b do S — Proménnd i nabyvd postupné hodnot a,a + 1,...,b, pficemz pro
kazdou z téchto hodnot se jednou provede piikaz S. Pokud je a > b, piikaz S se neprovede ani
jednou. Ptikaz for i := a to b do S tak déla to samé, co nasledujici sekvence piikazi:

i:=a
while i < b do
S
i:=1+1
end

* kX

Podminky mohou byt jednoduché, spocivajici naptiklad v porovnani hodnot proménnych,
apod., jako tfeba podminka i < n nebo podminka x # 0. Takové jednoduché podminky je mozné
sklddat pomoci operatoru and a or a vytvaret tak z nich slozené podminky, jako tFfeba podminku

i<nandx#0,

ktera bude platit, jestlize hodnota proménné i je mensi nez hodnota proménné n a zaroven
proménnd x neobsahuje nulu. Podobné slozena podminka vytvorend pomoci or bude platit, jestlize
bude platit alespon jedna z podminek, ze kterych je vytvotena.
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(B] i : [—B]

b) if B then S; else S, c) if B then S

d) while B do S e) do S while B f)fori:=atobdo$S

Obrazek 2.2: Grafy ridiciho toku pro ruzné programové konstrukce

P#i vyhodnocovani takovych slozenych podminek se ¢asto uplatiuje zkrédceny zpusob vyhod-
nocovani naznaceny na Obrazku 2.3. Na tomto obrazku je zkracené vyhodnocovani ilustrovano
na pifkazu if. U jinych pitkazu (while, do .. while, apod.) bude zkrdcené vyhodnocen{ vypadat
podobné.

Konkrétné v pripadé slozené podminky tvaru B; and B, se pii zkraceném vyhodnocovani
nejprve vyhodnoti podminka Bq. Pokud podminka B; neplati (md hodnotu FALSE), podminka B,
se uz nevyhodnocuje a hodnota celé podminky B; and B, je FALSE. Pokud podminka B; plati
(m4 hodnotu TRUE), podminka B se vyhodnoti a hodnota celé podminky je pak ddna hodnotou
podminky B, (kdyZ mé B, hodnotu TRUE, m4 celd podminka hodnotu TRUE, kdyz mé B, hodnotu
FALSE, mé celd podminka hodnotu FALSE). Cely postup vyhodnoceni podminky By and B, je
znézornén grafem na Obrazku 2.3 (a).

Podobné pti vyhodnocovani slozené podminky tvaru By or B, se postupuje tak, ze nejprve se
vyhodnoti By a pokud plati, tak B, se uz nevyhodnocuje a celkovy vysledek je TRUE. Pokud By ne-
plati, je celkovy vysledek ddn hodnotou B,. Tento postup je zndzornén grafem na Obrdzku 2.3 (b).

Operatory and a or tedy ovliviiuji fidici tok. To, ze se druhd ¢ast podminky v nékterych
piipadech nevyhodnocuje, muze byt dulezité. Pokud naptiklad budeme mit pole A o n prvcich
indexované od nuly (tj. s indexy 0, 1, ..., n — 1), je mozné naptiklad napsat

while i < n and A[i] >x do ...

Pokud se pak napiiklad mé provadét tento ptikaz v okamziku, kdy i > n, vyhodnoti se jen prvni
¢ést podminky (tj. i < n). Protoze tato prvni ¢dst v daném okamziku neplati, druhd éast (A[i] > x)
se uz vyhodnocovat nebude. Pokud by se druha ¢ast vyhodnocovala vzdy, bez ohledu na to, zda
prvni &4st plati nebo ne, doslo by v pifpadé, kdy i > n, k chybg, nebot by se pfi testu A[i] > x
pristupovalo mimo meze pole A.
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a) if By and B, then S; else S, b) if By or B, then S; else S,

Obrazek 2.3: Grafy tidiciho toku pro zkracené vyhodnocovani slozenych podminek

Je tedy tfeba pamatovat na to, ze ve slozenych podminkéch je poradi jednotlivych dil¢ich
podminek dulezité (tj. By and B, se muze chovat jinak nez B, and By).

Pokud budou v dalsim textu pouzity slozené podminky, bude se u nich vzdy predpokladat
zkracené vyhodnocovani. U grafu fidicitho toku se pak bude predpokladat, Ze jsou tyto slozené
podminky rozloZeny na postupné vyhodnoceni diléich podminek a Ze podminky u hran grafu jsou
jednoduché podminky, které se vyhodnoti vzdy celé.

Reprezentace algoritmu pomoci grafi fidictho toku se ndm bude hodit pro nékteré ucely, jako
napiiklad pro popis nékterych postupu, které se pouzivaji pii dokazovani korektnosti algoritmu
nebo pfi analyze jejich casové slozitosti. Jednou z vyhod grafu fidictho toku je to, ze umoziiuje
abstrahovat od konkrétnich fidicich konstrukei daného programovaciho jazyka a podstatné snizuje
pocet ruznych podpiipadu, které je tieba rozebirat pii popisu ruznych typu analyz algoritmu a
programil.

Reprezentace pomoci grafu je také velmi blizka tomu, jak jsou programy vétsinou implemen-
tovany na trovni strojového kédu nebo bytekddu néjakého virtualniho stroje. Na této nizké tirovni
jsou programy realizovany jako posloupnosti jednoduchych instrukei bez néjaké dalsi struktury.
Jednoduchymi instrukcemi jsou zde mysleny napiiklad pfitfazeni apod., ale ne zadné slozené
piikazy. Tyto jednoduché instrukce jsou urcitym zpusobem ¢islovany, pficemz ¢isla instrukeci
udévaji jejich pozice v paméti. (Tyto pozice v paméti se casto oznacuji jako adresy instrukci.)

Instrukce se vykondvaji postupné v tom potadi, jak jsou uvedeny v paméti. P¥i provedeni
,obyCejné“ instrukce (pfifazeni) se vzdy pokracuje provadénim instrukce, kterd je v paméti hned
za ni na adrese ndsledujici za touto instrukei. Veskery t{dici tok (v rdmci jednoho podprogramu)
je pak realizovan pomoci nésledujicich dvou typu instrukei:

e goto { — nepodminény skok — po provedeni tohoto piikazu se nepokracuje nasledujici
instrukei, ale instrukei na adrese £,

e if B then goto { — podminény skok — pii provedeni tohoto piikazu se nejprve vyhodnoti
podminka B. Pokud plati, pokracuje se na adrese {, pokud ne, pokracuje se nésledujici
instrukei.

Algoritmus 1 realizovany timto zpusobem vypada takto:
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k:=0

i:=1

goto 6

if A[i] < A[k] then goto 5
k=1

1=14+1

if i < n then goto 3
return A[k]

Cisla na zacatku adki zde udédvaji adresy instrukei. Program se za¢ne provadét provedenim
instrukce k := 0 na adrese 0. Poté se provede pfifazeni i := 1 na adrese 1. Pak se pokracuje
provedenim instrukce goto 6 na adrese 2. Tato instrukce provede skok na adresu 6, kde se provede
test, zda plati i < n. Pokud ano, pokracuje se instrukei na adrese 3. Pokud ne, vypocet skonéi
provedenim instrukce return A[k] na adrese 7.

Misto adres instrukef se pro lepsi ¢itelnost pouzivaji ndvésti (angl. label). Naveést{ je symbo-
lické pojmenovani urcitého mista v kédu. Staci uvadét navesti u téch instrukei, které jsou cilem
néjakého skoku. Adresy ostatnich instrukci nejsou podstatné.

Vyse uvedeny kéd, kde jsou ale misto adres instrukei pouzity navésti, vypadéd nasledovné:

start: k:=0
i:=1
goto L3
L1: if A[i] < A[K] then goto L2
k=1
L2: 1:=1+1

L3: if i <n then goto L1
return A[k]

Poznamenejme, ze oznacovani adres v kédu pomoci navésti se pouziva napiiklad pfi pro-
gramovani v assembleru (spravny cesky, ale nepfilis pouzivany, termin je jazyk symbolickiych
instrukc?). Cislovani fadki a realizaci fidictho toku pomoci pifkazii goto pouzivaly téz rizné
historické verze programovacich jazyku jako Fortran a Basic.

Ctenéfi by jisté nemélo délat problém transformovat program v této podobé (nestrukturovan
sekvence instrukei, kde je fidici tok realizovdn pomoci goto) do grafu fidiciho toku. Rovnéz je
snadné realizovat algoritmus popsany grafem fidictho toku jako takovouto posloupnost instrukei.
Stac¢i vypsat instrukce na hrandch v néjakém libolvolném potadi a doplnit mezi né piikazy goto,
aby se vzdy pokracovalo tou spravnou instrukei podle grafu. (Samoziejmeé neni potieba priddvat
skok na nasledujici fadek, protoze nasledujicim fadkem se pokracuje automaticky. Rovnéz je
vhodné zvolit takové potadi instrukei, aby se tam téch piikazu goto muselo pfiddvat co nejméné.)

Je asi taky jasné, ze kazdy program pouzivajici konstrukce strukturovaného programovani se
d4 ptelozit do programu, kde fidic{ tok realizovdn pomoci goto. Pro ilustraci uved'me zpiisob, jak
prelozit strukturované piikazy if a while. (Dals{ strukturované piikazy se daji pielozit podobnym
zpusobem.) Zapisy (S1), (Sz2) a (S) zde zastupuji sekvence instrukei, na které by se pielozily piikazy
S], 32 aS.

a) if B then S; else Sy: b) while B do S:
goto L2
if =B then goto L1 L1: (S)
(S1) L2: if B then goto L1
goto L2
L1: (Sz)
L2:
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Zatim jsme nijak nefesili, jak mohou vypadat vyrazy v ptikazech pfifazeni nebo v podminkach,
které se testuji. Obecné to ve vétsiné vyssich programovacich jazykt mohou byt libovolné slozité
vyrazy, ve kterych se muze objevit mnoho ruznych operatoru a dalsich konstrukci jako tieba
pristup k prvku pole, pfistup k polozce zdznamu, dereferencovani ukazatele, apod.

Priklad takového komplikovanéjsiho ptitazeni je tieba
Ali+s]:= (BB*j+1]+x)xy+38, (%)

kde A a B jsou nazvy poli a i, j, s, x, y ¢iselné proménné.

Pro nékteré tcely se muze hodit povolit jen instrukce pritazeni, ve kterych se muze vyskyto-
vat nejvyse jedna aritmetickd operace, jejiz operandy musi byt navic proménné nebo konstanty
(tj. nemohou to byt zddné komplikovanéjsi vyrazy). Podobné omezeni muzeme dat i na dalsi typy
konstrukei ve vyrazech. Napiiklad pro ptistup k prvkum pole muzeme povolit jen instrukce tvaru
Ali] :=x a x := Alil, kde i a x musi byt proménné nebo konstanty.

Bez ohledu na to, jaké konkrétni operace a konstrukce jsou ve vyrazech povoleny, je asi
ziejmé, ze kazdy komplikovany piifazovaci piikaz je mozné transformovat (za cenu pfiddni novych
pomocnych proménnych) na sekvenci jednoduchych pfifazeni spliiujici vyse popsand omezeni.
Napiiklad vyse uvedené piikaz (*) je mozné nahradit ndsledujici posloupnosti jednoduchych pfifazent:

tii=1+s
tr :=3+%j
ty =t +1
t3 == B[t2]
t3 i =t3+x
t3 i =t3xy
t3:=1t3+8
A[t]]22t3

V této sekvenci piikazu byly t;, t; a t3 pridany jako nové pomocné proménné.

Podobnym zpusobem je mozné transformavat libovolnou komplikovanou podminku na po-
sloupnost pfitfazeni, za kterou nasleduje jedna jednoduchd podminka, kde se naptiklad porovnaji
hodnoty dvou proménnych apod.

Na tdrovni strojového kédu nebo bytekédu néjakého virtudlniho stroje byva vyhodnoceni kom-

plikovanych vyrazu realizovdno timto zpusobem, takze jednotlivé instrukce pak mohou byt velmi
jednoduché.

2.3 Vypocet algoritmu

Reknéme, ze mame néjaky algoritmus popsany jako program v néjakém programovacim jazyce,
nebo tieba pseudokédem, grafem fidiciho toku nebo néjakym jinym zpusobem. Konkrétni zptusob
popisu neni v této chvili podstatny.

Tento algoritmus o¢ekava jako svij vstup data néjakého urcitého typu. Napiiklad Algoritmus 1
otekdva jako sviyj vstup pole hodnot (pro konkrétnost feknéme tieba pole celych ¢éisel) indexované
od nuly a pfirozené ¢islo udavajici délku tohoto pole. Navic se predpokladé, ze tato délka neni
nula.

Prikladem vstupnich dat pro tento algoritmus je tedy napiiklad dvojice
([3) 8) ])3) 6]) 5) )
kde [3,8,1,3,6] je pole hodnot a 5 je délka tohoto pole.

Algoritmus je typicky vykondvan néjakym strojem. Slovo ,stroj* je zde chiapdno ve znacné
sirokém smyslu. Muze to byt tieba skutetny pocitac, ktery pomoci svého hardware vykonava
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program zapsany ve formé instrukef strojového kédu, miaze to byt néjaky virtudlni stroj (jako
je tieba JVM — Java Virtual Machine) vykondvajici program ve formé bytekédu, muze to byt
interpretr néjakého programovaciho jazyka, ktery zpracovava programy piimo ve formeé zdrojového
kédu, apod. Stejné tak muze byt timto strojem néjaky idealizovany matematicky model pocitace.

Tento stroj muze byt jednoticelovy, kdy je schopen vykondvat jen jeden jediny konkrétni algorit-
mus, pfi¢emz tento algoritmus je pfimo natvrdo zabudovan do struktury tohoto stroje, nebo muze
byt obecnéjsi, kdy je schopen vykondvat mnoho ruznych algoritmu, pficemz popis konkrétniho
algoritmu, ktery mé vykonavat, dostane ve formé programu.

Reknéme, ze dany stroj (af uz jednotéelovy nebo obecnéjsi, ktery dany algoritmus dostal ve
formé programu) dostane vstupni data pro dany algoritmus a zacne tento algoritmus pro tato
vstupni data provadét. Zacne tato vstupni data néjak zpracovavat, zacne provadét urcité operace
podle instrukei v popisu algoritmu, pfic¢emz pii provadeéni téchto operaci piripadné generuje néjaky
vystup a bud po néjakém koneéném poétu kroki skonéi nebo pokracuje v provadéni téchto ope-
raci donekoneéna. Posloupnost krokt, které stroj pro dany konkrétni vstup provadi, se oznacuje
jako vypocet. Konkrétni posloupnost operaci, které stroj nad danym vstupem provadi, zavisi na
tomto vstupu. Riznym vstupnim datim obecné odpovidaji rizné vypocty. Vypoctet muze byt
bud koneény (provadéni algoritmu po néjakém koneéném poétu krokt skonéi) nebo nekoneény
(stroj donekoneéna pokracuje v provadéni operaci).

Béhem vypoctu si stroj musi pamatovat, kterou instrukci pravé provadi. Kromé toho ma ty-
picky k dispozici néjakou pracovni pamét, kam si miuze uklddat hodnoty, se kterymi pracuje, a
pozdéji je mizZe z této paméti &éist. Jakou podobu mé tato pamét a jakym zpiisobem jsou data
v této paméti organizovana, zavisi na konkrétnim typu stroje.

Pro jednoduchost a pro konkrétnost si napiiklad mizeme pfedstavit, Ze tato paméf ma podobu
sady proménnych (pojmenovanych néjakymi ndzvy), do kterych je mozno ptitazovat libovolné
hodnoty uréitych typt. (Pro jednoduchost ted ignorujme véci jako rozdéleni proménnych na lokalni
a globdlni, moznost dynamické alokace paméti, apod.)

Piedpokldd4 se, ze pracovni pamét se chovd zcela pasivné, ze sama zadné operace neprovadi,
a ze je spolehliva. Co do ni stroj zapise, to z ni pozdéji také precte, bez toho, ze by se tato data
mohla z paméti sama ztracet, ménit nebo se tam néjak sama od sebe objevovat. Veskeré zmény
obsahu paméti jsou dusledkem provedeni néjaké operace, kterou stroj vykonal.

Ve skutecném poéitaéi je pamét, kterou program pii vypoétu pouzivé tvofena nejen paméti
RAM, ale tvofi ji i registry procesoru, paméti cache lezici mezi procesorem a hlavni paméti, a
nékdy muze program jako svou pamét vyuzivat i pevny disk.

Z urcitého pohledu se i na misto, ze kterého jsou ¢tena vstupni data, muzeme divat jako na
soucdst pracovni paméti stroje. Nékdy jsou uz vstupni data skutecné ulozena na zacatku vypoctu
v paméti. Napiiklad v Algoritmu 1 se predpokladéd, ze pole A obsahujici vstupni data uz je v paméti
ulozeno. Nekdy se data nacitaji odnekud ,zvenku* (z disku, ze sité, z ngjakého pripojeného ¢idla
apod.). Z hlediska algoritmu vSak tento rozdil vétsinou neni podstatny. Na nac¢itani dat ,zvenku®
se muzeme divat tim zpusobem, Ze zdroj dat je také soucast paméti a ¢teni dat je v podstaté to
samé, co kopirovani téchto dat z jednoho mista pameéti do néjakého jiného mista, kde se s nimi da
déle pracovat.

Podobné se na vystup dat muzeme divat jako zapis dat nékam do paméti. Nékdy se skuteéné
data zapisuji jen do pameéti, jako tieba v piipadé, kdy se funkce implementujici dany algoritmus
vraci vystup jako navratovou hodnotu pomoci piikazu return. Jindy se sice data ve skutec¢nosti
posilaji na néjakou vystupni periferii, ale z hlediska algoritmu se na to muzeme divat tak, jako by
se tato data zapisovala nékam do paméti.

Co se tyka vstupu a vystupu, budeme mista odkud se nacitaji vstupni data a kam se zapi-
suji vystupni data chapat jako soucdst pracovni paméti stroje, ktery dany algoritmus vykonava.
7Z hlediska algoritmu je pouze dulezité, zda muze tyto ¢asti paméti pouzivat pro néjaké dalsi ucely.
Konkrétné, zda muze zapisovat do oblasti paméti, kde ma ulozena vstupni data, a zda muze ¢ist
obsah paméti kam ukldda vystupni data.
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Ve vétsiné piipadu je ptirozené stanovit omezeni, Ze ¢ast paméti, ve které jsou ulozena vstupni
data, je mozné pouze ¢ist (tj. neni mozné tam nic zapisovat), a do ¢dsti paméti, kam se zapisuji
vystupni data, je mozné pouze zapisovat (tj. data zapsand na vystup nemuze algoritmus &ist).
Ostatni paméf muze algoritmus pouzivat libovolnym zpuisobem (tj. mize do ni zapisovat i z nf
¢ist).

V nékterych pifpadech je zase naopak piirozenéjsi to brat tak, Ze pamét se vstupnimi a
vystupnimi daty se nijak nelisi od zbytku paméti. Naptiklad u problému tiidéni se vétsinou
predpoklada, ze data, kterd se maji t¥idit, jsou na zacatku ulozena v poli. Toto pole se pouziva
béhem vypoétu, kdy algoritmus piemistuje prvky v tomto poli a mén{ tak jeho obsah. Po skonéeni
vypoétu jsou pak settidéné prvky ulozeny v tomto poli. Stejnd pamét (stejné pole) se tak pouziva
jak pro vstupni data, tak pro ulozeni vysledku, a behem béhem vypoctu se pouziva jako pomocna
pamét, jejiz obsah se pribézné méni.

x kK

Predpoklddejme nyni, ze mame néjaky konkrétni algoritmus Alg a Ze tento algoritmus je zadany
ve formeé grafu fidiciho toku. Déle predpokladejme, Ze tento algoritmus bude vykondvén néjakym
konkrétnim strojem M, kde navic budeme pfedpoklddat, ze pamét pouzivand strojem M m4 po-
dobu sady proménnych, kterym jsou piitazeny hodnoty néjakych urcitych typu, pficemz hodnoty
prifazené jednotlivym proménnym muze stroj M béhem vypoctu ménit.

Pokud algoritmus Alg vykondvany strojem M dostane néjaky konkrétni vstup w (predpokladdme,
ze w je néjaky vstup z mnoziny vsech piipustnych vstupt pro dany algoritmus), zatnou se provadét
jednotlivé kroky algoritmu. P¥i téchto krocich se prubézné méni jak aktudlni fidici stav (ktery
uréuje, jakd instrukce se bude provadét v nasledujicim kroku), tak obsah paméti.

Predstavme si, ze bychom v néjakém libovolném okamziku vypocet stroje pozastavili a podivali
se, v jakém Tidicim stavu se stroj zrovna nachazi a jaky je celkovy obsah jeho paméti. Takovy
celkovy stav stroje M v néjakém okamziku vypoctu se oznacuje jako konfigurace stroje M.

Obecné u ruznych typu stroju mohou mit konfigurace stroje ruznou podobu. Pokud oviem
predpokldddme, ze dany algoritmus je ddn ve formé grafu fidiciho toku, muze byt konfigurace
reprezentovana jako dvojice

(q, mem)

kde

e ( — predstavuje aktudlni fidici stav,
e mem — predstavuje aktudlni obsah paméti stroje M, tj. urcuje jaké hodnoty jsou mo-
mentalné piifazeny jednotlivym proménnym.

Pro konkrétnost si vezméme Algoritmus 1 popsany grafem fidictho toku, ktery je uveden
na Obrazku 2.4. Tento graf je témér stejny jako graf na Obrazku 2.1, ovsem oproti grafu na
Obrazku 2.1 zde bylo doplnéno oznageni jednotlivych instrukci symboly Ip, Iy, ..., Is. Navic zde
byl piikaz return A[k] zménén na result := A[k], takze vraceni vysledné ndvratové hodnoty je
zde reprezentovano jako ptifazeni do specidlni pomocné proménné result.

Pokud je napiiklad aktualni obsah paméti béhem vypoctu takovy, ze pole A obsahuje prvky
(3,8,1,3, 6], proménnd n mé hodnotu 5, proménné i hodnotu 1, proménnd k hodnotu 0 a proménné result
nebyla dosud inicializovédna (tj. algoritmus do nf dosud nepfifadil zddnou hodnotu), muze byt tento
obsah paméti mem popsan néasledovné:

(A:[3,8,1,3,6], n:5 i1, k:0, result:?)

Otaznik u proménné result zde oznacuje, ze tato proménnd nebyla dosud inicializovana a ze tedy
obsahuje négjakou nedefinovanou ndhodnou hodnotu, kterou by algoritmus nemél pouzivat.
Pokud se algoritmus pravé nachazi v ridicim stavu 2 a jeho obsah paméti je vySe popsané mem,
aktudlni konfigurace « je dvojice (g, mem), kde q je fidici stav 2, tj. celd konfigurace & vypada
takto:
(2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1, k:0, result:?))
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Io k=0
C) I] i:=1
Iz [i < TL]
b I [i>n]
Iy [[AL] < A[K]
e Is  [Alil > AlK]]
® I k=1
I7 i:=14+ 1
Is Is  result := Alk]

Obréazek 2.4: Graf fidiciho toku funkce FIND-MAX

Vypocet algoritmu za¢ind v poédteéni konfiguraci, kde tidici stav je pocatecni fidici stav a
kde hodnoty vstupnich dat jsou ulozeny v té ¢asti paméti, odkud se ¢tou vstupni data. Jinak je
pamét prazdnd, hodnoty proménnych jsou neinicializované, apod.

Pokud naptiklad u Algoritmu 1 budeme mit vstupni data w, kde w je dvojice ([3,8,1,3,61, 5),
pocateéni konfigurace bude

(0, (A:1[3,8,1,3,6], n:5, i:?2 k:?, result:?)),

protoze pocatecni fidici stav je stav 0. V pocatecni konfiguraci jsou tedy do pole pole A pritazeny
piislusné prvky a do proménné n poéet téchto prvku (tj. 5). Otazniky u proménnych i, k a result
oznacuji, ze tyto proménné jsou na zaCatku vypoctu neinicializované. OznaCme tuto pocateéni
konfiguraci jako o.

V grafu na Obrazku 2.4 vede ze stavu 0 jedind hrana. Tato hrana je oznacena instrukci Iy,
coz je instrukce k := 0, a vede do stavu 1. V pocatecni konfiguraci se tedy provede instrukce
k := 0, ktera pfitadi do proménné k hodnotu 0 a aktudlni fidici stav se zméni ze stavu 0 na stav 1.
Provedenim tohoto kroku se tedy z konfigurace «o pfejde do konfigurace o1, kde Fidici stav je 1
a obsah paméti je stejny jako v konfiguraci oo s tim rozdilem, Ze do proménné k je ted pfifazena
hodnota 0.

Ze stavu 1 opét vede jedind hrana oznacend instrukci Iy, coz je instrukce i := 1. Tato hrana
vede do stavu 2. V dalsim kroku se tedy do proménné i ptiradi hodnota 1 a piejde se do stavu 2,
¢imz se stroj M dostane do konfigurace «y, kde fidici stav je stav 2 a obsah paméti je stejny
jako v konfiguraci op s tim rozdilem, ze do proménné i je pfifazena hodnota 1 a do proménné k
hodnota 0.

7 tidiciho stavu 2 vedou dvé hrany oznacené podminkami I, a I3, kde I, je podminka [i < n]
a I3 podminka [i > n]. Tyto podminky se v konfiguraci «; vyhodnot{ s aktudlnimi hodnotami
proménnych. Protoze v konfiguraci «; ma proménnd i hodnotu 1 a proménna n hodnotu 5,
podminka i < n plati (protoze 1 < 5) a podminka i > n neplati. Pokracuje se tedy hranou
oznacenou instrukei I;. Tim se piejde z konfigurace «, do konfigurace a3, kde fidici stav je stav 3
a obsah paméti je stejny jako v konfiguraci ;. (Pfi vyhodnocovani podminek se obsah paméti
nijak nemeéni.)

Podobnym zpusobem bychom mohli pokracovat ddl. Pti zpracovani vstupu ([3,8,1,3,6], 5)
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provede Algoritmus 1 celkem 17 kroku, a projde pfitom postupné konfiguracemi xg, &1, ..., 17,
které vypadaji nasledovné:

axo: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5 1:2 k:? result:?))
ar: (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, 1?2 k:0, result:?))
oz (2, (A:13,8,1,3,6], n:5, i1, k: 0, result: ?))
az: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, 11, k:0, result:?))
oag: (4, (A:13,8,1,3,6], n:5, i1, k: 0, result: ?))
as: (5, (A:[3,8,1,3,6], n:5, 1:1, k:1, result: ?))
xe: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, 1:2, ki1, result: ?))
a7 (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, 1:2) k1, result:?))
ag: (5, (A:[3,8,1,3,6], n:5, 1:2, ki1, result:?))
xo: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, 1:3, ki1, result: ?))
aro: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:3, ki1, result: ?))
a1t (5, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:3, ki1, result: ?))
a12: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:4, ki1, result: ?))
a1z (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5 i:4, ki1, result: ?))
a14: (5, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:4, ki1, result: ?))
ars: (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5 1:5, ki1, result:?))
a1 (6, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:5, ki1, result:?))
ar7: (7, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:55 k:1, result:8))

V konfiguraci o1y vypocet konci, protoze v této konfiguraci je fidici stav 7 a v grafu na
Obrézku 2.4 nevede z tohoto Fidictho stavu zddnd hrana, takze se jednd o koncovy stav (na
obrazku je to znézornéno tim, ze stav 7 je oznaen dvojitym krouzkem). Protoze je v konfigu-
raci 17 Fidici stav koncovy, je konfigurace «17 koncovou konfiguract.

Koncové konfigurace jsou ty konfigurace, ve kterych vypocet (korektné) konéi. Kromeé ko-
rektniho ukonéeni v koncové konfiguraci muze vypocet skon¢it také chybou, kdyz béhem provadéni
algoritmu dojde k provedeni néjaké nepovolené operace, naptiklad k pristupu k prvku pole mimo
povoleny rozsah indexu, k déleni nulou, apod.

Pokud « a «’ jsou né&jaké dvé konfigurace a I je néjakd instrukce, zapisem
I /
x—

budeme oznacovat, ze provedenim instrukce I prejde stroj z konfigurace « jednim krokem do
konfigurace «’. Pokud je & = (q, mem) a o’ = (q’, mem’), musi vést v grafu fidiciho toku hrana
ze stavu ¢ do stavu q’ a tato hrana musi byt oznacena instrukef I.

1 I . - .
Pokud o« — o’ a o’ =2 «”, miizeme to zkrdcené zapsat jako

1 1
O(IO(/ ZO(”.

Podobné muzeme pokracovat, pokud by kroku vypoctu bylo vic.
Napftiklad prvnich nékolik krokt vyse popsaného vypoctu Algoritmu 1 nad vstupem ([3, 8,1, 3, 6], 5)
je tak mozné zapsat nasledujicim zpusobem:

1o I 12 Is Is I 12 14 1, I, 14
X — X —m X2 — X3 — Xg — X5 — g — X7y — X§ — X9 — X190 — ***

Obecné muze byt vypocet algoritmu Alg nad vstupem w koneény nebo nekoneény. Koneény
vygpoéet je (konecénd) posloupnost

I 1 I 1 1 I I
Ko =2 0] — 0 = 03— g o e S o] b
kde o; proi=0,1,...,t jsou konfigurace a I; proi=0,1,...,t— 1 jsou instrukce takové, ze pro

L. . . I . . o . i
kazdé i, kde 0 < i < t, plati oy — &441. Navic musi platit, ze «o je pocatecni konfigurace pro
vstup w a « je koncova konfigurace.
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Nekoneény vypocet je definovan podobné, akorat, ze v tomto piipadé se jedna o nekonecnou
posloupnost

To I 12 I3 14
X0 ? X1 ? X2 ? X3 ? X4 P

kde vyse uvedené vztahy musi platit pro vSechna i € N. Konfigurace &g opét musi byt poc¢atecni
konfigurace pro vstup w, ovSem na rozdil od kone¢ného vypoctu v nekoneéném vypoctu neexistuje
zadnd koncové konfigurace.

Vypoéet (af uz koneény nebo nekoneény) je tedy mozné popsat dvéma riiznymi zptsoby:

(a) jako posloupnost konfiguraci o, &1, 2, ...,
(b) jako posloupnost provedenych instrukef Io, Iy, Iz, ...

V kazdé konfiguraci «, kterd neni koncové, je touto konfiguraci jednoznacné urcena instrukce I,
kterd se v této konfiguraci provede. Na druhou stranu, pokud mame konfiguraci « a instrukei I,
kterd se muze v této konfiguraci provést, je touto konfiguraci a instrukci jednoznaéné urcena
konfigurace o’ takové, ze

x— o

do které se provedenim instrukce I v konfiguraci o piejde.
Pfipomerime jesté, ze v nésledujicim textu budeme rozlisovat instrukce nasledujicich dvou typu:

e prirazeni — instrukce tvaru x := E.

Reknéme, ze méme konfiguraci o = (q, mem), kde v grafu fidictho toku vede ze stavu q
jeding hrana oznacend instrukci I tvaru x := E a tato hrana vede do stavu q’. Nejprve
se vyhodnoti vyraz E pfi obsahu paméti mem. Hodnota tohoto vyrazu se poté prifadi do
proménné x a piejde se do stavu q’. Instrukei I se tedy piejde z konfigurace o do konfi-
gurace o’ = (q’,mem’), kde obsah paméti mem’ je stejny jako obsah paméti mem s tim
rozdilem, Ze v mem’ je do proménné x pfifazena hodnota dané hodnotou vyrazu E pii obsahu
paméti mem.

Poznamenejme jesté, ze i instrukce pro ¢teni vstupu a pro zdpis na vystup budou chapéany
jako specidlni ptipady pfitazeni, jak bylo popsano diive.

e test podminky — instrukce tvaru [B].

Reknéme, ze mame konfiguraci o« = (q, mem), kde v grafu fidiciho toku vedou ze stavu q
hrany oznaenéd podminkami [B+], [B2], ..., [Bs]. Tyto podminky se vyhodnoti pfi obsahu
paméti mem. Podminky musi byt voleny tak, aby vzdy byla pravdiva pravé jedna z téchto
podminek. Pokud pfi obsahu paméti mem plati podminka B; (a ostatni podminky p#i tomto
obsahu paméti neplati) a hrana oznacend touto podminkou vede ze stavu q do stavu q’,
pokracuje se ve vypoctu konfiguraci (q’, mem). Pfi vyhodnoceni podminky se tedy obsah
paméti neméni a provedenim instrukce se pouze zméni fidici stav.

V grafu ridiciho toku na Obrézku 2.4 jsou instrukce I, I1, Ig, I7 a Ig instrukcemi ptifazeni a
instrukee I, I3, I4 a I5 jsou podminky. V fidicich stavech 0, 1, 4, 5 a 6 se jako néasledujici instrukce
provadi pfifazeni, zatimco ve stavech 2 a 3 se vyhodnocuji podminky. Stav 7 je koncovy.
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Korektnost algoritmu

Zhruba feceno, algoritmus je korektni, jestlize se chova ,spravné* a dava takové vysledky, jaké od
néj ocekavame. Korektnost algoritmu neni vlastnost tohoto algoritmu jako takového, ale vzdy se
vztahuje k néjaké specifikaci toho, co by dany algoritmus mél délat.

Nejcastéji ma algoritmus za kol zpracovat néjaky vstup z néjaké dané mnoziny moznych
vstupu a pro tento vstup vyprodukovat néjaky vystup, ktery vzhledem ke vstupu cosi spliiuje.
V takovém ptipadé byva to, co ma algoritmus délat, specifikovano ve formé algoritmického
problému.

Popis algoritmického problému musi obsahovat nasledujici tii véci:

e Popis vstupu — Musi byt specifikovano, jaky druh dat ma algoritmus oc¢ekdvat jako svij
vstup.

e Popis vystupu — Musi byt specifikovano, jaky druh dat bude algoritmus generovat jako
svuj vystup.

o Vztah mezi vstupy a vystupy — Musi byt specifikovano, co musi data, kterd zapisuje
algoritmus na vystup, spliovat vzhledem k datim na vstupu.

Napriklad Algoritmus 1, popsany v Sekci 2.1, by mél fesit problém nalezeni nejvétsiho prvku
v poli. Nazvéme tento problém nazvem MAX-ELEMENT. Problém MAX-ELEMENT je mozné po-
drobnéji specifikovat nésledujicim zptusobem:

Vstup: Pole A indexované od nuly a ¢islo n udévajici pocet prvku v tomto poli,
pricemz se predpoklada, ze n > 1.
VYsTuP: Hodnota result, kterd je hodnotou maximdlniho prvku v poli A, tj. hod-
nota result, pro kterou plati:
e Afj] < result pro véechna j € N, kde 0 <j <n, a
e existuje j € N takové, ze 0 <j < n a A[j] = result.

Pripomenme, ze konkrétni vstupni data, ktera odpovidaji specifikaci vstupu v popisu algorit-
mického problému se oznacuji jako instance daného problému.
Naptiklad dvojice ([3,8,1,3,6], 5) je tedy instanci problému MAX-ELEMENT.

Definice 3.1 Algoritmus Alg 7esi problém P, jestlize pro kazdou instanci w problému P jsou
splnény nasledujici dvé podminky:

(a) Vypocet algoritmu Alg nad vstupem w se po koneéném poctu kroku (korektné) zastavi.
(b) Algoritmus Alg vygeneruje pro vstup w vystup, ktery odpovidd podminkdm kladenym na
vystup ve specifikaci problému P.
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Algoritmus, ktery fesi problém P, je korektnim feSenim tohoto problému.
Duvodu, pro¢ néjaky algoritmus Alg neni korektnim feSenim problému P, muze byt nékolik.
Staci, aby existoval alespon jeden vstup w, pro ktery nastane jedna z néasledujicich situaci:

(a) Béhem vypoétu algoritmu Alg nad vstupem w dojde k chybé, kdy algoritmus provede néjakou
chybnou nepovolenou operaci (napf. piistup k prvku pole mimo povoleny rozsah indexu,
k délen{ nulou, apod.).

(b) Algoritmus korektné skonéi, ale vygeneruje néjaky vystup, ktery nespliiuje podminky specifi-
kované v zadani problému P.

(c) Algoritmus se nikdy nezastavi.

Pokud se mé zduvodnit, ze algoritmus je korektnim fesenim daného problému, musi se prokazat,
Ze pro zadny vstup z mnoziny vSech piipustnych vstupt nedojde k zddnému z téchto nezadoucich
pripadu.

Mnozina v8ech piipustnych vstupt je vétsinou nekonetné nebo alespon velmi velkd. Napriklad,
kdybychom se u problému MAX-ELEMENT omezili na pole do 1000000 prvka a dali omezeni, ze
hodnoty téchto prvku musi byt celd ¢isla v intervalu od —2 000 000 000 do 42 000 000 000, mnozina
v8ech takovych poli bude sice konec¢n4, ale astronomicky velka. Obecné tedy nepfichdzi v ivahu
moznost systematicky vyzkouset vSechny mozné vstupy a pro kazdy takovy vstup otestovat, ze za
béhu algoritmu nedojde k chybé, Ze se algoritmus zastavi a vyda spravny vysledek.

Samoziejmeé je vhodné algoritmus otestovat na néjakych testovacich vstupech. Pokud na nékterém
z testovacich vstupt nefunguje algoritmus spravné, tak urcité korektni neni. Ovsem to, ze algorit-
mus funguje spravné na testovacich vstupech, neni zarukou toho, ze bude spravné fungovat i na
v8ech ostatnich vstupech.

Korektnost algoritmu se tedy musi dokazovat jinym zpusobem. Pii zduvodiovéni toho, ze
algoritmus je korektni, je vhodné si tento tikol rozdélit na dva samostatné podikoly:

(a) Prokézdni toho, ze za béehu algoritmu nedojde k zaddné chybné nezddouci operaci. Zduvodnén{
toho, ze pokud bude algoritmus generovat néjaky vystup, tak tento vystup bude odpovidat
zadani, a zduvodnéni toho, ze pokud se program zastavi, tak pfedtim vygeneruje néjaky
vystup.

V této fazi analyzy korektnosti se nebude fesit, jestli se program viubec nékdy zastavi, nebo
jestli viibec nékdy vygeneruje néjaky vystup.

(b) Prokézéani toho, ze algoritmus se pro kazdy pripustny vstup po koneéném poctu kroku zastavi.

V Sekci 3.1 bude popsano pouziti tzv. tnvarianta, coz je jedna z metod, kterd se dé pouzit pro
prokazovan{ vlastnosti algoritmu popsanych v bodé (a). V Sekci 3.2 bude popsén jeden z moznych
zpusob, jak prokazovat, Ze se algoritmus pro koneéném poctu zastavi, tj. ze ma vlastnost uvedenou
v bodeé (b).

3.1 Invarianty

Invarianty jsou prostfedkem pro prokazani toho, ze algoritmus béhem svého béhu nikdy neudéla
nic ,8patného“. Ruznych ,Spatnych“ véci, které by algoritmus béhem svého vykonavani mohl
udélat, je hodné — provedeni néjaké chybné nepovolené operace, vygenerovani chybného vystupu,
zastaveni se bez toho, aby byl vygenerovan vystup, apod.

Invariant je libovolnd podminka, kterd musi byt v uréitém misté kédu algoritmu vzdy (tj. ve

vSech moznych vypoctech pro vsechny mozné vstupy) splnéna v okamziku, kdy se timto mistem
pfi vykonavani jednotlivych instrukei algoritmu prochazi.

Ptredtim, nez si tento pojem popiSeme podrobné a nez ho budeme ilustrovat na piikladech, je
vhodné nejprve zavést nékolik pomocnych pojmu, které se ndm budou v dalsim vykladu hodit.
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Ptedpoklddejme, ze mame algoritmus Alg, o kterém chceme dokazat, ze je korektnim fesenim
problému P. Symbolem In si oznaéme mnozinu vsech moznych vstupt, které jsou piipustné podle
specifikace vstupu v popisu problému P.

Navic predpokldadejme, ze algoritmus Alg mame reprezentovén ve formé grafu fidictho toku.

Kazdému vstupu w z mnoziny In odpovidéd néjaky vypocet algoritmu Alg, ktery muzeme repre-
zentovat jako (kone¢nou nebo nekoneénou) posloupnost konfiguraci. Konfigurace « je dosaZitelnd,
jestlize existuje néjaky vstup w € In takovy, ze « patii do posloupnosti konfiguraci reprezentujici
vypocet algoritmu Alg nad vstupem w. Jinymi slovy, konfigurace je dosazitelna, jestlize se pfi
alespon jednom ze v8ech moznych vypoctu muze algoritmus do této konfigurace dostat.

Pokud si nyni vezmeme néjaky libovolny Fidici stav q z grafu fidiciho toku algoritmu Alg,
je pro tento fidici stav jednoznatné dana mnozina vSech dosazitelnych konfiguraci, ve kterych je
fidicim stavem stav q. Oznacme tuto mnozinu jako Sy.

Pokud tedy méame fidici stavy 0,1,...,n, mnozina vS8ech dosazitelnych konfiguraci se nam
timto rozpadne na vzijemné disjunktni mnoziny Sp, S1, ..., Sn.

Invarianty jsou tvrzeni, ktera se vyjadiuji o konfiguracich. Ne kazdé takové tvrzeni je invariant,
ale kazdy invariant ma podobu takového tvrzeni. Ptedpoklada se, ze takovéto tvrzeni, vyjadiujicise
o konfiguracich, je mozné zapsat formuli predikatové logiky a pokud mame déanu néjakou konkrétni
konfiguraci, je touto konfiguraci jednozna¢né urcena interpretace a valuace, pii které bude dana
formule vyhodnocovéna.

Dané formule tedy pro nékteré konfigurace muze platit a pro jiné neplatit. Pokud mame v kon-
figuracich reprezentovan obsah paméti jako pfifazeni hodnot proménnym, mohou tyto proménné
vystupovat v dané formuli jako volné proménné. Valuace, pfi které je tato formule vyhodno-
covana je pak ddna pfitazenim stejnych hodnot proménnym, jako jsou hodnoty téchto proménnych
v piislusné konfiguraci.

Piiklad 3.1 Piedpokladejme, ze mame konfigurace, ve kterych se vyskytuji proménné i a Kk,
kterym mohou byt pfifazeny jako hodnoty celd ¢isla. Prikladem formule, kterou v téchto konfigu-
racich muzeme vyhodnocovat, je tieba formule

(T<YNGE LK)

Pokud budeme mit napiiklad konfiguraci «, ve které bude mit proménna i hodnotu 5 a proménna k
hodnotu 14, bude tato formule v konfiguraci « platit, protoze 1 <5 a 5 < 14.

Pokud si oproti tomu vezmeme néjakou konfiguraci «’, ve které bude mit proménné i hodnotu 5
a proménna k hodnotu 3, vySe uvedena formule v této konfiguraci platit nebude, protoze neni
pravda, ze 5 < 3.

Vezméme si nyni néjaky fidici stav q z grafu fidictho toku algoritmu Alg a néjakou formuli ¢,
ktera se vyjadiuje o konfiguracich, a kterou je mozné vyhodnotit ve vsech moznych konfiguracich
(ne jen téch dosazitelnych), ve kterych je fidicim stavem stav q (tj. pFedpokldddme, ze ve vsech
téchto konfiguracich je definovéana pravdivostni hodnota této formule ).

Formule ¢ je invariantem v fidicim stavu g, jestlize ¢ plati ve vSech konfiguracich z mnoziny Sy.
Formule @ je tedy invariantem ve stavu q, jestlize v kazdém mozném vypoctu, ktery muze algo-
ritmus Alg provést, plati ¢ v kazdé konfiguraci v tomto vypoctu, ve které je aktualni fidici stav q.

Napitiklad vyse uvedend formule (1 < i) A (i < k) bude invariantem ve stavu q, jestlize vzdy,
kdyz se algoritmus dostane do stavu ¢, budou v daném okamziku platit pro hodnoty proménnych
ia k vztahy 1 <1ia i< k. Pokud bude existovat alespon jeden vstup, kde alespon jednou béhem
vypoctu ve stavu q bude i < 1 nebo i > k, tato formule invariantem nebude.

* kX

Analyza algoritmu pomoci invariantu je uziteénd nejen pro dokazovani korektnosti algoritm,
ale mnohdy se hodi i pfi dokazovani dalsich vlastnosti algoritmu.
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Je tfeba upozornit, ze hledani vhodnych invariantu, které pro dany algoritmus plati, neni vzdy
snadné, a nenf to néco, co by se dalo plné automatizovat (i kdyz nékteré jednoduché typy invariantu
se daji hledat a ovéfovat algoritmicky). Formulace sprdvnych invariantu vyzaduje porozumeéni
tomu, jak se algoritmus chova a na jakych principech pracuje.

Da se tici, ze invarianty slouzi k vyjadieni urcitych ocekavani, kterd ma ten, kdo dany algorit-
mus navrhuje nebo analyzuje, ohledné hodnot proménnych v daném bodé programu, vzijemnych
vztahtl mezi témito hodnotami, apod. Kdyz jsou tato otekavani explicitné zformulovéna ve formeé
ur¢itych konkrétnich tvrzeni (pfipadné i formalizovdna pomoci formul{), d4 se s nimi déle praco-
vat. D4 se dokazovat, ze plati, nebo se naopak daji hledat pfiklady vstupu, pro které v néjakém
okamziku vypoctu dané tvrzeni neplati, daji se ddle zptesinovat, daji se pouzit k presnéjsi formulaci
predpokladu, za kterych algoritmus funguje spravné, apod.

* kX

V nésledujicim textu si ukdzeme analyzu algoritmu pomoci invariantu na piikladu Algoritmu 1
popsaného grafem fidiciho toku na Obrézku 2.4. Nez ukdzeme celkovy dukaz korektnosti tohoto
algoritmu pomoci invariantu, dame si pro zacatek nejprve skromnéjsi cil, a to ukazat, ze dany
algoritmus nikdy nepfistupuje k prvkim pole A mimo povoleny rozsah indexua 0,1,...,n—1.

Algoritmus 1 pracuje s proménnymi n, i a k, které nabyvaji celo¢iselnych hodnot. Déle se
v algoritmu pracuje s polem A a s pomocnou proménnou result, tyto dvé proménné ale nejsou
z hlediska indexu pole A, ke kterym se v algoritmu piistupuje, dulezité.

Analyza by méla zacit tim, ze zkusime pro kazdy Fidici stav v grafu fidiciho toku na Obrazku 2.4
zformulovat, co by mélo platit pro hodnoty proménnych n, i a k vzdy, kdyz se algoritmus béhem
vypoctu bude nachazet v daném stavu.

V grafu na Obrézku 2.4 jsou fidici stavy oc¢islovany ¢isly 0, 1,...,7. Pro kazdy z téchto stavia
tedy zkusime vytvofit odpovidajici formuli, ve které se budou n, i a k vyskytovat jako volné
proménné. Pro stav 0 vytvotime formuli g, pro stav 1 formuli @1, atd. Kdyz tedy mame 8 stavi
oc¢islovanych 0,1,...,7, vytvorime pro téchto 8 stavu celkem 8 formuli @¢, @©1,..., Q7.

P#i vytvafeni téchto formuli muzeme pouzit nasledujici dvahy:

e Pokud nepfedpokladdme, Zze na zacitku vypoctu by byly proménné automaticky iniciali-
zovany na néjakou defaultni hodnotu (napf. 0), muzeme toho Fici o hodnotéch proménnych
v pocateénim stavu (zde je to stav 0) jen velmi mélo. V podstaté o nich muzeme fici jen to,
co vyplyva ze specifikace pfipustnych vstupnich hodnot.

U Algoritmu 1 je ve specifikaci problému MAX-ELEMENT, ktery by mél tento algoritmus
fedit, feceno, ze se predpokladé, ze pocet prvku pole A je v proménné n a ze plati n > 1.
Vzhledem k tomu, Ze se v algoritmu hodnota proménné n nikde nemeéni (nikde v kédu nen{
z4dné prirazeni do proménné n), bude vztah n > 1 platit ve vSech stavech.

e Ve stavu 1 bude platit vSe, co ve stavu 0. Pfi pfechodu do tohoto stavu ze stavu 0 se provede
piifazeni k := 0 (instrukce Ip), takZe po tomto pfifazeni bude mit proménnd k hodnotu 0.
Vzhledem k tomu, ze do stavu 1 se algoritmus nemuze dostat jinak nez timto pfechodem ze
stavu 0, bude tedy ve stavu 1 navic oproti stavu 0 platit, ze k = 0.

e Pii prechodu ze stavu 1 do stavu 2 se provede pfitazeni i := 1 (instrukce I). Nemtzeme
ovsem tvrdit, ze vzdy, kdyz algoritmus bude ve stavu 2 bude platit i = 1. Kdyz se podivame
na kéd algoritmu a piislusny graf fidictho toku, vidime, ze stav 2 je vstupnim bodem do
cyklu. Kromé toho, ze se do stavu 2 da dostat ze stavu 1, skdce se na néj rovnéz po kazdém
provedeni téla cyklu. Stav 2 je také mistem, kde se provadi test ukonceni cyklu a odkud se
da z cyklu vyskocit.

P1i formulaci toho, co by mélo ve stavu 2 vzdy platit, tedy musime brat v ivahu vsechny
tyto piipady. Prozkoumanim kédu Algoritmu 1 zjistime, Ze proménna i nabyva postupné
hodnot 1,2,...,n a Ze provadéni cyklu skonéi v okamziku, kdy 1 = n. Muzeme tedy zkusit
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zformulovat invariant pro stav 2 a to, ze v tomto stavu by mélo vzdy platit, ze
1<i<n.
(Poznamenejme, ze 1 < i < n budeme pouzivat jako zkraceny zapis pro (1 <i) A (i <n).)

e Do stavu 3 se da dostat jen ze stavu 2 provedenim instrukce I, coz je otestovani podminky
i1 < n. Timto krokem se neméni hodnoty zadnych proménnych. Ve stavu 3 by tedy mélo
platit vSe, co ve stavu 2, a navic jesté musi platit podminka i < n. Pokud je tedy vyse
uvedeny invariant 1 < i < n pro stav 2 v poradku, ve stavu 3 by mélo vzdy platit 1 <i<n
(tj. neplati jen neostrd nerovnost i < m, ale ostrd nerovnost i < n).

Provedenim instrukei 14, I5 a Ig se hodnoty proménnych n a i neméni. Pokud tedy vztahy
1 <1i< n plati ve stavu 3, mély by platit i ve stavech 4 a 5.

e Do stavu 6 se d4 dostat jen ze stavu 2 a pii tomto pfechodu (instrukef I3) se nemén{ hodnota
zadné proménné. Pokud tedy ve stavu 2 musi platit, ze i < n, a do stavu 6 se ze stavu 2
prejde jen pii splnéni podminky i > n, muzeme z toho vyvodit, ze ve stavu 6 by mélo
platit i =n.

e Piejitim ze stavu 6 do stavu 7 instrukei Ig se méni jen hodnota proménné result. Vsechny
vztahy tykajici se proménnych n, i a k, které plati ve stavu 6, by tedy mély platit i ve
stavu 7.

e Co se tykd hodnoty proménné k, na zac¢atku je tato hodnota inicializovdna na nulu a béhem
dalsitho vypoctu se méni jen pii provedeni instrukce Ig, kdy je do ni pfifazena hodnota
proménné i. Proménnd 1 za¢ind s hodnotou 1 a v prubéhu vypoétu se jeji hodnota zvétsuje
(instrukef I7). V prubéhu vypoctu by tedy neustale mélo platit, ze k > 0, a ve vétsiné stavu
bude navic platit k < i, pouze po provedeni instrukce Ig bude platit k = i, takze ve stavu 5
by mélo byt k < 1.

Zkusme nyni zapsat vysledek vyse popsanych tivah pomoci formuli, tj. zkusme vytvorit prislusné

formule @q, @1, ..., @7 pro jednotlivé Fidici stavy:
* @o: (n2>1)
e p1:(Mm>1)A(k=0)
e 2 M>2DANI<I<N)NA(0<k<1)
e 3 M>TA(T<i<n)A(0<k<)
e o4 M>NANNI<i<n)A(0<k<)
e ps: M>NAI<i<N)A0<L<k<H)
e ps: M>NAA=n)ANA(0<k<n)
e g7 M>NAA=n)A(0<k<n)

Tim, ze tyto formule zapiSeme, tak samoziejmé je$té neni nijak zaruceno, ze tyto formule
musi v pfislusnych fidicich stavech skuteéné vzdy platit. Zatim jsou to pouhé hypotézy o tom,
jak by invarianty v danych stavech mohly vypadat. Kdyz je vsak mame takto explicitné zapsané,
muzeme piistoupit k tomu, ze zkusime dokézat, ze opravdu plati. Pfi tomto dokazovani se nam
muze podafit platnost téchto hypotéz dokézat, ale muze se také ukazat, ze nékteré formule ve
skutecnosti pro nékteré dosazitelné konfigurace neplati a je potfeba je upravit.

* kX

Pii dokazovani toho, ze ptislusné formule jsou skute¢né invarianty, se postupuje tak, ze se pro
kazdou jednotlivou instrukei I (v nagem piipadé pro instrukee Io,Iy,...,Ig) prokdze, ze jestlize
plati piislusny invariant pfed provedenim této instrukce, pak plati i odpovidajici invariant po
provedeni této instrukce.
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Vezméme si néjakou instrukei I, kterou je oznacena hrana vedouci z fidiciho stavu q do fidictho
stavu q’. Reknéme, ze jsme zformulovali hypotézu, ze ve stavu g by méla vzdy platit formule ¢
a ve stavu q’ by méla vzdy platit formule @’. Pro instrukci I je tFeba dokdzat, Ze pro kazdou
konfiguraci o« = (g, mem), ve které plati formule ¢, bude v konfiguraci «’ = (q’, mem’), do které

se algoritmus dostane z konfigurace o provedenim instrukce I (tj. o L ), platit formule ¢’.

Piipomeiime, Ze instrukce I mtze byt bud néjaké piifazeni nebo to miize byt test podminky.
Ponékud jednodussi je pripad, kdy instrukce I je test néjaké podminky [B], proto zaénéme popisem
tohoto ptipadu.

¢ Piipad, kdy I je test podminky:

Ptredpokladejme, ze instrukce I je testem podminky [B]. Pti provedeni takovéto instrukce
se nemeéni obsah paméti. Jediné, co se zméni, je tidici stav. Z konfigurace & = (q, mem) se
provedenim instrukce I pfejde do konfigurace o’ = (q’, mem), pri¢emz tento krok se provede
jediné tehdy, pokud je konfiguraci « splnéna podminka B.

Vse, co plati v konfiguraci o, musi tedy platit i v konfiguraci o’ (protoze obsah paméti se
nezménil). Navic mus{ v konfiguraci o’ platit i podminka B, protoze jinak by se do konfigu-
race o’ z konfigurace « instrukei I nepfeslo.

V podstaté staci tedy dokézat, ze pokud splnéna podminka ¢ a pokud navic plati B, tak
bude platit i @’, tj. je tfeba dokdzat, Ze plati implikace

(@ AB) = @'.

Presnéji feceno, vzhledem k tomu, ze tento vztah musi platit pro vSechny mozné konfigu-
race, a tedy pro vSechny mozné obsahy paméti, a tedy pro vSechny vSechny mozné hodnoty
proménnych, je tieba dokazat, ze plati formule, kterd vznikne z vyse uvedené formule do-
plnénim univerzalnich kvantifikdtora pro vSechny mozné proménné, které se v této formuli
vyskytuji jako volné proménné.

Pokud se naptiklad vyskytuji v nasich formulich jako volné proménné proménné n, i a k,
které mohou nabyvat hodnoty z oboru celych ¢isel Z, je tieba pro instrukci I dokazat, ze
plati formule

(WneZ)VieZ)(Vk e Z) (¢ ANB — @) .

Vsimnéme si tedy, ze zatimco formule ¢ a ¢’ prifazené stavum typicky obsahuji volné
proménné odpovidajici proménnym programu, formule, kterd se dokazuje pro danou in-
strukci I, je uzaviena.

e Pripad, kdy [ je prifazeni:

Predpokladejme, ze instrukce I je pfifazeni x := E, kde x je proménnd a E vyraz. V konfiguraci
o = (g, mem) se vyhodnoti vyraz E. Vyslednd hodnota se ptifadi do proménné x a tidici
stav se zméni na q’. Provedenim instrukce I se tedy v tomto piipadé piejde do konfigurace
o’ =(q’,mem’), kde obsah paméti mem’ je stejny jako mem s tim rozdilem, Ze proménné x
je prifazena spocitand hodnota vyrazu E.

V tomto piipadé je vhodné od sebe odlisit hodnotu proménné x v konfiguraci « a hodnotu
této proménné v konfiguraci /. Z toho duvodu zavedeme pomocnou proménnou x’, kterd
bude reprezentovat hodnotu proménné x v konfiguraci «, tj. po provedeni piikazu I. Symbol x
bude reprezentovat hodnotu proménné x pied provedenim tohoto ptikazu.

Oznatme symbolem ¢’ formuli, kterou dostaneme z formule ¢’ nahrazenim vsech volnych
vyskytu proménné x symbolem x’ (tj. v této formuli pFejmenujeme volné vyskyty x na x’).
Formule @ tedy vyjadiuje, co by mélo platit ve stavu q’, kdybychom proménnou x piejmenovali
na x’. Hodnota proménné x’ je ddna hodnotou vyrazu E v konfiguraci « (tj. s puvodn{ hod-
notou promeénné x).
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V tomto piipadé je tedy tieba ukéazat, ze pokud plati podminka ¢ a do proménné x’ pfifadime
hodnotu vyrazu E, bude platit podminka ¢, tj. je tifeba dokdzat platnost implikace

(N (x'=EF) = ",

Ci lépe Teceno, platnost uzaviené formule, kterou z ni dostaneme, pokud pfiddame univerzalni
kvantifikdtory pro vsechny volné proménné (véetné nové pfidané pomocné promeénné x').

Pokud tedy budeme mit celo¢iselné proménné n, i, k a v instrukci I se bude ptitazovat do
proménné k napiiklad hodnota vyrazu 3 * k + 1+ 1, budeme dokazovat platnost formule

(VneZ)(Vie Z)(Vk € Z)(Vk' € Z) (e A(K' =35 k+i+1) = @”),

kde ¢ " bude formule, kterou dostaneme z formule ¢’ nahrazenim volnych vyskytu proménné k
proménnou k.

* kX

Ukazme si nyni vy8e popsany postup na piikladu Algoritmu 1 a diive uvedenych formuli o,

@1, -

, @7. Postupné projdeme vSechny instrukce Ip,I;,...,Ig a pro kazdou z nich dokézeme,

ze opravdu dané platnost danych formuli zachovava. Pro nazornost je u kazdé instrukce uvedeno,
z kterého stavu a do kterého stavu se touto instrukei prechdzi. Zdpis ¢ — q’ u dané instrukce
znamens, ze se prechdzi touto instrukei ze stavu q do stavu q’. Pro piehlednost jsou ve formulich
vypustény univerzalni kvantifikdtory pies celou formuli.

Pro prehlednost jsou zde zopakovany formule ¢, @1,..., @7:
* @o: (n2>1)

e p1: M >N A (k=0)

e 2 (N> ANI<I<NNA0<k<1)

e o3 M2>2NAN(D<iI<n)A(0<k<)

e o4 M>2NNAND<iI<n)A(0<k<)

e ps: M>TA(T<i<nN)A(0<k<H)

e o M>2NNANA=n)ANA(0<k<n)

e o7 M>2NANAA=n)ANA(0<k<n)

Zatnéme nejprve témi instrukcemi, které jsou testy podminek:

I, — test [i < n], zména stavu 2 — 3:

Je tieba dokdzat platnost implikace @2 A (i < n) — @3. Formule @, a @3 jsou témér
identické. Jediny rozdil mezi nimi je v tom, ze ve formuli @3 je uvedeno i < m, zatimco ve
formuli @, jen i < n. Pokud tedy plati @, a zdroven i < n, tak urcité platii ¢3.

I3 — test [i > n], zména stavu 2 — 6:

Je tieba dokézat platnost implikace @2 A (i > n) — @g. Predpokladejme, ze plati @2 a
i > n. Z platnosti @, plyne, ze n > 1. Podle @, platii < n.Z i <n ai>n dostavame
i =mn. Podle @, plati 0 <k < i. Protoze i =n, platii 0 <k <n.

I4 — test [A[i] < A[K]], zména stavu 3 — 5:

Je tfeba dokéazat implikaci @3 /A (Afi] < A[K]) — @s5. Formule @3 a @5 jsou témér identické.
Jediny rozdil mezi nimi je v tom, ze ve formuli @3 je uvedeno k < 1 a ve formuli @5 je k < 1.
Pokud vsak plati k < i, zjevné platii k < 1.

Is — test [A[i] > A[k]], zména stavu 3 — 4:

Je tieba dokézat implikaci @3 A (Afi] > Alkl) — @4. Tato implikace zjevné plati, nebot
formule @3 a @4 jsou identické.
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Proberme nyni ty instrukce, kde se provadi néjaké pfifazeni:

e [y — prifazeni k := 0, zména stavu 0 — 1:

Je tteba dokdzat platnost implikace @o/\(k’ =0) — @1, kde @1 je formule (n > 1)A(k' = 0)
(vznikla nahrazenim vyskytt proménné k ve formuli @1 symbolem k’). Dand implikace zjevné
plati, nebot podle @o je n > 1.

e [; — pfifazenii:=1, zména stavu 1 — 2:

Je tfeba dokdzat implikaci @1 A (1’ = 1) = @}, kde @} je formule (n > ) A (1 < i’ <
n) A (0 < k < 1'). Predpokladejme, ze plati @7 ai’ =1, tedy Zze platin > 1,k =0,ai’ = 1.
Za téchto predpokladu zjevné platin > 1,1 <1 <ni0<k<i’.

e [ — pfifazeni k := i, zména stavu 4 — 5:

Je tieba dokdzat implikaci @4 A (k" = 1) — @f, kde @& je formule (n > 1) A (1 <
n) A (0 < k/ < 1). Pfedpoklddejme, Ze plati @4 a k’ = i. Z platnosti @4 plyne n >
1 <1i<n. Protoze k' =1, plati i k/ <1i. Protoze 1 <1i,je 1 <k’atedyiO <k’

i<
1a

e [; — pfitazenii:=14 1, zména stavu 5 — 2:

Je tieba dokazat implikaci @s A\ (1" =14+ 1) — @5, kde @} je formule (n > 1) A (1 <i' <
n) A (0 < k < i'). Predpoklddejme, ze plati 5 ai’ =1+ 1. Plati tedy n > 1,1 <i<na
0<k<i Protozel1 <i,jeil<i+Tatedy 1 <i' Protozei<mn,jei+1<mn a tedy
1" < n. Podle @5 je 0 < k. Protoze k <1i,jek <i+1 atedy k <i’.

e Ig — prifazeni result := A[i], zména stavu 6 — 7:

Je t¥eba dokézat implikaci @g /\ (result = A[k]) — @2, kde @7 je stejnd formule jako @7,
protoze proménna result se v ni nevyskytuje. Tato implikace zjevné plati, protoze formule
©g a @7 jsou identické.

Pokud tedy v pocateéni konfiguraci bude platit invariant g, tj. n > 1, bude po provedeni
kazdého kroku vzdy platit invariant pro piislusny ridici stav. Muzeme tak tedy ovérit, ze béhem
vypoctu se nikdy nebude pfistupovat mimo meze pole A. K prvkum pole A se pfistupuje pouze
v instrukcich I4, I5 a Ig.

V instrukcich I4 a Is se prvkum pole A pfistupuje pti vyhodnocovani podminek [A[i] < A[k]]
a [A[i] > A[Kl], které se vyhodnocuji v konfiguracich, kde aktudlni fidici stav je 3. Ve stavu 3 plati
invariant

M>DAT<i<n)A0<k<1),

urcité tedy v daném okamziku plati 0 < i< n a 0 < k <mn, takze piistupy k prvkum A[i] i A[k]
jsou v poiadku.

Instrukce Ig se provadi v konfiguraci, kdy aktualni fidici stav je 6, kdy plati invariant @g.
Instrukei Ig se pristupuje k prvku A[k]. Podle @g v dobé vyhodnocovani tohoto vyrazu plati
0 < k < n, takze tento pristup k prvku pole A je také v poradku.

* kX

Zatim jsme ukdzali, ze Algoritmus 1 nikdy béhem vypoctu neselze kvuli chybnému pfistupu
k prvku pole. Pokud chceme ale dokazat, ze pokud tento algoritmus svuj vypocet skonéi, tak vraci
spravny vysledek, budeme muset piidat dalsi invarianty.

Jak jsme vidéli, v daném fidicim stavu muze platit vice riznych invarianti. Pokud méame vice
takovych invarianti, které plati v jednom stavu, plati v tomto stavu samoziejmé i konjunkce téchto
invariantu. Takovéto mensi invarianty tedy muzeme pridavat postupné, pficemz muzeme vyuzivat
diive dokdzané invarianty, s tim, ze vzdy ze v8ech téchto dil¢ich invarianti muzeme vytvofit jednu
vétsi formuli pomoci konjunkce.

Algoritmus 1 je velmi jednoduchy, takze jeho prozkouménim snadno pfijdeme na to, v ¢em
spociva hlavni myslenka fungovani tohoto algoritmu. Stroj, ktery tento algoritmus vykonava,
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si v proménné k pamatuje index prvku, ktery je nejvétsi z dosud zpracovanych prvkia pole A,
tj. z prvku s indexy 0,1,...,i1— 1.

7 vyuzitim tohoto pozorovani muzeme zformulovat nasledujici invarianty o, W1,...,P7 jako
roziifeni difve dokdzanych invarianti o, @1,..., 7 (invariant P4 odpovidé Fidicimu stavu g,
kde q=0,1,...,7):

e Yo: o

« 1 o1 A (Y €N)(0 << 1 Afj] < AK))

e V2i 92 A (Vi €N)(0 < < i— Afj] < AK])

. Vs cpsA(v) €N)(0 <j<i— Al <AK)

o Ba: @4 A (Vi € N)(0 < < i— Af] < AK) A (Al > AK)

e Ps: o5 A (Vj eN)(0<j<i— Afj]l <AILK]

o Pg: s AN (Vj eN)(0<j<n— Alj]l <ALkl

o 7 (p7/\(result =AKDAM eN)(0<j<n— Al < result) \N(Fj € N)(0 <j <nAA[] =
result)

Tyto invarianty uz nebudeme dokazovat tak podrobné jako invarianty o, @1,...,@7 a ro-

zebereme si pouze nékteré zajimaveéjsi piipady. Invariant 1o je stejny jako uz diive dokazany
invariant @g.

Invariant 17 se d4 dokazat i bez toho, abychom rozebirali jednotlivé instrukce. Invariant @1
uz byl dokézan pro stav 1 dfive a podle tohoto invariantu ve stavu 1 plati k = 0. Pfi dokazovani
formule

(Vi eN)(0 <j<T—=A[f] <AL
se staci soustiedit na ta j € N, pro kterd plati 0 < j < 1. Zjevné existuje jen jedno takové j a to
j = 0. Protoze A[0] < A[0], pro j = 0 zjevné plati A[j] < A[kl.

Pro ilustraci si vezméme dukazy pro instrukce 14, Ig a Ig. Dukazy pro ostatni instrukce jsou
velmi jednoduché a jsou ponechany ¢tenafi jako cviceni.

o I, — test [A[i] < A[kl], zména stavu 3 — 5:
Je tieba dokdzat implikaci {3 /\ (A[i] < A[k]) — 5. Piedpokladejme, ze plati {3 a A[i] <
Alk]. Formule @5 jiz byla dokdzdna diiv, takze zbyva dokazat, ze pro kazdé j € N, kde
0 <j <1, plati Afj] < A[k]. Pokud 0 < j < 1, tak bud 0 <j < i, a pak A[j] < A[k] podle
13, nebo j =1, a pak A[j] < Alkl, protoze A[i] < A[K].

e [ — prifazeni k := 1, zména stavu 4 — 5:
Je tfeba dokdzat implikaci P4 A (k' = 1) — Ui, kde i je formule @4 A (Vj € N)(0 <j <
i — A[j] < A[k’]). Piedpoklddejme, ze plati P4 a k’ = i. Formule ¢¢ jiz byla popséna a
dokézana difve, zbyva tedy dokdzat, ze pro kazdé j € N, kde 0 < j < 1i, plati A[j] < Alk'].
Pokud 0 <j <1, tak bud 0 <j < 1ineboj=i.
Rozeberme nejprve pripad j = 1. Protoze j = 1 a k' = i, tak A[j] = Ali] = Alk'], a tedy
Aljl < A[K].
Predpoklddejme nyni, ze 0 < j < i. Podle P4 je Ali] > Alk], a protoze k' = 1, tak z toho
plyne, ze A[k] < A[k']. Podle {4 pro kazdé j € N takové, ze 0 < j < i, plati A[j] < A[k]. Pro
kazdé takové j tedy plati A[j] < Alk'], z ¢ehoz plyne, ze Afj] < Alk'].

e Ig — prifazeni result := A[i], zména stavu 6 — 7:
Je tieba dokézat implikaci Ve A (result’ = A[k]) — 3, kde P4 je formule @4 A (Vj € N)(0 <
j<n— Af[j] < result’) A (Fj € N)(0 <j < nAA[j] = result’). Predpokladejme, ze plati g
a result’ = A[k]. Formule @7 jiz bylo popsdna a dokazéana diiv. Protoze result’ = A[k], staci
dokézat, ze plati (Vj € N)(0 <j <n — Alj] < Alkl). Toto ale piimo plyne z .
To, ze plati (3j € N)(0 <j < nAA[j] = result’), plyne z toho, ze result’ = A[k], takze staci
polozit j = k.
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V koncovém stavu 7 hodnota proménné result splituje obé podminky, které ma spliovat podle
zadani problému MAX-ELEMENT:

o A[j] < result pro viechna j € N, kde 0 <j < n,
e existuje j € N takové, ze 0 <j < n a Alj] = result.

Tim je tedy dokdzdno, ze pokud Algoritmus 1 dosdhne koncového stavu (stavu 7), bude
vysledna hodnota v proménné result odpovidat pozadavkum ve specifikaci problému MAX-ELEMENT.

* kX

V praxi se vétsinou tak podrobnd analyza invariantu, jaka byla pfedvedena na piedchozich
strankach, nedéla. Pokud jsou stanoveny invarianty pro jednotlivé stavy, ovéfeni, ze tyto invarianty
jsou zachovavany pii provedeni kazdé jednotlivé instrukce, je uz pomérné rutinni i kdyz ponékud
pracnd zalezitost.

Ve vétsiné pripadu ani neni potfeba popisovat invarianty ve viech bodech programu (ve vsech
fidicich stavech), ale pouze v urcitych klicovych mistech, s tim, ze doplnén{ invariantu pro zbylé
Fidici stavy je uz relativné snadné. Takovymi dulezitymi misty v kédu jsou predevsSim ta mista,
kde se vstupuje do cyklu a mista, kde se naopak z cyklu vystupuje (tj. tam, kde se provadi test
na ukonceni cyklu). Napiiklad pro Algoritmus 1 je takovym dulezitym mistem ridic{ stav 2.

Diukaz toho, ze v daném misté ptislusny invariant plati, je pak rozdélen na t¥i ¢dsti:

e dukaz toho, ze invariant plati pted prvnim provedenim cyklu,

e dukaz toho, zZe jestlize je splnéna podminka pro pokracovani v provadéni cyklu a invariant
plati, tak bude platit po dalsim jednom provedeni téla cyklu,

e dukaz toho, ze jestlize je provadéni cyklu ukoné¢eno, protoze neni splnéna podminka pro
provadéni cyklu, tak invariant plati.

* kX

V ukézce dukazu toho, ze v Algoritmu 1 plati pfislusné invarianty, jsme predpokladali, ze
algoritmus je realizovan strojem, kde hodnoty proménnych n, i a k mohou byt libovolné velka
prirozena ¢isla. V praxi bude takovy algoritmus ¢asto implementovan v programovacim jazyce, kde
jsou maximalni hodnoty, kterych mohou nabyvat celo¢iselné proménné, néjak omezeny. Naptiklad
muze byt rozsah hodnot téchto proménnych omezen na 32-bitova nebo 64-bitova ¢isla.

V takové implementaci vyse odvozené invarianty ve skutec¢nosti neplati a piislusné podminky
je tfeba doplnit o dalsi omezeni. Predevsim se pak takova implementace neni schopna vypotradat
s libovolné velkym vstupem, ale jen se vstupy do urcité velikosti (napf. maximdlni délka pole na
vstupu miize byt omezena na hodnotu 23! — 1, apod.). V praxi vsak takovéd omezeni vétsinou
nevadi.

7

Analyza invariantu se dd snadno rozsitit i na tyto ptripady. P#i dokazovani korektnosti se pak
mohou analyzovat i dalsi typy chyb. Naptiklad se d4 dokazovat, ze pokud data na vstupu budou
splinovat ptislusna omezeni na velikost vstupnich dat, tak pfi provadéni jednotlivych instrukci
nikdy nedojde k pfeteceni obsahu proménné.

Dokazovani invariantu v piipadech, kdy se berou v iivahu razné implementaéni detaily, je kom-
plikovanéjsi, protoze ruzné operace pak nemaji uplné stejné vlastnosti, které plati na ,idedlnich“
matematickych objektech. Naptiklad pfi pouziti 32-bitovych bezznaménkovych &isel (napi. typ
unsigned int v jazyce C) nemusi byt pravda, ze i < i+ 1, protoze pro i = 4294967295
(tj.i=232—-1)jei+1=0.

Urcitym specifickym typem invarianti, ktery jsme v pfedchozim textu ptilis nediskutovali,
jsou datové typy prifazené jednotlivym proménnym. Napfiiklad na informaci, ze proménnd k ma
v urCitém misté programu jako svou hodnotu pfirozené ¢islo, se muzeme divat jako na invari-
ant. Oproti invariantim popsanym vyse jsou navic invarianty tykajici se datovych typu casto
vynucovany piimo piekladacem, kdy napiiklad pfekladac¢ nedovoli ptitadit do proménné hodnotu
nespravného typu.
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3.2 Konecénost vypoctu

V predchozi sekci bylo pro Algoritmus 1 dokdzano, ze jestlize tento algoritmus skonéi, bude
vysledek v proménné result odpovidat zadani. To ale jesté neznamend, Ze je zaruceno, ze tento
algoritmus opravdu skonéi. Ve skuteénosti je Algoritmus 1 velmi jednoduchy a je u néj témér
oc¢ividné, ze zarucené skonci. Zpusob dokazovéani toho, Ze tento algoritmus opravdu po koneéném
poctu skonci, ktery bude popsan v této sekci, je v ptipadé tohoto konkrétniho algoritmu pouzitim
kanénu na vrabce. Slouzi ale jako ukazka toho, jak se obecné da pii podobnych dukazech postu-
povat.

Obecné se mohou vyskytnout dva nasledujici pripady nekoneénych vypoctu:

a) Vypocet, ve kterém se néjaka konfigurace zopakuje. Algoritmus pak od tohoto okamziku zaéne
provadét stejné kroky a dostava se do stejnych konfiguraci, v jakych uz predtim byl.

b) Vypocet, ve kterém se objevuji stdle nové a nové konfigurace. Vzhledem k tomu, ze urcitym
omezenym poctem bitu se da reprezentovat jen koneény pocet ruznych konfiguraci, musi pfi
takovych vypoctech dochdzet k tomu, Ze velikost konfiguraci stdle prubézné narustd, protoze
nové konfigurace potfebuji stale vice a vice paméti. V praxi takovy vypocet skoné¢i kvuli ne-
dostatku paméti, pokud se nechd bézet dostatecné dlouho, protoze skuteéné pocitace nemaji
k dispozici neomezené mnozstvi paméti.

V tadeé pripadu se dé celkem snadno poznat, ze algoritmus zaru¢ené skoné¢i po koneé¢ném poctu
kroku, nebo ze naopak muze bézet donekoneéna. Obecné to ale vibec neni snadné. Jako ilustraci
toho, ze nemusi byt viibec zFejmé, jestli se algoritmus zastavi pro véechny mozné vstupy, uved me
nésledujici jednoduchou proceduru (pfedpokladd se, ze proménnd n muze jako své hodnoty obsa-
hovat libovolné velkd pfirozend ¢isla):

Algoritmus 2: Algoritmus pro vypisovani Collatzovych posloupnosti

1 COLLATZ (n):

2 begin

3 print n

4 while n > 1 do

5 if n mod 2 =0 then
6 n:=n/2

7 else

8 n:=3xn-+1

9 end

10 print n

11 end

12 end

Tento algoritmus vypisuje tzv. Collatzovy posloupnosti. Pokud napfiklad dostane jako vstup
¢islo 7, vypise nésledujici posloupnost:

7,22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1

U tohoto algoritmu neni zndm jediny pfiklad vstupu, pro ktery by se tento program nezastavil.
Na druhou stranu neni zndm dukaz toho, Ze se tento algoritmus zastavi po konetném poctu kroku
pro jakékoliv ptirozené ¢islo n, které dostane jako vstup. Jednd se zndmy otevieny matematicky
problém. Ackoliv se obecné povazuje za dost pravdépodobné, Ze se tento algoritmus ve skutecnosti
opravdu zastavi pro vSechny vstupy, teoreticky je stale oteviend jednak moznost, Ze existuje néjaké
¢islo n, pro které se tento algoritmus nezastavi. Jednak je mozné, ze se pro néjaké ¢islo n béhem
vypoctu néjakd hodnota vétsi nez 1 zopakuje, a program pak bude vypisovat stejnou kone¢nou
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posloupnost ¢isel stale dokola. Také je pfipustnd moznost, ze pro néjaké ¢islo n se budou vypisovat
donekoneéna stile novd a nové éisla (hodnoty téchto ¢isel se pak budou muset prubézné stéle
zvétsovat, protoze jinak by se musela zacit opakovat stejnd ¢isla).

Algoritmus 2 zde neuvadime proto, ze by mél néjaky specidlni prakticky vyznam, ale jako
ilustraci toho, ze uz pro velmi jednoduché algoritmy muze byt velmi tézké urcit, zda se pro kazdy
vstup zastavi nebo ne. Vsimnéte si, Ze tento algoritmus ma jen par fadek, pouziva se v ném jedina
proménnd, hodnoty této proménné jsou pfirozend ¢isla (neni to zddny komplikovany datovy typ),
se kterymi se provadéji jen velmi jednoduché aritmetické operace. Piesto neni znamo, jestli se
tento (zddnlivé) jednoduchy algoritmus zastavi pro libovolny vstup.

* kX

Pii dokazovéni toho, ze se algoritmus zaruc¢ené po koneé¢ném poctu kroku zastavi, se vétsinou
postupuje tak, ze se stanovi néjakd velicina, jejiz hodnota se v prubéhu vypoctu snizuje (nebo
naopak zvysuje), pficemz se zduvodni, Ze toto snizovani nebo zvysovani nemuze pokracovat do-
nekonec¢na.

Konkrétné to muze vypadat tak, ze vSem (dosazitelnym) konfiguracim se pritadi hodnoty
z néjaké vhodné zvolené mnoziny W, na které definovano néjaké usporadani < takové, ze v mnoziné W
neexistuji vzhledem k tomuto uspoiaddni zédné nekoneéné (ostte) klesajici sekvence. Tim, Ze nee-
xistuji zadné nekoneéné klesajici sekvence je mysleno, ze neexistuje zadna nekoneénd posloupnost

Qp,a1,0a2,0a3,...,
prvk mnoziny W, kde by pro vsechna i > 0 platilo a; > aj 1, tj.
ap>ay >az >asz >....

Prikladem takové mnoziny je tieba mnozina pfirozenych ¢isel N s béznym uspofadéanim podle
velikosti.

Naopak ptiklady mnozin, ve kterych mohou existovat nekone¢né klesajici posloupnosti, jsou
tfeba celd ¢isla nebo kladné raciondlni ¢isla s béznym usporadanim podle velikost. V celych ¢islech
existuje napiiklad nekonecna klesajici posloupnost

0,—1,—2,—3,—4,—5 ....

V kladnych racionélnich ¢islech zase existuje tfeba posloupnost

T 11 1 1
)z) Z) g) E) 3_2)'-')
kde i-ty prvek posloupnosti ma hodnotu % Takovéto mnoziny tedy nejsou pouzitelné pro nize

popsany typ dukazu toho, Ze se algoritmus zastavi.

Predpokladejme tedy, ze jsme zvolili néjako mnozinu W, ve které neexistuji nekonecné klesajici
posloupnosti, a néjaky zpusob piitazeni hodnot z této mnoziny jednotlivym konfiguracim. Oznacme
hodnotu z mnoziny W pfitazenou konfiguraci « jako f(a). Nyni je tieba ukédzat, ze pro kazdou
instrukci I a pro kazdé dveé konfigurace « a o’ takové, ze

I /
X — &

plati f(o) > f(a').
Pokud tedy mame libovolny vypocet tvoreny posloupnosti konfiguraci oo, 1, 2, ..., bude
pro tyto konfigurace platit

f((XQ) > f(oq) > f(az) > f(0(3) > ...

a hodnoty pfifazené jednotlivym konfiguracim tvofi (ostte) klesajici posloupnost. Protoze v mnoziné W
nemuze existovat nekonec¢nd klesajici posloupnost, musi byt tato posloupnost koneénd, coz zna-
mena, ze piislusny vypocet musi byt konecény.
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Poznamenejme, ze nékdy se nepozaduje, ze hodnota musi ostfe klesnout s kazdou instrukcei, ale
ze muze zustat pfi provedeni nékterych instrukei stejnéd. Pokud se ale néjaké instrukce vykondvaji
v cyklu, je nutné, aby se hodnota s kazdym prichodem cyklem snizovala.

* kX

Jako priklad mnoziny W, ve které neexistuji nekoneéné klesajici sekvence, jsme uvedli mnozinu
prirozenych ¢isel N. Pfifazovani prirozenych ¢isel konfiguracim tak, aby jejich hodnota s kazdym
krokem klesala, muze byt dost komplikované.

O néco jednodussi muze byt pro tento tcel pouzit mnozinu (koneénych) vektoru prirozenych
Cisel, na kterych je definovano lexikografické uspotrdddni. Ptitazované vektory nemusi byt
vSechny stejné dlouhé (tj. nemusi mit stejny pocet polozek). Piiklady takovych vektoru, které
muzeme prifadit konfiguracim jsou tieba (5,1, 8,3) nebo (1,0).

Lexikografické uspotadani je definovano néasledovné. Vektor (aj, az, ..., am,) je mensi nez vek-
tor (by,b2,...,by), jestlize

e existuje i takové, ze 1 <i<mai<n,kde a; < b; a pro vSechna j takova, ze 1 <j < 1i,
plati a; = bj, nebo
e M < n a pro vSechna j takovd, ze 1 <j < m, je a; = bj.

Jinymi slovy, pro dvojici (a,dz,...,am) a (b1,ba,...,bn) se najde prvni pozice zleva, na
které se hodnoty obou vektoru lisi, a porovnaji se hodnoty na této pozici. Pokud zddna takova
pozice neexistuje, mensi je ten vektor, ktery ma méné prvkia. Plati tedy napiiklad nerovnosti
(5,1,3,6,4) < (5, 1,4,1) a (4,1,1) < (4,1,1,3).

To, ze v mnoziné takovychto vektoru nemohou pfi lexikografickém uspotradéni existovat ne-
konecné klesajici sekvence, zde nebudeme podrobné dokazovat a budeme to brat jako fakt.

Vsimnéme si jesté nasledujici zajimavé vlastnosti, kterou se vektory pfirozenych ¢isel s le-
xikalnim uspofadanim 1is{ od pfirozenych ¢isel. U pfirozenych ¢isel, jestlize zname prvni prvek
klesajici posloupnosti, je hodnotou tohoto prvku omezena maximalni délka této posloupnosti.
Napiiklad, pokud mé prvni prvek hodnotu 10, nemuze mit tato klesajici posloupnost vice nez
11 prvkua (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0). Oproti tomu, pokud zndme hodnotu po¢étecniho vektoru, nenf
tim maximalni délka posloupnosti nijak omezena. Pokud mame napiiklad vektor (1,0), muze za
nim nésledovat v klesajici posloupnosti miliarda dalsich vektoru (0, 999 999 999), (0, 999 999 998),
(0, 999999997), ... (0, 1), (0, 0), a stejné tak za nim muze ndsledovat jakykoliv vétsi pocet vek-
toru.

* kX

Uvedme nyni piiklad dikazu toho, ze se Algoritmus 1 popsany grafem fidiciho toku na
Obrézku 2.4 pro jakykoliv vstup zastavi po koneéném poctu krokt.
Muzeme si v8imnout, ze v Algoritmu 1 se v prubéhu vypoctu hodnota proménné i zvétsuje
a postupneé se blizi hodnoté proménné n. To znamend s kazdym prichodem cyklem se postupné
snizuje hodnota n —1 o jedna a provadéni cyklu skonéi v okamziku, kdy tato hodnota klesne na
nulu. Nasledujici postup je v podstaté jen formalnéjsi a podrobnéjsi rozpracovani této myslenky.
Dosazitelnym konfiguracim pfifadime jako hodnoty vektory pfirozenych ¢isel, na kterych defi-
novano lexikografické usporadéani popsané vyse. Hodnotu ptifazenou konfiguraci o« budeme oznacovat f( o).

Na zakladé fidiciho stavu v konfiguraci & bude této konfiguraci pfirazena odpovidajici hod-
nota f(o) nasledujicim zpusobem:

e Stav 0: f(a) = (4)
e Stav 1: f(a) = (3)
e Stav 2: f(a) = (2,n—1,3)
e Stav 3: f(a) = (2,n—1,2)
e Stav 4: f(a) = (2,n—1,1)
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e Stav 5: f(a) = (2,n —1,0)
e Stav 6: () = (1)
e Stav 7: f(a) = (0)

Hodnoty n a i zde udavaji hodnoty téchto proménnych v dané konfiguraci «. Napiiklad konfiguraci
(2, (A:[3,8,1,3,6], n:5 i1, k:0, result: ?))

tak bude prifazen vektor (2,4, 3) (protoze v této konfiguraci je n —1=5—1=4).

Diky tomu, ze vime, Ze ve stavech 2, 3, 4 a 5 plati invariant i < n (ve stavech 3, 4 a 5 dokonce
i< n), je ziejmé, ze ve vySe popsaném piifazeni jsou véem dosazitelnym konfiguracim pfifazeny
vektory tvofené pfirozenymi ¢isly (tj. zddné dosazitelné konfiguraci neni ptirazen vektor, ktery by
mél nékterou polozku zdpornou).

Snadno se ovéri, ze s kazdou provedenou instrukei se prifazeny vektor snizuje. U instrukei Iop,
11, Is a Ig se snizuje prvni polozka vektoru. U instrukci I, 14, Is a Ig se snizuje tieti polozka
vektoru, zatimco prvni a druhd polozka se neméni. (Prvnf polozka mé pfi téchto instrukeich stéle
hodnotu 2 a druhd n — 1, pficemz hodnoty proménnych n a i se pii zadné z téchto instrukeci
nemeéni.)

Jediny komplikovanéjsi piipad je instrukce I7. Tato instrukce pfevadi stroj z konfigurace s hod-
notou (2,1 —1,0) do konfigurace s hodnotou (2,n —1’,3), kde i’ =i+ 1. Podobné jako v piipadé
dokazovén{ invariantu jsou zde pro pfehlednost pouzity proménné i a i’ pro oznaceni hodnoty
proménné i pied a po piislusném pfirazeni (instrukce I; méni hodnotu proménné i). Vzhledem
k tomu, zei’ =1+ 1,jen—1i'=n—(i1+1) = (n—1) — 1 < n—1i. Pfi provedeni instrukce I7 tedy
zustava stejnd prvni polozka vektoru, zatimco druhd klesne.

Tim je tedy hotov dukaz toho, ze se Algoritmus 1 vzdy po koneéném poctu kroku zastavi.

* kX

Poznamenejme jesté, ze v praxi mohou mit smysl i algoritmy, které se nikdy nezastavi. Je-
den typ takovych algoritmu jsou algoritmy, které produkuji néjaky nekoneény vystup, napiiklad
vSechny prvky néjaké nekoneéné posloupnosti. Jako piiklady takovych algoritmu si muzeme piedstavit
tfeba algoritmus, ktery by na vystup vypisoval posloupnost vSech prvocisel, nebo tieba algorit-
mus, ktery by postupné vypisoval vsechny ¢islice ¢isla 7, tj. zacatek vystupu tohoto algoritmu by
vypadal takto:

3.14159265358979323846. . .

Jinym piikladem takovych algoritmu jsou algoritmy, které zpracovavaji néjaké pozadavky, pro
které generuji néjaké odpovédi. Piikladem takovych systému jsou tfeba operaéni systém nebo
webovy server. Muzeme si ptredstavit, ze takové algoritmy zpracovavaji potencidlné nekoneénou
frontu pozadavk.

U téchto nekonetné bézicich algoritmiu neddva smysl dokazovat, Ze se zastavi po konetném
poctu kroku, protoze to po nich pravé nechceme. M4 smysl ale napiiklad dokazovat, ze pfi vypi-
sovani prvku nekone¢né posloupnosti bude kazdy jednotlivy prvek po néjakém konetném poctu
kroku vypsan. Napiiklad muze mit smysl dokazovat, Ze pii vypisovani &islic ¢isla 7t se nestane, ze
by se vypsalo prvnich 500 ¢islic a program by pak bézel donekonecna bez toho, aby cokoliv dalstho
vypsal. Podobné méa smysl dokazovat u systému, ktery vytizuje pozadavky, ze kazdy pozadavek
bude po kone¢ném poctu kroku vyfizen, apod.

V tomto textu se ovSem takovymi nekonecné bézicimi algoritmy ptilis podrobné zabyvat ne-
budeme.



Kapitola 4
Vypocetni slozitost algoritmu

Pocitace pracuji rychle, ale ne nekoneéné rychle. Provedeni kazdé jednotlivé operace béhem vypoctu
trva néjakou nenulovou dobu. Z toho divodu v praxi ¢asto neni az tak podstatné, jestli se algo-
ritmus pro kazdy vstup zastavi po koneé¢ném poctu kroku, ale zda jsme schopni celkovou dobu
vypoctu néjak omezit. Z praktického hlediska se algoritmus, u kterého jsme schopni dokazat, ze
se sice vzdy po kone¢ném kroku zastavi, ale ktery pro vstupni data, pro kterd ho chceme pouzit,
bude bézet miliardu let, nijak zv143tf nelisi od algoritmu, ktery se nezastavi nikdy. Ani v jednom
ptipadé se spocitani vysledku nedockame.

Vétsinou tedy chceme, aby algoritmus fesici dany problém byl co nejrychlejsi. Jak moc usili
vénovat hledani co nejefektivnéjsiho algoritmu zalezi samoziejmé na tom, jak velké mnozstvi dat
bychom chtéli timto algoritmem zpracovavat. Pokud naptiklad potfebujeme settidit pole tvotfené
deseti prvky, da se pouzit v podstaté libovolny t¥idici algoritmus a pole bude timto algoritmem
setiidéno prakticky okamzité a mezi jednotlivymi algoritmy budou jen minimalni rozdily v dobé je-
jich béhu. Naprosto jina bude situace, jestlize budeme chtit tiidit pole tvofené milionem nebo tieba
miliardou prvku. V takovém piipadé mohou byt mezi jednotlivymi algoritmy obrovské rozdily
v tom, jak dlouho vypocet trva. To, co jeden algoritmus udélda béhem zlomku sekundy nebo ma-
ximéalné v fadu sekund, muze jinému algoritmu trvat tfeba nékolik minut nebo i desitek minut.

Dalsim omezujicim faktorem muze byt mnozstvi paméti, ktera je pro provedeni vypoétu k dis-
pozici. Algoritmus by naptiklad byl schopen spocitat vysledek pro dand vstupni data v néjakém
L,<rozumném® Case, ale jeho vypocet muze skoncit nelispésné proto, Ze na pocitaci, na kterém tento
vypocet pobézi, neni k dispozici dostatek paméti k provedeni vSech operaci, které je tteba béhem
vypoctu udélat.

Neékdy se d4 mnozstvi paméti, ktera je k dispozici, zveétsit tim, Ze si algoritmus bude naptiklad
odkladat nékteré udaje na disk. Vzhledem k tomu, ze pristup k datim na disku je fadové pomalejsi
nez piistup k datum v paméti RAM, muze byt pak takovy algoritmus mnohem pomalejsi, nez
kdyby uklddal veskerd data v paméti RAM.

U algoritmt se béZné provadi analyza, pii které se zkoumaji ¢asové a pamétové naroky algo-
ritmu. Zkoums3 se, jak dlouho budou vypoéty algoritmu trvat a kolik pfi nich bude bude potieba
paméti.

Je asi zfejmé, ze dobu vypoctu algoritmu nebo mnozstvi pouzité paméti neni vétsinou mozné
omezit néjakym jedinym ¢islem. Obecné zavisi doba béhu i mnozstvi pouzité paméti na konkrétnim
vstupu, ktery ma algoritmus zpracovavat. Jinou dobu bude trvat setfidéni pole 10 prvku a jinou
dobu pole tvofené milionem prvku. Pokud neddme na velikost vstupnich dat néjaké omezeni, tak
se asi ve vétsiné pripadl neda o algoritmu fict, Ze na daném pocitaci pobézi pro jakykoliv vstup
maximalné 10 sekund nebo ze pti vypoctu bude potiebovat maximalné 10 MB paméti.

To, jak konkrétné zavisi doba vypoctu na danych vstupnich datech, napiiklad to, jak rychle
roste doba vypoctu s tim, jak se zvétSuje mnozstvi vstupnich dat, se oznacuje jako éasovd
sloZitost algoritmu. Podobné to, jak konkrétné zavisi na vstupnich datech mnozstvi paméti,
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které bude algoritmus pii vypoétu potiebovat, se oznauje jako paméfovd nebo téz prostorovd
slozitost algoritmu.

Souhrnné se ¢asova a pamétova slozitost algoritmu oznacuji jako vijpocetni sloZitost algo-
ritmu nebo kratce jako sloZitost algoritmu. Ve skutecnosti tento pojem zahrnuje i dalsi typy
slozitosti, nejen ¢asovou a pamétovou slozitost. Napiiklad u distribuovanych algoritmii, které bézi
paralelné na vice pocitacich, které spolu komunikuji pomoci posilani zprav, se muze zkoumat
tzv. komunikacéni sloZitost, kdy se analyzuje pocet posilanych zprav ¢i mnozstvi dat, které si
musi jednotlivé poc¢itace mezi sebou vyménit. V tomto textu se jinymi typy vypocetni slozitosti
nez ¢asovou a pamétovou slozitosti zabyvat nebudeme. Casovd a pamétfova slozitost jsou dva

4.1 Velikost vstupu

Jak uz bylo feceno, jak doba vypoctu algoritmu, tak mnozstvi pouzité paméti, vétsinou zavisi
na konkrétnich vstupnich datech. Asi je zfejmé, ze se doba vypoctu ¢i mnozstvi pouzité paméti
budou lisit v zdvislosti na mnozstvi vstupnich dat (vezméme si tieba tiidéni 10 prvka versus
tFidén{ milionu prvku).

Doba vypoctu ¢i mnozstvi pouzité paméti se vsak mohou lisit i pro vstupy, kde je vstupnich dat
priblizné stejné mnozstvi. Napiiklad mnohé tiidici algoritmy setiidi dané pole mnohem rychleji,
pokud jsou prvky v tomto poli uz setfidény, nez v ptipadé, kdy jsou tyto prvky néjak nadhodné
promichany nebo kdy jsou setiidény v opa¢ném pofadi, nez jak je chceme settidit. Pro dvé takova
pole, kterd maji stejnou velikost (napiiklad obé maji 1000000 prvki), tak muze vypocet trvat
velmi rozdilnou dobu v zavislosti na tom, jak jsou hodnoty v téchto polich uspotadany.

Ptesné urceni doby vypoctu ¢i mnozstvi pouzité paméti v zavislosti na konkrétnich vstupech
je i pro relativné jednoduché algoritmy vétSinou velmi slozité a pracné. Dobu béhu algoritmu i
mnozstvi pouzité paméti totiz ovliviiuje ptilis mnoho ruznych faktoru, které je tieba vzit pii takové
analyze v tivahu. Vypocetni slozitost algoritmu se proto prakticky nikdy neanalyzuje zcela ptfesné.
Misto toho se pii analyze slozitosti pouziva celd fada ivah, které umozni tuto analyzu podstatnym
zpusobem zjednodusit za cenu, ze odvozené vysledky této analyzy jsou méné piesné, zato je ale
takova analyza prakticky zvladnutelna.

Doba béhu algoritmu a mnozstvi pouzité paméti zavisi v mnoha ohledech na detailech stroje,
na kterém algoritmus pobézi. Jednim z cilt zminénych zjednodusujicich avah je umoznit odvodit
vysledky tykajici se vypocetni slozitosti, které jsou do zna¢né miry na téchto detailech nezavislé.

Prvni zjednoduseni spoc¢iva v tom, ze vétsinou se neanalyzuje zavislost doby béhu nebo mnozstvi
pouzité paméti na konkrétnich jednotlivych vstupech, ale zavislost téchto hodnot na welikost:
vstupu.

Velikost vstupu je typicky jedno pfirozené ¢islo nebo nékolik mélo piirozenych ¢isel, udévajici,
jak je dany vstup velky — ¢éim vy8si hodnota (nebo hodnoty), tim je vstup povazovan za vétsi.

Pokud mame dan néjaky algoritmicky problém a néjaky algoritmus, které tento problém fesi,
a chceme analyzovat jeho vypocetni slozitost, neni obecné néjak apriori dano, co presné je velikost
vstupu pro tento konkrétni algoritmus nebo problém. Co budeme povazovat za velikost vstupu, si
muzeme zvolit. Vétsinou se vsak pro dany typ problému a dany typ vstupnich dat nabizi néjaka
pfirozend moznost, co konkrétné za velikost vstupu zvolit.

Uved'me nékolik typickych piikladii, co konkrétné se d4 u riznych typt problémt povazovat
za, velikost vstupu:

e Pokud je vstupem sekvence néjakych hodnot, pole prvku apod., je vétsinou nejpfirozenéjsi
zvolit jako velikost vstupu pocet prvku v této sekvenci nebo poli.

Typickym piikladem je tieba problém ttidéni, problém hleddani maximalniho prvku v poli a
podobné. Pokud je tedy vstupem sekvence nebo pole o n prvcich, je velikost daného vstupu
toto ¢fslo n (napi. pokud je vstupem pole o 100 prvcich, je velikost tohoto vstupu 100).
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e Pokud je vstupem fetézec znaku, je prirozené zvolit jako velikost vstupu pocet téchto znaki.
(Jednd se v podstaté o stejny pripad, jako v pfedchozim bodé.)

e Pokud jsou vstupem dva fetézce, z nichz jeden je napiiklad (dlouhy) text, ktery se bude
prohleddvat, a druhy je (kratsi) fetézec, jehoz vyskyty se budou v daném dlouhém textu
vyhledavat, je vétsinou vhodné velikost tohoto vstupu reprezentovat pomoci dvojice ¢isel —
jedno z téchto ¢isel je pocet znaku v prohleddvaném textu a druhé pocet znakiu v hledaném
vzorku. Duvod je ten, ze doba provadéni nékterych ¢asti algoritmu pro hleddni zadaného
vzorku v textu i mnozstvi paméti, kterou algoritmus pro toto hledéani potfebuje, zavisi jen
na velikosti hledaného vzorku, ale nikoliv na velikosti prohleddvaného textu (ktery se jen
sekvencné nacita znak po znaku bez toho, ze by bylo tieba ukladat jiz jednou zpracované
znaky).

Nékdy muze mit smysl uvazovat kromé dvou vyse uvedenych parametra uddvajicich velikost
vstupu jesté tieti parametr, a to velikost abecedy, ze které jsou znaky, které se mohou
v zadanych fetézcich vyskytnout.

e Pokud je vstupem néjaky libovolny pocet fetézcu, je mozné brat jako velikost vstupu celkovy
pocet znaku v téchto fetézcich.

Podle situace muze byt vhodné uvazovat jako dalsi parametr udavajici velikost vstupu kromé
celkového poctu znaku i pocet téchto fetézcu, napiiklad abychom mohli od sebe odlisit
piipad, kdy je vstupem velké mnozstvi kratkych fetézcu, a piipad, kdy je vstupem malé
mnozstvi dlouhych fetézct.

e U grafovych problému, kde vstupem je graf (a ptipadné néjaké dalsi informace), je vétsinou
velikost vstupu reprezentovana jako dvojice ¢isel n a m, kde n je pocet vrcholu grafu a
m pocet hran tohoto grafu.

e Vezméme si nyni problémy, kde vstupem je jedno ¢islo, dvojice ¢isel apod. Piikladem ta-
kovych problému jsou tieba problém, zda dané ¢islo je prvocislo, kde vstupem je jediné
pfirozené ¢islo, nebo problém nalezeni nejvétsitho spole¢ného délitele dvou ¢isel, kde vstu-
pem je dvojice prirozenych Cisel.

V takovém pfipadé samoziejmé nemd smysl definovat velikost vstupu jako pocet ¢isel na
vstupu, protoze by velikost byla vzdy 1 nebo 2. Doba béhu algoritmu, které fesi takové
problémy, navic zavisi na hodnotach ¢isel na vstupu. V takovém piipadé se nabizi moznost
povazovat za velikost vstupu pfimo hodnoty téchto ¢isel (a tim pddem nedélat rozdil mezi
vstupem a jeho velikosti).

Vétsinou se vSak u takovych problému a algoritmu bere jako velikost vstupu pocet bit,
které jsou potfeba pro zépis téchto ¢isel ve dvojkové soustavé (bindrne). Toto mé smysl
zejména tehdy, pokud velikost ¢isel na vstupu nenf omezena (napf. na 32-bitové ¢isla), takze
¢isla na vstupu mohou byt libovolné velka.

e Nékdy je vstupem (libovolné dlouhd) posloupnost ¢isel, kde ale hodnoty téchto ¢isel ovliviiuji
dobu vypoctu, napiiklad pro vétsi ¢isla trva vypocet déle. V takovém piipadé muze byt
prirozené povazovat za velikost vstupu celkovy pocet bitil ve viech ¢islech na vstupu. Zejména
to plati v pifipadech, kdy tato ¢isla mohou byt libovolné velka.

Jak vyplyva z predchozich piikladu, co konkrétné povazovat za velikost vstupu, si muzeme
zvolit pro dany problém nebo algoritmus podle potieby, zejména podle toho, o jaky typ problému
se jedna a podle toho, jak podrobnou analyzu slozitosti chceme provadét.

Bézné zauzivanou konvenci je, ze pokud je velikost vstupu dana jedinym ¢islem, je toto ¢islo
oznac¢ovano pismenem n nebo N.

Pokud je velikost vstupu reprezentovana dvojici ¢isel, pouzivaji se vétsinou pro jejich oznaceni
pismena n a m (nebo N a M). V takovém piipadé by meélo byt vzdy jasné Feceno, co je n a co
je m — napiiklad, Zze n je pocet vrcholu grafu a m pocet jeho hran, nebo tieba, ze n je celkovy
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pocet fetézcu na vstupu a m soucet délek vsech téchto Fetézcu (tj. celkovy pocet znaku v téchto
fetézcich), apod.

4.2 Doba vypoctu algoritmu

Zaméfme se nyn{ na ¢asovou slozitost algoritmi, tj. na zkouméni doby jejich béhu. Reknéme,
Ze mame néjaky algoritmus Alg a tento algoritmus fesi néjaky problém P. Napiiklad si muzeme
predstavit tfeba algoritmus Quicksort, ktery fesi problém tiidéni. Symbolem In oznatme mnozinu
vSech instanci problému P, tj. mnozinu vSech piipustnych vstupu pro algoritmus Alg. V ptipadé
algoritmus Quicksort a problému tifidéni to bude mnozina v8ech moznych poli prvku néjakého
typu.

Ptedpoklddejme, ze algoritmus Alg bude vykondvéan strojem M. Jako tento stroj si muzeme
predstavit tfeba skuteény pocitac, ktery bude vykonavat program ve strojovém kodu, ktery vznikl
prekladem programu napsaného v jazyce C, nebo tieba virtudlni stroj vykonavajici program na-
psany v jazyce Python, nebo tieba néjaky idealizovany matematicky model pocitace, apod.

Pokud si nyn{ vezmeme néjaky libovolny vstup w z mnoziny In (v pifipadé problému tiidén{
tFeba pole [6,13,1,8,4,5, 8]) a nechdme stroj M provadeét algoritmus Alg pro tento vstup w, bude
tento vypocet néjakou dobu trvat. Oznaéme dobu trvani tohoto vypoétu t(w).

Zde si ovsem muzeme polozit otdzku, v jakych jednotkédch vibec dobu vypoctu vyjadiovat. Tato
otazka vypada mozna na prvni pohled hloupé, ale pfi trose zamysleni je vidét, ze se ve skutecnosti
nabizi nékolik rozdilnych moznosti, v éem dobu vypoctu vyjadiovat. Ani jedna z téchto moznosti
nevypada néjak vyrazné lepsi nez ostatni. Spise se da fici, ze se kazdy hodi k né¢emu jinému.

Zde je nékolik pfirozenych moznosti, v ¢em pocitat dobu béhu algoritmu:

e v sekunddch — Tato moZnost asi napadne clovéka jako prvni (mdme zde na mysli i jakékoliv
jiné ¢asové jednotky jako tfeba milisekundy, minuty, hodiny, apod.). Skuteénd doba béhu
v sekundach je tim, co nas z praktického hlediska nakonec zajima, a pro¢ vlastné analyzu
casové slozitosti délame. Skutetnd doba béhu se da pro konkrétni implementaci algoritmu a
konkrétni vstupni data také velice snadno zméftit.

Na druhou stranu mé vyjadfovani doby béhu algoritmu v sekundach celou fadu nevyhod.
Hlavni problém spoc¢iva v tom, Ze tato doba nezéavisi jen na daném algoritmu, ale je dana
nespoc¢tem dalsich faktort, které tuto dobu ovliviiji, ptedevsim pouzitym hardware a jeho
parametry, ale i prekladacem a jeho nastavenim, opera¢nim systémem, apod. Nékdy i drobné
rozdily v tom, jak je algoritmus konkrétné naprogramovéan, mohou zpusobit méfitelné rozdily
v dobé béhu algoritmu. Dokonce i kdyz spustime tentyz program se stejnymi vstupnimi daty
na tomtéz pocitaci nékolikrat za sebou, tak se vétSinou naméfené hodnoty budou drobné
lisit.

Porovnavat dobu béhu jednoho algoritmu (resp. jedné jeho konkrétn{ implementace) na jed-
nom pocitaci s dobou béhu jiného algoritmu na jiném pocitaci z hlediska délky vypoctu
v sekundach je tak vétsinou nesmyslné, nebot v tomto pifpadé jde o porovndvani jablek
s hruskami.

e v poétu provedengch kroku — Zde je oviem potieba specifikovat, co je povazovano za
jeden krok.

Pokud budeme uvazovat programy bézici na skuteéném pocitaci (a ne tieba néjaky idea-
lizovany matematicky model poécitace), daji se pocitat kroky na mnoha riznych trovnich
abstrakce. Za kroky algoritmu muzeme povazovat tieba:

— Piikazy vyssiho programovaciho jazyka — tj. provedeni jednoho pifkazu (jako tfeba
proveden{ piifazeni ali] := alj + 1] * 2) je povazovéno za jeden krok.

— Instrukce strojového kédu nebo bytekdédu — jedna instrukce vyssiho programovaciho
jazyka muze vyzadovat provedeni celé fady instrukei na nizsi drovni.
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— Takty procesoru — provedeni jedné instrukce strojového kédu procesorem je rozlozeno
na vice jednodussich operaci, kde doba trvani kazdé této jednodussich operace je dana
jednim tikem hodin (tj. taktovaci frekvenci procesoru). Provedeni riznych instrukef
strojového kédu muze trvat razny pocet takti.

Jak se ukaze dale, pii bézné provadéné analyze Casové slozitosti algoritmt, kdy se celd rada
véci stejné zanedbava, neni mezi témito ruznymi moznostmi v praxi piilis velky rozdil. Pokud
bychom ale provadéli hodné podrobnou analyzu doby vypoc¢tu a hodnoty bychom chtéli vyjadiovat
v ¢islech, bylo by tfeba urcit v jakych jednotkach dobu vypoctu pocitame.

* kX

Reknéme, ze pro dany algoritmus Alg provédény strojem M jsme specifikovali jednotky, ve
kterych budeme dobu vypocétu pocitat, a pro kazdou instrukci, kterd se pfi vypoctech tohoto
algoritmu bude provadét, jsme specifikovali, jak dlouho trva provedeni této instrukce na stroji M.

Pro jednoduchost predpokliadejme, ze dobu provedeni kazdé jednotlivé instrukce muzeme vyjadrit
jako (kladné) redlné ¢islo a ze pti opakovaném provédeéni této instrukce béhem vypoctu je doba pro-
vedeni této instrukce pokazdé stejnd. (Doba provedeni riznych instrukeif muze byt riznd.) Navic
pro jednoduchost predpokladejme, ze instrukce se provadéji sekvenéné jedna po druhé, tj. v jed-
nom okamziku se vzdy provadi jedina instrukce a dalsi instrukce se zac¢ne provadét az po jejim
skonéeni.

Pro konkrétnost si vezméme tieba Algoritmus 1 popsany grafem fidiciho toku na Obrazku 2.4.
Kazdé hrané tohoto grafu piifadme kladné redlné éislo udavajici, jak dlouho trva provedeni této
instrukce (nenf ted podstatné jestli tyto hodnoty uddvaji tuto dobu v nanosekundéch, taktech
procesoru, poctu instrukei strojového kédu nebo v nééem jiném). Oznaéme dobu provedeni in-
strukce Iy symbolem cp, dobu provedeni instrukce I; ozna¢me cy, atd. Doby trvani instrukeci
Io, I1,..., I3 jsou tedy co,c1,...cCs, pficemz cp,C1,...cs jsou kladna redlnd ¢isla.

V dalsim textu budeme mnoZzinu vSech kladnych redlnych ¢éisel oznacovat R™. Hodnoty co, c1,
..., cg jsou tedy prvky mnoZiny R*.

Pokud si nyn{ vezmeme néjaky konkrétni vstup w € In pro algoritmus Alg (pro Algoritmus 1
napiiklad vstupni instanci ([3, 8,4, 5, 2],5)), provede tento algoritmus pro vstup w néjaky konkrétnf
vypocet, tj. néjakou konkrétni posloupnost provedenych instrukeci. Celkova doba provedeni tohoto
vypoctu t(w) je ddna jako soucet dob provedeni vSech jednotlivych instrukei, provedenych béhem
tohoto vypoctu.

Hodnota t(w) je tedy kladné redlné ¢islo. Pokud bychom napiiklad pro Algoritmus 1 stanovili,
zeco=4,¢c1 =4,¢c2=10,c3 =12, ¢c4 =14, ¢c5 =12, ¢4 =5, ¢c; = 6 a cg = 5, mohli bychom
tFeba odsimulovat vypocet tohoto algoritmu pro vstup w = ([3,8,4,5,2],5) a urc¢it konkrétnf
hodnotu t(w). My to zde ale ted timto pracnym zptsobem délat nebudeme. (Pozdé&ji tuto hodnotu
spocitdme jednoduseji.)

* kX

Kdyz budeme v dalsim popisu mluvit o hodnotach cg,cq,...,cs a ne o konkrétnich ¢islech,
muzeme timto zpusobem alespon Castecné abstrahovat od konkrétnich vlastnosti stroje M. Pro
rizné stroje budou tyto hodnoty rizné, ale my se zde nemusime ted zajimat o to, jak konkrétné
urcit tyto hodnoty pro dany typ stroje, ani se nemusime zabyvat detailnim popisem konkrétniho
stroje.

Vyse popsany pripad, kdy jsou jednotlivym instrukcim pfifazeny konstantni hodnoty, je v nékterych
ohledech ponékud zjednoduseny oproti tomu, jak to muze ,ve skute¢nosti“ byt, protoze obecné
doba provedeni jedné instrukce nemusi byt konstantni (zélezi samoziejmé na typu stroje a na tom,

o jakou instrukci se jednd).
Napriklad nékteré instrukce mohou trvat ruznou dobu v zavislosti na tom, jak velké jsou

hodnoty operandu, se kterymi pracuji. Jisté si lze predstavit stroj, kde naptiklad sec¢teni dvou
velkych ¢isel bude trvat delsi dobu nez secteni dvou malych ¢isel.
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V modernich pocitacich jsou velké rozdily mezi rychlosti, s jakou pracuje procesor, a s jakou
pracuje pamét RAM. Aby piistupy do paméti nebrzdily vypocet, byv4 mezi procesorem a paméti
RAM celd hierarchie paméti cache, které maji vyrazné mensi kapacitu nez pamét RAM, ale jsou
podstatné rychlejsi. V praxi je tak velky rozdil v dobé ptistupu k hodnoté, kterd je v paméti cache,
a k hodnoté, kterd v paméti cache neni. Pokud se napiiklad casto pracuje s néjakou proménnou,
prvni pfecteni hodnoty této proménné, nez se jeji hodnota dostane do paméti cache, muze trvat
mnohonésobné déle, nez dalsi pristupy k této proménné.

Ve skuteénych pocitacich také neni uplné pravda, ze se instrukce provadéji sekvenéné v tom
smyslu, ze se dalsi instrukce zacne provadét az po dokonceni pfedchozi instrukce. V modernich
mikroprocesorech se pouziva celd fada ruznych technik pro urychleni prace procesoru. Procesor
se skldadd z mnoha bloku, které pracuji do zna¢né miry paralelné. Pokud néjakd takovy blok
procesoru dokon¢i svou ¢ast zpracovani instrukce, kterou pravé provadi, necekd na dokonceni
této instrukce ve zbytku procesoru, ale pokracuje provadénim dalsi instrukce. Provadéni po sobé
jdoucich instrukei se tak ruzné prolind a urceni presné doby provedeni uréité sekvence instrukei
nemusi byt vibec snadné. Tato doba muze byt o dost mensi nez prosty soucet dob zpracovani
kazdé jednotlivé instrukce.

Napriklad provedeni kazdé jednotlivé instrukce samo o sobé muze trvat jednotky az desitky
taktu. Diky soucasnému zpracovavani vice instrukci najednou vsak neni neobvyklé, ze pii provadéni
dlouhé sekvence instrukei vychdzi v prumeéru doba zpracovani jedné instrukce na 1 az 2 takty (kdyz
podélime celkovy pocet taktu, ktery trvalo zpracovani celé sekvence, poc¢tem instrukef).

Témito detaily, které souvisi spiSe s architekturou skuteénych pocitaci, se zde nebudeme
podrobnéji zabyvat. Pro nase tcely bude postacovat vyse uvedend jednoducha predstava. Meéli
bychom si vSak byt téchto véci védomi a v piipadech, kdy bychom provadéli tak podrobnou
analyzu, kde by hréaly tyto faktory néjakou roli, bychom je museli vzit v uvahu.

4.3 Casova slozitost algoritmu

Nyni se postupné dostdvame k tomu, co to pfesné je casova slozitost algoritmu.

Reknéme, Ze mame pro dany algoritmus Alg a dany stroj M uréeno, jaké je doba vypoctu t(w)
algoritmu Alg nad vstupem w, pro kazdy vstup w z mnoziny vSech moznych vstupu In.

Daéle ptedpokladejme, ze jsme zvolili, co budeme povazovat za velikost vstupu. Pro jednodu-
chost se zaméime na pfipad, kdy je velikost vstupu vyjadiena jedinym ¢islem. Predpoklddame
tedy, ze kazdému vstupu w z mnoziny In je pfifazeno prirozené ¢islo, udavajici velikost vstupu w.
Toto &islo budeme oznacovat zdpisem size(w). (Z formélniho hlediska je size : In — N funkce,
ktera vstupum pfifazuje jejich velikost.)

Ve skutecnosti existuje vice ruznych druhu ¢asové slozitosti algoritmu. Nejpouzivanéjsim dru-
hem casové slozitosti je ¢asovd sloZitost v nejhorsim pripadé. Pokud se nékde mluvi o ¢asové
slozitosti algoritmu a neni tam explicitné zduraznéno, o ktery konkrétni typ slozitosti se jedna,
prakticky vzdy je tim myslena ¢asova slozitost v nejhorsim piipadeé.

Kromé slozitosti v nejhorsim piipadé se nékdy analyzuje také éasovd sloZitost v prumérném
pripadé. Analyza tohoto typu slozitosti je viak ¢asto o dost komplikovanéjsi nez analyza slozitosti
v nejhorsim ptipadé, a proto se zde zamérime predevsim na slozitost v nejhorsim piipadeé.

Definice 4.1 Casovd sloZzitost algoritmu Alg v nejhorsim pFipadé je funkce T: N — R,
kterd kazdému pfirozenému ¢islu n pfifazuje maximalni dobu vypoétu algoritmu Alg nad vstupem
velikosti n.

Pro kazdé n € N tedy plati:

e Pro kazdy vstup w € In takovy, ze size(w) =n, je t(w) < T(n).
e Existuje vstup w € In takovy, ze size(w) =n a t(w) = T(n).
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Z vyse uvedené definice vidime, ze ¢asova slozitost algoritmu je funkce, jejiz pfesné hodnoty
zavisti nejen na daném algoritmu Alg, ale také na nésledujicich vécech:

e definici stroje M, na kterém algoritmus Alg bézi,
e definici doby vypocétu t(w) algoritmu Alg na stroji M pro vstup w € In,
e definici velikosti vstupu (tj. definici funkce size).

Neformélné si urcéeni hodnot funkce T muzeme piedstavit tak, ze hodnotu T(n) uréime tim
zpusobem, ze vezmeme vS8echny vstupy velikosti n, a z nich vybereme ten, pro ktery trvé vypocet
nejdéle. Dobu trvani tohoto nejdelstho vypoctu priradime T(n). Toto provedeme postupné pro
vSechna n, tj. pron =0,1,2,3,... (Toto je samoziejmé jen myslenkovy postup, ktery neni mozné
ve skute¢nosti provést, protoze bychom museli projit nekoneéné mnoho hodnot.)

* kX

V praxi muze byt pfesné urceni casové slozitosti daného algoritmu (tj. presnych hodnot vyse
popsané funkce T) velmi obtizné a pracné a to i pro pomérné jednoduché algoritmy a za prijeti
ruznych zjednodus$ujicich predpokladia. Proto se vétsinou provadéji jen ptiblizné odhady toho,
jak funkce T vypada. Pfedevsim se zkouma, jak zhruba rostou hodnoty této funkce s tim, jak se
zvétsuje velikost vstupu n, tj. jak zhruba zavisi hodnota T(n) na hodnoté n. Pro vyjidfeni této
zéavislosti se pouzivé tzv. asymptotickd notace, kterou se budeme zabyvat pozdéji.

Pouziti asymptotické notace analyzu ¢asové slozitosti vyrazné zjednodusuje. Zaroven vsak pfi
vyjadieni odhadu funkce T pomoci asymptotické notace nelze prakticky nic Fici o konkrétnich
hodnotach funkce T, protoze asymptotickd notace se tykd rychlosti rustu funkci, nikoli jejich
konkrétnich hodnot.

Pro ilustraci si nyni ukazme analyzu ¢asové slozitosti Algoritmu 1 bez pouziti asymptotické
notace. Tento algoritmus je natolik jednoduchy, Ze je pro néj zvladnutelné i pfesné urceni funkce T,
kterd vyjadiuje jeho casovou slozitost v nejhorsim piipadé. Zduraznéme vsak, ze timto zpusobem
se analyza Casové slozitosti v praxi v naprosté vétsiné pripadu nedéld. Zde tento piiklad slouzi
jen jako ukédzka toho, jak moc pouziti asymptotické notace analyzu zjednodusuje a co vse je pii
pouziti asymptotické notace zanedbdno, od ¢eho muzeme abstrahovat, atd.

Predpoklddejme tedy, ze mame Algoritmus 1 popsany grafem fidiciho toku na Obrazku 2.4 a
ze jednotlivym instrukcim Ip, I1,...,Ig jsou pfifazeny doby jejich trvéani co,c1,...,c8 vyjadiené
jako kladnd realnd cisla.

Pro vstup (A, n), kde A je pole hodnot (pro jednoduchost budeme uvazovat pole celych ¢isel)
a M pocet prvku tohoto pole, budeme jako velikost tohoto vstupu brat ¢islo n. Naptiklad velikost
vstupu ([—3,1,9,13,—1,—1], 6) je tedy 6.

Uvazujme tedy néjaky libovolny vstup (A,n) velikosti n, kde n > 1, a zkusme urcit co
nejpiesnéji dobu béhu Algoritmu 1 pro tento vstup.

Pokud uvazujeme o vypoctu Algoritmu 1 nad vstupem (A,n) jako o posloupnosti instrukei,
kde navic predpokldaddme, ze doba trvani kazdé jednotlivé instrukce je dana néjakou konstantou
(a kterd se tedy v prubéhu vypoctu neméni), asi nds napadne, Ze sta¢i pro kazdou jednotlivou
instrukei urcit, kolikrat bude béhem tohoto vypocétu provedena. Pokud instrukce Iy bude provedena
mo krat, instrukce I; bude provedena m; krat, a tak déle, az instrukce Ig bude provedena mg
krét, tak celkovou dobu vypoctu muzeme urcit jako

como+cimy + -+ +cgmg. (%)

Prozkoumdanim algoritmu (a s vyuzitim toho, co uz o ném vime na zdkladé analyzy jeho ko-
rektnosti) snadno zjistime nasledujici:

o Instrukce Ip, I, Iz a Ig se vSechny provedou béhem vypoctu jedenkrat bez ohledu na to, jak
vypada vstup.
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e Cyklus tvofeny instrukcemi I, I4, I5, Ig a I se provede celkem m — 1 krat, protoze pii

pruchodech timto cyklem proménna i nabyva postupné hodnot 1,2,...,n — 1 (hodnota
proménné i se s kazdym pruchodem cyklem zvétsuje o 1 a z cyklu se vyskoci, jakmile dosahne
hodnoty n).

e Instrukce I, a I7 se pfi kazdém pruchodu cyklem provedou vzdy jedenkrat. Celkem se tedy
kazda z téchto instrukci provede n — 1 krét.

e Pii kazdém prichodu cyklem se bud provede instrukce I (a neprovedou instrukce Is a Ig)
nebo instrukce Is a Ig (v tom piipadé se neprovede La).
To, jestli se v daném pruchodu cyklem provede instrukce I4 nebo se provedou instrukce Is
a Ig, zavisi na tom, jak dopadne v tomto pruchodu test podminky v fidicim stavu 3. Po-
kud plati A[i] < Alk] provede se instrukce l4, jinak (tj. pokud A[i] > Alkl) se provedou
instrukce I5 a I.
Oznacéme { pocet téch pruchodu cyklem, kdy plati A[i] > Alkl. Zjevné je 0 < £ < n.
Instrukce I5 a Ig se provedou celkem £ krat a instrukce I celkem n — 1 — £ krat.

Pii pouziti vyse zavedeného znaceni jsou tedy pocty provedeni instrukei Ip,Iq,...,I3 pro
vstup (A, n) nasledujici:

m():] m3:1 m6:€
mp; =1 mg=n—1-—1¢ my;=n-—1
my; =n-—1 ms =4{ mg =1

Po dosazen{ téchto hodnot do vyrazu (x) muzeme tedy dobu vypoctu pro vstup (A,n) vyjadfit
jako
di+d2-n=1) +dzs- n—1—-20) + da-¢,

kde

di =co+cy+c3+csg ds; =c4
d; =c2+cy ds =c5+cs

Tento vyraz muzeme upravit na
(d2+d3)-n + (da—d3)- € + (d1 —d2—d3). (%)
Pomoci vzorce (x*) muzeme snadno urcit hodnotu t(w), pro kazdy konkrétni vstup w.

Priklad 4.1 Pokud bychom napiiklad pro Algoritmus 1 stanovili, ze ¢ = 4, ¢1 = 4, ¢z = 10,
03212, C4=14, C5=]2, 0625, C7=6a08 25, bude d] 225, d2=]6, d3 :14ad4:17,
takze doba vypoctu t(w) pro vstup w bude 30n+3¢—5 (pficemz hodnoty n a £ zdvisi na vstupu w).

Konkrétné naptiklad pro vstup w = ([3,8,4,5,2],5) je n =5 a £ = 1, takZe doba vypoctu pro
tento vstup je 30-5+3-1—5=148.

Neni tézké si rozmyslet, ze pro kazdé n > 1 a kazdé £ € N, kde 0 < { < n, existuje vstup
velikosti n, takovy, ze instrukce Is a Ig se provedou pii vypoctu nad timto vstupem préaveé £ krat.
Napiiklad staci vzit vstup, kde

A=100,1,2,...,4—1,40,0,...,0].

Napfiklad pro n = 10 muzeme pro £ = 6 vzit vstup, kde A = [0,1,2,3,4,5,6,0,0,0], pro £ = 9
vstup, kde A =[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9], a pro £ = 0 vstup, kde A = [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0].

Pokud nyni chceme uréit casovou slozitost Algoritmu 1 v nejhorsim piipadé (tj. popsat ji jako
funkei T(n)), musime si promyslet, pro ktery vstup velikosti n bude vypocet trvat nejdéle, tj. pro
ktery vstup velikosti n bude mit vyraz (xx) nejvétsi hodnotu.

Pro jakykoliv vstup velikosti n budou mit vyrazy (d; +d3) -n a (d; —dz — d3) stéle stejnou
hodnotu. Jediné, co se u vstupu velikosti n muze lisit, je hodnota vyrazu (ds — d3) - £.
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Nyni nastavaji dvé moznosti, které odpovidaji tomu, zda trva déle provedeni instrukce 14 nebo
provedeni dvojice instrukei Is a Ig (jsou to dvé piikazu if a nédsledujici dva piipady se lis{ podle
toho, kterd z téchto dvou vétvi se provadi déle).

V prvém piipadé je d3 > ds4 a tedy dga — d3 < 0. Vyssi hodnota £ tedy znamend kratsi dobu
béhu. Nejhorsi piipad (tj. nejdelsi doba béhu) nastdvéd pro ¢ = 0, tj. napiiklad pro vstupy tvaru
[0,0,...,0] nebo tfeba n, n—1,n—2, ..., 2, 1], apod.

Ve druhém piipadé je d3 < d4 a tedy dg — d3 > 0. Ted naopak vyssi hodnota £ znamend, delsi
dobu béhu algoritmu. Nejhorsi piipad tak nastava pro £ = n — 1, tj. naptiklad pro vstupy tvaru
0,1,...,n—1].

(V piipadé, kdy obé vétve trvaji stejné dlouho, tj. kdyz d3 = da, je da — dsz = 0. V tomto
pripadé, nema hodnota £ na dobu béhu vliv a vypocet bude trvat stejné dlouho pro vsechny vstupy
velikosti n.)

7 predchoziho vyplyva, ze v pripadé, kdy d3 > d4, mé Algoritmus 1 ¢asovou slozitost
T(n) =(d2+d3) n+(di —dz—ds)
a v pripadé, kdy d3 < d4, mé casovou slozitost

Tn)=(d2+d3)-n + (dg—d3)-(n—1) + (dy —d2 —d3)
=(d2+ds) mn + (d1 —dz —da).

V obou piipadech je tedy casovd slozitost Algoritmu 1 funkce tvaru T(n) = an+b,kdeaab
jsou konstanty, jejichz pfesné hodnoty zdvisi na délce trvani jednotlivych instrukei. (Konkretné
muzeme tyto konstanty vyjadrit jako a = dy + max{ds, ds} a b = d; — d2 — max{ds, d4}).

Jak je vidét z této analyzy, to, ktery vstup velikosti n je nejhorsi, tj. pro ktery trva vypocet
nejdéle, nezavisi jen na daném problému a algoritmu, ale muze to byt ovlivnéno i ruznymi detaily
tykajicimi se stroje, na kterém algoritmus bézi, detaily implementace tohoto algoritmu a délkou
trvani jednotlivych instrukei.

* kX

Pozornému ¢tendii mozna neuniklo, ze v predchozi analyze neni hodnota T(n) fddné definovana
pro n = 0, protoze podle definice problému MAX-ELEMENT a toho, jak jsme definovali velikost
vstupu pro tento problém, neexistuji zadné korektni vstupy velikosti 0. Tato situace neni nijak
neobvykla a nepiedstavuje zadny zvlastni problém.

U mnoha problému velikost vstuptu definovand néjakym pfirozenym zpusobem muze vést
k tomu, Ze pro dany problém neexistuji zadné korektni vstupy urcitych velikosti. Zejména se
to tyka velmi malych vstupu, kdy napiiklad nemusi existovat vstupy velikosti 0 nebo 1, apod.
Napriiklad nékteré grafové problémy mohou davat smysl az pro grafy od ur¢ité minimélni veli-
kosti.

Pokud tedy pro dany problém neexistuji pro nékterd n € N zadné vstupy velikosti n, hodnota
funkce T vyjadiujici casovou slozitost daného algoritmu prosté pro tyto hodnoty n neni definovana
a piislusné hodnoty muzeme ignorovat.

Muze v8ak existovat jesté jiny duvod, pro¢ nemusi byt hodnota funkce T(n) pro nékterd n
korektné definovana a to i presto, ze existuji vstupy této velikosti n. Duvod muze byt ten, ze pro
dané n existuje nekonetna posloupnost vstupiu, které sice viechny maji velikost n, ale kde kazdy
dalsi vstup mé delsi dobu vypoctu nez vSechny piedchozi, tj. Ze existuje posloupnost vstupu

Wo, W1, W2, W3, ...,
kde pro kazdé 1 € N plati size(w;) =n a t(w;) < t(wiy1), neboli

two) < tiwg) < tlwa) < t(ws) <---
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V tomto ptipadé tedy neexistuje zadny ,nejhorsi“ vstup velikosti n, na kterém by trval vypocet
nejdéle, protoze ke kazdému takovému vstupu existuje vstup velikosti n, na kterém trva vypocet
jeste déle.

Toto znamend, ze byla zvolena nevhodnd definice velikosti vstupu, tj. definice funkce size,
protoze tato zvolend definice velikosti vstupu plné nezachycuje, jak jsou jednotlivé vstupy ,,velké“
z hlediska doby vypoctu.

Jako piiklad, kdy toto miZe nastat, uvedme tieba problém, kde by vstupem mohla byt libo-
volné dlouhd (konec¢nd) posloupnost ¢isel x1,x2,...,%n a kde bychom jako velikost vstupu zvolili
pocet téchto ¢isel (tj. m). Pritom by doba vypocétu daného algoritmu nezdvisela jen na poctu
téchto ¢isel, ale rostla by s hodnotami téchto ¢isel a hodnoty téchto ¢isel by mohly byt libovolné
velké. Piikladem takového problému by mohl byt tfeba problém najit nejvétsi spoleény délitel
¢isel x1,%x2,...,%Xn. Uz pro dveé &isla (tj. pro posloupnost xq,x2 délky 2) asi neni mozné omezit
dobu vypoctu jejich nejvétsiho spoleéného délitele néjakou konstantou, pokud mohou byt tato
¢isla libovolné velka.



Apendix A
Symboly

V matematice se pracuje s objekty ruznych typt, napiiklad s ¢isly, funkcemi, mnozinami, relacemi,
posloupnostmi, s ruznymi objekty specifickymi pro danou oblast, napfiklad v geometrii s body,
piimkami, kruznicemi, v teorii grafu s grafy, jejich vrcholy a hranami, apod. Objekty, se kterymi
se pracuje, je tfeba néjak pojmenovat a k tomu se pouzivaji ruzné symboly. V textu se pak mluvi
napiiklad o prvku x, o funkci f a podobné. Pojmenovani objekti umoziuje se na dany objekt
snadnéji odkéazat.

Protoze je v matematickych textech ¢asto potfeba pojmenovat hodné riznych objektu a
26 pismen latinské abecedy by na to nemuselo stacit, pouziva se nékolik ruznych zpusobu, jak
roz§itit mnozstvi symbolt, které jsou k dispozici. Nejprve je tieba zduraznit, ze v matematickych
textech se prakticky vzdy pii pojmenovavani ruznych objektu rozlisuji velkd a mald pismena,
takze napiiklad symboly M a m mohou ozna¢ovat (a vétsinou oznacuji) néjaké dva tplné rozdilné
objekty. PTi pojmenovéni se rozlisuje nejen to, zda je dané pismeno velké nebo malé, ale i pouzity
font. Napftiklad kazdy z nasledujicich Sesti symboli muze v rdmci jednoho textu oznacovat néco
jiného:

B B B B B B

Dalsim prostiedkem, jak rozsifit mnozstvi dostupnych symboli, je pouzivani dolnich a hornich
indexti, napiiklad s7, s” a s;. Déle se pouziva znaceni, kdy se ptislusny symbol pise s ¢arkou
(napt. Q’), se dvéma ¢drkami (napt. Q”), atd. K pismentum je mozné kromé édrek priddvat i
celou fadu dalsich znacek. Napitiklad symboly

¢ c c ¢ ¢ c
opét mohou oznacovat kazdy néco jiného. Vsechny vyse popsané moznosti (fonty, indexy, znacky)
je samoziejmé mozné kombinovat a psat tak tieba 7—23.

Kromé pismen latinské abecedy se v matematickych textech s oblibou pouzivaji také pismena
fecké abecedy, napiiklad «, 8, @, I', A, apod. Vyjimecné se pouzivaji i pismena hebrejské abecedy,
napiiklad X (alef).

Piehled vSech pismen fecké abecedy je uveden v Tabulce A.1. Prvni sloupec obsahuje velkd
pismena, druhy mald, tfeti ¢esky nazev a ¢tvrty anglicky ndzev daného pismene. Néktera mala
pismena Fecké abecedy existuji ve dvou variantdch. U pismen, kterych se to tykd, jsou uvedeny
obé varianty.

Obcas se hodi pouzit misto jednoho znaku posloupnost vice pismen, jako napiiklad succ, Nodes
nebo MARK. Na danou posloupnost pismen se pak divame jako na jediny symbol. I kdyz muze
byt nazev tvofeny vice pismeny vice popisny nez nézev tvofeny jen jednim znakem, obecné se
v matematickych textech dava prednost jednoznakovym nazvum.

Kromé pismen a c¢islic se v matematickych textech pouziva nepfeberné mnozstvi ruznych
dalsich symbolu. Nékteré z nich maji néjaky viceméné ustaleny vyznam (napiiklad =, € nebo +),
pro vétsinu symbolu ale plati, ze jejich pouziti je specifické pro dany konkrétni text (a v rdmci
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velké | malé cesky anglicky
A o alfa alpha
B [3) beta beta
I 2% gama gamma
A S delta delta
E €, € epsilon epsilon
Z 14 zéta zeta
H 1 éta eta
C) 0, o théta theta
I L iota iota
K K kappa kappa
AN A lambda | lambda
M v mi mu
N v ny nu
= 3 ksi xi
(@) 0 omikron | omicron
T T, © pi pi
P P, P rhé rho
z 0,0 sigma sigma
T T tau tau
Y v ypsilon | upsilon
() o, © fi phi
X X chi chi
v VP psi psi
Q w omega omega

Tabulka A.1: Pismena fecké abecedy
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toho textu by pak meélo byt popséno, co dany symbol oznacuje) nebo alespon pro danou oblast
matematiky.
Pro ilustraci uved me nékolik malo piikladd symbold, které se mohou objevit v matematickych
textech:
= | < ~ X O] > W

Podobné jako u pismen, i u ostatnich symbola hraji roli jakékoli rozdily v jejich podobé. Napiiklad
se v ramci jednoho textu mohou vyskytnout nasledujici druhy sipek

— — = — ~ — —

a kazdé z téchto Sipek bude oznacovat néco jiného.

Rovnéz pouzité zdvorky mohou mit ruzny vyznam a ruzné druhy zdvorek mohou oznacovat
velmi rozdilné véci:

60 I £ € 9 ¥ N (14| A 4 I B £

Prestoze je k dispozici velké mnozstvi ruznych symbold, neni nijak neobvyklé, ze se jeden
symbol v ramci jednoho textu pouzivéd soucasné v nékolika vyznamech a nékolik ruznych objektu
je pojmenovano stejné, pricemz konkrétni vyznam tohoto symbolu zavisi na kontextu, ve kterém
se nachazi. V takovém piipadé mluvime o tom, ze je dany symbol pretiZen. Typickym piikladem
takového symbolu, ktery byvé ¢asto pretézovén, je symbol +, ktery muze v rdmci jednoho textu
oznacovat naptiklad s¢itani redlnych ¢isel a soucasné tieba s¢itani matic.



