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Cviceni 10

Priklad 1: Neékdy je v algoritmech potieba pracovat s poli, u kterych predem nevime, kolik
prvku do nich bude potieba béhem vypoctu ulozit. V takovém piipadé muze byt vyhodné
pouzit druh pole, jehoz velikost se béhem vypoctu muze dynamicky ménit — tento datovy
typ se vétsinou oznacuje jako wvector.

Typicka implementace tohoto datového typu vypada tak, ze se alokuje o néco vétsi pole, nez
je momentalné potreba, pricemz se kromé tohoto pole a jeho délky navic udrzuje informace
o poCtu prvki, které jsou zatim pouzity. Kdyz je potieba piidat dalsi prvek nebo prvky,
pouziji se dosud nepouzité buiiky a jen se zvétsi prislusny index. Pouze v pripadé, kdy je pole
zcela zaplnéno a neni v ném dostatek volnych bunék, alokuje se nové vétsi pole, do kterého
se obsah puvodniho pole piekopiruje.

Pro jednoduchost se zaméfme jen na operaci APPEND, kterd pfidd jeden novy prvek na konec
pole. Tato operace je popsdna Algoritmem 1. Proménnd arr je alokované pole, proménna
allocated udava délku tohoto alokovaného pole a proménnd len pak pocet bunék, které jsou
skuteéné pouzity. (Predpoklada se, ze vzdy plati invariant allocated > len always holds) Pro
jednoduchost berme tyto tii proménné (arr, allocated, len) jako globédlni. Vsechny ostatni
proménné jsou lokdlni.

Algoritmus 1: Pridani prvku na konec vektoru

APPEND (x):
if allocated < len then
s := NEW-SI1ZE(allocated)
if s < len+1 then
L s:=len—+1

newarr := MALLOC (s)
CopY (newarr, arr, len)
FREE (arr)

arr = newarr

allocated :=s

arr(len] :=x
B len:=len+1

V proceduie APPEND je pouzito nékolik podprogramu:

e MALLOC(size) — alokuje pole o size prvcich (pro jednoduchost zde nefesme oSetteni
pripadu, kdy tato alokace selze),

e FREE(arr) — uvoliiuje pamét pouZitou pro pole arr,
e CoPY(dst, src, cnt) — kopiruje cnt prvki z pole src do pole dst

U téchto tii podprogramu pocitejte s tim, ze jejich casova slozitost je O(n), kde n je pocet
prvka daného pole, resp. pocet prvku, které je tieba prekopirovat (u podprogramu CoPY).
Funkce NEW-SIZE urcuje, jakd mé byt velikost nové alokovaného pole v zdvislosti na velikosti
dosud alokovaného pole.
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Uvazujme dvé mozné implementace funkce NEW-SIZE:

a)
b)

funkce NEW-S1ZE(m) vraci hodnotu m + 1,
funkce NEW-S1ZE(m) vraci hodnotu 2 * m.

Uvazujme nyni o algoritmu, ktery zacne s prazdnym polem a v cyklu do néj bude pomoci
procedury APPEND postupné piiddvat n prvki. (Reknéme napifklad pro jednoduchost, ze
na zacatku vypoctu maji proménné allocated a len hodnoty O a pole arr obsahuje 0 prvku.)
Jaka bude ¢asova slozitost daného algoritmu pro kazdou z vySe uvedenych variant funkce
NEW-SIZE?

(Predpokladejte, ze pokud nepocitame ¢as straveny v proceduie APPEND, tak doba zpracovani
kazdého jednotlivého pridavaného prvku je O(1).)

Resend:

a)

Piipad, kdy funkce NEW-SI1ZE(m) vraci hodnotu m + 1:

V tomto piipadé se bude nové pole alokovat celkem n krat. V celkové dobé vypoctu bude
dominovat ¢as, ktery se stravi témito alokacemi a kopirovanim ze staré kopie pole do nové.

Postupné se pii volani procedury CorPy bude kopirovat 1 prvek, 2 prvky, atd., az nakonec
n — 1 prvku. Celkovy pocet prvku, které se budou kopirovat, se da tedy spocitat jako
soucet aritmetické fady

1+2+4--4Mm—1)=0(n?.

Celkové ¢asova slozitost je v tomto pifpadé @(n?).

funkce NEW-S1ZE(m) vraci hodnotu 2 * m:

K alokaci nového pole a kopirovani obsahu starého pole bude dochazet pouze v téch
pifpadech, kdy pole obsahuje 1,2,4,8,... prvki, tj. ve chvilich, kdy je pocet prvka 2!
pro néjaké prirozené ¢islo 1.

Pokud neni aktudlni pocet prvku v poli mocninou dvojky, pii pridani nového prvku bude
v poli volné misto, takze se novy prvek rovnou zapiSe do pole arr a hodnota proménné len
se zveétsi o jedna. Celkova doba pfidani jednoho nového prvku je v téchto piipadech ©(1).
Celkovy cas, ktery se stravi zpracovanim téchto piipadu je tedy O(n).

Zbyva tedy urcit, kolik ¢asu se stravi alokaci a kopirovanim v pfipadech, kdy je aktudlni ve-
likost pole mocninou dvojky. Je ziejmé, ze tyto piipady nastanou pii postupném ptidavani
n prvku celkem k krat, kde k = [log, n]. Pocty prvku, které se v téchto piipadech kopiruji,
tvoii geometrickou posloupnost

20021 L 2k,

Pro jednoduchost predpokliddejme, ze n = 2*. Soucet této geometrické posloupnosti se
spocte néasledujicim zptsobem:

k—1
L
1424448+ +2"'=) V=" =2"—1=n—1=0(n
=0

Pokud neni n mocninou dvojky, bude tento soucet o néco vétsi, ale je ziejmé, Ze nebude
vétsi o vic nez m. I tomto piipadé se kopiruje maximalné 2n — 1 prvka a tedy pocet
kopirovanych prvku je vzdy ©(n).
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Celkovy cas, ktery se stravi vSemi ostatnimi operacemi je rovnéz ©@(n). Celkova casova
slozitost je tedy ©(n).

Priklad 2: Sekvence prvku muze byt v paméti pocitace reprezentovana pomoci ruznych
datovych struktur. Piiklady téchto datovych struktur jsou naptiklad:

a
b
¢

)
)
)
d)

pole

jednosmérny seznam, kde mame ukazatel na prvni prvek seznamu
jednosmérny seznam, kde mame ukazatele na prvni a posledni prvek seznamu
obousmérny seznam, kde mame ukazatele na prvni a posledni prvek seznamu

Pripomerite si, jak tyto datové struktury vypadaji a jak se s nimi pracuje.

Urcete co nejpresnéji ¢asovou slozitost nasledujicich operaci na téchto datovych strukturach
(pfedpokladejte, ze n udava celkovy pocet prvku v dané datové struktufe).

1.

AN o 8

8.

precteni hodnoty prvku na pozici i, kde 1 muze byt libovolné ¢&islo od 0 do n — 1
(predpokladejte, ze prvky jsou ¢islovédny od 0),

precteni hodnoty prvniho prvku (tj. prvku na pozici 0),

precteni hodnoty posledniho prvku (tj. prvku na pozici n — 1),

priddni prvku na zacatek (a posunuti vsech ostatnich prvku o jednu pozici déle),
pridani prvku na konec,

pridéni prvku pred dany prvek (a posunuti vSech ostatnich prvku za nim o jednu pozici
dale),

priddni prvku za dany prvek (a posunuti vSech ostatnich prvkiu za nim o jednu pozici
dale),

odstranéni zadaného prvku.

Pozndmka: V bodech 6., 7. a 8. predpokladejte, ze prvek, pred/za ktery se pridava, nebo
ktery se odstranuje, je uréen pomoci indexu v piipadé pole a pomoci ukazatele na tento
prvek v pripadé seznamu.

Pro jednoduchost u poli predpokladejte, ze zvétSeni pole o jeden prvek je mozné provést
v ¢ase O(1).

Reseni: Casové slozitost jednotlivych operaci je shrnuta v nésledujici tabulce (jednd se
o slozitost v nejhorsim piipadé) — sloupce odpovidaji jednotlivym datovym strukturdm a
radky jednotlivym operacim:

Operace  (a) (b) (c) (d)
1. (1) OMmn) BOMmn) O(n)
2. (1) o) 1) o(1)
3. (1) Oem) (1) o(1)
4. OMm) O() 1) o(1)
5. (1) Bem) () o(1)
6. On) OMm) Bmn) ©O(l)
7. Om) ©O() o(1) o(1)
8. On) OMn) BMn) O(1)
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Piiklad 3: Reknéme, ze mdme ddno n prvka, které jsou ulozeny v poli A, a chtéli bychom
postupné provést néjakou operaci se vSemi podmnozinami téchto n prvku.

Jednou moznosti, jak tyto podmnoziny generovat, je pouzit rekurzivni algoritmus. Prikladem
takového algoritmu je Algoritmus 2.

Predpoklada se zde, ze A a B jsou globalni pole a n je globalni proménnd obsahujici jako
hodnotu velikost obou téchto poli. Pole A obsahuje zadané prvky a jeho obsah se v prubéhu
vypoc¢tu neméni. Do pole B algoritmus prubézné zapisuje jednotlivé podmnoziny, pficemz
zpravovani kazdé podmnoziny je provedeno podprogramem PROCESS. Podprogram PROCESS
jako parametr dostane ¢islo £, které uddva pocet prvku v dané podmnoziné, pricemz hodnoty
téchto prvku jsou v dané chvili zapsédny v poli B jako prvky B[0], B[1], ..., Bll—1]. Proménné k
a ¢, které predstavuji parametry procedury SUBSETS, jsou v této procedufe lokéalni. Procedura
SUBSETS se na zac¢atku vold s nulovymi hodnotami obou argumentu, tj. SUBSETS(0, 0).

Algoritmus 2: Generovani podmnozin

SUBSETS (k, £):
if k > n then
L PROCESS (£)
return
SUBSETS (k + 1, )
B[{] := A[K]
SUBSETS (k+ 1, £+ 1)

Urcete co nejpresnéji ¢asovou a paméfovou slozitost tohoto algoritmu. (Predpokladejte, ze
¢asovd i pamétfovd slozitost podprogramu PROCESS je v O(m).)

Resend: Predstavme si strom zachycujici strukturu jednotlivych rekurzivnich volan{ procedury
SUBSETS. Jednd se o Uplny bindrnf strom vysky n. Listy odpovidaji tém voldnim, kde k =n a
kde se vold procedura PROCESS. Téchto listu je celkem 2™. Vrcholy stromu, které nejsou listy,
odpovidaji tém voldnim, kdy se procedura SUBSETS déle dvakrat rekurzivné vold. Celkovy
pocet vrcholu stromu se dé spocitat jako soucet nasledujici geometrické posloupnosti (muzeme
si predstavit, ze pocitame pocet vrcholu v kazdé jednotlivé ,vrstvé“ stromu):

n o+l

Zzi_ 5 :2n+1_]

i=0

Cas straveny v proceduie SUBSETS pii kazdém jednotlivém voldni této procedury je ©(1)
(pokud nepocitame cas, ktery se stravi v podprogramech, které jsou z ni voldny). Celkovy
cas, ktery se stravi v proceduie SUBSETS je tedy 2"t . ©(1) = ©(2M).

Pokud predpokladédme, Ze ¢as straveny v jednom volani procedury PROCESS je O(n), celkovy
¢as straveny provadénim procedury PROCESS je

om . O(TL) — O(zn . TL) — O(zn . zlogzn) _ O(2n+logzn) _ ZO(n)

Celkova doba vypoctu je pak souctem dob stravenych v procedurach SUBSETS a PROCESS.
Nejprve si viimnéme, ze celkovd doba vypoctu je v 20, (Cas stréaveny v proceduie SUBSETS
je v O(2M), takze je i v 290 a jak jsme vidéli, ¢as straveny v proceduie PROCESS je v 20(“).)
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Na druhou stranu, ¢as straveny v procedure SUBSETS je v ©(2™"), takze celkovd doba vypoctu
je uréité v Q(2") a tedy i v 22,
7 toho vidime, 7e ¢asové slozitost celého algoritmu je 20,

Co se tyka pamétové slozitosti, hloubka rekurzivnich voldni je n a mnozstvi paméti potifebné
pro ulozeni lokalnich proménnych procedury SUBSETS pii jednom volani je ©O(1). Celkové
je tedy mnozstvi paméti, kterd je potieba pro proceduru SUBSETS, v ©(n). Kdyz k tomu
pripocteme O(n) paméti pro proceduru PROCESS a ©(n) paméti pro globalni pole A a B,
dostavame celkovou pamétovou slozitost @(mn).

Piiklad 4: Uvazujme o nasledujicich dvou variantach Euklidova algoritmu pro vypocet
nejvétstho spoleéného délitele dvou ¢isel popsanych Algoritmy 3 a 4.

Urcete ¢asovou slozitost obou téchto algoritmu, pficemz jako velikost vstupu uvazujete celkovy
pocet bitu ¢isel a a b. (Pro jednoduchost predpoklddejte, ze doba provedeni kazdé jednotlivé
aritmetické operace je O(1).)

Algoritmus 3: Euklidiv algoritmus — neefektivni verze

EucLiD (a, b):
if b =0 then
return a
else if a > b then
‘ return EucLiD(b, a — b)
else
L return EucLiD(b — a, a)

Algoritmus 4: Eukliduv algoritmus — efektivnéjsi varianta

Eucuip (a, b):
while b # 0 do
c:=amodb

a:=D>b
b:=c
return a

Resend:

a) Algoritmus 3: S kazdym rekurzivnim volanim se jedno z ¢isel a, b zmensi aspon o 1. Nemuze
tedy nastat vice nez 2 - 2% = 2K1 rekurzivnich voldni. Kazdé voldni trv4 konstantni cas.
Na druhou stranu si lze snadno predstavit zaddni, pii kterém bude 2* iteraci skutecné
nutnych: a =1, b = 2%, Celkem tedy je slozitost algoritmu ©(2%).

b) Algoritmus 4:
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Pokud a > b, tak ¢islo (zbytek) ¢ = a mod b je vzdy méné nez polovinou hodnoty b.
Proto se v kazdé iteraci naseho algoritmu (moznd mimo prvni) jedno z ¢isel a,b zmens{
na méné nez polovinu, neboli z jeho bindrnitho zapisu ubude aspon jedna ¢islice. Pokud
na za¢atku mély a a b jen £ bitt, algoritmus musi skon¢it po méné nez 2{ iteracich. Kazda
tato iterace trva konstantni ¢as, takze celkem méme horni odhad O({), coz je mnohem
lepsi nez v predchozim pripadé.

Pro dolni odhad bychom méli najit dvojici ¢isel a,b, pro které trva béh algoritmu co
nejdéle. (Sice muzeme zjednodusené fici, Ze potiebujeme aspon precist £ bitu vstupu, ale
to neni plné dostacujici k rigoréznimu argumentu, nebot v zaddni zanedbdvame délku
zapisu vzhledem k aritmetickym operacim.) Neni to nyni zase tak jednoduché, ale po
par pokusech asi pfijdete na to, ze nejlepsi je volit dva po sobé jdouci ¢leny Fibonaciho
posloupnosti (ap = a; = 1, ans1 = an + an1). Napiiklad a = 13 a b = 8 d4 6 iteraci
cyklu. Celkem v tomto piipadé pocet iteraci vyjde ©O({), takze to je i nejhorsi slozitost
naseho algoritmu. (Vsimnéte si, ze ve Fibbonaciho posloupnosti plati pro vsechna n, ze
ans1 < 2ay, takze n-té Fibonaciho ¢islo mé uréité méné nez n bitt. Pokud bychom méli
n-bitové Fibonaciho ¢islo, provede se minimélné n iteraci cyklu.)

Priklad 5: Urcete co nejpiesnéji ¢asové slozitosti néasledujicich podprogramiu. Vysledky
vyjadiete v asymptotické notaci pomoci ©.

Poznamka: Jako velikost vstupu uvazujte hodnotu n. Muzete predpokladat, ze hodnoty vSech
proménnych jsou jiz nacteny v paméti.

a) Algoritmus 5 — podprogram PROC-A

Algoritmus 5:

Proc-A (A,b,n):
for i:=1 to n*xn do
for j:=1to ido
L | AL = ALIG] + blj)

Resend:  Vnéjsi cyklus se provede n2-krat. Pocet iteraci vnitiniho cyklu vsak zdvisi na
proménné i vnéjstho cyklu. Celkovy pocet pruchodu vnitinim cyklem je
2

1L
Zi:1+2—|—3—|—~--+(n2—1)+n2:(1—|—n2)n

2 4 2
2

_ M omd
: =5tz e
i=1
Casové slozitost tohoto podprogramu je tedy ©(n?).
b) Algoritmus 6 — podprogram PROC-B

Resend:

i 2 =013
i=1
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Algoritmus 6:

Proc-B (R,d, n):
x:=0
fori:=1tondo
ji=1ix1
while j > 0 do
if dfj] < Rl[j] then
L RG] :=x—1
x = d[j]

ji=j—1

Podrobnéjsi zduvodnéni:

¢) Algoritmus 7 — podprogram Proc-C

Algoritmus 7:

Proc-C (Q,n):
i:=1
while 1 <n do
L Q] := Qlil +1i

1=14+1

Resent: O(logn)

d) Algoritmus 8 — podprogram Proc-D

Algoritmus 8:

Proc-D (E,S,n):

i=1 j:=1

while i < n do
E[ilj] := E[il[j] mod S[i]
i:=14j
ji=j4+1
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Resent: Potiebujeme zjistit procet prichodu cyklem. Nutné to bude takové nejvétsi éislo k,
pro které plati 1+ 2+ --- + k < n. Protoze

1+2+---+k:(1+k)-]§w%kz

Z rovnosti %kz ~ n dostadvame, ze hodnota k je priblizné rovna v/2n, tj. ze pocet pruchodu
cyklem (a celkova slozitost) je ©(y/n).
Poznamka: Alternativné muzeme najit nejvétsi k takové, ze (1 + k) - % < n, jako jedno
z TeSeni kvadratické rovnice : :
“K+-k—n=0
2 2
Reseni této kvadratické rovnice vypada takto
1 12 1
—5 1/ (5) +4-5-n 1 1
p (2) AL R LR,

] =
2.5 2 4

Vzhledem k tomu, Ze hleddme maximélni hodnotu k, kterd je nezdporna a kterd je celym
¢islem, feSenim bude hodnota —17 + 4/ J—l + 2n zaokrouhlend na nejbliz$i mensi celé ¢islo,
tj. priblizné v/2n.

e) Algoritmus 9 — podprogram PrRocC-E

k =

Algoritmus 9:

Proc-E (A,B,n):

s:=1

while s <n do

i1:=0

while i < n do

L Ali] := A[B[il] * s

i:=1+s

si=s5%2

Resend: Pfi pruchodech vnéjsim cyklem nabyva proménné s postupné hodnot 1,2,4,8...
Pocet prichodu vnéjsim cyklem je tedy zhruba Ign (pozn.: lgn = log, n). Pii kazdém
pruchodu vnéj$im cyklem se vnitini cyklus provede zhruba n/s krat. Celkovy pocet prichodu
vnitfnim cyklem je tedy zhruba

Ign
n n n n n ;
e e L e D 1244484 zlgnzzzl:
1+2+4+8+ +n +2+44+8+---+ 2
zlgn-H_]
== =2.28" _1=2n—-1=0(n)

To ném déavé horni odhad ¢asové slozitosti O(n). Na druhou stranu, pfi prvnim prichodu
vnéj$im cyklem se vnitini cyklus provede n krat, coz nam déava spodni odhad. Casova
slozitost tohoto podprogramu je tedy ©(n).
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f) Algoritmus 10 — podprogram PrROC-F

Algoritmus 10:

ProcC-F (A, n):

s:=1

while s <n do
i1:=0
while i < n do

L Alil :=Alil +s
i:=1+4+s

s:=s+1

Reseni: Proménnd s nabyvé pii prichodech vnéjsim cyklem postupné hodnot 1,2,...,n,
pricemz podobné jako v predchozim piipadé se pii kazdém pruchodu vnéjsim cyklem
vnitini cyklus provede zhruba n/s krat. Celkova pocet pruchodu vnitinim cyklem (a cel-
kové slozitost podprogramu) je tedy

k=1
Pozndmka: Vyuzije se vztah pro sou¢et harmonické rady

O(logn) = O(nlogn)

Wlﬁ
(_\‘I

n
nn+1) ZE Inn+1.

Priiklad 6: Pripoménte si pro kazdy z néasledujicich problému, co je jeho vstupem a jaka je
otazka. Poté pro kazdy z téchto problému navrhnéte néjaky algoritmus, ktery ho fesi. Jaka
je vypocetni slozitost vami navrzenych algoritmu?

SAT
3-SAT

a)
b)
c¢) Problém nezdvislé mnoziny (IS)

d) Problém kliky (CLIQUE)

e) Problém vrcholového pokryti (VC)

f) Problém Hamiltonovského cyklu (HC)

) Problém Hamiltonovské kruznice (HK)

) Problém obchodniho cestujiciho (T'SP)

i) Problém obarveni (vrcholu) grafu k barvami
)

j) SUBSET-SUM



