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Paralelni algoritmy

Dosud jsme uvaZovali jen sekvenéni algoritmy:

@ jsou vykondvany jen jednim procesorem

@ mnozstvi ,prace” vykonané v jednom kroku je omezeno

Nyni se zaméFime na algoritmy, které pracuji paralelné:
@ jsou vykonadvany velkym poctem procesorl

@ tyto procesory pracuji v8echny soutasné — v jednom okamziku je tak
mozné provést mnoZstvi ,,prace” imérné poctu téchto procesorti

@ paralelni provedeni vypoltu tak mizZe byt vyrazné rychlejsi nez
sekven&ni

@ oproti sekvenénim algoritmim vyvstdvaji komplikace souvisejici se
vzdjemnou komunikaci a synchronizaci vice procesorii
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Paralelni algoritm

Razné druhy vypocetnich modelli pro paralelni a distribuované algoritmy je
mozZné velmi zhruba rozdé&lit podle nasledujicich kategorii:
@ Zpiisob vzdjemné komunikace:
o sdilend pamé&t — procesory sdili spole¢nou pamét, kam mohou
v8echny zapisovat a ze které mohou vechny &ist
o posilani zprav — procesory jsou propojeny né&jakym druhem
komunikaéni sit&, ptes kterou si mohou posilat zpravy

@ Vzijemna synchronizace:

o synchronni — v8echny procesory jsou Fizeny spole¢nym
~hodinovym signdlem*, instrukce jsou vykondvany na viech
procesorech vzdy vSechny najednou prfesné ve stejny okamZik

o asynchronni — 73dna synchronizace neexistuje, procesory
mohou pracovat rzné rychle, pofadi provedeni operaci
provedenych na riiznych procesorech neni predvidatelné
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PRAM

Zde se zamé&fime na vypocletni model, ktery se nazyva parallel random
access machine (PRAM):

@ Jedna se o variantu strojii RAM, kde v8ak mame k dispozici
neomezeny pocet paralelné béZicich procesord.

Kazdy z téchto procesorl vypada velmi podobné jako b&Zny sekvenéni
stroj RAM, jaky jsme si popsali dfive.

Tyto procesory sdili spoleénou globalni pamét.

@ Kromé& toho m3 kaZdy procesor svou vlastni soukromou pamét.

@ Procesory pracuji synchronné.

@ Procesory sdili spole¢ny kéd programu.

o Kazdy procesor ma vlastni Fidici jednotku — rlizné procesory tedy

mohou ve stejny okamzik vykonavat riizné instrukce programu.
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local local local
mem mem mem
proc, proc; proc,

local local
mem mem
proc,_, proc,_;

global memory
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PRAM

@ LokdlIni i globdlni pamé&t jsou tvoreny buiikami, které jsou adresovany
pFirozenymi &isly a obsahuji jako své hodnoty celd &isla.

@ Vétsina instrukci stroje PRAM je stejnych jako u standardniho stroje
RAM (p¥ifazeni, aritmetické operace, podmin&né a nepodmin&né
skoky) — tyto instrukce pracuji s lokalni pamé&ti procesoru

@ Kromé instrukci load a store pro praci s lokalni paméti:
Ri = [R;] [Ri] = R;
md PRAM i instrukce load a store pro pfistup ke globalni paméti:

Ri := [Rjlglob [Rilgiob = R;
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PRAM

@ PRAM nema instrukce pro vstup a vystup:

o predpoklada se, Ze vstupni data jsou na zadatku uloZena na
néjakém stanoveném misté v globdIni paméti

e podobné se predpokladd, Ze vystup bude na konci vypoctu
zapsan na né&jaké stanoveném misté v globalni paméti

@ procesory jsou indexovany — kazdy ma p¥idéleno ID (0, 1, 2, ...):
o kazdy procesor zna své ID a mize ho pouzivat p¥i vypoctech
(nap¥. p¥i indexovéani bun&k globalni sdilené paméti)
e pro jednoduchost mizeme nap¥. predpoklddat, Ze na zadatku
vypoctu ma kazdy procesor ulozeno své ID v bufice na adrese 0
ve své lokalni paméti
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PRAM

o K dispozici je neomezeny potet procesorii. V kazdém okamziku vsak
bézi jen koneény pocet z nich.

@ Vétsinou se pfi popisu algoritmi predpokladd, Ze na zadatku je
automaticky spusténo p(n) procesorti (s ID 0, 1, ..., p(n) — 1),
kde n je velikost vstupu a p(n) je n&aka konkrétni funkce p¥itazujici
velikosti vstupu polet procesor(i, které budou pouZity pro vypocet.

Pocet pouzitych procesor(i tak roste v zavislosti na velikosti vstupu.

o NE&kdy se miize uvaZovat také varianta stroje PRAM, kterd ma
specialni instrukci FORK, kterd umoziiuje aktivovat né&jaky dosud
nepouzity procesor a spustit na ném provadéni kédu od néjaké
specifikované adresy.

V této varianté se typicky ptedpoklada, Ze pfi spusténi programu se
zane provadét tento program nejprve pouze na procesoru 0.
Vechny ostatni procesory jsou na zaéatku neaktivni a jsou postupné
spoustény dynamicky bé&hem vykondvani programu.
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PRAM

Jak bylo uvedeno, u stroji PRAM se predpokladd, Ze pracuji synchronné.

@ Jedna jednoduchd p¥edstava je, Ze v jednom kroku vzdy viechny
béZici procesory najednou vykonaji kazdy jednu instrukci.

Ve skuteénosti vétSinou pFi popisu paralelnich algoritmi pro PRAM nenf
nutné ptedpokladat, Ze jsou procesory synchronizovany aZz na drovefi
jednotlivych elementérnich instrukci.

Vhodnéjsi je predstava, Ze vypoclet vypada tak, Ze se neustdle dokola
st¥idaji ndsledujici t¥i faze vypottu:
o Cteni z globalni paméti — vSechny procesory najednou &tou
z globdlni paméti (kaZzdy z nich &te nejvyde jednu buiiku)
o vypocet v lokalni paméti — kazdy procesor provadi vypocet, pFi
kterém nepFistupuje ke globalni paméti, a kdy provede O(1) kroki
o zapis do globalni paméti — v8echny procesory najednou zapisuji do
globalni paméti (kaZzdy z nich zapisuje nanejvy$ do jedné buiiky)
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Varianty stroji PRAM

Rozlisuji se t¥i zdkladni varianty stroji PRAM:

o EREW — Exclusive-Read Exclusive-Write:

Je zakazano, aby v jednom okamZiku pfistupovalo vice procesorii
k jedné burice.

Pokud se najednou dva nebo vice procesorii pokusi &ist obsah jedné
a té samé buriky nebo zapsat do stejné buriky, je to povaZovano za
chybu — vypocet programu kon&i chybou.

CREW — Concurrent-Read Exclusive-Write:

Z jedné buriky miiZze najednou &ist libovolny potet procesor(.
Zapisovat do jedné buriky v8ak mize v jednom okamziku vzdy jen
jeden procesor.

CRCW — Concurrent-Read Concurrent-Write:

P¥i ¢teni i zapisu miZe k jedné burice najednou pfistupovat libovolny
pocet procesorf(i.
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Varianty stroji PRAM

Varianta CRCW (Concurrent-Read Concurrent-Write) se ddle d&li na
nasledujici t¥i podvarianty:

o COMMON — pokud do jedné buriky zapisuje najednou vice
procesorli, musi vSechny zapisovat tutéZ hodnotu.
Pokud tomu tak neni, je to povaZovano za chybu.

o ARBITRARY — pokud do jedné buriky zapisuje najednou vice
procesorli, je nedeterministicky vybran jeden z nich a jim zapisovana
hodnota je do buriky skute¢né zapsana.

Hodnoty zapisované ostatnimi procesory jsou ignorovany.

Nelze nic pfedpokladat o tom, ktery z procesor(i bude vybran.

o PRIORITY — pokud do jedné buriky zapisuje najednou vice

Y4

je do dané buriky skuteéné zapsana.

Tj. p¥i zapisu maji procesory s nizsim ID vy$&i prioritu.
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PRAM

Stroje PRAM jsou idealizovanym modelem paralelniho potitade se sdilenou
paméti:

o V realité je typicky pocet dostupnych procesori vétSinou fixni
a mnohem mensi nez velikost instanci, pro které chceme problém FeSit.

@ V realité neexistuje implementace sdilené paméti, u které by se dala
zarudit konstantou omezena doba pFistupu nezavisejici na tom, jak
velky polet procesorli bude k paméti najednou pFistupovat.

@ Stroje PRAM slouZi jako vhodny model pro prvotni, na konkrétnim
hardware co nejvice nezavisly, ndvrh paralelnich algoritmi, kdy
zpoc&atku ignorujeme rezii vzajemné komunikace mezi procesory
a technické detaily s tim spojené.

@ P¥i navrhovani algoritmid pro PRAM jde hlavné o to, prozkoumat, jak
dalece je mozné YeSeni daného problému paralelizovat za idedlnich
podminek.
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PRAM

@ Algoritmy pro PRAM tak mohou slouZit jako vychozi bod pro navrh
paralelnich algoritmi, které budou uréeny pro vice realisticky
a konkrétnéji popsany hardware, které budou detailng&ji ¥esit otazky
souvisejici s distribuci prace na jednotlivé procesory a vzdjemnou
komunikaci mezi témito procesory.
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PRAM

@ P¥i ndvrhu paralelnich algoritm( pro PRAM se obvykle popisuji tyto
algoritmy pomoci pseudokdédu nebo slovnim popisem.

Témé¥ nikdy se nepopisuji aZ na uroven jednotlivych elementarnich
instrukci.

Konkrétni detaily instrukci a &innosti uvazovaného stroje PRAM tak
vétsinou nejsou pfilis dileZité.
Vyznamné jsou vSak rozdily mezi vy$e popsanymi variantami EREW,

CREW, CRCW a podvariantami COMMON, ARBITRARY
a PRIORITY, které je t¥eba p¥i ndvrhu algoritmi brat v dvahu.
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Vypocetni sloZitost paralelnich algoritmi

U paralelnich algoritm( zamys$lenych pro b&h na stroji PRAM se z hlediska
jejich vypoletni sloZitosti zkoumaji dva parametry:

o Doba vypoctu — celkovy pocet krokd, pfi¢emz se predpoklada, Ze
v8echny procesory provadéji krok najednou
(U stroji PRAM se prakticky vZdy uvaZuje jednotkova mira, kdy se
poditd jen polet provedenych operaci, ne to, kolik bitl maji operandy
zpracovdvané pti téchto operacich.)

@ Pocet procesorti — celkovy polet procesort, ktery je k dosazeni
dané doby vypoltu potteba

Doba vypottu (tj. casova sloZitost) i po&et procesorti se pro dany
algoritmus vyjad¥uji jako funkce t(n) a p(n), vyjadtujici zavislost doby
vypocltu a poctu procesord na velikosti vstupu n.

Typicky se také nevyjadfuji pfesné, ale jako asymptotické odhady.
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Efektivni paralelni algoritmy

Za efektivni paralelni algoritmy jsou povaZovany ty, kde:

o Casova slozitost t(n) je polylogaritmicka, tj. O(Iogk n,
kde k je konstanta.

(Poznamka: Iogk n je zkraceny zépis pro (log n)k.)

e Potet procesori p(n) je polynomialni.

Problémy, pro které existuje takovy efektivni paralelni algoritmus, jsou
povazovéany za dobfe paralelizovatelné.

Definice

T¥idu NC (Nick's class) tvo¥i pravé ty rozhodovaci problémy, pro které
existuje paralelni algoritmus s polylogaritmickou ¢asovou sloZitosti pfi
pouZiti polynomidlniho poétu procesord.
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Soudet posloupnosti Cisel

Ptiklad: UvaZzujme nésledujici problém:

Vstup: Posloupnost &isel ag, a1, ..., a5-1.

Vystup: Souet s = ag + a; + +=* + a,_1.

Poznamka: Pro jednoduchost predpokladejme, Ze ag, a1, ..., a,-1 jsou
»mald" &isla, takZe soucet jakychkoli dvou téchto ¢isel je mozné provést
v &ase O(1), a kazdé z t&chto &isel miZe byt uloZeno v jedné buiice
paméti.

Pt¥edpokladejme, Ze na zacatku jsou hodnoty ag, ay, ..., a,—1 zapsany
v globdlni sdilené paméti v prvcich pole A
(tj. v prvcich A[0], A[1],..., A[n—1]).

Po skonéeni vypoltu bude vysledek zapsan v globalni proménné s
(ktera se nachazi v globdlni paméti).
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Soudet posloupnosti Cisel

Vypolet paralelniho algoritmu si miZeme predstavit ve formé& vyvazeného
bindrniho stromu, jehoZ listy odpovidaji prvkiim pole A.
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Soudet posloupnosti Cisel

Tento postup je moZné implementovat napftiklad takto
(pFedpoklddejme pro jednoduchost, Ze n je mocnina dvojky):
@ k:=1;, m:=n/2
e while (k < n):
o procesory s ID 7, kde 0 = j < m, provedou:
A[i-2k] := Ali-2k]+ A[i -2k + k]
o k :=2k; m:= m/2

Je zfejmé, Ze cyklus while prob&hne log, n krét.

Celkem bylo pouZito n/2 procesor.

Casovs sloitost tohoto algoritmu je O(log n) p¥i pouZiti O(n) procesort.
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Soudet posloupnosti Cisel

Rekn&me, Ze bychom neméli k dispozici n/2 procesorii, ale pouze
p procesortl, kde p by bylo mnohem mensi nez n.

Paralelni algoritmus pouZivajici p procesorti, by mohl pracovat takto:

@ Rozdélit pole A na p tseki, z nichZ kazdy ma délku [n/p]
nebo | n/p].

o Kazdy dsek bude p¥idélen jednomu z p procesord.
KaZdy procesor spotitd soucet &isel ve svém dseku.

@ Soutty settené jednotlivymi procesory se seftou dfive popsanym
algoritmem, kterému bude sta&it p/2 procesord.

Casovs sloitost tohoto algoritmu je O(n/p + log p) p¥i
pouZiti p procesorii, kde p < n/2.
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Brentova véta

Nasledujici véta plati pro rlizné druhy paralelnich algoritm{ a netykd se jen
stroji PRAM.

Véta (Brent)

Rekn&me, 7e mame paralelni algoritmus, ktery vykona celkem m operaci,
a kde doba jeho provadéni pfi neomezeném poctu procesorl by

byla t krokd.

Pokud bude k dispozici pouze p procesorl, je mozné implementovat tento
algoritmus tak, aby pro pocet kroki ¢ platilo

I m-—t
t <t+
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Brentova véta

Dikaz: Rekn&me, Ze pro potty operaci, které mohou byt provedeny

paralelné ve krocich i =1,2,... ¢, jsou my, mo, ..., m;.
Plati tedy

t

Z m;=m

i=1

V kazdém kroku i je mozné provedeni m; operaci rovhomérné rozdélit mezi
p procesorii:

@ Provedeni v8ech operaci i-tého kroku tedy bude na p procesorech
trvat [m;/p] kroka.
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Brentova véta

Pro celkovou dobu simulace tedy bude platit:

Poznamka: Pfipomerime, Ze pro libovolnd pfirozena &isla a a b plati

HE
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Optimalni paralelni algoritmy

Efektivni paralelni algoritmus je povaZovan za optimalni, jestlize celkovy
polet provedenych operaci je (asymptoticky) stejny, jako je ¢asova
sloZitost nejlepsiho zndmého sekvenéniho algoritmu, ktery ¥esi dany
problém.

P¥iklad: D¥ive popsany algoritmus pro pocitani sou¢tu posloupnosti &isel
provede celkem O(n) operaci.
Je zjevné, Ze jakykoli sekven¢ni algoritmus musi provést Q(n) operaci.

Tento paralelni algoritmus je tedy v tomto smyslu optimalni.
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Hledani minima v ¢ase O(1)

Vidéli jsme paralelni algoritmus pro spo&itani souétu sekvence &isel
pracujici na stroji PRAM typu EREW:

o Casova slozitost tohoto algoritmu byla O(n/p + log p) p¥i
pouZiti p procesoril, kde p < n/2.

e P¥i pouZiti n [ log, n procesori bude tedy jeho &asova
sloZitost O(log n).

UvaZujme nasledujici problém:

Hleddni minima z dané posloupnosti

Vstup: Posloupnost &isel ag, a1, ...,ap_1.

Vystup: Minimum z této posloupnosti, tj. hodnota
min{ag, a1,...,an_1}-
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Hledani minima v ¢ase O(1)

Paralelni algoritmus pro stroj PRAM typu EREW pro hledani minima bude
pracovat velmi podobné jako algoritmus pro pod&itani sou¢tu a bude mit
stejnou vypocetni sloZitost.

Na stroji PRAM typu CRCW ve varianté COMMON je moZné najit
minimum ze sekvence prvki v ¢ase O(1), pficemZ poket pouZitych
procesorli bude polynomidlni:

o Prtedpokladejme, Ze prvky ag, a1, ..., an—1 jsou uloZeny
v poli A (velikosti n).

@ Algoritmus bude pouZivat pomocné pole C rovnéz velikosti n, jehoz
prvky budou booleovské hodnoty (typu Bool = {0,1}).

@ Pole C bude inicializovano hodnotami 0
— na tuto inicializaci staéi n procesori.
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Hledani minima v ¢ase O(1)

o KaZdé dvojici ¢isel / a j, kde 0 </ < j < n, bude pfifazen jeden
procesor.

Celkovy poet procesorii bude tedy O(n?).

@ VZechny tyto procesory provedou paraleln& nasledujici:

Procesor ptifazeny dvojici (i,j) (kde 0 </ < j < n):

if A[i]> A[/] then
| c[i] =1
else

L Clj]:=1

o Je zjevné, ze prvek C[/] bude mit hodnotu 1 pravé tehdy, kdyz:
o existuje n&jaky prvek j, pro ktery plati A[/] > A[j], nebo
o existuje n&jaky prvek j, pro ktery plati A[i]=A[j]laj<i.
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Hledani minima v ¢ase O(1)

@ Po provedeni vySe uvedenych instrukci zbude jediny prvek i/,
pro ktery bude platit C[/] = 0.
Tento prvek bude spliiovat nasledujici pro v8echny j, kde j # i:
o Ali]l =< A[J]
o pokud A[i] = A[j], tak i <

@ n procesor(i pak pro i =0,1,...,n— 1 paralelné otestuje,
zda plati C[i] = 0.
Jediny procesor, pro ktery bude tato podminka splnéna,
uloZi hodnotu A[/] jako hodnotu vystupu algoritmu.
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Hledani minima v ¢ase O(1)

Na stroji PRAM typu CRCW COMMON je mozné s O(n2) procesory najit
minimum v &ase O(1).

Poznamka: Tento algoritmus oviem neni optimalni, protoZe celkové
mnoZstvi provedenych operaci je @(nz), zatimco p¥imocary sekven¢ni
algoritmus, ktery sekvenéné projde prvky pole, najde minimum

v &ase O(n).

Podobnym zplisobem je mozné v konstantnim &ase s polynomialnim
pottem procesorl (napt. (’)(nz) nebo O(n)) na stroji PRAM CRCW
COMMON ¥egit i n&které daldi dlohy, nap¥.:
@ nalezeni maxima v poli
e provedeni operace and (A) mezi v8emi prvky pole tvofeného
booleovskymi hodnotami
@ provedeni operace or (V) mezi viemi prvky pole tvofeného
booleovskymi hodnotami
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Navrh paralelnich algoritmi

UkdZzeme si nékteré techniky Casto pouZivané p¥i ndvrhu efektivnich
paralelnich algoritm:

@ zdvojovani

@ spoditani vysledku né&jaké asociativni binarni operace pro viechny
prefixy daného pole
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Reknéme, Ze mdme dén jeden nebo vice stromii, které jsou reprezentovany
nasledujicim zptsobem:

@ Vrcholy jsou oznaleny indexy (nap¥. 1,2,...,n).
Tyto indexy nejsou v Zddném vztahu ke struktufe jednotlivych stromi
ani k tomu, ktery vrchol patfi do kterého stromu
— poradi jednotlivych vrcholil dané jejich indexy je zcela libovolné.

@ Pole parent reprezentuje indexy rodi¢l jednotlivych vrcholi:

o Pro kazdy vrchol i hodnota parent[i] uddva index jeho rodi&e.

o Pokud je vrchol i kofenem daného stromu, bude pro néj
platit parent[i] = i.

Rekn&me, Ze pro kazdy vrchol i chceme spotitat n&jakou informaci,
pro kterou je tfeba projit od vrcholu i ke kofeni daného stromu, nap¥.:

@ vzdalenost od i ke kofeni daného stromu
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Algoritmus bude pracovat takto:

@ Inicializace:

Pro kaZzdy vrchol i se paralelné provede:

P[i] := parent[i]
if P[i]+ithen dist[i] := 1 else dist[i] := 0

o Hlavni cyklus:

[log, n] krat se zopakuje nasledujici — paraleln& pro kazdy vrchol i

if P[P[i]] # P[i] then

L dist[i] := dist[i]+ dist[ P[]
P[i] := P[P[i]]

Poznamka: Predpokldda se PRAM typu CREW.
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Zdvojovani
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Zdvojovani
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Zdvojovani

Je zjevné, Ze pfi pouZiti n procesor(i provede vyse uvedeny
algoritmus O(log n) krokd.
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soultl prefixi posloupnosti

Souéty prefixi

Vstup: Posloupnost &isel ag, a1, ...,a,-1-
Vystup: Soulty i-1
S = Z aj
j=0
pro v8echna i =1,2,... n.

Jednoduché ¥eSeni pracujici s O(n2) procesory v &ase O(log n):

o Na poditdni kazdé z hodnot s; vy&lenit samostatnych / procesorii
a pouzit pro né dfive popsany algoritmus pro pocitani souétu sekvence
Cisel.

Tento algoritmus ov8em neni optimalni.
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soultl prefixi posloupnosti

Popi%eme si zplsob, jak si pro dosaZeni €asu O(log n) vystalit
s O(n) procesory, resp. jak p¥i pouZiti p procesori, kde p < n/2,
dosdhnout &asové slozitosti O(n/p + log p)

Algoritmus bude pracovat na stroji PRAM typu EREW.

Pro jednoduchost budeme predpoklddat nasledujici:

@ n je mocnina dvojky, tj. n = 2" pro n&jaké m € N

Tento algoritmus, podobné& jako mnoho jinych efektivnich paralelnich
algoritmi, pouZziva jako datovou strukturu vyvazeny binarni strom:

@ Hodnoty ag, a1, ..., a,—1 budou na za&itku uloZeny v listech tohoto
stromu.
@ Hodnoty souétll s, s, .- .,S,—1 budou po skon&eni vypoltu také

uloZeny v listech tohoto stromu. (A hodnota s, v kofeni.)
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UloZeni vyvazeného bindrniho stromu v paméti

Vrcholy vyvazeného binarniho stromu mohou byt uloZeny v poli
ndsledujicim zpisobem:

’1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12‘13‘14‘15‘

@ Koften je uloZen v prvku s indexem 1.

@ Potomci vrcholu s indexem i jsou uloZeni v prvcich
s indexy 2/ a 2/ + 1.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 5. prosince 2023



UloZeni vyvazeného bindrniho stromu v paméti

Poznamky:

o MiiZzeme si predstavit, Ze strom je rozdélen na ,vrstvy" podle
vzdalenosti od kofene — vrstva k je tvorena vrcholy, které maji
vzdalenost od kotene k.

° V{Choly z vrstvy k se nachdzeji v poli v prvcich s indexy 2k az
2 1.

@ Indexy prvkil pole v sob& obsahuji informaci o cesté od kofene stromu
k danému vrcholu i — v bindrnim zapise &isla i (bez

N

nejvyznamnéjsiho bitu s hodnotou 1) jednotlivé bity reprezentuji:

o 0 — pokradovat do levého potomka

e 1 — pokradovat do pravého potomka
@ Pro vrchol i (kde i > 1) se index jeho rodite spotita jako | i/2].
@ Strom, ktery ma n listd, ma celkem 2n — 1 vrcholi.
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soultl prefixi posloupnosti

Algoritmus bude pouzivat dv& pole, jejichZ prvky pfislusi jednotlivym
vrcholiim vyvazeného bindrniho stromu:

@ pole A — v listech stromu jsou v poli A na za¢atku uloZeny hodnoty
prvkl ag, a1, ...,anp_1

V ostatnich vrcholech i bude po provedeni vypo&tu v A[/] uloZen
souet hodnot ze v3ech listd podstromu, jehoZ kofenem je vrchol i.

@ pole B — v prvcich B[i] bude po skon&eni vypo&tu uloZen pro kazdy
vrchol i soucet v3ech hodnot a; nachdzejicich se v celkovém stromu
v listech nalevo od podstromu, jehoZ kofenem je vrchol /.
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Poditani soulti prefixi posloupnosti

P¥edpoklddejme, %e n = 2™. Algoritmus pracuje ve dvou fazich:
@ V prvni fazi jsou spocitany hodnoty prvki pole A.
Pro kazdou z vrstev k = m—1,m—2,...,0 se postupné provede
nasledujici:

k+1

Pro vrcholy i s indexy 2K az 2" _ 1 se paraleln& provede:

Ali] := A[2%i]+A[2%i+1]

@ V druhé fazi jsou spoditany hodnoty prvki pole B.
Inicializuje se B[1] := 0.
Pro kaZdou z vrstev k = 0,1,..., m — 1 se postupné provede
nasledujici:

Pro vrcholy i s indexy 2K a7 oM 1 se paraleln& provede:

B[2*i] := B[i]
B[2%i+1] 1= B[i]+A[2 *i]
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soultl prefixi posloupnosti

I:I - pole A
I:I - pole B
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soultl prefixi posloupnosti

I:I - pole A
I:I - pole B
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soultl prefixi posloupnosti

I:I - pole A
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soultl prefixi posloupnosti

|

I:I - pole A
I:I - pole B
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soultl prefixi posloupnosti

0|

I:I - pole A
I:I - pole B
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soultl prefixi posloupnosti

I:I - pole A

n I:I-poIeB
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soultl prefixi posloupnosti

I:I - pole A

n I:I-poIeB

S
)
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soultl prefixi posloupnosti

I:I - pole A

n I:I-poIeB

S
)
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soultl prefixi posloupnosti

I:I - pole A

n I:I-poIeB

S
)
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soultl prefixi posloupnosti
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soultl prefixi posloupnosti

I:I - pole A

n I:I-poIeB

(o)}
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soultl prefixi posloupnosti

Soutty viech prefixii posloupnosti je mozné spotitat s O(n) procesory
v &ase O(logn).

Lehce se ové&Fi, Ze celkové mnoZstvi provedenych operaci je ©(n).
Algoritmus je tedy optimalni.

Podobné jako u pt¥edchoziho algoritmu, ktery poéital soulet pro celou
posloupnost, ale ne pro jednotlivé prefixy, je moZné vySe uvedeny
algoritmus snadno upravit do podoby, kdy p¥i p¥i pouZiti p procesori,
kde p < n/2, bude &asova slozitost O(n/p + log p).

P¥i pouziti Q(n [ log n) procesorii bude &asova sloZitost tohoto upraveného
algoritmu O(log n).
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soultl prefixi posloupnosti

Poznamka: U vyse popsaného algoritmu nebylo pfFili§ podstatné,
Ze se jednalo zrovna o poditdni souctu.

Stejny postup je mozné pouzit pro libovolnou asociativni binarni

operaci o pro spod&itani v8ech hodnot s; proi =1,2,...,n, kde
Si = dp©ayo - 0aj
Naptiklad:
@ spoditani maxim a minim z posloupnosti ag, ay, ..., a;_1

@ spoditani hodnot
aVaVv -« Va_
za predpokladu, Ze hodnoty ag, a1, ..., a,_1 jsou z mnoZiny
Bool = {0,1}
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soultl prefixi posloupnosti

Pocitani soutth prefixi je moZné pouZit i pro jiné &ely:

o Rekn&me, e mame prvky ag, a1, - ..,a,—1 uloZeny v poli A
a v poli C mame pro kazdy prvek A[/] ulozenu hodnotu C[/]
z mnoziny {0, 1}.
Chtéli bychom vykopirovat do pomocného pole D pravé ty
prvky A[7], pro které plati

Cli]=1

(Tj. cht&li bychom, aby prvnich k prvkii pole D obsahovalo pravé ty
prvky A[i], kde C[i] =1, kde k je celkovy potet t&chto prvki.)
Index j v poli D, kam se ma nakopirovat prvek A[/], pro ktery
plati C[i] = 1, se da spotitat jako soulet

Jj = C[0]+ C[1]+ -~ + C[i—-1]
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Soucet velkych &isel

UvaZujeme ndsledujici problém:

Soulet dvou velkych &isel

Vstup: P¥irozena Cisla a a b reprezentovana binarné.

Vystup: Jejich soucet a + b reprezentovany binarné.

Rekn&me, Ze:
o &isla a a b jsou reprezentovand kaZzdé n bity
@ bity &isla a jsou uloZeny v poli A
(tj. A[i], kde 0 < i < n, reprezentuje i-ty bit &isla a)
@ bity &isla b jsou uloZeny v poli B
(tj. BLi], kde 0 < i < n, reprezentuje i-ty bit &isla b)
@ bity sou¢tu a + b budou po skon&eni vypo&tu uloZeny v poli S

(tj. S[i], kde 0 < i < n, bude po skon&eni vypottu obsahovat hodnotu
i-tého bitu souttu a + b)
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Soucet velkych ¢isel

Ozna&me zédpisem carry[i] hodnotu pFenosu v i-tém bitu, tj. pokud
bychom séitali &isla tvofend bity

Ali —1]A[i —2] -+ A[O] B[i—-1]B[i-2]--- B[0]
hodnota carry[i] by odpovidala bitu i tohoto sou&tu.
P¥edpokladame, %e carry[0] = 0.

Hodnoty S[i] pro i =0,1,...,n—1 je mozné spoditat nasledovné:
S[i] := A[i] @ B[i] & carry[i]

(Symbol & zde reprezentuje operaci xor, resp. s¢itdni modulo 2,
co? je totéz.)

Hodnota bitu S[n] je stejnd jako hodnota carry[n].
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Soucet velkych ¢isel

Pokud bychom tedy znali hodnoty carry[i] pro viechna i, hodnoty
bitd S[0], S[1], ..., S[n] by pak uz bylo moZné spotitat s n procesory
v konstantnim case.

Hodnotu carry[i + 1] je moZné spotitat z hodnot A[/], B[i] a carry[i]
ndsledovné:

carry[i + 1] := (A[li] A B[i]) v ((A[i]vVv B[i]) A carry[i])

Mohou nastat tfi situace:
e Bity A[/] i B[i] maji oba hodnotu 1:
pak carry[i + 1] = 1 bez ohledu na hodnotu carry[i]
e Bity A[i] i B[i] maji oba hodnotu 0:
pak carry[i + 1] = 0 bez ohledu na hodnotu carry[i]

@ Jeden z bitd A[/] a B[i] m3 hodnotu 1 a jeden hodnotu 0:
pak carry[i + 1] = carry[i]
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Soucet velkych ¢isel

Obecné& miZeme pro libovolné j a j, kde 0 </ < j < n, ,efekt"” Useku bitd
i,i—1,...,j—1, daného hodnotami

Alil, Ali+1] ..., A[j - 1] B[i], B[i+1] ..., B[j—-1]
reprezentovat hodnotou z t¥iprvkové mnoZiny {G, R, P}, kde:

e G — carry[ j] bude vZdy 1 bez ohledu na hodnotu carry[i]

@ R — carry[ j] bude vZdy 0 bez ohledu na hodnotu carry[ ]

e P — carry[ j] = carry[i]
Ozna&me hodnotu tohoto efektu pro dané i a j zapisem e(i, ).
Hodnotu e(i, i + 1) snadno spotitdme z hodnot A[i] a B[i].

Pro i,j,k, kde 0 </ < j < k < n, je mozné hodnotu e(/, k) spotitat
z hodnot e(/,/) a e(J, k) pomoci vhodn& nadefinované bindrni asociativni
operace o na mno%iné {G, R, P}.
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Soucet velkych &isel

Hodnoty carry[i] pro i = 1,2,...,n je mozné snadno spoditat z hodnot
e(0,1) a carry[0].

@ Pro spotitdni viech hodnot e(0, /) je moZné pouZit stejny algoritmus,
jako byl pouZit pro poditani souétl prefix(i pole.
Misto operace + na &islech bude pouZita operace o na mnoziné
{c,R,P}.

Soulet dvou n-bitovych &isel je mozné spoditat na stroji RAM typu EREW
s p procesory v &ase O(logn + n/p).

Tj. pokud budeme mit k dispozici p procesorii, kde p € Q(n [ log n), bude
doba vypottu O(log n).

Celkové mnozstvi provedenych operaci je ©(n).
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Soucet velkych &isel

Soulet dvou n-bitovych &isel je moZné spoditat na stroji RAM typu CRCW
COMMON s O(n®) procesory v ase O(1).

Myslenka dikazu: Hodnotu carry[i] pro i = 1,2,..., n je mozné vyjad¥it
ndsledovné:

i-1

carmy[ V( ALTABLD A\ (ALKTv BIKD))

k=j+1

Operace and (A) a or (V) pfes m operandil je mozné na stroji PRAM
typu CRCW COMMON pocitat s m procesory v konstantnim &ase.

Poznamka: Existuji zplisoby, jak potet procesori O(n) vyrazn& sni¥it.
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Vypocet kone¢ného automatu

P¥edpokladejme, Ze mame dan né&jaky fixni deterministicky kone¢ny
automat A = (Q, X, 4, qo, F), tj. tento automat neni u nasledujiciho
problému povaZovan za soudast vstupu.

Vypolet kone¢ného automatu

Vstup: Slovo w € £* délky n, tj. w = ajar-+-a,.

Vystup: Posloupnost stavil qg, g1, - - ., g, z mnoZiny Q, kde stav g;
proi=0,1,...,n je stav, ve kterém bude dany
deterministicky kone&ny automat A po p¥ecteni prefixu
didp-e--d;.

Myslenka diikazu: Pro podslova a;a;;1+-+a;, kde 1 </ < j < n, miizeme
poditat funkce typu @ — @, které kazdému stavu g € Q p¥ifazuji stav q',
do kterého by se automat A dostal ze stavu g prettenim podslova
djdjy1°°°4d;.
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Vypocet kone¢ného automatu

Skladani funkci je asociativni operace.
Pro kazdé i = 0,1,..., n se tak spotitd funkce pfifazujici stavim g € Q

stavy, do kterych by se automat A dostal pfectenim prefixu ajar-+-a;.

Opét je mozné pouZit algoritmus pro pocitani asociativnich operaci na
prefixech pole.
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Nasobeni matic

Nasobeni matic

Vstup: Ctvercové matice A a B velikosti n X n.
Vystup: Matice C = A- B.

Pro prvky C[i][j] matice C (kde i,j € {0,1,...,n—1}) plati

n—1

CliIL] = ) ALLK]- BIKIL/]

k=0

Na stroji PRAM typu CREW tedy postaduje C’)(n3) procesorii pro
spotitdni vysledné matice v ¢ase O(log n).
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Nasobeni matic

Reknéme, Ze A je &tvercova matice velikosti n X n.

M{iZeme uvaZovat mocniny matice A:

A% =

Al =

A= A-A
A=A A A
A=A A AA

Tj. A®=1a A" = A. A’ kde | je jednotkova matice.
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Nasobeni matic

Umocriovani matice

Vstup: Ctvercovd matice A velikosti n X n a &islo k.
Vystup: Matice A*.

Vzhledem k tomu, Ze nasobeni matic je asociativni operace, mizeme pro
s . . k v/ . .

poditani mocniny matice A" pouZzit postupné umocfiovani na druhou

a spotitat ho pomoci O(log k) ndsobeni matic.

Na stroji PRAM typu CREW je moZné spoditat pro matici A velikosti n X n
. : K . 3 o
mocninu matice A° pomoci O(n”) procesorl v ¢ase O(logn - log k).

Specialng v p¥ipadé, kdy k = n — 1, bude Zasova slo¥itost O(log” n).
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Nasobeni matic

Ndsobeni matic nemusi pracovat jen se s¢itanim a nasobenim.

MiiZeme uvaZovat i jiné druhy operaci a jiné druhy mnoZin, ze kterych jsou
prvky matic.

Jednim p¥ikladem je tfeba:

A

e Prvky matic jsou &isla (nap¥. pfirozend, redlna, apod.) roz¥itena
o specidlni hodnotu co.
@ Misto operace - se bude pouZivat operace +.

@ Misto operace + se bude pouZivat operace min.

To se da vyuZit napfiklad pro feSeni problému, kdy mdme dan orientovany
graf na n vrcholech, kde jsou hrany ohodnoceny, a chceme spoditat pro
kaZdou dvojici vrcholli u a v vzdélenost z u do v, tj. délku nejkratsi cesty
z udov.

(Délka cesty je dana jako soulet ohodnoceni hran na této cest&.)
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Nasobeni matic

K danému ohodnocenému orientovanému grafu G = (V, E) s vrcholy
olislovanymi indexy 1,2, ..., n miZeme sestrojit matici A ndsledované:

e A[/][i] = 0 pro vdechna i
o A[i][j] = w(i,j) pro vechny hrany (/,)) € E, kde w(i,j) je
ohodnoceni hrany (7, /) (pfedpokladame, Ze w(i,j) =2 0aj # i)
e A[/][j] = oo pro vsechny dvojice (7,/), kde i # j a neexistuje hrana
zidoj
Nenf t&zké ovéFit, ¥e matice D = A" (potitand pomoci operaci + a min
misto - a +) spliiuje nasledujici
e pokud D[/][j] < oo, tak D[/][j] udava délku nejkrat3i cesty
z vrcholu i do vrcholu j

e pokud D[/][/j] = oo, tak neexistuje zddna cesta z vrcholu / do
vrcholu j
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Nasobeni matic

Nasledujici problém je tedy mozné ¥esit s (’)(n3) procesory
v ¢ase O(log” n):

Nejkratsi cesty mezi viemi vrcholy v ohodnoceném grafu

Vstup: Orientovany ohodnoceny graf G s n vrcholy.

Vystup: Pro kaZdou dvojici vrcholli u a v délka nejkrats$i cesty z u
do v nebo informace, Ze Zadna takova cesta neexistuje.
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Nasobeni matic

Rekné&me, %e bychom se zam&¥ili na matice jejich? prvky jsou z mnoZiny
Bool = {0,1}.

Misto operaci - a + miiZeme pouZit operace A a V.

Stejn& jako v pfedchozim p¥ipad& je moZné provadét na stroji PRAM typu
CREW nasobeni matic velikosti n x n's O(n®) procesory v Zase O(log n)
a vypotet hodnoty AF O(n3) procesory v &ase O(log n - log k).

V&imnéme si také, Ze plati nasledujici:

Na stroji PRAM typu CRCW COMMON je mozné provadét nasobeni
booleovskych matic velikosti n X n's O(n”) procesory v &ase O(1).

Matici A je pak mozné spotitat v &ase O(log k).
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Nasobeni matic

Podobné& jako v pfedchozim p¥ipad& uvaZujme orientovany graf G, kde ale
hrany nejsou ohodnoceny.

Dosazitelnost v orientovaném grafu pro viechny dvojice vrcholi

Vstup: Orientovany graf G s n vrcholy.

Vystup: Pro kazdou dvojici vrcholl u a v informace, zda existuje
cesta z u do v.

Ke grafu G s n vrcholy miZeme sestrojit booleovskou matici A
velikosti n X n, kde A[/][ j] bude 1 pravé& pro ty dvojice (i,/),
kde i = j nebo existuje hrana z i/ do j.

Snadno se ov&¥i, ¥e v matici D = A" ! je D[/][j] = 1 prav& tehdy, kdyz
existuje cesta z vrcholu i do vrcholu j.

" - [ . -1y oo
Poznamka: Vyse uvedend matice D = A"~ se &asto oznaluje jako
tranzitivni uzavér matice A.
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Nasobeni matic

Z predchoziho tedy plyne:

Tranzitivni uzdvér booleovské matice A velikosti n X n (a tedy
dosaZitelnost v orientovaném grafu G s n vrcholy) je moZné Fesit:

e na stroji PRAM typu EREW s O(n®) procesory v &ase O(log” n),

@ na stroji PRAM typu CRCW COMMON s O(n3) procesory
v &ase O(log n).
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Nasobeni matic

Jednim z disledkd ptfedchoziho tvrzeni je to, Ze kazdy problém ze tfidy NL
(tj. problém Yesitelny nedeterministickym algoritmem s prostorovou
sloZitosti O(log n)) je mozné ¥esit efektivnim paralelnim algoritmem.

Véta
Kazdy problém ze tfidy NL je moZné ¥esit:

@ na stroji PRAM typu EREW s polynomidlni poétem procesorii v ¢ase
(’)(Iog2 n,

@ na stroji PRAM typu CRCW COMMON s polynomialnim poctem
procesorti v ¢ase O(log n).
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Nasobeni matic

Myslenka dikazu: Pro kazdy problém z NL existuje nedeterministicky
stroj M (nap¥. nedeterministicky Turingtiv stroj), ktery ho ¥esi
s prostorovou sloZitosti S(n) € O(log n).

Pro dany vstup x velikosti n je moZné sestrojit graf G, jehoZ vrcholy
budou odpovidat konfiguracim stroje M velikosti S(n) a hrany moZnym
prechodiim stroje M mezi t&mito konfiguracemi.

Stali zjistit, zda z vrcholu, ktery odpovidad pocate¢ni konfiguraci, je
dosazitelny néjaky vrchol odpovidajici p¥ijimajici konfiguraci.

Dusledek

NL c NC
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T¥idéni
Vstup: Posloupnost ag, aj,...,an_1.

Vystup: Prvky ag, a1, ..., a,_1 setfidéné od nejmensiho po nejvétsi.

Pro paralelni implementaci je vhodny napftiklad algoritmus Merge-sort.

Rada efektivnich paralelnich algoritmii pro problém t¥id&ni vychazi pravé
z tohoto algoritmu.
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Tridéni

Algoritmus: Merge sort

MERGE-SORT (A, p, r):
if r—p>1then
q:=[(p+r)/2]
MERGE-SORT(A, p, q)
MERGE-SORT(A, g, r)
MERGE(A, p, q, r)

Obé rekurzivni volani funkce MERGE-SORT mohou byt provadény
paralelné.

Pro set¥id&ni pole A, které obsahuje prvky A[0], A[1],--, A[n — 1],
zavoldme MERGE-SORT(A, 0, n).

Poznamka: Procedura MERGE(A, p, q, r) spoji set¥id&né posloupnosti
ulozené v A[p..g—1]a Alg .. r—1] do jedné posloupnosti uloZené
vAp..r—1].
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T¥idéni

Vstup: 58, 42, 34, 61, 67, 10, 53, 11

|10 11 34 42 53 58 61 67|

/ \
134 42 58 61| 10 11 53 67|
AN

|42 58] 134 61] |10 67 53]
/XN /AN /A XN /AN

Strom rekurzivnich voldni ma ©(log n) drovni.
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Je zfejmé, Ze pro efektivni paralelni implementaci algoritmu Merge-sort
stadi umét efektivné implementovat funkci MERGE, ktera:

@ Dostane jako vstup dvé& setfidéné posloupnosti
a0,d1,---,4dp-1 bOabla"'abn—l
jejichz prvky jsou uloZeny v polich A a B.
(Obé tato pole jsou velikosti n.)
@ Spoji tyto dvé& posloupnosti délky n do jedné set¥idéné posloupnosti
délky 2n, ktera bude uloZena v poli C (velikosti 2n).

Ukdzeme si jednu z jednoduchych paralelnich implementaci
funkce MERGE, kterd pracuje na stroji PRAM typu CREW
a s p procesory provede operaci slouceni dvou posloupnosti velikosti n

v &ase O(logn+ n/p).
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T¥idéni

P¥edpokladejme pro jednoduchost, Ze viechny prvky v polich A a B jsou
navzdjem rizné.

Oznatme d = [n/p].

o Kazdému z prvki pole A s indexy d -/, kde i =0,1,...,p—1 bude
pfifazen jeden procesor.
Procesor i p¥itazeny prvku A[d - i] vyhledd sekven&n& pomoci
bindrniho vyhledavani (pllenim intervalu) v ¢ase O(log n) pozici
v poli B, kam by byl za¥azen prvek A[d - i], kdyby byl do pole B
pridan.

@ Podobnym zpiisobem se pro kazdy z prvki B[d - i] vyhleda pozice,

kam by byl tento prvek za¥azen v poli A.

o Na zadkladé téchto zjist&nych indext se pole A a B rozdéli na
2n ,,pruhd”, z nichz kazdy ma délku nejvy¥e 2d (pruh obsahuje
nejvyde d prvki z pole A a nejvy3e d pruhi z pole B).
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@ Pro kazdy z pruhii se uréi:

o zalatek a konec daného pruhu v poli A
o zaldtek a konec daného pruhu v poli B
o celkovy potet prvkil (z pole A i B) spadajici do daného pruhu
@ Pruhy budou ve vysledné setfidéni posloupnosti setfidény za sebou.
Pro kazdy z pruhti se spoditaji indexy zagatku a konce dseku v poli C,
kam budou prvky z daného pruhu uloZeny.
@ Pro kaZdy z pruhi se sekvenéné provede merge prvki z daného pruhu
a jejich nakopirovani do pfislugného tseku v poli C.

Kazdy z procesorli zpracuje dva pruhy.
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AHEEHEE
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25 22 25 22
E2 24 | |27 | |24 |
B 26 | |20 | 26 |
E3 |28 | a1 | B
32 | 30 |22 30|
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Vyse uvedend varianta paralelni implementace algoritmu Merge-sort pro
PRAM typu CREW ma p¥i pouZiti p procesorli &asovou sloZitost
O(log” n + nlog n/p).

P¥i pouziti Q(n [ log n) procesorii bude mit tedy vy3e uvedeny algoritmus
Casovou sloZitost (’)(Iog2 n).

N 4

Existuji efektivn&jsi paralelni implementace t¥idéni:

Existuje paralelni t¥idici algoritmus pro PRAM typu EREW, ktery ma
s n procesory asovou slozitost O(log n).
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Vzdjemna simulace variant stroji PRAM

Cinnost stroje PRAM typu CRCW PRIORITY, ktery s p procesory

vykona t krokl, je mozné simulovat strojem PRAM typu EREW
s p procesory, ktery provede O(tlog p) krokd.

Myslenka dikazu: PYedpoklddejme, Ze plvodni stroj PRAM (typu CRCW
PRIORITY) pracuje po fézich, kdy st¥idav& viech p procesori:

o (te z globalni paméti

@ provadi lokdIni vypolty, kde se ke globalni paméti nepfistupuje

@ zapisuje do globalni spole¢né paméti

Prvni (tj. spoletné &teni z globalni paméti) a tfeti (tj. spoleény zapis do
globalni paméti) z t&chto fazi je t¥eba implementovat tak, aby provedeni
jedné takové fize s p procesory trvalo O(log p) krokd.

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoretickd informatika 5. prosince 2023 72/88



Vzdjemna simulace variant stroji PRAM

Implementace faze write:

@ Bude pouZito pomocné pole A velikosti p, jehoZ prvky budou trojice
tvaru

(a,v,id)
kde:
e a — adresa buriky globalni paméti, kam se bude zapisovat
e v — zapisovana hodnota
o id — &islo procesoru, ktery zapis provadi

@ VSechny procesory misto pfimého zapisu do globalni paméti zapiSou
adresu a, kam chtgji zapisovat, hodnotu v, kterou chté&ji zapsat,
a své id do prvku A[id].

(Procesory, které nechtg&ji do globdlni paméti v daném kroku
zapisovat, zapiSou do pole A néjakou specialni hodnotu,
napt. trojici (a, v, id), kde a bude —1.)
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Vzdjemna simulace variant stroji PRAM

@ Pole A se setFidi:
o Primarnim kritériem pro tf¥idéni je hodnota adresy a.
o Pokud maji dv& polozky (a, v, id) a (a,v',id") v poli A stejnou
adresu (tj. pokud a = a'), tak se t¥di podle id a id'.
o Kazdy procesor se podiva do setfidéného pole A na jednu poloZzku:

o Zjisti, jestli se jednd o poloZku s nejmensim id pro danou adresu
— tj. jestli je bud prvni v poli A nebo p¥edchozi polozka
odkazuje k jiné adrese.

o Pokud ano, provede pfislusny zapis do globalni paméti.

Set¥idé&ni pole A je mozné s p procesory provést v ¢ase O(log p).
Vsechny ostatni kroky v této simulaci je mozné provést v konstantnim &ase.
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Vzdjemna simulace variant stroji PRAM

Implementace faze read:

@ Bude pouZito pomocné pole B velikosti p, jehoZ prvky budou dvojice
tvaru

(a,id)
kde:

o a — adresa buriky globalni paméti, ze které se bude &ist
o id — Cislo procesoru, ktery z dané adresy potfebuje &ist

@ VSechny procesory misto pfimého Eteni z globdlni paméti zapiSou
adresu a, ze které chtgji &ist, a své id do prvku B[id].

(Procesory, které nechtg&ji z globalni paméti v daném kroku &ist,
zapi%ou do pole B n&jakou specidlni hodnotu, nap¥. dvojici (a, id),
kde a bude —1.)
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Vzdjemna simulace variant stroji PRAM

@ Pole B se setfidi — kritériem pro t¥idéni je hodnota adresy a.

o Kazdy procesor se podiva do setfidéného pole B na jednu poloZku:

o Zjisti, jestli se jednad o polozku s nejmensim indexem pro danou
adresu — tj. jestli je bud prvni v poli B nebo predchozi poloZka
odkazuje k jiné adrese.

o Pokud ano, pfette z adresy a hodnotu v.

@ Nasledné je tfeba provést rozkopirovani kazdé prectené hodnoty v ke
viem polozkdm pole B, kde je uvedena stejnad adresa jako adresa a, ze
které byla ¢tena hodnota v.

PouZiji se dalsi dvé pomocna pole velikosti p:
o V — kopirované hodnoty v
o C — booleovské hodnoty udavajici pro kazdé i, zda byla jiz
hodnota V[i] zapsdna
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Vzdjemna simulace variant stroji PRAM

Inicializace rozkopirovani:

@ Procesory i, které Cetly hodnotu v z globalni paméti
(z adresy B[i].addr), provedou:

V[i] := a
C[i] := TRUE

@ Ostatni procesorry provedou:

C[i] := FALSE

@ VSechny procesory inicializuji lokalni prom&nnou s na hodnotu 1.
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Vzdjemna simulace variant stroji PRAM

@ Cyklus, ktery budou provadét paralelné vSechny procesory i,
dokud bude s < p:

if C[i/] = TRUE then
if i+s<pand C[i+s] = FALSE then

L V[i+s] := V[i]
C[i +s] := TRUE
§:i=5s%2

@ Nakonec se paraleln& rozkopiruji hodnoty V[i] procesoriim,
jejichZ id je uvedeno v B[i].id.

Set¥idéni prvkl pole B a nasledné rozkopirovani vyZaduji s p procesory
tas O(p), ostatni kroky je moZné provést v konstantnim Ease.
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Vzdjemna simulace variant stroji PRAM

Cinnost stroje PRAM typu CRCW PRIORITY, ktery s p procesory
vykona t krokd, je mozné simulovat strojem PRAM typu CRCW
COMMON s (D(p2) procesory, ktery provede O(t) krokd.

Myslenka dikazu:
Sta&i umét simulovat jednu fzi zapisu s O(p>) procesory v &ase O(1).

P¥edpokladejme, Ze procesory simulovaného stroje jsou &islovany
0,1,....,p— L.

PouZije se pomocné pole C velikosti p.
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Vzdjemna simulace variant stroji PRAM

Simulace jedné faze zépisu:

@ Prvky pole C jsou inicializovany hodnotami 0.

@ Pro kazdou dvojici (/,/), kde 0 < i < j < p se paraleln& provede
nasledujici:
o Pokud procesory i a j chtéji zapisovat na stejnou adresu a,
nastavi se hodnota prvku C[ /] na 1.

@ Pro kazdé i, kde 0 < i < p, se paralelné provede nésledujici:

o Pokud je C[i] =0, provede se zapis do globalni paméti, ktery by
provadél procesor i simulovaného stroje.

Poznamka: Je zfejmé, Ze C[i] je O pravé u t&ch procesori, které
maji nejmensi id mezi viemi procesory, které chtéji zapisovat na
stejnou adresu.
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Dolni odhady slozitosti pro stroje PRAM

D34 se dokdzat, Ze napfiklad jakykoli stroj PRAM typu CREW, ktery ¥esi
nasledujici problém, musi mit &asovou sloZitost minimaIn& Q(log n):

OR sekvence bitt

Vstup: Sekvence bitl ag, a1,...,an-1-

Vystup: Hodnota ag vV a1 V -+ V a,_1.

Je také dokazano, Ze nemiiZe existovat stroj PRAM typu CRCW, ktery by
Fesil nasledujici problém v ¢ase O(1):

XOR sekvence bitl

Vstup: Sekvence bitl ag, ay, ..., an_1.

Vystup: Hodnota ag ® a1 ® - ® a,,_1.
Poznamka: Symbol @ zde reprezentuje operaci xor.
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Rozklad neorientovaného grafu na souvislé komponenty

Rozklad neorientovaného grafu na souvislé komponenty

Vstup: Neorientovany graf G = (V/, E) dany seznamem vrcholii
a hran.

Vystup: Rozklad grafu G na souvislé komponenty.

PopiSeme si paralelni algoritmus pro stroj PRAM typu CRCW
ARBITRARY, ktery bude pracovat s O(n + m) procesory (kde n je potet
vrcholl a m potet hran grafu G), a ktery bude mit €asovou

sloZitost O(log n).

P¥edpoklddame, Ze graf G = (V, E) je zadan jako:
@ pole vrcholi V velikosti n

@ pole hran E velikosti m — p¥edpoklada se, Ze kazdd hrana je v tomto
poli uvedena dvakrat, jednou jako (u, v) a jednou jako (v, u).
Po¥adi hran neni dilezité.
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Rozklad neorientovaného grafu na souvislé komponenty

Algoritmus bude pouZzivat nasledujici t¥i pole velikosti n, jejichZ indexy
odpovidaji vrcholim z mnoziny V.

@ D — indexy rodi¢l jednotlivych vrcholli ve vytvafenych stromech
@ Dy, — uloZeni hodnot z pole D z predchozi iterace

@  — booleovské hodnoty indikujici, Ze pro dany vrchol doslo ke
zméné

Déle bude pouZzita globalni proménna changed typu Bool.

Inicializace:

@ pro kazdy vrchol v € V se paralelné provede:

D[v] :=v

@ procesor 0 provede:

changed := TRUE
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Rozklad neorientovaného grafu na souvislé komponenty

Hlavni cyklus se bude provadét, dokud bude platit changed = TRUE.

Jedna iterace hlavniho cyklu:

@ Krok 1 — pro kaZdy vrchol v € V se paralelné provede:

QLv]:

Dprev[ i

FALSE
:= D[v]

@ Krok 2 — pro kazdy vrchol v € V se paralelné provede:
D[v] := prev[Dprev[V]]
if D[v] # Dpre[v] then
| Q[D[v]] := TruE
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Rozklad neorientovaného grafu na souvislé komponenty

e Krok 3 — pro kazdou hranu (u, v) € E se paraleln& provede

if D[u] = Dprey[u] and D[v] < D[u] then
D[D[u]] := D[v]
Q[D[v]] := TrRUE

e Krok 4 — pro kazdou hranu (u, v) € E se paraleln& provede:

if D[u] = D[D[u]] and Q[D[u]] = FALSE then
if D[u] # D[v] then
| D[D[u]] := D[]

o Krok 5 — pro kazdy vrchol v € V se paralelné provede:
D[v] := D[D[v]]
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Rozklad neorientovaného grafu na souvislé komponenty

o Krok 6 — procesor 0 provede:

changed := FALSE

o Krok 7 — pro kazdy vrchol v € V se paralelné provede:

if Q[v] = True then
changed := TRUE
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Vztah mezi paralelnimi algoritmy a obvody

Existuje Gzky vztah mezi paralelnimi algoritmy a booleovskymi obvody.

Problém A miZe byt feSen booleovskymi obvody v ndsledujicim smyslu:

@ Existuje nekoneéna posloupnost obvodlil Cy, G, G, . ..

o Kazdy obvod C,, ma pfesné n vstupl.

o Ptedpokladame, Ze vstupy problému A jsou kédovany jako sekvence
bitl.

@ Pokud je vstup x problému A reprezentovdn n bity a tyto bity budou
pfitazeny jako hodnoty vstupl obvodu C,, bude tento obvod
generovat jako sviij vystup odpov&d na p¥islu$nou otdzku problému A
pro vstup Xx.

U obvod( se uvaZuji nasledujici dva parametry:

o velikost obvodu — pocet hran pFislusného grafu obvodu

@ hloubka obvodu — délka nejdelsi cesty v grafu obvodu
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Vztah mezi paralelnimi algoritmy a obvody

D4 se ukazat, Ze pro dany problém A existuje program pro stroj PRAM
pravé tehdy, kdyZ pro néj existuje posloupnost obvod(, kterd ho ¥esi, kde:

o Casovs slozitost daného stroje PRAM je asymptoticky stejnd jako
hloubka obvodd.

@ Poclet procesorii pouzitych strojem PRAM a velikost obvodu se lisi
nejvySe polynomialné.

Tento vztah plati mezi nasledujicimi typy strojit PRAM a nasledujicimi
typy obvodii:

o Stroje PRAM typu CREW odpovidaji obvodiim, kde hradla typu AND
a OR maji vZdy dva vodile, které do nich vstupuji, a libovolny po&et
vodicl, které z nich vystupuji.

o Stroje PRAM typu CRCW COMMON odpovidaji obvodiim, kde
hradla typu AND a OR mohou mit neomezeny pocet vodi¢i, které do
nich vstupuji i z nich vystupuji.
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