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Paralelńı algoritmy

Dosud jsme uvažovali jen sekvenčńı algoritmy:

jsou vykonávány jen jedńım procesorem

množstv́ı
”
práce“ vykonané v jednom kroku je omezeno

Nyńı se zamě̌ŕıme na algoritmy, které pracuj́ı paralelně:

jsou vykonávány velkým počtem procesor̊u

tyto procesory pracuj́ı všechny současně — v jednom okamžiku je tak
možné provést množstv́ı

”
práce“ úměrné počtu těchto procesor̊u

paralelńı provedeńı výpočtu tak může být výrazně rychleǰśı než
sekvenčńı

oproti sekvenčńım algoritmům vyvstávaj́ı komplikace souvisej́ıćı se
vzájemnou komunikaćı a synchronizaćı v́ıce procesor̊u
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Paralelńı algoritmy

Různé druhy výpočetńıch model̊u pro paralelńı a distribuované algoritmy je
možné velmi zhruba rozdělit podle následuj́ıćıch kategoríı:

Způsob vzájemné komunikace:

sd́ılená pamět’ — procesory sd́ıĺı společnou pamět’, kam mohou
všechny zapisovat a ze které mohou všechny č́ıst

pośıláńı zpráv — procesory jsou propojeny nějakým druhem
komunikačńı śıtě, p̌res kterou si mohou pośılat zprávy

Vzájemná synchronizace:

synchronńı — všechny procesory jsou ř́ızeny společným

”
hodinovým signálem“, instrukce jsou vykonávány na všech
procesorech vždy všechny najednou p̌resně ve stejný okamžik

asynchronńı — žádná synchronizace neexistuje, procesory
mohou pracovat r̊uzně rychle, pǒrad́ı provedeńı operaćı
provedených na r̊uzných procesorech neńı p̌redvidatelné
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PRAM

Zde se zamě̌ŕıme na výpočetńı model, který se nazývá parallel random

access machine (PRAM):

Jedná se o variantu stroj̊u RAM, kde však máme k dispozici
neomezený počet paralelně běž́ıćıch procesor̊u.

Každý z těchto procesor̊u vypadá velmi podobně jako běžný sekvenčńı
stroj RAM, jaký jsme si popsali ďŕıve.

Tyto procesory sd́ıĺı společnou globálńı pamět’.

Kromě toho má každý procesor svou vlastńı soukromou pamět’.

Procesory pracuj́ı synchronně.

Procesory sd́ıĺı společný kód programu.

Každý procesor má vlastńı ř́ıd́ıćı jednotku — r̊uzné procesory tedy
mohou ve stejný okamžik vykonávat r̊uzné instrukce programu.
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PRAM
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PRAM

Lokálńı i globálńı pamět’ jsou tvǒreny buňkami, které jsou adresovány
p̌rirozenými č́ısly a obsahuj́ı jako své hodnoty celá č́ısla.

Věťsina instrukćı stroje PRAM je stejných jako u standardńıho stroje
RAM (p̌rǐrazeńı, aritmetické operace, podḿıněné a nepodḿıněné
skoky) — tyto instrukce pracuj́ı s lokálńı pamět́ı procesoru

Kromě instrukćı load a store pro práci s lokálńı pamět́ı:

Ri ∶= [Rj] [Ri] ∶= Rj

má PRAM i instrukce load a store pro p̌ŕıstup ke globálńı paměti:

Ri ∶= [Rj]glob [Ri]glob ∶= Rj
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PRAM

PRAM nemá instrukce pro vstup a výstup:

p̌redpokládá se, že vstupńı data jsou na začátku uložena na
nějakém stanoveném ḿıstě v globálńı paměti

podobně se p̌redpokládá, že výstup bude na konci výpočtu
zapsán na nějaké stanoveném ḿıstě v globálńı paměti

procesory jsou indexovány — každý má p̌riděleno ID (0, 1, 2, . . . ):

každý procesor zná své ID a může ho použ́ıvat p̌ri výpočtech
(nap̌r. p̌ri indexováńı buněk globálńı sd́ılené paměti)

pro jednoduchost můžeme nap̌r. p̌redpokládat, že na začátku
výpočtu má každý procesor uloženo své ID v buňce na adrese 0
ve své lokálńı paměti
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PRAM

K dispozici je neomezený počet procesor̊u. V každém okamžiku však
běž́ı jen konečný počet z nich.

Věťsinou se p̌ri popisu algoritmů p̌redpokládá, že na začátku je
automaticky spuštěno p(n) procesor̊u (s ID 0, 1, . . . , p(n) − 1),
kde n je velikost vstupu a p(n) je nějaká konkrétńı funkce p̌rǐrazuj́ıćı
velikosti vstupu počet procesor̊u, které budou použity pro výpočet.

Počet použitých procesor̊u tak roste v závislosti na velikosti vstupu.

Někdy se může uvažovat také varianta stroje PRAM, která má
speciálńı instrukci Fork, která umožňuje aktivovat nějaký dosud
nepoužitý procesor a spustit na něm prováděńı kódu od nějaké
specifikované adresy.

V této variantě se typicky p̌redpokládá, že p̌ri spuštěńı programu se
začne provádět tento program nejprve pouze na procesoru 0.
Všechny ostatńı procesory jsou na začátku neaktivńı a jsou postupně
spouštěny dynamicky během vykonáváńı programu.
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PRAM

Jak bylo uvedeno, u stroj̊u PRAM se p̌redpokládá, že pracuj́ı synchronně.

Jedna jednoduchá p̌redstava je, že v jednom kroku vždy všechny
běž́ıćı procesory najednou vykonaj́ı každý jednu instrukci.

Ve skutečnosti věťsinou p̌ri popisu paralelńıch algoritmů pro PRAM neńı
nutné p̌redpokládat, že jsou procesory synchronizovány až na úroveň
jednotlivých elementárńıch instrukćı.

Vhodněǰśı je p̌redstava, že výpočet vypadá tak, že se neustále dokola
sťŕıdaj́ı následuj́ıćı ťŕı fáze výpočtu:

čteńı z globálńı paměti — všechny procesory najednou čtou
z globálńı paměti (každý z nich čte nejvýše jednu buňku)

výpočet v lokálńı paměti — každý procesor provád́ı výpočet, p̌ri
kterém nep̌ristupuje ke globálńı paměti, a kdy provede O(1) krok̊u

zápis do globálńı paměti — všechny procesory najednou zapisuj́ı do
globálńı paměti (každý z nich zapisuje nanejvýš do jedné buňky)
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Varianty stroj̊u PRAM

Rozlǐsuj́ı se ťri základńı varianty stroj̊u PRAM:

EREW — Exclusive-Read Exclusive-Write:

Je zakázáno, aby v jednom okamžiku p̌ristupovalo v́ıce procesor̊u
k jedné buňce.

Pokud se najednou dva nebo v́ıce procesor̊u pokuśı č́ıst obsah jedné
a té samé buňky nebo zapsat do stejné buňky, je to považováno za
chybu — výpočet programu konč́ı chybou.

CREW — Concurrent-Read Exclusive-Write:

Z jedné buňky může najednou č́ıst libovolný počet procesor̊u.

Zapisovat do jedné buňky však může v jednom okamžiku vždy jen
jeden procesor.

CRCW — Concurrent-Read Concurrent-Write:

Při čteńı i zápisu může k jedné buňce najednou p̌ristupovat libovolný
počet procesor̊u.
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Varianty stroj̊u PRAM

Varianta CRCW (Concurrent-Read Concurrent-Write) se dále děĺı na
následuj́ıćı ťri podvarianty:

COMMON — pokud do jedné buňky zapisuje najednou v́ıce
procesor̊u, muśı všechny zapisovat tutéž hodnotu.
Pokud tomu tak neńı, je to považováno za chybu.

ARBITRARY — pokud do jedné buňky zapisuje najednou v́ıce
procesor̊u, je nedeterministicky vybrán jeden z nich a jim zapisovaná
hodnota je do buňky skutečně zapsána.
Hodnoty zapisované ostatńımi procesory jsou ignorovány.

Nelze nic p̌redpokládat o tom, který z procesor̊u bude vybrán.

PRIORITY — pokud do jedné buňky zapisuje najednou v́ıce
procesor̊u, je vybrán procesor s nejnižš́ım ID a j́ım zapisovaná hodnota
je do dané buňky skutečně zapsána.

Tj. p̌ri zápisu maj́ı procesory s nižš́ım ID vyš̌śı prioritu.
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PRAM

Stroje PRAM jsou idealizovaným modelem paralelńıho poč́ıtače se sd́ılenou
pamět́ı:

V realitě je typicky počet dostupných procesor̊u věťsinou fixńı
a mnohem menš́ı než velikost instanćı, pro které chceme problém řešit.

V realitě neexistuje implementace sd́ılené paměti, u které by se dala
zaručit konstantou omezená doba p̌ŕıstupu nezávisej́ıćı na tom, jak
velký počet procesor̊u bude k paměti najednou p̌ristupovat.

Stroje PRAM slouž́ı jako vhodný model pro prvotńı, na konkrétńım
hardware co nejv́ıce nezávislý, návrh paralelńıch algoritmů, kdy
zpočátku ignorujeme režii vzájemné komunikace mezi procesory
a technické detaily s t́ım spojené.

Při navrhováńı algoritmů pro PRAM jde hlavně o to, prozkoumat, jak
dalece je možné řešeńı daného problému paralelizovat za ideálńıch
podḿınek.
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PRAM

Algoritmy pro PRAM tak mohou sloužit jako výchoźı bod pro návrh
paralelńıch algoritmů, které budou určeny pro v́ıce realistický
a konkrétněji popsaný hardware, které budou detailněji řešit otázky
souvisej́ıćı s distribućı práce na jednotlivé procesory a vzájemnou
komunikaci mezi těmito procesory.
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PRAM

Při návrhu paralelńıch algoritmů pro PRAM se obvykle popisuj́ı tyto
algoritmy pomoćı pseudokódu nebo slovńım popisem.

Témě̌r nikdy se nepopisuj́ı až na úroveň jednotlivých elementárńıch
instrukćı.

Konkrétńı detaily instrukćı a činnosti uvažovaného stroje PRAM tak
věťsinou nejsou p̌ŕılǐs důležité.

Významné jsou však rozd́ıly mezi výše popsanými variantami EREW,
CREW, CRCW a podvariantami COMMON, ARBITRARY
a PRIORITY, které je ťreba p̌ri návrhu algoritmů brát v úvahu.
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Výpočetńı složitost paralelńıch algoritmů

U paralelńıch algoritmů zamýšlených pro běh na stroji PRAM se z hlediska
jejich výpočetńı složitosti zkoumaj́ı dva parametry:

Doba výpočtu — celkový počet krok̊u, p̌ričemž se p̌redpokládá, že
všechny procesory prováděj́ı krok najednou

(U stroj̊u PRAM se prakticky vždy uvažuje jednotková ḿıra, kdy se
poč́ıtá jen počet provedených operaćı, ne to, kolik bit̊u maj́ı operandy
zpracovávané p̌ri těchto operaćıch.)

Počet procesor̊u — celkový počet procesor̊u, který je k dosažeńı
dané doby výpočtu poťreba

Doba výpočtu (tj. časová složitost) i počet procesor̊u se pro daný
algoritmus vyjaďruj́ı jako funkce t(n) a p(n), vyjaďruj́ıćı závislost doby
výpočtu a počtu procesor̊u na velikosti vstupu n.

Typicky se také nevyjaďruj́ı p̌resně, ale jako asymptotické odhady.
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Efektivńı paralelńı algoritmy

Za efektivńı paralelńı algoritmy jsou považovány ty, kde:

Časová složitost t(n) je polylogaritmická, tj. O(logk n),
kde k je konstanta.

(Poznámka: log
k
n je zkrácený zápis pro (log n)k .)

Počet procesor̊u p(n) je polynomiálńı.

Problémy, pro které existuje takový efektivńı paralelńı algoritmus, jsou
považovány za dob̌re paralelizovatelné.

Definice

Tř́ıdu NC (Nick’s class) tvǒŕı právě ty rozhodovaćı problémy, pro které
existuje paralelńı algoritmus s polylogaritmickou časovou složitost́ı p̌ri
použit́ı polynomiálńıho počtu procesor̊u.
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Součet posloupnosti č́ısel

Př́ıklad: Uvažujme následuj́ıćı problém:

Vstup: Posloupnost č́ısel a0, a1, . . . , an−1.

Výstup: Součet s = a0 + a1 +⋯+ an−1.

Poznámka: Pro jednoduchost p̌redpokládejme, že a0, a1, . . . , an−1 jsou

”
malá“ č́ısla, takže součet jakýchkoli dvou těchto č́ısel je možné provést
v čase O(1), a každé z těchto č́ısel může být uloženo v jedné buňce
paměti.

Předpokládejme, že na začátku jsou hodnoty a0, a1, . . . , an−1 zapsány
v globálńı sd́ılené paměti v prvćıch pole A

(tj. v prvćıch A[0], A[1],. . . , A[n − 1]).
Po skončeńı výpočtu bude výsledek zapsán v globálńı proměnné s

(která se nacháźı v globálńı paměti).
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Součet posloupnosti č́ısel

Výpočet paralelńıho algoritmu si můžeme p̌redstavit ve formě vyváženého
binárńıho stromu, jehož listy odpov́ıdaj́ı prvk̊um pole A.

A[0] A[1] A[2] A[3] A[4] A[5] A[6] A[7]
2 18 5 12 21 8 10 7
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Součet posloupnosti č́ısel
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binárńıho stromu, jehož listy odpov́ıdaj́ı prvk̊um pole A.

A[0] A[1] A[2] A[3] A[4] A[5] A[6] A[7]
2 18 5 12 21 8 10 7

20 17 29 17

37 46
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Součet posloupnosti č́ısel
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Součet posloupnosti č́ısel

Tento postup je možné implementovat nap̌ŕıklad takto
(p̌redpokládejme pro jednoduchost, že n je mocnina dvojky):

k ∶= 1; m ∶= n/2
while (k < n):

procesory s ID i , kde 0 ≤ i < m, provedou:

A[i ⋅ 2k] ∶= A[i ⋅ 2k] + A[i ⋅ 2k + k]
k ∶= 2k ; m ∶= m/2

s ∶= A[0]

Je žrejmé, že cyklus while proběhne log2 n krát.

Celkem bylo použito n/2 procesor̊u.

Časová složitost tohoto algoritmu je O(log n) p̌ri použit́ı O(n) procesor̊u.
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Součet posloupnosti č́ısel

Řekněme, že bychom neměli k dispozici n/2 procesor̊u, ale pouze
p procesor̊u, kde p by bylo mnohem menš́ı než n.

Paralelńı algoritmus použ́ıvaj́ıćı p procesor̊u, by mohl pracovat takto:

Rozdělit pole A na p úsek̊u, z nichž každý má délku ⌈n/p⌉
nebo ⌊n/p⌋.
Každý úsek bude p̌ridělen jednomu z p procesor̊u.
Každý procesor spoč́ıtá součet č́ısel ve svém úseku.

Součty sečtené jednotlivými procesory se sečtou ďŕıve popsaným
algoritmem, kterému bude stačit p/2 procesor̊u.

Časová složitost tohoto algoritmu je O(n/p + log p) p̌ri
použit́ı p procesor̊u, kde p ≤ n/2.
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Brentova věta

Následuj́ıćı věta plat́ı pro r̊uzné druhy paralelńıch algoritmů a netýká se jen
stroj̊u PRAM.

Věta (Brent)

Řekněme, že máme paralelńı algoritmus, který vykoná celkem m operaćı,
a kde doba jeho prováděńı p̌ri neomezeném počtu procesor̊u by
byla t krok̊u.

Pokud bude k dispozici pouze p procesor̊u, je možné implementovat tento
algoritmus tak, aby pro počet krok̊u t

′
platilo

t
′
≤ t +

m − t
p
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Brentova věta

Důkaz: Řekněme, že pro počty operaćı, které mohou být provedeny
paralelně ve kroćıch i = 1, 2, . . . , t, jsou m1, m2, . . . , mt .

Plat́ı tedy
t

∑
i=1

mi = m

V každém kroku i je možné provedeńı mi operaćı rovnoměrně rozdělit mezi
p procesor̊u:

Provedeńı všech operaćı i-tého kroku tedy bude na p procesorech
trvat ⌈mi/p⌉ krok̊u.
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Brentova věta

Pro celkovou dobu simulace tedy bude platit:

t
′
=

t

∑
i=1

⌈mi

p ⌉ ≤

t

∑
i=1

mi + p − 1
p = (

t

∑
i=1

mi

p ) + (
t

∑
i=1

p − 1
p )

=
1
p (

t

∑
i=1

mi) + p − 1
p ⋅ t =

m
p + t −

t
p = t +

m − t
p

Poznámka: Připomeňme, že pro libovolná p̌rirozená č́ısla a a b plat́ı

⌈a
b
⌉ ≤

a + b − 1

b
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Optimálńı paralelńı algoritmy

Efektivńı paralelńı algoritmus je považován za optimálńı, jestliže celkový
počet provedených operaćı je (asymptoticky) stejný, jako je časová
složitost nejlepš́ıho známého sekvenčńıho algoritmu, který řeš́ı daný
problém.

Př́ıklad: Dř́ıve popsaný algoritmus pro poč́ıtáńı součtu posloupnosti č́ısel
provede celkem O(n) operaćı.

Je zjevné, že jakýkoli sekvenčńı algoritmus muśı provést Ω(n) operaćı.

Tento paralelńı algoritmus je tedy v tomto smyslu optimálńı.
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Hledáńı minima v čase O(1)

Viděli jsme paralelńı algoritmus pro spoč́ıtáńı součtu sekvence č́ısel
pracuj́ıćı na stroji PRAM typu EREW:

Časová složitost tohoto algoritmu byla O(n/p + log p) p̌ri
použit́ı p procesor̊u, kde p ≤ n/2.
Při použit́ı n / log2 n procesor̊u bude tedy jeho časová
složitost O(log n).

Uvažujme následuj́ıćı problém:

Hledáńı minima z dané posloupnosti

Vstup: Posloupnost č́ısel a0, a1, . . . , an−1.

Výstup: Minimum z této posloupnosti, tj. hodnota
min{a0, a1, . . . , an−1}.
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Hledáńı minima v čase O(1)

Paralelńı algoritmus pro stroj PRAM typu EREW pro hledáńı minima bude
pracovat velmi podobně jako algoritmus pro poč́ıtáńı součtu a bude ḿıt
stejnou výpočetńı složitost.

Na stroji PRAM typu CRCW ve variantě COMMON je možné naj́ıt
minimum ze sekvence prvk̊u v čase O(1), p̌ričemž počet použitých
procesor̊u bude polynomiálńı:

Předpokládejme, že prvky a0, a1, . . . , an−1 jsou uloženy
v poli A (velikosti n).

Algoritmus bude použ́ıvat pomocné pole C rovněž velikosti n, jehož
prvky budou booleovské hodnoty (typu Bool = {0, 1}).
Pole C bude inicializováno hodnotami 0
— na tuto inicializaci stač́ı n procesor̊u.
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Hledáńı minima v čase O(1)
Každé dvojici č́ısel i a j , kde 0 ≤ i < j < n, bude p̌rǐrazen jeden
procesor.

Celkový počet procesor̊u bude tedy O(n2).
Všechny tyto procesory provedou paralelně následuj́ıćı:

Procesor p̌rǐrazený dvojici (i , j) (kde 0 ≤ i < j < n):

if A[i] > A[ j] then

C[i] ∶= 1
else

C[ j] ∶= 1

Je zjevné, že prvek C[i] bude ḿıt hodnotu 1 právě tehdy, když:

existuje nějaký prvek j , pro který plat́ı A[i] > A[ j], nebo
existuje nějaký prvek j , pro který plat́ı A[i] = A[ j] a j < i .
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Hledáńı minima v čase O(1)

Po provedeńı výše uvedených instrukćı zbude jediný prvek i ,
pro který bude platit C[i] = 0.

Tento prvek bude splňovat následuj́ıćı pro všechny j , kde j ≠ i :

A[i] ≤ A[j]
pokud A[i] = A[j], tak i < j

n procesor̊u pak pro i = 0, 1, . . . , n − 1 paralelně otestuje,
zda plat́ı C[i] = 0.

Jediný procesor, pro který bude tato podḿınka splněna,
ulož́ı hodnotu A[i] jako hodnotu výstupu algoritmu.
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Hledáńı minima v čase O(1)

Na stroji PRAM typu CRCW COMMON je možné s O(n2) procesory naj́ıt
minimum v čase O(1).

Poznámka: Tento algoritmus ovšem neńı optimálńı, protože celkové
množstv́ı provedených operaćı je Θ(n2), zat́ımco p̌ŕımočarý sekvenčńı
algoritmus, který sekvenčně projde prvky pole, najde minimum
v čase O(n).
Podobným způsobem je možné v konstantńım čase s polynomiálńım
počtem procesor̊u (nap̌r. O(n2) nebo O(n)) na stroji PRAM CRCW
COMMON řešit i některé daľśı úlohy, nap̌r.:

nalezeńı maxima v poli

provedeńı operace and (∧) mezi všemi prvky pole tvǒreného
booleovskými hodnotami

provedeńı operace or (∨) mezi všemi prvky pole tvǒreného
booleovskými hodnotami
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Návrh paralelńıch algoritmů

Ukážeme si některé techniky často použ́ıvané p̌ri návrhu efektivńıch
paralelńıch algoritmů:

zdvojováńı

spoč́ıtáńı výsledku nějaké asociativńı binárńı operace pro všechny
prefixy daného pole
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Zdvojováńı

Řekněme, že máme dán jeden nebo v́ıce stromů, které jsou reprezentovány
následuj́ıćım způsobem:

Vrcholy jsou označeny indexy (nap̌r. 1, 2, . . . , n).

Tyto indexy nejsou v žádném vztahu ke struktǔre jednotlivých stromů
ani k tomu, který vrchol paťŕı do kterého stromu
— pǒrad́ı jednotlivých vrchol̊u dané jejich indexy je zcela libovolné.

Pole parent reprezentuje indexy rodič̊u jednotlivých vrchol̊u:

Pro každý vrchol i hodnota parent[i] udává index jeho rodiče.

Pokud je vrchol i kǒrenem daného stromu, bude pro něj
platit parent[i] = i .

Řekněme, že pro každý vrchol i chceme spoč́ıtat nějakou informaci,
pro kterou je ťreba proj́ıt od vrcholu i ke kǒreni daného stromu, nap̌r.:

vzdálenost od i ke kǒreni daného stromu
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Zdvojováńı

Algoritmus bude pracovat takto:

Inicializace:

Pro každý vrchol i se paralelně provede:

P[i] ∶= parent[i]
if P[i] ≠ i then dist[i] ∶= 1 else dist[i] ∶= 0

Hlavńı cyklus:

⌈log2 n⌉ krát se zopakuje následuj́ıćı — paralelně pro každý vrchol i :

if P[P[i]] ≠ P[i] then

dist[i] ∶= dist[i] + dist[P[i]]
P[i] ∶= P[P[i]]

Poznámka: Předpokládá se PRAM typu CREW.
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Zdvojováńı
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Zdvojováńı
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Zdvojováńı
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Zdvojováńı
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Zdvojováńı
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Zdvojováńı

Je zjevné, že p̌ri použit́ı n procesor̊u provede výše uvedený
algoritmus O(log n) krok̊u.

Z. Sawa (VŠB-TUO) Teoretická informatika 5. prosince 2023 34 / 88



Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

Součty prefix̊u

Vstup: Posloupnost č́ısel a0, a1, . . . , an−1.

Výstup: Součty
si =

i−1

∑
j=0

aj

pro všechna i = 1, 2, . . . , n.

Jednoduché řešeńı pracuj́ıćı s O(n2) procesory v čase O(log n):
Na poč́ıtáńı každé z hodnot si vyčlenit samostatných i procesor̊u
a použ́ıt pro ně ďŕıve popsaný algoritmus pro poč́ıtáńı součtu sekvence
č́ısel.

Tento algoritmus ovšem neńı optimálńı.
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Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

Poṕı̌seme si způsob, jak si pro dosažeńı času O(log n) vystačit
s O(n) procesory, resp. jak p̌ri použit́ı p procesor̊u, kde p ≤ n/2,
dosáhnout časové složitosti O(n/p + log p)
Algoritmus bude pracovat na stroji PRAM typu EREW.

Pro jednoduchost budeme p̌redpokládat následuj́ıćı:

n je mocnina dvojky, tj. n = 2
m

pro nějaké m ∈ N

Tento algoritmus, podobně jako mnoho jiných efektivńıch paralelńıch
algoritmů, použ́ıvá jako datovou strukturu vyvážený binárńı strom:

Hodnoty a0, a1, . . . , an−1 budou na začátku uloženy v listech tohoto
stromu.

Hodnoty součt̊u s0, s1, . . . , sn−1 budou po skončeńı výpočtu také
uloženy v listech tohoto stromu. (A hodnota sn v kǒreni.)
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Uložeńı vyváženého binárńıho stromu v paměti

Vrcholy vyváženého binárńıho stromu mohou být uloženy v poli
následuj́ıćım způsobem:

64

2

5 7

3

1

9 108 11 12 13 14 15

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Kǒren je uložen v prvku s indexem 1.

Potomci vrcholu s indexem i jsou uloženi v prvćıch
s indexy 2i a 2i + 1.
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Uložeńı vyváženého binárńıho stromu v paměti

Poznámky:

Můžeme si p̌redstavit, že strom je rozdělen na
”
vrstvy“ podle

vzdálenosti od kǒrene — vrstva k je tvǒrena vrcholy, které maj́ı
vzdálenost od kǒrene k .

Vrcholy z vrstvy k se nacházej́ı v poli v prvćıch s indexy 2
k
až

2
k+1

− 1.

Indexy prvk̊u pole v sobě obsahuj́ı informaci o cestě od kǒrene stromu
k danému vrcholu i — v binárńım zápise č́ısla i (bez
nejvýznamněǰśıho bitu s hodnotou 1) jednotlivé bity reprezentuj́ı:

0 — pokračovat do levého potomka

1 — pokračovat do pravého potomka

Pro vrchol i (kde i > 1) se index jeho rodiče spoč́ıtá jako ⌊i/2⌋.
Strom, který má n list̊u, má celkem 2n − 1 vrchol̊u.
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Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

Algoritmus bude použ́ıvat dvě pole, jejichž prvky p̌ŕısluš́ı jednotlivým
vrchol̊um vyváženého binárńıho stromu:

pole A — v listech stromu jsou v poli A na začátku uloženy hodnoty
prvk̊u a0, a1, . . . , an−1

V ostatńıch vrcholech i bude po provedeńı výpočtu v A[i] uložen
součet hodnot ze všech list̊u podstromu, jehož kǒrenem je vrchol i .

pole B — v prvćıch B[i] bude po skončeńı výpočtu uložen pro každý
vrchol i součet všech hodnot aj nacházej́ıćıch se v celkovém stromu
v listech nalevo od podstromu, jehož kǒrenem je vrchol i .
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Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

Předpokládejme, že n = 2
m
. Algoritmus pracuje ve dvou fáźıch:

V prvńı fázi jsou spoč́ıtány hodnoty prvk̊u pole A.

Pro každou z vrstev k = m − 1,m − 2, . . . , 0 se postupně provede
následuj́ıćı:

Pro vrcholy i s indexy 2
k
až 2

k+1
− 1 se paralelně provede:

A[i] ∶= A[2 ∗ i] + A[2 ∗ i + 1]

V druhé fázi jsou spoč́ıtány hodnoty prvk̊u pole B .

Inicializuje se B[1] ∶= 0.
Pro každou z vrstev k = 0, 1, . . . ,m − 1 se postupně provede
následuj́ıćı:

Pro vrcholy i s indexy 2
k
až 2

k+1
− 1 se paralelně provede:

B[2 ∗ i] ∶= B[i]
B[2 ∗ i + 1] ∶= B[i] + A[2 ∗ i]
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Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

2 18 5 12 21 8 10 7

- pole A

- pole B
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Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

2 18 5 12 21 8 10 7

20 17 29 17

- pole A

- pole B
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Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

2 18 5 12 21 8 10 7

20 17 29 17

37 46

- pole A

- pole B
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Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

2 18 5 12 21 8 10 7

20 17 29 17

37 46

83
- pole A

- pole B
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Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

2 18 5 12 21 8 10 7

20 17 29 17

37 46

83

0

- pole A

- pole B
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Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

2 18 5 12 21 8 10 7

20 17 29 17

37 46

83

0

0

- pole A

- pole B
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Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

2 18 5 12 21 8 10 7

20 17 29 17

37 46

83

0

0 37

- pole A

- pole B
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Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

2 18 5 12 21 8 10 7

20 17 29 17

37 46

83

0

0 37

0 37

- pole A

- pole B
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Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

2 18 5 12 21 8 10 7

20 17 29 17

37 46

83

0

0 37

0 20 37 66

- pole A

- pole B
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Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

2 18 5 12 21 8 10 7

20 17 29 17

37 46

83

0

0 37

0 20 37 66

0 20 37 66

- pole A

- pole B
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Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

2 18 5 12 21 8 10 7

20 17 29 17

37 46

83

0

0 37

0 20 37 66

0 2 20 25 37 58 66 76

- pole A

- pole B
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Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

Součty všech prefix̊u posloupnosti je možné spoč́ıtat s O(n) procesory
v čase O(log n).

Lehce se ově̌ŕı, že celkové množstv́ı provedených operaćı je Θ(n).
Algoritmus je tedy optimálńı.

Podobně jako u p̌redchoźıho algoritmu, který poč́ıtal součet pro celou
posloupnost, ale ne pro jednotlivé prefixy, je možné výše uvedený
algoritmus snadno upravit do podoby, kdy p̌ri p̌ri použit́ı p procesor̊u,
kde p ≤ n/2, bude časová složitost O(n/p + log p).
Při použit́ı Ω(n / log n) procesor̊u bude časová složitost tohoto upraveného
algoritmu O(log n).
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Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

Poznámka: U výše popsaného algoritmu nebylo p̌ŕılǐs podstatné,
že se jednalo zrovna o poč́ıtáńı součtu.

Stejný postup je možné použ́ıt pro libovolnou asociativńı binárńı

operaci ◦ pro spoč́ıtáńı všech hodnot si pro i = 1, 2, . . . , n, kde

si = a0 ◦ a1 ◦ ⋯ ◦ ai−1

Nap̌ŕıklad:

spoč́ıtáńı maxim a minim z posloupnost́ı a0, a1, . . . , ai−1

spoč́ıtáńı hodnot

a0 ∨ a1 ∨ ⋯ ∨ ai−1

za p̌redpokladu, že hodnoty a0, a1, . . . , an−1 jsou z množiny
Bool = {0, 1}
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Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u posloupnosti

Poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u je možné použ́ıt i pro jiné účely:

Řekněme, že máme prvky a0, a1, . . . , an−1 uloženy v poli A
a v poli C máme pro každý prvek A[i] uloženu hodnotu C[i]
z množiny {0, 1}.
Chtěli bychom vykoṕırovat do pomocného pole D právě ty
prvky A[i], pro které plat́ı

C[i] = 1

(Tj. chtěli bychom, aby prvńıch k prvk̊u pole D obsahovalo právě ty
prvky A[i], kde C[i] = 1, kde k je celkový počet těchto prvk̊u.)

Index j v poli D, kam se má nakoṕırovat prvek A[i], pro který
plat́ı C[i] = 1, se dá spoč́ıtat jako součet

j = C[0] + C[1] + ⋯ + C[i − 1]
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Součet velkých č́ısel

Uvažujeme následuj́ıćı problém:

Součet dvou velkých č́ısel

Vstup: Přirozená č́ısla a a b reprezentovaná binárně.

Výstup: Jejich součet a + b reprezentovaný binárně.

Řekněme, že:

č́ısla a a b jsou reprezentovaná každé n bity

bity č́ısla a jsou uloženy v poli A
(tj. A[i], kde 0 ≤ i < n, reprezentuje i-tý bit č́ısla a)

bity č́ısla b jsou uloženy v poli B
(tj. B[i], kde 0 ≤ i < n, reprezentuje i-tý bit č́ısla b)

bity součtu a + b budou po skončeńı výpočtu uloženy v poli S
(tj. S[i], kde 0 ≤ i ≤ n, bude po skončeńı výpočtu obsahovat hodnotu
i-tého bitu součtu a + b)
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Součet velkých č́ısel

Označme zápisem carry[i] hodnotu p̌renosu v i-tém bitu, tj. pokud
bychom sč́ıtali č́ısla tvǒrená bity

A[i − 1]A[i − 2] ⋯ A[0] B[i − 1]B[i − 2] ⋯ B[0]
hodnota carry[i] by odpov́ıdala bitu i tohoto součtu.

Předpokládáme, že carry[0] = 0.

Hodnoty S[i] pro i = 0, 1, . . . , n − 1 je možné spoč́ıtat následovně:

S[i] ∶= A[i] ⊕ B[i] ⊕ carry[i]
(Symbol ⊕ zde reprezentuje operaci xor , resp. sč́ıtáńı modulo 2,
což je totéž.)

Hodnota bitu S[n] je stejná jako hodnota carry[n].
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Součet velkých č́ısel

Pokud bychom tedy znali hodnoty carry[i] pro všechna i , hodnoty
bit̊u S[0], S[1], . . . , S[n] by pak už bylo možné spoč́ıtat s n procesory
v konstantńım čase.

Hodnotu carry[i + 1] je možné spoč́ıtat z hodnot A[i], B[i] a carry[i]
následovně:

carry[i + 1] ∶= (A[i] ∧ B[i]) ∨ ((A[i] ∨ B[i]) ∧ carry[i])

Mohou nastat ťri situace:

Bity A[i] i B[i] maj́ı oba hodnotu 1:
pak carry[i + 1] = 1 bez ohledu na hodnotu carry[i]
Bity A[i] i B[i] maj́ı oba hodnotu 0:
pak carry[i + 1] = 0 bez ohledu na hodnotu carry[i]
Jeden z bit̊u A[i] a B[i] má hodnotu 1 a jeden hodnotu 0:
pak carry[i + 1] = carry[i]
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Součet velkých č́ısel

Obecně můžeme pro libovolné i a j , kde 0 ≤ i < j ≤ n,
”
efekt“ úseku bit̊u

i , i − 1, . . . , j − 1, daného hodnotami

A[i], A[i + 1] . . . , A[ j − 1] B[i], B[i + 1] . . . , B[ j − 1]
reprezentovat hodnotou z ťŕıprvkové množiny {g,r, p}, kde:

g — carry[ j] bude vždy 1 bez ohledu na hodnotu carry[i]
r — carry[ j] bude vždy 0 bez ohledu na hodnotu carry[i]
p — carry[ j] = carry[i]

Označme hodnotu tohoto efektu pro dané i a j zápisem e(i , j).
Hodnotu e(i , i + 1) snadno spoč́ıtáme z hodnot A[i] a B[i].
Pro i , j , k , kde 0 ≤ i < j < k ≤ n, je možné hodnotu e(i , k) spoč́ıtat
z hodnot e(i , j) a e(j , k) pomoćı vhodně nadefinované binárńı asociativńı
operace ◦ na množině {g,r, p}.
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Součet velkých č́ısel

Hodnoty carry[i] pro i = 1, 2, . . . , n je možné snadno spoč́ıtat z hodnot
e(0, i) a carry[0].

Pro spoč́ıtáńı všech hodnot e(0, i) je možné použ́ıt stejný algoritmus,
jako byl použit pro poč́ıtáńı součt̊u prefix̊u pole.

Mı́sto operace + na č́ıslech bude použita operace ◦ na množině
{g,r, p}.

Součet dvou n-bitových č́ısel je možné spoč́ıtat na stroji RAM typu EREW
s p procesory v čase O(log n + n/p).

Tj. pokud budeme ḿıt k dispozici p procesor̊u, kde p ∈ Ω(n / log n), bude
doba výpočtu O(log n).
Celkové množstv́ı provedených operaćı je Θ(n).
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Součet velkých č́ısel

Součet dvou n-bitových č́ısel je možné spoč́ıtat na stroji RAM typu CRCW
COMMON s O(n3) procesory v čase O(1).

Myšlenka d̊ukazu: Hodnotu carry[i] pro i = 1, 2, . . . , n je možné vyjáďrit
následovně:

carry[i] ∶=

i−1

⋁
j=0

((A[ j] ∧ B[ j]) ∧

i−1

⋀
k=j+1

(A[k] ∨ B[k])))

Operace and (∧) a or (∨) p̌res m operandů je možné na stroji PRAM
typu CRCW COMMON poč́ıtat s m procesory v konstantńım čase.

Poznámka: Existuj́ı způsoby, jak počet procesor̊u O(n3) výrazně sńıžit.
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Výpočet konečného automatu

Předpokládejme, že máme dán nějaký fixńı deterministický konečný
automat A = (Q,Σ, δ, q0,F ), tj. tento automat neńı u následuj́ıćıho
problému považován za součást vstupu.

Výpočet konečného automatu

Vstup: Slovo w ∈ Σ
∗
délky n, tj. w = a1a2⋯an.

Výstup: Posloupnost stav̊u q0, q1, . . . , qn z množiny Q, kde stav qi
pro i = 0, 1, . . . , n je stav, ve kterém bude daný
deterministický konečný automat A po p̌rečteńı prefixu
a1a2⋯ai .

Myšlenka d̊ukazu: Pro podslova aiai+1⋯aj , kde 1 ≤ i ≤ j ≤ n, můžeme

poč́ıtat funkce typu Q → Q, které každému stavu q ∈ Q p̌rǐrazuj́ı stav q
′
,

do kterého by se automat A dostal ze stavu q p̌rečteńım podslova
aiai+1⋯aj .
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Výpočet konečného automatu

Skládáńı funkćı je asociativńı operace.

Pro každé i = 0, 1, . . . , n se tak spoč́ıtá funkce p̌rǐrazuj́ıćı stav̊um q ∈ Q

stavy, do kterých by se automat A dostal p̌rečteńım prefixu a1a2⋯ai .

Opět je možné použ́ıt algoritmus pro poč́ıtáńı asociativńıch operaćı na
prefixech pole.
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Násobeńı matic

Násobeńı matic

Vstup: Čtvercové matice A a B velikosti n × n.

Výstup: Matice C = A ⋅ B .

Pro prvky C[i][ j] matice C (kde i , j ∈ {0, 1, . . . , n − 1}) plat́ı

C[i][ j] =

n−1

∑
k=0

A[i][k] ⋅ B[k][j]

Na stroji PRAM typu CREW tedy postačuje O(n3) procesor̊u pro
spoč́ıtáńı výsledné matice v čase O(log n).
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Násobeńı matic

Řekněme, že A je čtvercová matice velikosti n × n.

Můžeme uvažovat mocniny matice A:

A
0
= I

A
1
= A

A
2
= A ⋅ A

A
3
= A ⋅ A ⋅ A

A
4
= A ⋅ A ⋅ A ⋅ A

⋮

Tj. A
0
= I a A

i+1
= A ⋅ A

i
, kde I je jednotková matice.
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Násobeńı matic

Umocňováńı matice

Vstup: Čtvercová matice A velikosti n × n a č́ıslo k .

Výstup: Matice A
k
.

Vzhledem k tomu, že násobeńı matic je asociativńı operace, můžeme pro
poč́ıtáńı mocniny matice A

k
použ́ıt postupné umocňováńı na druhou

a spoč́ıtat ho pomoćı O(log k) násobeńı matic.

Na stroji PRAM typu CREW je možné spoč́ıtat pro matici A velikosti n× n

mocninu matice A
k
pomoćı O(n3) procesor̊u v čase O(log n ⋅ log k).

Speciálně v p̌ŕıpadě, kdy k = n − 1, bude časová složitost O(log2 n).
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Násobeńı matic

Násobeńı matic nemuśı pracovat jen se sč́ıtáńım a násobeńım.

Můžeme uvažovat i jiné druhy operaćı a jiné druhy množin, ze kterých jsou
prvky matic.

Jedńım p̌ŕıkladem je ťreba:

Prvky matic jsou č́ısla (nap̌r. p̌rirozená, reálná, apod.) rozš́ı̌rená
o speciálńı hodnotu ∞.

Mı́sto operace ⋅ se bude použ́ıvat operace +.

Mı́sto operace + se bude použ́ıvat operace min.

To se dá využ́ıt nap̌ŕıklad pro řešeńı problému, kdy máme dán orientovaný
graf na n vrcholech, kde jsou hrany ohodnoceny, a chceme spoč́ıtat pro
každou dvojici vrchol̊u u a v vzdálenost z u do v , tj. délku nejkraťśı cesty
z u do v .

(Délka cesty je dána jako součet ohodnoceńı hran na této cestě.)
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Násobeńı matic

K danému ohodnocenému orientovanému grafu G = (V ,E) s vrcholy
oč́ıslovanými indexy 1, 2, . . . , n můžeme sestrojit matici A následovaně:

A[i][i] = 0 pro všechna i

A[i][ j] = w(i , j) pro všechny hrany (i , j) ∈ E , kde w(i , j) je
ohodnoceńı hrany (i , j) (p̌redpokládáme, že w(i , j) ≥ 0 a j ≠ i)

A[i][ j] = ∞ pro všechny dvojice (i , j), kde i ≠ j a neexistuje hrana
z i do j

Neńı těžké ově̌rit, že matice D = A
n−1

(poč́ıtaná pomoćı operaćı + a min
ḿısto ⋅ a +) splňuje následuj́ıćı:

pokud D[i][j] < ∞, tak D[i][j] udává délku nejkraťśı cesty
z vrcholu i do vrcholu j

pokud D[i][j] = ∞, tak neexistuje žádná cesta z vrcholu i do
vrcholu j
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Násobeńı matic

Následuj́ıćı problém je tedy možné řešit s O(n3) procesory
v čase O(log2 n):

Nejkraťśı cesty mezi všemi vrcholy v ohodnoceném grafu

Vstup: Orientovaný ohodnocený graf G s n vrcholy.

Výstup: Pro každou dvojici vrchol̊u u a v délka nejkraťśı cesty z u

do v nebo informace, že žádná taková cesta neexistuje.
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Násobeńı matic

Řekněme, že bychom se zamě̌rili na matice jejichž prvky jsou z množiny
Bool = {0, 1}.

Mı́sto operaćı ⋅ a + můžeme použ́ıt operace ∧ a ∨.

Stejně jako v p̌redchoźım p̌ŕıpadě je možné provádět na stroji PRAM typu
CREW násobeńı matic velikosti n × n s O(n3) procesory v čase O(log n)
a výpočet hodnoty A

k
s O(n3) procesory v čase O(log n ⋅ log k).

Všimněme si také, že plat́ı následuj́ıćı:

Na stroji PRAM typu CRCW COMMON je možné provádět násobeńı
booleovských matic velikosti n × n s O(n3) procesory v čase O(1).
Matici A

k
je pak možné spoč́ıtat v čase O(log k).
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Násobeńı matic

Podobně jako v p̌redchoźım p̌ŕıpadě uvažujme orientovaný graf G , kde ale
hrany nejsou ohodnoceny.

Dosažitelnost v orientovaném grafu pro všechny dvojice vrchol̊u

Vstup: Orientovaný graf G s n vrcholy.

Výstup: Pro každou dvojici vrchol̊u u a v informace, zda existuje
cesta z u do v .

Ke grafu G s n vrcholy můžeme sestrojit booleovskou matici A
velikosti n × n, kde A[i][ j] bude 1 právě pro ty dvojice (i , j),
kde i = j nebo existuje hrana z i do j .

Snadno se ově̌ŕı, že v matici D = A
n−1

je D[i][j] = 1 právě tehdy, když
existuje cesta z vrcholu i do vrcholu j .

Poznámka: Výše uvedená matice D = A
n−1

se často označuje jako
tranzitivńı uzávěr matice A.

Z. Sawa (VŠB-TUO) Teoretická informatika 5. prosince 2023 60 / 88



Násobeńı matic

Z p̌redchoźıho tedy plyne:

Tranzitivńı uzávěr booleovské matice A velikosti n × n (a tedy
dosažitelnost v orientovaném grafu G s n vrcholy) je možné řešit:

na stroji PRAM typu EREW s O(n3) procesory v čase O(log2 n),
na stroji PRAM typu CRCW COMMON s O(n3) procesory
v čase O(log n).
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Násobeńı matic

Jedńım z důsledk̊u p̌redchoźıho tvrzeńı je to, že každý problém ze ťŕıdy NL
(tj. problém řešitelný nedeterministickým algoritmem s prostorovou
složitost́ı O(log n)) je možné řešit efektivńım paralelńım algoritmem.

Věta

Každý problém ze ťŕıdy NL je možné řešit:

na stroji PRAM typu EREW s polynomiálńı počtem procesor̊u v čase
O(log2 n),
na stroji PRAM typu CRCW COMMON s polynomiálńım počtem
procesor̊u v čase O(log n).
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Násobeńı matic

Myšlenka d̊ukazu: Pro každý problém z NL existuje nedeterministický
stroj M (nap̌r. nedeterministický Turing̊uv stroj), který ho řeš́ı
s prostorovou složitost́ı S(n) ∈ O(log n).
Pro daný vstup x velikosti n je možné sestrojit graf G , jehož vrcholy
budou odpov́ıdat konfiguraćım stroje M velikosti S(n) a hrany možným
p̌rechodům stroje M mezi těmito konfiguracemi.

Stač́ı zjistit, zda z vrcholu, který odpov́ıdá počátečńı konfiguraci, je
dosažitelný nějaký vrchol odpov́ıdaj́ıćı p̌rij́ımaj́ıćı konfiguraci.

Důsledek

NL ⊆ NC
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Tř́ıděńı

Tř́ıděńı

Vstup: Posloupnost a0, a1, . . . , an−1.

Výstup: Prvky a0, a1, . . . , an−1 seťŕıděné od nejmenš́ıho po nejvěťśı.

Pro paralelńı implementaci je vhodný nap̌ŕıklad algoritmus Merge-sort.

Řada efektivńıch paralelńıch algoritmů pro problém ťŕıděńı vycháźı právě
z tohoto algoritmu.
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Tř́ıděńı

Algoritmus: Merge sort

Merge-Sort (A, p, r):
if r − p > 1 then

q ∶= ⌊(p + r) / 2⌋
Merge-Sort(A, p, q)
Merge-Sort(A, q, r)
Merge(A, p, q, r)

Obě rekurzivńı voláńı funkce Merge-Sort mohou být prováděny
paralelně.

Pro seťŕıděńı pole A, které obsahuje prvky A[0],A[1],⋯,A[n − 1],
zavoláme Merge-Sort(A, 0, n).

Poznámka: Procedura Merge(A, p, q, r) spoj́ı seťŕıděné posloupnosti
uložené v A[p . . q − 1] a A[q . . r − 1] do jedné posloupnosti uložené
v A[p . . r − 1].
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Tř́ıděńı

Vstup: 58, 42, 34, 61, 67, 10, 53, 11

10 11 34 42 53 58 61 67

61584234 67531110

42 58 34 61 10 67 11 53

58 42 34 61 67 10 53 11

Strom rekurzivńıch voláńı má Θ(log n) úrovńı.
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Tř́ıděńı

Je žrejmé, že pro efektivńı paralelńı implementaci algoritmu Merge-sort
stač́ı umět efektivně implementovat funkci Merge, která:

Dostane jako vstup dvě seťŕıděné posloupnosti

a0, a1, . . . , an−1 b0, b1, . . . , bn−1

jejichž prvky jsou uloženy v poĺıch A a B .
(Obě tato pole jsou velikosti n.)

Spoj́ı tyto dvě posloupnosti délky n do jedné seťŕıděné posloupnosti
délky 2n, která bude uložena v poli C (velikosti 2n).

Ukážeme si jednu z jednoduchých paralelńıch implementaćı
funkce Merge, která pracuje na stroji PRAM typu CREW
a s p procesory provede operaci sloučeńı dvou posloupnost́ı velikosti n
v čase O(log n + n/p).
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Tř́ıděńı

Předpokládejme pro jednoduchost, že všechny prvky v poĺıch A a B jsou
navzájem r̊uzné.

Označme d = ⌈n/p⌉.
Každému z prvk̊u pole A s indexy d ⋅ i , kde i = 0, 1, . . . , p − 1 bude
p̌rǐrazen jeden procesor.

Procesor i p̌rǐrazený prvku A[d ⋅ i] vyhledá sekvenčně pomoćı
binárńıho vyhledáváńı (půleńım intervalu) v čase O(log n) pozici
v poli B , kam by byl zǎrazen prvek A[d ⋅ i], kdyby byl do pole B

p̌ridán.

Podobným způsobem se pro každý z prvk̊u B[d ⋅ i] vyhledá pozice,
kam by byl tento prvek zǎrazen v poli A.

Na základě těchto zjǐstěných index̊u se pole A a B rozděĺı na
2n

”
pruhů“, z nichž každý má délku nejvýše 2d (pruh obsahuje

nejvýše d prvk̊u z pole A a nejvýše d pruhů z pole B).
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Tř́ıděńı

Pro každý z pruhů se urč́ı:

začátek a konec daného pruhu v poli A
začátek a konec daného pruhu v poli B
celkový počet prvk̊u (z pole A i B) spadaj́ıćı do daného pruhu

Pruhy budou ve výsledné seťŕıděńı posloupnosti seťŕıděny za sebou.

Pro každý z pruhů se spoč́ıtaj́ı indexy začátku a konce úseku v poli C ,
kam budou prvky z daného pruhu uloženy.

Pro každý z pruhů se sekvenčně provede merge prvk̊u z daného pruhu
a jejich nakoṕırováńı do p̌ŕıslušného úseku v poli C .

Každý z procesor̊u zpracuje dva pruhy.
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Tř́ıděńı
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Tř́ıděńı

Výše uvedená varianta paralelńı implementace algoritmu Merge-sort pro
PRAM typu CREW má p̌ri použit́ı p procesor̊u časovou složitost
O(log2 n + n log n/p).

Při použit́ı Ω(n / log n) procesor̊u bude ḿıt tedy výše uvedený algoritmus
časovou složitost O(log2 n).

Existuj́ı efektivněǰśı paralelńı implementace ťŕıděńı:

Existuje paralelńı ťŕıd́ıćı algoritmus pro PRAM typu EREW, který má
s n procesory časovou složitost O(log n).
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Vzájemná simulace variant stroj̊u PRAM

Věta

Činnost stroje PRAM typu CRCW PRIORITY, který s p procesory
vykoná t krok̊u, je možné simulovat strojem PRAM typu EREW
s p procesory, který provede O(t log p) krok̊u.

Myšlenka d̊ukazu: Předpokládejme, že původńı stroj PRAM (typu CRCW
PRIORITY) pracuje po fáźıch, kdy sťŕıdavě všech p procesor̊u:

čte z globálńı paměti

provád́ı lokálńı výpočty, kde se ke globálńı paměti nep̌ristupuje

zapisuje do globálńı společné paměti

Prvńı (tj. společné čteńı z globálńı paměti) a ťret́ı (tj. společný zápis do
globálńı paměti) z těchto fáźı je ťreba implementovat tak, aby provedeńı
jedné takové fáze s p procesory trvalo O(log p) krok̊u.
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Vzájemná simulace variant stroj̊u PRAM

Implementace fáze write:

Bude použito pomocné pole A velikosti p, jehož prvky budou trojice
tvaru

(a, v , id)
kde:

a — adresa buňky globálńı paměti, kam se bude zapisovat
v — zapisovaná hodnota
id — č́ıslo procesoru, který zápis provád́ı

Všechny procesory ḿısto p̌ŕımého zápisu do globálńı paměti zaṕı̌sou
adresu a, kam chtěj́ı zapisovat, hodnotu v , kterou chtěj́ı zapsat,
a své id do prvku A[id].
(Procesory, které nechtěj́ı do globálńı paměti v daném kroku
zapisovat, zaṕı̌sou do pole A nějakou speciálńı hodnotu,
nap̌r. trojici (a, v , id), kde a bude −1.)
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Vzájemná simulace variant stroj̊u PRAM

Pole A se seťŕıd́ı:

Primárńım kritériem pro ťŕıděńı je hodnota adresy a.

Pokud maj́ı dvě položky (a, v , id) a (a′, v ′, id ′) v poli A stejnou
adresu (tj. pokud a = a

′
), tak se ťŕıd́ı podle id a id

′
.

Každý procesor se pod́ıvá do seťŕıděného pole A na jednu položku:

Zjist́ı, jestli se jedná o položku s nejmenš́ım id pro danou adresu
— tj. jestli je bud’ prvńı v poli A nebo p̌redchoźı položka
odkazuje k jiné adrese.

Pokud ano, provede p̌ŕıslušný zápis do globálńı paměti.

Seťŕıděńı pole A je možné s p procesory provést v čase O(log p).
Všechny ostatńı kroky v této simulaci je možné provést v konstantńım čase.
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Vzájemná simulace variant stroj̊u PRAM

Implementace fáze read:

Bude použito pomocné pole B velikosti p, jehož prvky budou dvojice
tvaru

(a, id)
kde:

a — adresa buňky globálńı paměti, ze které se bude č́ıst
id — č́ıslo procesoru, který z dané adresy poťrebuje č́ıst

Všechny procesory ḿısto p̌ŕımého čteńı z globálńı paměti zaṕı̌sou
adresu a, ze které chtěj́ı č́ıst, a své id do prvku B[id].
(Procesory, které nechtěj́ı z globálńı paměti v daném kroku č́ıst,
zaṕı̌sou do pole B nějakou speciálńı hodnotu, nap̌r. dvojici (a, id),
kde a bude −1.)
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Vzájemná simulace variant stroj̊u PRAM

Pole B se seťŕıd́ı — kritériem pro ťŕıděńı je hodnota adresy a.

Každý procesor se pod́ıvá do seťŕıděného pole B na jednu položku:

Zjist́ı, jestli se jedná o položku s nejmenš́ım indexem pro danou
adresu — tj. jestli je bud’ prvńı v poli B nebo p̌redchoźı položka
odkazuje k jiné adrese.

Pokud ano, p̌rečte z adresy a hodnotu v .

Následně je ťreba provést rozkoṕırovańı každé p̌rečtené hodnoty v ke
všem položkám pole B , kde je uvedena stejná adresa jako adresa a, ze
které byla čtena hodnota v .

Použij́ı se daľśı dvě pomocná pole velikosti p:

V — koṕırované hodnoty v

C — booleovské hodnoty udávaj́ıćı pro každé i , zda byla již
hodnota V [i] zapsána
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Vzájemná simulace variant stroj̊u PRAM

Inicializace rozkoṕırováńı:

Procesory i , které četly hodnotu v z globálńı paměti
(z adresy B[i].addr), provedou:
V [i] ∶= a

C[i] ∶= True

Ostatńı procesorry provedou:

C[i] ∶= False

Všechny procesory inicializuj́ı lokálńı proměnnou s na hodnotu 1.
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Vzájemná simulace variant stroj̊u PRAM

Cyklus, který budou provádět paralelně všechny procesory i ,
dokud bude s < p:

if C[i] = True then

if i + s < p and C[i + s] = False then

V [i + s] ∶= V [i]
C[i + s] ∶= True

s ∶= s ∗ 2

Nakonec se paralelně rozkoṕıruj́ı hodnoty V [i] procesor̊um,
jejichž id je uvedeno v B[i].id.

Seťŕıděńı prvk̊u pole B a následné rozkoṕırováńı vyžaduj́ı s p procesory
čas O(p), ostatńı kroky je možné provést v konstantńım čase.
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Vzájemná simulace variant stroj̊u PRAM

Věta

Činnost stroje PRAM typu CRCW PRIORITY, který s p procesory
vykoná t krok̊u, je možné simulovat strojem PRAM typu CRCW
COMMON s O(p2) procesory, který provede O(t) krok̊u.

Myšlenka d̊ukazu:

Stač́ı umět simulovat jednu fázi zápisu s O(p2) procesory v čase O(1).
Předpokládejme, že procesory simulovaného stroje jsou č́ıslovány
0, 1, . . . , p − 1.

Použije se pomocné pole C velikosti p.
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Vzájemná simulace variant stroj̊u PRAM

Simulace jedné fáze zápisu:

Prvky pole C jsou inicializovány hodnotami 0.

Pro každou dvojici (i , j), kde 0 ≤ i < j < p se paralelně provede
následuj́ıćı:

Pokud procesory i a j chtěj́ı zapisovat na stejnou adresu a,
nastav́ı se hodnota prvku C[ j] na 1.

Pro každé i , kde 0 ≤ i < p, se paralelně provede následuj́ıćı:

Pokud je C[i] = 0, provede se zápis do globálńı paměti, který by
prováděl procesor i simulovaného stroje.

Poznámka: Je žrejmé, že C[i] je 0 právě u těch procesor̊u, které
maj́ı nejmenš́ı id mezi všemi procesory, které chtěj́ı zapisovat na
stejnou adresu.
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Dolńı odhady složitosti pro stroje PRAM

Dá se dokázat, že nap̌ŕıklad jakýkoli stroj PRAM typu CREW, který řeš́ı
následuj́ıćı problém, muśı ḿıt časovou složitost minimálně Ω(log n):

OR sekvence bit̊u

Vstup: Sekvence bit̊u a0, a1, . . . , an−1.

Výstup: Hodnota a0 ∨ a1 ∨⋯∨ an−1.

Je také dokázáno, že nemůže existovat stroj PRAM typu CRCW, který by
řešil následuj́ıćı problém v čase O(1):

XOR sekvence bit̊u

Vstup: Sekvence bit̊u a0, a1, . . . , an−1.

Výstup: Hodnota a0 ⊕ a1 ⊕⋯⊕ an−1.

Poznámka: Symbol ⊕ zde reprezentuje operaci xor.
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Rozklad neorientovaného grafu na souvislé komponenty

Rozklad neorientovaného grafu na souvislé komponenty

Vstup: Neorientovaný graf G = (V ,E) daný seznamem vrchol̊u
a hran.

Výstup: Rozklad grafu G na souvislé komponenty.

Poṕı̌seme si paralelńı algoritmus pro stroj PRAM typu CRCW
ARBITRARY, který bude pracovat s O(n +m) procesory (kde n je počet
vrchol̊u a m počet hran grafu G ), a který bude ḿıt časovou
složitost O(log n).
Předpokládáme, že graf G = (V ,E) je zadán jako:

pole vrchol̊u V velikosti n

pole hran E velikosti m — p̌redpokládá se, že každá hrana je v tomto
poli uvedena dvakrát, jednou jako (u, v) a jednou jako (v , u).
Pǒrad́ı hran neńı důležité.
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Rozklad neorientovaného grafu na souvislé komponenty

Algoritmus bude použ́ıvat následuj́ıćı ťri pole velikosti n, jejichž indexy
odpov́ıdaj́ı vrchol̊um z množiny V .

D — indexy rodič̊u jednotlivých vrchol̊u ve vytvá̌rených stromech

Dprev — uložeńı hodnot z pole D z p̌redchoźı iterace

Q — booleovské hodnoty indikuj́ıćı, že pro daný vrchol došlo ke
změně

Dále bude použita globálńı proměnná changed typu Bool.

Inicializace:

pro každý vrchol v ∈ V se paralelně provede:

D[v] ∶= v

procesor 0 provede:

changed ∶= True
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Rozklad neorientovaného grafu na souvislé komponenty

Hlavńı cyklus se bude provádět, dokud bude platit changed = True.

Jedna iterace hlavńıho cyklu:

Krok 1 — pro každý vrchol v ∈ V se paralelně provede:

Q[v] ∶= False

Dprev[v] ∶= D[v]

Krok 2 — pro každý vrchol v ∈ V se paralelně provede:

D[v] ∶= Dprev[Dprev[v]]
if D[v] ≠ Dprev[v] then

Q[D[v]] ∶= True
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Rozklad neorientovaného grafu na souvislé komponenty

Krok 3 — pro každou hranu (u, v) ∈ E se paralelně provede:

if D[u] = Dprev[u] and D[v] < D[u] then

D[D[u]] ∶= D[v]
Q[D[v]] ∶= True

Krok 4 — pro každou hranu (u, v) ∈ E se paralelně provede:

if D[u] = D[D[u]] and Q[D[u]] = False then

if D[u] ≠ D[v] then

D[D[u]] ∶= D[v]

Krok 5 — pro každý vrchol v ∈ V se paralelně provede:

D[v] ∶= D[D[v]]
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Rozklad neorientovaného grafu na souvislé komponenty

Krok 6 — procesor 0 provede:

changed ∶= False

Krok 7 — pro každý vrchol v ∈ V se paralelně provede:

if Q[v] = True then

changed ∶= True
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Vztah mezi paralelńımi algoritmy a obvody

Existuje úzký vztah mezi paralelńımi algoritmy a booleovskými obvody.

Problém A může být řešen booleovskými obvody v následuj́ıćım smyslu:

Existuje nekonečná posloupnost obvodů C0,C1,C2, . . .

Každý obvod Cn má p̌resně n vstupů.

Předpokládáme, že vstupy problému A jsou kódovány jako sekvence
bit̊u.

Pokud je vstup x problému A reprezentován n bity a tyto bity budou
p̌rǐrazeny jako hodnoty vstupů obvodu Cn, bude tento obvod
generovat jako sv̊uj výstup odpověd’ na p̌ŕıslušnou otázku problému A

pro vstup x .

U obvodů se uvažuj́ı následuj́ıćı dva parametry:

velikost obvodu — počet hran p̌ŕıslušného grafu obvodu

hloubka obvodu — délka nejdeľśı cesty v grafu obvodu
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Vztah mezi paralelńımi algoritmy a obvody

Dá se ukázat, že pro daný problém A existuje program pro stroj PRAM
právě tehdy, když pro něj existuje posloupnost obvodů, která ho řeš́ı, kde:

Časová složitost daného stroje PRAM je asymptoticky stejná jako
hloubka obvodů.

Počet procesor̊u použitých strojem PRAM a velikost obvodu se lǐśı
nejvýše polynomiálně.

Tento vztah plat́ı mezi následuj́ıćımi typy stroj̊u PRAM a následuj́ıćımi
typy obvodů:

Stroje PRAM typu CREW odpov́ıdaj́ı obvodům, kde hradla typu And

a Or maj́ı vždy dva vodiče, které do nich vstupuj́ı, a libovolný počet
vodič̊u, které z nich vystupuj́ı.

Stroje PRAM typu CRCW COMMON odpov́ıdaj́ı obvodům, kde
hradla typu And a Or mohou ḿıt neomezený počet vodič̊u, které do
nich vstupuj́ı i z nich vystupuj́ı.
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