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Logaritmické mnoZstvi paméti

Jednim specifickym druhem algoritmi jsou algoritmy, které pouZivaji
extrémné malé mnoZstvi paméti — asymptoticky mensi nez n, kde n je
velikost vstupu.

Specialné se zde zaméFime na algoritmy s logaritmickou prostorovou
sloZitosti, tj. s prostorovou sloZitosti O(log n).

o Je zfejmé, Ze algoritmus, jeho? pamé&tova sloZitost je men3i ne¥ n,
nemd dostatek paméti na to, aby mél v paméti uloZenou celou vstupni
instanci.

o U algoritmd, které pracuji s takto malym mnoZstvim paméti, se proto
velikost vstupu a velikost vystupu nezapocitava do mnoZstvi pouZité
paméti.
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Logaritmické mnoZstvi paméti

U takovych algoritmil se predpoklada, Ze jsou vykondvany n&jakym druhem
stroje (nap¥. Turingovym strojem), ktery ma:

@ Vstupni pasku — obsahuje vstupni slovo, které je ohraniéeno zleva
a zprava specidlnimi zardazkami ‘" a ‘', neni moZné na ni zapisovat
(je read-only), ma jednu hlavu, kterd se miiZze posouvat ob&ma sméry

e Vystupni pasku — je na ni moZné pouze zapisovat (je write-only),
neni z ni mozné ¢&ist, na zalatku vypoctu je prazdnd, pohyb hlavy je
mozny jen zleva doprava

@ Pracovni pamét — je mozné do ni zapisovat i z ni &ist,

nap¥. u Turingovych strojii ma opét podobu jedné nebo vice pasek

MnoZstvi pouzité paméti je ddno poctem bitd, které postaluji pro ulozeni
obsahu pracovni paméti béhem vypoctu.
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Logaritmické mnoZstvi paméti
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Logaritmické mnoZstvi paméti

Pokud je velikost vstupu n, O(log n) biti pamé&ti v zdsad& postaluje pouze
na uloZeni n&jakého fixniho kone¢ného poétu hodnot, kde kazd3a z téchto
hodnot zabird maximaln& O(log n) bitd.

S L v “ . s Ak
Pomoci k bitl je moZné reprezentovat &isla v intervalu 0 az 2" — 1.

Logaritmicky pocet bitl tedy postaluje na reprezentaci &isla, jehoZ
hodnota je omezena polynomem (tj. &islo, jehoz maximalni hodnota je
O(n°), kde c je n&jaké konstanta).

Pomoci takovych &isel je mozné reprezentovat napf:

index poli¢ka na vstupni pasce — de facto ukazatel do vstupnich dat
¢itad, jehoZ hodnota je omezena polynomem

u grafovych algoritmd nap¥. index vrcholu &i hrany

u algoritmi pracujicich s maticemi nap¥. &islo fadku &i &islo sloupce
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Logaritmické mnoZstvi paméti

Naopak O(log n) bitd pamé&ti neposta&uje pro uloZeni v&ci jako t¥eba:

@ Pokud je vstup tvofen posloupnosti n prvki, uloZit si pro kazdy
z t&chto prvki alespoii 1 bit informace (nap¥. n&jaky p¥iznak).

o U grafovych algoritm( si napf. pamatovat, které vrcholy byly
navstiveny.
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Logaritmické mnoZstvi paméti

Ptiklad: Uvazujme problémy, kde vstup vypada ndsledovné:

Vstup: Dvojice &isel x a y, kde tato &isla jsou reprezentovana
binarné jako sekvence n bitd.

Algoritmy s logaritmickou prostorovou sloZitosti je mozné pocitat napftiklad
nasledujici véci:

@ soulet a rozdil hodnot x a y (tj. hodnoty x +y a x — y)

@ soutin hodnot x a y (tj. hodnotu x - y)

@ zjisténi toho, zda plati x =y, x <y, x <y

e maximum & minimum (tj. hodnoty max(x, y) a min(x,y))
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Logaritmické mnoZstvi paméti

Pt¥iklad: Uvazujme problémy, kde vstup vypadd nasledovné:

Vstup: Posloupnost &isel ag, as, ..., ak.

Rekné&me, %e n je celkovy potet bitd nutny k zapisu &isel ay, an, . . . , ak.
Algoritmy s prostorovou sloZitosti O(log n) je moZné spotitat naptiklad
ndsledujici:

@ setfidit prvky od nejmensiho po nejvétsi

@ soucet a7 +ap + -+- + a,

Poznamka: Vsimnéte si, Ze spoditani souctu &isel aq, as, ..., ax

v prostoru O(log n) nenf GplIné& trividlni Gloha, protoZe n&ktera z &isel
mohou mit vice nez O(log n) bitd — vezmé&me si tfeba p¥ipad, kdy pocet
Cisel je v/n a kazdé z nich md /n biti.
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Logaritmické mnoZstvi paméti

Ptiklad: Také ndsledujici problém je mozné YeSit s prostorovou sloZitosti
O(log n):

Nasobeni matic

Vstup: Matice A a B, jejichZ prvky jsou ptirozena &isla.
Vystup: Matice A - B.

Poznamka: Podobné jako v ptedchozim p¥ipadé vezméme jako velikost

vstupu n celkovy po&et bitl nutnych k zapisu matic A a B (tj. k zdpisu

vdech jejich prvki).

MiZe se stat, Ze nékteré prvky téchto matic maji vice nez O(log n) bita.

Uloha tedy opét neni tak jednoduchd, jak miZe na prvni pohled vypadat.
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Logaritmické mnoZstvi paméti

Také nasledujici problém je mozné snadno Fesit deterministickym
algoritmem s prostorovou sloZitosti O(log n):

Vstup: Slovo w tvofené riiznymi druhy zavorek
(o Ju 2 Lo oo [ 1)

Otdzka: Jednd se o spravné& uzavorkovanou posloupnost?

Spravné uzavorkovanou posloupnosti se zde mysli posloupnost patfici do
jazyka generovaného nasledujici bezkontextovou gramatikou:

A-ce | AAILALILRALRI - T[AL
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Logspace redukce

Je zajimavé, Ze pro naprostou vétsinu polynomialnich redukci pouzitych
nap¥. v diikazech NP-obtiZnosti, PSPACE-obtiZnosti, apod. riiznych
problémi (jaké jsme si ukazovali v pfedchozich pfednaskach &i jaké jsou
popsany v literatufe) plati, Ze p¥islusnou redukci je mozné implementovat
jako (deterministicky) algoritmus pracujici s logaritmickym mnoZstvim
paméti.

Takové redukce se oznaluji jako logspace redukce.
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Logspace redukce

Logspace redukce rozhodovaciho problému A na rozhodovaci problém B
je deterministicky algoritmus Alg s prostorovou sloZitosti O(log n), ktery:

@ Dostane jako vstup instanci x problému A.
o Vyprodukuje jako vystup instanci y problému B.

@ V problému B bude pro vstup y odpovéd ANO pravé tehdy, kdy?
v problému A bude pro vstup x odpovéd ANO.
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Logspace redukce

Véta
JestliZe existuje:
o logspace redukce problému A na problém B a
@ logspace redukce problému B na problém C
tak existuje i:

@ logspace redukce problému A na problém C.

Dakaz: Ptredpokladejme, Ze:
o Alg; je logspace redukce problému A na problém B

o Alg, je logspace redukce problému B na problém C

Ndasledujici jednoduchd konstrukce, kterd funguje pro polynomidlni
redukce, zde nefunguje:

@ na instanci x problému A aplikovat redukci Alg;, kterou dostaneme
instanci y problému B, a na tu pak aplikovat redukci Alg,
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Logspace redukce

Problém je v tom, Ze takovy algoritmus by sice byl redukce, ale ne
logspace redukce:
@ Instance y problému B vytvorena redukci Alg; miizZe byt az
polynomialné velka vzhledem k velikosti plvodni instance x

problému A
— pracovni pamét logaritmické velikosti nebude sta&it na uloZeni této

instance y
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Logspace redukce

Je tfeba postupovat odlisné — algoritmus prevadéjici instanci problému A
na instanci problému C bude pracovat nasledovné:

@ Bude simulovat &innost algoritmu Alg,.

@ Bude si pamatovat pozici jeho hlavy na vstupni pasce — tato pozice
bude reprezentovdna bindrn& (sta&i na ni O(log n) bitd).

o Kdykoli algoritmus Alg, pottebuje ptedist symbol ze vstupu:

o Spusti od za&atku simulaci algoritmu Alg;.

o V krocich, kde by Alg; zapsal symbol na vystup, nenf tento
vystup nikam zapisovan, je pouze inkrementovano poditadlo
zapsanych symboli.

o V okamziku, kdy by Alg; zapsal symbol na pozici, kterou
potfebuje Alg, &ist, je simulace Alg; ukondena, algoritmu Alg,
je predan pfislusny symbol a pokraluje se v simulaci &innosti
algoritmu Alg,.
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Logspace redukce

Neni tézké si rozmyslet nasledujici:

o Ptedpoklddejme, Ze problém A je logspace prevoditelny na problém B.

@ Pokud bude existovat algoritmus s logaritmickou prostorovou
sloZitosti ¥esici problém B, bude existovat i algoritmus s logaritmickou
prostorovou sloZitosti YeSici problém A.

@ Pokud by tedy neexistoval algoritmus s logaritmickou prostorovou
sloZitosti FesSici problém A, nebude existovat ani algoritmus
s logaritmickou prostorovou sloZitosti FeSici problém B.
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Logaritmické mnoZstvi paméti

Pro nésledujici problém neni zndm Zadny deterministicky algoritmus
s logaritmickou prostorovou sloZitosti:

Dosazitelnost v grafu (Graph Reachability)
Vstup: Orientovany graf G = (V, E) se dv€ma vyznaZenymi
vrcholy s a t.

Otdzka: Existuje v grafu G cesta z vrcholu s do vrcholu t?

Ocividné vsak existuje velmi jednoduchy nedeterministicky algoritmus
s prostorovou sloZitosti O(log n) ¥esici tento problém:

@ Pamatuje si vZdy jen aktudlni vrchol v a hodnotu &itace c.

@ Inicializuje v := s a c:= m—1, kde m je pocet vrcholl grafu G.

@ Nedeterministicky hadd cestu a s kazdym krokem sniZuje &itaé o 1.
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Trdy L a NL

P¥ipometime definice ndsledujicich t¥id sloZitosti:

T¥ida LOGSPACE (zkracené L)

T¥ida LOGSPACE (& zkrdcen& L) je tvofena pravé t&€mi rozhodovacimi
problémy, pro které existuje deterministicky algoritmus s prostorovou
sloZitosti O(log n).

T¥ida NLOGSPACE (zkricené& NL)

T¥ida NLOGSPACE (& zkrdcen& NL) je tvofena pravé té€mi rozhodovacimi
problémy, pro které existuje nedeterministicky algoritmus s prostorovou
sloZitosti O(log n).
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Tridy L a NL

o Je zjevné, Ze L € NL.

@ Podobné jako v p¥ipadé t¥id P a NP se nevi, jestli P = NP,
také pro t¥idy L a NL se nevi, zda L = NL.

(Zd3 se spise pravd&podobné, Ze tato rovnost neplati,
neni to ale dokdzéno.)

Ptiklad: Vidéli jsme, Ze plati ndsledujici:
Problém ,, DosaZitelnost v grafu" je ve t¥idé NL.

Vypada to, Ze tento problém z¥ejmé neni ve tfidé L, nenfi to ale jisté.
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NL-dpIné problémy

@ Problém A je NL-tézky, jestlize kazdy problém z NL je logspace
preveditelny na problém A.

@ Problém A je NL-tplny, jestlize je NL-téZky a zarovein sdm pat# do
t¥idy NL.

@ Pokud by tedy libovolny NL-(plny problém byl feSitelny
deterministickym algoritmem s logaritmickou prostorovou sloZitostf,
znamenalo by to, ze L = NL.

@ Pokud bude existovat alespoii jeden problém, ktery je v NL, ale neni
v L, tak uréité€ nemiiZe existovat deterministicky algoritmus
s logaritmickou prostorovou sloZitosti pro Zadny NL-t&Zky problém.
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NL-dpIné problémy

Véta
»Dosazitelnost v grafu" je NL-tplny problém.

Myslenka dikazu:

To, Ze tento problém pat# do tfidy NL jsme uZ vidéli.

Je tfeba ukazat, Ze kaZzdy problém A z NL je logspace preveditelny na
problém dosaZitelnosti v grafu.

Protoze problém A patfi do t¥idy NL, existuje nedeterministicky stroj M
(nap¥. Turinglv stroj nebo jiny typ stroje) s logaritmickou prostorovou
sloZitosti, ktery ho Fesi.
Pocet v8ech moznych konfiguraci stroje M nad danym vstupem x
velikosti x bude polynomialni.
V logaritmickém prostoru je moZné vygenerovat graf, kde:

@ vrcholy — konfigurace stroje M

@ hrany — prechody mezi témito konfiguracemi
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NL-dpIné problémy

Pomoci logspace redukci z tohoto problému se dd ukazat NL-obtiZnost
fady dalSich problémi.

P¥iklady nékterych NL-dplnych problémii:

2-UNSAT

Vstup: Booleovska formule ¢ v konjunktivni normalni formé&, kde
kazda klauzule obsahuje pravé 2 literaly.

Otazka: Je formule ¢ nesplnitelnd (tj. je to kontradikce)?
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NL-dpIné problémy

P¥ijimani slova NKA

Vstup: Nedeterministicky kone&ny automat A a slovo w.
Otédzka: P¥ijima automat A slovo w (tj. plati w € £(.A))?

Dosazitelné netermindly v bezkontextové gramatice

Vstup: Bezkontextova gramatika G = (1, %, S, P)
a neterminal B € I1.

Otazka: Existuji n&jakd o, 8 € (MU X)* takovd, 2e S =~ aBS?
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NL-dpIné problémy

s 7

Prazdnost jazyka pfijimaného DKA

Vstup: Deterministicky kone¢ny automat A.
Otazka: Je L(A) =27

Univerzalita DKA
Vstup: Deterministicky kone¢ny automat A.

Otédzka: Je L(A) =X"?

Ekvivalence DKA

Vstup: Deterministické kone¢né automaty A; a As.
Otdzka: Je L( A7) = L(Ay)7?
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tplné problémy

Generovani prvku asociativni operaci

Vstup: Kone¢nd mnoZzina X, asociativni bindrni operace o na
mnoZiné X (zadand tabulkou specifikujici hodnotu x o y pro
kazdou dvojici x, y € X), podmnoZina S € X a prvek t € X.

Otédzka: Je mozné prvek t vygenerovat z prvkii mnoZiny S7

Prvek t je moZné vygenerovat z prvki mnoZiny S, jestliZze existuje
posloupnost xq, X2, ..., x, prvkdl z mnoZiny S takova, Ze

t=X{0Xp0 *++ O X
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T¥ida co-NL

Podobné jako se ke tfidé NP zavadi t¥ida co-NP, je ke t¥idé NL moZné
zavést tfidu co-NL.

Definice
T¥ida co-NL je tvotena dopliikovymi problémy k problémim ze t¥idy NL.

Zatimco v ptipadé t¥id NP a co-NP se nevi, jestli plati NP = co-NP
(a spise se zda, Ze NP # co-NP), v p¥ipadé& t¥id NL a co-NL se vi, Ze plati
nasledujici pomérné prekvapujici vysledek:

NL = co-NL
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Nedosazitelnost v grafu v NL

Véta — Immerman-Szelepcsényi (1987)

Doplitkovy problém k problému , DosaZitelnost v grafu* je ve t¥idé NL.

Myslenka dikazu: Pro dany orientovany graf G = (V, E) a dvojici
vrchol s a t je tfeba nedeterministickym algoritmem s logaritmickou
prostorovou sloZitosti ovéfit, Ze neexistuje cesta z s do t.

Oznatme S mnoZinu vSech vrcholl dosaZitelnych z s:
S={veV | v G existuje cesta z s do v}

Je t¥eba ové&¥it, Ze t ¢ S.

MnoZinu S ur&ité neni mozné drzet v paméti — O(log n) bitd by na to
nestadilo.
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Nedosazitelnost v grafu v NL

Rekn&me, ze bychom v8ak znali pfesnou velikost mnoZiny S.
To by bylo jedno &islo m = |S|, na jehoZ uloZeni by O(log n) bitd stadilo.

Nedeterministicky algoritmus, ktery by toto &islo znal, by ov&¥il, Ze t ¢ S,
nasledujicim zptsobem:

@ Postupng& by pro viechny vrcholy v € V — {t} hadal, zda pro dany
vrchol v plati s € S nebo ne.

Pro ty vrcholy v, pro které by hadal, Ze v € S plati, by ovéil,
Ze tomu tak skute¢né je — hadal by pf¥islusnou cestu z s do v.
Pokud by p¥i tomto ové&fovani byl nelspésny, skon&i nelispéchem
(d4 odpov&d NE).

@ Zaroveri by pocital pocet téch vrcholi, u kterych hadal, Ze pat¥i do
mnoZiny S.

@ Nakonec by zkontroloval, zda je tento poet roven m, a dal
odpovéd ANO pravé tehdy, kdyZ tomu tak je.
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Nedosazitelnost v grafu v NL

Zbyva tedy vytesit, jak spoditat velikost mnoZiny S.

Pokud by na mnoZstvi paméti nezalezelo, mohli bychom po&itat mnoZinu S
postupem, kdy bychom postupné pocitali nasledujici posloupnost mnoZin

507 517 527 ey 5n—25 Sn—l
kde proi=0,1,...,n—1:
Si={veV | vG existuje cesta z s do v délky nejvyse i }

Zjevné plati:

° S = {s}
@ S,1=5Su{veV | dues: (uv)eE}
05=5n_1
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Nedosazitelnost v grafu v NL

Algoritmus bude postupné pro i = 0,1,...,n— 1 poditat velikosti
mnoZin S;, tj. hodnoty

mo, my, My, ..., Mp_3, My_1

kde m; = |5,|

V kazdém okamziku si bude pamatovat jen aktudlni hodnotu m;.
Zatne s hodnotou mg = 1.
Proi=0,1,...,n— 2 spolitd hodnotu m;,; z m; nasledovné:

@ Bude probirat viechny vrcholy v € V — {s}.

@ Pro kaZzdy z téchto vrcholl v zjisti, zda v € S;,1, nasledovné:
Vyzkousi v8echny u € V takové, %e (u,v) € E.
Pro kazdy z nich zjisti, zda u € S; (viz dale).
Pokud najde alespot jeden vrchol u, pro ktery plati (u,v) € E
a u€S;, zvysi potitadlo vrcholi v S;.1 o 1.
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Nedosazitelnost v grafu v NL

Se znalosti hodnoty m; je moZné testovat, zda u € S;, nésledujicim
zplsobem:

@ Pro vdechny vrcholy w € V postupn& hidat, zda w € S; (tj. zda
existuje cesta z s do w délky nejvyZe /).
U téch w, kde algoritmus uhodne, Ze plati w € S;, to musi ovéFit
nedeterministickym uhodnutim pFislusné cesty délky nejvyse /.
(Pokud neni p¥i ov&Feni Gsp&ny, kon&i celkovym netsp&chem.)

@ Pro dany vrchol u si pamatuje, co pro ngj uhodl, zda u € S; nebo

u ¢ S,' .
@ Potitat vrcholy, u kterych bylo uhodnuto, Ze patfi S;.

@ Nakonec se ovéfi, zda je tento polet roven m;.
Pokud ne, skon&i se netispéchem.
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Nedosazitelnost v grafu v NL

Stejnou myslenku je moZné pouZit pro libovolny nedeterministicky
algoritmus, ktery ¥esi néjaky rozhodovaci problém A a ma prostorovou
slozitost S(n) (kde S(n) € Q(logn)).

Pro takovy algoritmus miiZzeme uvaZovat graf jeho konfiguraci a vyse
uvedenym zplisobem k né€mu vytvoFit nedeterministicky algoritmus

s prostorovou sloZitosti O(S(n)), ktery bude ov&fovat, Ze v pivodnim
grafu neni Zadna p¥ijimajici konfigurace dosaZitelnd z po&ateénfi
konfigurace.

Tento nedeterministicky algoritmus tak bude ¥esit doplitkovy problém
k problému A s prostorovou sloZitosti O(S(n)).

Dostavame tak nasledujici:

Disledek
Pro kazdou funkci S(n) = log n plati

NSPACE(S(n)) = co-NSPACE(S(n))
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NL-dpIné problémy

Z predchoziho je zfejmé, Ze kazdy NL-dplny problém je zaroveni
co-NL-uplny a naopak.

Je také ztejmé, Ze pro kazdy problém A plati, Ze A je NL-tplny problém
pravé tehdy, kdyZ doplitkovy problém problému A je NL-uplny.

Pro v8echny d¥ive uvedené NL-lplné problémy tedy plati, Ze i jejich
dopliikové problémy jsou NL-lplné.

Nap¥iklad z NL-tplnosti problému 2-UNSAT plyne NL-(plnost problému
2-SAT:
2-SAT

Vstup: Booleovska formule ¢ v konjunktivni normalni formé&, kde
kazdd klauzule obsahuje pravé 2 literdly.

Otazka: Je formule ¢ splnitelna?
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P-aplné problémy
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P-uplné problémy

P¥ipomeiime, Ze P (resp. PTIME) je t¥ida rozhodovacich problémd
fesitelnych algoritmem s polynomialni ¢asovou sloZitosti.

Definice
Problém A je P-tézky, jestlize kaZdy problém z P je logspace
preveditelny na problém A.

Problém A je P-tplny, jestlize je P-tézky a zdroven sam patfi do
t¥idy P.

Je jasné, ze NL € P.

Zda plati NL = P, neni znamo. (Zd3 se, Ze spide plati NL # P)
Pokud by libovolny P-tplny problém byl v NL, tak by kazdy problém
z P byl v NL, a platilo by NL = P.

Pokud by naopak alespoii jeden problém z P nebyl v NL, pak Zadny
z P-tplnych problém( nebude v NL.
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P-uplné problémy

P-iplné problémy hraji také dileZitou roli jako problémy, které:
@ Jsou fesSitelné v polynomidlnim &ase.
o Jsou viak Spatné paralelizovatelné v tom smyslu, Ze se zd4, Ze pro
né neexistuji efektivni paralelni algoritmy, tj. algoritmy, které:
e pouzivaji polynomidlni pocet procesorii
e pracuji v polylogaritmickém &ase
(tj. v Case (’)(Iogk n) pro n&jakou konstantu k)
Poznamka: T¥ida problémd, které se daji fesit takovymi efektivnimi
paralelnimi algoritmy se oznacuje NC.

T¥idou NC (a paralelnimi algoritmy obecn&) se budeme zabyvat
pozdéji.
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Booleovsky obvod je orientovany acyklicky graf tvofeny vrcholy dvou
typd — vstupy (inputs) a hradly (gates), a hranami, které predstavuji
vodice (wires):
@ Vstupy — nevedou do nich Zddné hrany, jsou oznaleny jmény
booleovskych prom&nnych (kazdy vstup jinym jménem)
— hodnota daného vstupu je dana p¥ifazenim booleovské hodnoty
pFislusné proménné
o Hradla — jsou t¥i riznych typ(:

o NOT — negace; vede do n&j vZdy pravé jedna hrana
o AND — konjunkce; vedou do né&j vzdy alespoii dv& hrany
o OR — disjunkce; vedou do néj vZdy alespori dv& hrany

@ Jeden z vrcholl je oznaéen jako vystupni.
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Circuit Value Problem (CVP)

Circuit Value Problem (CVP)
Vstup: Popis booleovského obvodu G a pravdivostni ohodnoceni v
reprezentujici hodnoty pfifazené jeho vstupim.
Otazka: Je p¥i daném p¥ifazeni hodnot vstupl v na vystupu
obvodu G hodnota 17
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Circuit Value Problem (CVP)

Circuit Value Problem (CVP)
Vstup: Popis booleovského obvodu G a pravdivostni ohodnoceni v
reprezentujici hodnoty pfifazené jeho vstupim.
Otazka: Je p¥i daném p¥ifazeni hodnot vstupl v na vystupu
obvodu G hodnota 17
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Circuit Value Problem (CVP)

Véta
CVP je P-tplny problém.

Myslenka dikazu:

To, Ze problém CVP patfi do tfidy P je olividné — pFimocary algoritmus
vyhodnocujici hodnoty jednotlivych hradel ma o€ividné polynomialni
Casovou slozitost.

Je tfeba ukazat, Ze kaZdy problém z P je logspace preveditelny na CVP.
Ptedpokladejme, Ze mame dan né&jaky konkrétni problém A ze t¥idy P.
Pro problém A existuje polynomidlni algoritmus, ktery ho Yesi.

Tento algoritmus miZe byt realizovan n&jakym strojem (nap¥. Turingovym
strojem) M s polynomidlni ¢asovou sloZitosti omezenou n&jakym
konkrétnim polynomem p(n).
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Circuit Value Problem (CVP)

Délka vypo&tu nad vstupem velikosti n je maximaln& p(n).
Jednotlivé konfigurace stroje M je mozné kédovat jako sekvence
O(p(n)) bitd.

Ke vstupu x se vyrobi obvod:

o Bude se sklddat z p(n) + 1 ,,drovni*, které budou odpovidat
konfiguracim g, ay, ..., ap(n), kterymi stroj M projde pfi vypoctu
nad vstupem x.

@ Vstupy budou reprezentovat polateéni konfiguraci ag.

@ Mezi drovn& j a i+ 1 (kde 0 < i < p(n)) se p¥ida obvod, ktery
z bindrni reprezentace konfigurace «; spot&ita bindrni reprezentaci
konfigurace aj;1.

@ Za posledni trovefi (droveli p(n)) se p¥ida obvod, ktery bude
generovat vystup 1 pravé tehdy, kdyZ hodnoty na této drovni
reprezentuji p¥ijimajici konfiguraci.
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Circuit Value Problem (CVP)

Orientovany acyklicky graf G = (V, E) je topologicky uspofadany,
jestliZe jsou jeho vrcholy otislovany &isly {1,2,...,n} takovym zpisobem,
Ze pro kazdou hranu (i, /) € E plati i < j (tj. hrany vedou pouze z vrcholi
s niz8im index do vrcholl s vy$sim indexem.

o Neni té€zké si rozmyslet, Ze vySe popsanou konstrukci v ditkazu
P-uplnosti problému CVP je moZné provést tak, aby vysledny graf
vytvoteného obvodu byl topologicky usporadany.

@ Problém CVP tedy zlstavd P-Gplny i ve specidlnim pFipadg, kdy
pozadujeme, aby byl graf obvodu topologicky uspofadany.
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Circuit Value Problem (CVP) — planarni graf

Pomoci logspace redukce z CVP se da ukazat P-tplnost CVP také ve
specidlnim p¥ipadé&, kdy pozadujeme, aby graf obvodu byl planarni.
Myslenka diikazu: K¥izeni vodi¢li je mozné nahradit pomoci t¥i hradel
typu XOR:

B A
B A
QOI' XOD
(o)
A B
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Circuit Value Problem (CVP) — planarni graf

Pomoci logspace redukce z CVP se da ukazat P-tplnost CVP také ve
specidlnim p¥ipadé&, kdy pozadujeme, aby graf obvodu byl planarni.
Myslenka diikazu: K¥izeni vodi¢li je mozné nahradit pomoci t¥i hradel
typu XOR:

Ae (Ao B) (AeB)e B
B A
B A
Qor x@
A B
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Circuit Value Problem (CVP) — planarni graf

Hradlo typu XOR je moZné zrealizovat pomoci ¢tyf hradel typu NAND tak,
aby odpovidajici graf byl planarni:

A B

(AT(ATB)1T((A1B)1B) = ~((A1(A1B))A((A1B)1B))

= (AT (ATB)V-((ATB)TB) & (AAN(AT1B))V((ATB)AB)

= (AA=(AAB))V(-(AAB)AB) & (AA(-AV aB)) v ((-Av =B)AB)
< (AA=-B)V(-AAB) & AxorB
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Monotone Circuit Value Problem (MCVP)

Booleovsky obvod je monoténni, jestlize neobsahuje hradla typu NoT.

Monotone Circuit Value Problem (MCVP)
Vstup: Popis monoténniho booleovského obvodu G, kde navic do
kaZdého hradla typu AND a OR vstupuji pravé dva vodice,
a pravdivostni ohodnoceni v.
Otazka: Je pfi pravdivostnim ohodnoceni v na vystupu obvodu G
hodnota 17

Logspace redukci z problému CVP je moZné ukazat nasledujici:

MCVP je P-tplny problém.
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Monotone Circuit Value Problem (MCVP)

o Nahrada hradla typu AND:

AAB
A B

o N3ihrada hradla typu OR:

Av B
A B

AANB AAB

A A B B
AVB AVE

A A B B
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Monotone Circuit Value Problem (MCVP)

o Nahrada vstupt:

b~ U b — b
o Nahrada hradla typu NoOT:

A A A
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P¥iklady P-tplnych problémd

Pomoci logspace redukci z MCVP se da ukazat P-obtiZnost celé ¥ady
dalSich problémi.

Uvedeme si p¥iklady nékterych P-dplnych problémi.

Kombinatorickd hra
Vstup: Kombinatorickd hra dvou hraéi, jejiz graf je explicitné dan,
tj. jsou explicitné vyjmenovany jednolivé pozice a mozné
tahy.
Otazka: M3 Hrac I v dané h¥e vyhréavajici strategii?
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P¥iklady P-tplnych problémd

Generovani slova bezkontextovou gramatikou

Vstup: Bezkontextovd gramatika G a slovo w € X

Otdzka: Pat¥i slovo w do jazyka generovaného gramatikou G
(tj. plati w € £(G))?

Prazdnost jazyka generovaného bezkontextovou gramatikou
Vstup: Bezkontextova gramatika G.
Otézka: Plati £L(G) = @7

Nekonecnost jazyka generovaného bezkontextovou gramatikou

Vstup: Bezkontextova gramatika G.
Otazka: Je £(G) nekonetny?
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P¥iklady P-tplnych problémd

Generovani prvku binarni operaci
Vstup: Kone¢nd mnoZina X, bindrni operace o na mnoziné X
(zadana tabulkou specifikujici hodnotu x o y pro kaZdou
dvojici x,y € X), podmnoZina S € X a prvek t € X.

Otdzka: Je moZné prvek t vygenerovat z prvkii mnoZiny S 7

Prvek t je moZné vygenerovat z prvkii mnoZiny S, jestliZe existuje n&jaky
vyraz skladajici se z konstant reprezentujicich prvky z mnoziny S, na které
je libovolnym zplisobem aplikovana operace o, a hodnota tohoto vyrazu

je t.
Jinym zplisobem se to da ¥ict také tak, Ze prvek t patfi do nejmensi
mnoziny Y (kde Y < X), ktera spliiuje dvé nasledujici podminky:
eScYy
@ pro kazdé dva prvky x,y € Y plati, Ze xoy € Y.

25. listopadu 2023 49 /50

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika



P¥iklady P-tplnych problémd

Maximalni tok v siti

Vstup: Sit G se stanovenymi kapacitami hran, se zdrojem s
a stokem t, a &islo k.

Otdzka: M3 k-ty bit &isla reprezentujiciho maximalni tok v siti G ze
zdroje s do stoku t hodnotu 17

Prohleddvani do hloubky (depth-first search)

Vstup: Orientovany graf G = (V/, E), kde je u kazdého vrcholu
stanoveno explicitni poradi hran, které z néj vedou,
pocatedni vrchol s € V' a dvojice vrcholl u,v € V.

Otazka: Bude p¥i prochdzeni grafu G do hloubky, které za&ne ve
vrcholu s, a které bude prochdzet hrany vedouci z kazdého
vrcholu v uvedeném pofadi, vrchol u navstiven dfive nez
vrchol v 7?7
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