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SloZitost algoritmi v primérném p¥ipadé

Dosud jsme uvazovali vypoletni sloZitost algoritm(i v nejhorSim ptipadé.

P¥ipomeiime, Ze napfiklad ¢asova sloZitost algoritmu v nejhorsim
pripadé je funkce, kterd prifazuje kazdé mozné velikosti vstupu n
maximalni dobu vypo&tu T(n) nad vstupy velikosti n.

Tj. hodnota T(n) musi pro kazdé n spliiovat nasledujic:
@ pro kazdy vstup velikosti n je doba vypo&tu mendi nebo rovna T(n).

@ existuje alespori jeden vstup velikosti n, pro ktery je doba vypo&tu
rovna T(n).

Pro ¥adu vstupii velikosti n vSak miZe byt skute¢na doba vypoétu mnohem
mensi nez T(n).
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SloZitost algoritmi v primérném p¥ipadé

MiiZeme si pfedstavit, Zze bychom dany algoritmus:

@ opakované poustéli na velkém mnozstvi riznych vstupl velikosti n

@ spoditali priimérnou dobu vypoctu pfi téchto pokusech
— tj. seletli doby vSech vypocti a podélili tento soucet jejich poétem.

Casovou sloZitost v primérném p¥ipadé je mozné neformalné popsat
takto:

o Je to funkce, kterd velikosti vstupu n pfifazuje hodnotu, ke které se
bude bliZit prliimérnd doba vypoctu na vstupech velikosti n s tim,
jak poroste pocet vstupt, na kterych budeme algoritmus poustét.

Poznamka:
Abychom mohli tento pojem zavést formalné, je vhodné si nejprve
pfipomenout né&které zdkladni pojmy z teorie pravdépodobnosti.
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Teorie pravdépodobnosti

Zakladni predstava pFi zkoumdni pravdépodobnosti je takova, Ze
opakované provadime pokusy, kdy vysledek kazdého pokusu je hodnota
z n&jaké predem dané mnoZiny S.

Ptiklady:
o HaZe se kostkou: mnoZina S = {1,2,3,4,5,6} uddvd mozné potty
telek, které mohou na kostce padnout

@ Nadhodné tahdme kartu z bali¢ku karet: kazd4 karta je dana svou
hodnotou (z mnoziny {2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q, K, A}) a svou
barvou (z mnoZiny {#, @, & ¢})
mnoZina S je mnoZina viech druhl karet — typickym p¥ikladem
prvku z této mnoZiny je napf. pikové eso (A®)

Poznamka: Odbornym terminem se tato mnoZina S reprezentujici mozné
vysledky ndhodnych pokusii oznauje jako prostor elementarnich jevi ¢i
vybérovy prostor.
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Teorie pravdépodobnosti

Tato mnoZina S miZe byt i sloZit&j3i.
Ptiklady:
@ Haze se dvojici kostek:

S bude mnoZina viech uspo¥adanych dvojic ¢isel
z intervalu {1,2,3,4,5,6} — velikost mnoZiny S bude tedy 36

@ Z bali¢ku karet se ndhodné taha 5 karet:
mnoZina S je tvofena viemi moZnymi p&ticemi karet, které je mozné
si z balicku ndhodné vytahnout

Obecné miZe byt mnoZina S i nekonedna. My se zde ale nejprve zamé&¥Fime
na jednodussi pfipady, kdy je mnoZina S kone&na.

o V pt¥ipadé zkoumani sloZitosti algoritmi bude mnoZina S nejcastgji
tvofena mnoZinou v8ech moznych vstupi velikosti n pro dané fixni n.
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Teorie pravdépodobnosti

Zakladni pfedstava je takova, Ze:
@ pokusy provadime mnohokrat opakované

@ vysledek Zadného konkrétniho pokusu neni mozZné predvidat
— v tomto smyslu jsou vysledky jednotlivych pokusti ndhodné

@ pokusy jsou vzdjemné nezdvislé — tj. vysledky pfedchozich pokusi
nijak neovliviiuji vysledek nasledujiciho pokusu
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Teorie pravdépodobnosti

@ PtestoZe o konkrétnich vysledcich jednotlivych pokusli nemiZeme
predem nic Fict, pfedpoklddame, Ze se vysledky pokusi chovaji
uréitym predvidatelnym zptisobem ze statistického hlediska:

Rekné&me, %e budeme sledovat, jak Zasto vychazi uréity konkrétni
vysledek (nap¥. Ze na kostce padlo &islo 3, nebo Ze jsme si vytahli
z balitku karet pikové eso (A#), apod.).

P¥edpokladame, Ze s rostoucim poctem pokusii bude pomér

kolikrdt vySel dany konkrétni vysledek
celkovy pocet provedenych pokusi

stdle vice a vice konvergovat k néjakému jednomu konkrétnimu
redlnému ¢&islu.

Navic predpokladdme, Ze toto &islo, ke kterému bude dany pomér
konvergovat, bude pro jakoukoli posloupnost ndhodnych pokusii vzdy
stejné.
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Teorie pravdépodobnosti

Jako nahodny jev se oznaluje n&jaka libovolnd podmnoZina A mnoZiny S
(tj. A< S).

U kazdého jednotlivého pokusu pak dany ndhodny jev A bud:

@ nastal — tj. pro vysledek pokusu s (kde s € S) plati s € A, nebo
@ nenastal — tj. pro vysledek pokusu s plati s ¢ A

Ptiklady:
@ HazZeme kostkou:

A je ndhodny jev , padlo &islo vétsi neZ 2", tj. A= {3,4,5,6}

@ Tahdme karty z bali¢ku:
A je ndhodny jev ,vytdhli jsme si eso”
B je ndhodny jev ,vytahli jsme si néjakou pikovou kartu"
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Teorie pravdépodobnosti

Vezmé&me si n&jaky nahodny jev A (kde A € S) a provad&jme n&jaké del3i
a del3i (ale potad jen kone¢né) posloupnosti pokusi.

P¥edpokladame, Ze pomér

kolikrat nastal jev A
celkovy polet provedenych pokust

bude s rostoucim poétem pokusli konvergovat k néjakému vzdy stejnému
redlnému ¢&islu.

Toto ¢&islo, ke kterému dany pomé&r konverguje, se oznaluje jako
pravdépodobnost ndhodného jevu A.

Budeme ji oznadovat zdpisem

Pr{A}

Je to vZdy redlné &islo v intervalu [0,1].
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Teorie pravdépodobnosti

Z formalniho matematického hlediska je pravdépodobnost Pr funkce,
kterd p¥ifazuje ndhodnym jevim na mnoZin& S &isla z intervalu [0, 1].

Ozna&me mnoZinu viech ndhodnych jevii na mnoZin& S symbolem F:
o V pt¥ipadé koneénych mnoZin S budeme brat mnoZinu ndhodnych
jevl jako mnoZinu vech podmnoZin mnoziny S, tj. F = P(S).
e V piipad& nekonetnych mnoZin (zejména pak v pfipad& nespoletné
velkych nekone¢nych mnoZin) je situace sloZit&jsi.

Pravdépodobnost zde obecné nemusi byt definovana pro kaZzdou
podmnoZinu, ale jen pro n&které z nich (tj. F € P(P)).

Poznamka: MnoZina v8ech nahodnych jevli F musi spliiovat nékteré
podminky, které si uvedeme pozdéji.
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Teorie pravdépodobnosti

Reknéme, 7e S je mnoZina viech moZnych vysledki ndhodnych pokusi
a F je mnoZina viech ndhodnych jevi definovanych na mnoZiné S.

Rozdéleni pravdépodobnosti (¢ pravdépodobnostni rozdéleni) je
funkce Pr : F — R spliiujici ndsledujici podminky:
@ Pro libovolny jev A (kde A € F) plati Pr{A} = 0.
e Pr{S}=1
@ Pro kaZzdé dva vzdjemné se vylu€ujici jevy A a B
(tj. jevy, kde An B = @) plati
Pr{Au B} = Pr{A} + Pr{B}
a obecné pro jakoukoli posloupnost vzajemné se vyluéujicich jevi
Ao, A1, A, ... (kterd miZe byt konetnd nebo spoletn& nekonecnd)

plati
Pr { U A} = > PriA}
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Teorie pravdépodobnosti

Z definice rozdéleni pravdépodobnosti Pr plynou nékteré jednoduché
dasledky:

e Pr{iz} =0
o Nahodny jev A = S — A se oznatuje jako opainy jev k jevu A.
Plati
Pr{A} =1 - Pr{A}

@ Pro libovolné dva jevy A a B (ne nutné se vzajemné& vyluujici) plati:

Pr{Au B} = Pr{A} + Pr{B} — Pr{An B}
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Teorie pravdépodobnosti

V pfipadé nekone¢nych mnoZin nemusi byt obecné pravdépodobnost
definovana pro viechny podmnoZiny mnoZiny S, ale jen pro nékteré z nich.

Mnozina F vSech podmnozin, pro které je pravdépodobnost definovéna,
musi spliiovat nasledujici podminky:

e Se F
@ Pokud A€ F, paki (S—A) e F.

@ Pro kaZzdou konecnou &i nekoneénou spocetnou posloupnost
Ao, A1, Ay, ... podmnoZin mnoziny S patficich do mnoZiny F pat¥i
do F i jejich sjednoceni

A:AoUAlUA2U"'

Poznamka: Systém podmnoZin F mnoZiny S spliiujici vy$e uvedené
podminky se oznaluje jako o-algebra.
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Teorie pravdépodobnosti

Ndhodny jev A se oznaluje jako elementarni, jestlize je p¥islusnd mnoZina
jednoprvkova, tj. A = {s} pro n&aké s € S.

V p¥ipad& kone&nych mnoZin S neni t¥eba specifikovat pravdépodobnost
pro viechny ndhodné jevy (tj. pro viechny mnoziny A z F):

@ U kone¢nych mnoZzin S stadi stanovit pravdépodobnosti elementérnich
jeva.

o Na zadkladé pravdépodobnosti elementarnich jevi jsou pak uréeny
pravdépodobnosti viech jevil A, kde A C S.
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Teorie pravdépodobnosti

Rozdéleni pravdépodobnosti na kone¢né mnoziné S miiZze byt popsano

jako funkce
p:S->R

pFitazujici pravd&podobnosti jednotlivym prvkiim mnoZiny S,
ktera splfiuje dvé nasledujici podminky:

@ Pro kazdé s € S plati p(s) = 0.
@ Soulet v8ech pravdépodobnosti jednotlivych prvki mnoZiny S je

roven 1:
D pls)=1

seS
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Teorie pravdépodobnosti

Pravdépodobnosti viech jevi (tj. viech podmnoZin A mnoZiny S) jsou pak

uréeny nasledovné:
Pr{A} =) p(s)

seA

Jako specidlni pfipad se asto se uvaZuje rovnomérné rozdéleni
pravdépodobnosti, kde pro kazdé s € S plati

p(s) = g7

Pro kazdy jev A (kde A € S) pak plati

Pr{A} = %
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Teorie pravdépodobnosti

@ Podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev B,

je definovana
Pr{An B}

Pr{A| B} = Pr{B}

kde predpokldaddme Pr{B} # 0.

o Jevy A a B jsou nezavislé, jestlize plati
Pr{An B} = Pr{A} - Pr{B}
Za predpokladu, ze Pr{B} # 0, to plati pravé tehdy, kdyz
Pr{A| B} = Pr{A}
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Teorie pravdépodobnosti

Casto je tfeba pracovat nejen s ndhodnymi jevy a jejich pravd&podobnosti,
ale také s n&jakymi &iselnymi hodnotami, které jsou n&jakym konkrétnim
zplsobem pfifazeny jednotlivym moZnym vysledkiim ndhodnych pokusi.

K tomuto G&elu slouzi tzv. nahodné proménné
(pouziva se téZ pojem nahodné veliciny):
@ Formilné je ndhodnd promé&nnd X definovdna jako funkce
X:S-R
Pro jednoduchost budeme uvaZovat ndhodné proménné pouze pro

kone&né mnoziny S.

Obecné je mozné definovat ndhodné proménné pro libovolné mnoZiny S
(i nekone&né nespoletné), situace je tam ale technicky komplikovan&jsi.

Poznamka: Hodnoty ndhodné proménné nemaji nic spole¢ného
s pravdépodobnosti, mohou to byt zcela libovolnd ¢&isla.
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Teorie pravdépodobnosti

Pt¥iklad: P¥edpokladejme, Ze haZeme dvojici kostek.
Mizeme definovat nasledujici tfi ndhodné proménné X, Y, Z:

@ hodnota ndahodné proménné X je dana jako soucet hodnot,
které padly na obou kostkach

@ hodnota ndhodné proménné Y je dana jako souéin hodnot,
které padly na obou kostkach

@ hodnota ndhodné proménné Z je dana jako maximum z hodnot,
které padly na obou kostkach
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Teorie pravdépodobnosti

Pravdépodobnost toho, Ze dand ndhodnd promé&nnd X nabyvad konkrétni
hodnoty x (kde x € R) budeme oznatovat zdpisem

Pr{X = x}

Plati

P{X=x} = )  Pr{s}

seS: X(s)=x

Poznamka: Pro kone¢né mnoZiny S je tato suma vzdy dob¥e definovana.
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Teorie pravdépodobnosti

Pro ndhodnou proménnou X miZeme poditat jeji stfedni hodnotu —
oznaluje se zapisem E[ X]:

s

@ Intuitivn& stfedni hodnota E[ X ] odpovida &islu, ke kterému bude
konvergovat aritmeticky priimér hodnot, jakych nabyva nidhodna
proménna X s tim, jak bude narlistat polet provadénych ndhodnych
pokusd.

@ Hodnotu E[ X] je moZno spotitat nasledujicim zpiisobem:

E[X]=) x-Pr{X=x}

x€R

Poznamka: V p¥ipad& konetné mnoZiny S je tato suma vzdy dob¥e
definovand, protoZe Pr{X = x} muZe mit nenulovou hodnotu jen pro
kone¢né& mnoho hodnot x.
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Teorie pravdépodobnosti

o Jednou z dileZitych vlastnosti stfedni hodnoty, kterou je mozné
snadno odvodit z jeji definice, je linearita souétu stfednich hodnot:
E[X+ Y] = E[X]+E[Y]

Toto je mozné rozsifit i na libovolné sumy.

o Nahodné proménné X a Y jsou nezavislé, jestlize pro
kaZzdé x a y plati, Ze ndhodné jevy X = x a Y = y jsou nezavislé,
tj. pokud pro kazdé x,y € R plati

P{X=xaY=y}=Pr{X=x}-Pr{Y =y}

Pokud jsou ndhodné proménné X a Y nezdvislé a jejich stfednfi
hodnoty jsou definovédny, tak plati

E[X-Y] = E[X]-E[Y]
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Teorie pravdépodobnosti

@ Pokud na ndhodnou proménnou aplikujeme libovolnou konvexnfi
funkci f(x), bude platit nasledujici nerovnost ozna&ovand jako
Jensenova nerovnost:

E[#(X)] = f(E[X])

Poznamka:
Funkce f(x) je konvexni jestlize pro kazdé x a y
a pro kazdé )\ takové, ze 0 < )\ < 1, plati

FfAx+(1=XN)y) < M(x)+(1=XN)f(y)
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SloZitost algoritmi v primérném p¥ipadé

Vratme se nyni k pojmu €asové sloZitosti v priimérném p¥ipadé.

Chceme nadefinovat hodnotu funkce T (n), kterd bude udavat &asovou
sloZitost n&jakého daného algoritmu A v primérném pf¥ipadé:

@ Pro dané n € N zvolime mnoZinu S jako mnoZinu v8ech vstupl
velikosti n, tj.

S={we€ln|size(w) =n}
@ Budeme pro jednoduchost pfedpokladat, Ze mnoZina S je koneéna.

@ Musi byt uréeno n&jaké rozdéleni pravdépodobnosti p: S — R.

(Nej&ast&ji budeme uvaZovat rovnomérné rozdéleni
pravdépodobnosti.)
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SloZitost algoritmi v primérném p¥ipadé

@ Definujme ndhodnou proménnou X, kterd bude kaZdému
vstupu w € S pFifazovat dobu vypo&tu algoritmu A nad vstupem w.

o Casovou slozitost algoritmu A v priimé&rném ptipadé pak mizeme
pro dané n definovat jako stfedni hodnotu doby vypo&tu nad vstupy
velikosti n vybiranymi ndhodné podle daného rozdéleni
pravdépodobnosti p, tj.

T(n) = E[X]
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Insertion Sort

Pokusme se analyzovat ¢asovou sloZitost v priim&rném p¥ipad& pro
nasledujici algoritmus:

Algoritmus: T¥idéni pfimym vkladanim

INSERTION-SORT (A, n):
for j:=1ton-1do
x = A[J]
it=j—1
while i = 0 and A[/] > x do
L Ali+ 1] := A[/]

i=1i-1

Ali+1]:=x

Tj. chceme najit funkci T(n) takovou, Ze €asova sloZitost algoritmu
INSERTION-SORT v primé&rném ptipadé je v ©(T(n)).
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Insertion Sort

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
13]8|1|5]8]6[11]4]10]5]

x =7
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Insertion Sort

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

n
l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
[3]8|1]s]8[6]1]4]10]5] x=?
T
J
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Insertion Sort

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

i n
l l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Sl :[5]8]611][4]10]5] x=38
T
J
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Insertion Sort

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

n
l
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Insertion Sort

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

n
l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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T
J
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Insertion Sort

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup
A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.
i n
i) i
1

0 2 3 4 5 6 7 8 9
(3]s 58 ]6]t]4]10]5]
1

x=1

J
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Insertion Sort

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup

A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

i n
l l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(3Bl s]5 86 11][4]10]5] c=1
)
J
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Insertion Sort

P¥iklad: Vypolet algoritmu INSERTION-SORT pro vstup
A=1[3,8,1,58,6,11,4,10,5], n = 10.

] n

i

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Bl s[8]s5]8]6]t]4]10]5]
1

x=1

J
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Insertion Sort
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Insertion Sort

Algoritmus: T¥idéni pfimym vkladanim

INSERTION-SORT (A, n):
for j:=1ton-1do
x = A[J]
i=j-1
while / = 0 and A[/] > x do
Ali + 1] := A[/]
L i=1i-1

Ali+1]:=x

o Je otividné, Ze &as, ktery se stravi ve vné&jsi smycce, bude vzdy ©(n),
bez ohledu na to, jak vypada dany vstup.

o Je tedy jasné, Ze celkova doba vypo&tu bude ©(n + t), kde t je pocet
prichodi vnitfnim cyklem.
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SloZitost algoritmi v primérném pfipadé — Insertion Sort

o Musime tedy urdit, jaky bude priimérny polet priichodl vnitfnim
cyklem.

o Jiz d¥ive jsme urdili maximdlni pocet priichod(i vnitfnim cyklem:

n

n—1
A+ (n=-1)-(n=1) 1., 1

o Je také jasné, Ze vnit¥ni cyklus nemusi prob&hnout ani jednou.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 16. Fijna 2023



SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Insertion Sort

o Je zfejmé, Ze chovani algoritmu INSERTION-SORT z hlediska po¢ti
provedenych prlichodli vnitfnim cyklem nezavisi na konkrétnich
hodnotach prvkil pole A, ale pouze na jejich relativnim potadi.

o MizZeme tedy pfedpokladat, Ze vstupem je libovolnd permutace
néjakych konkrétnich prvki

di,dz,...,dn

@ Pro jednoduchost budeme predpokladat, Ze vSechny prvky jsou
navzajem rizné.

@ Tim nekonelny poet moznych vstupt velikosti n zredukujeme na
kone&ny potet — n! rliznych permutaci.

@ Budeme predpokladat rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti
— tj. Ze vSechny permutace jsou stejné pravdépodobné.
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Insertion Sort

Permutace prvkl uréité mnoZiny je jeden moZny zpisob, jak mohou byt
tyto prvky usporadany do posloupnosti.

Napftiklad pro prvky 1,2, 3,4 jsou v8echny jejich permutace:

1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

Celkovy pocet v8ech permutaci n prvki je n!.

M=1-2-3--(n=1)-n
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Insertion Sort

Oznaéme:

@ X — ndhodnou proménnou uddvajici celkovy pocet priichodii
vnitfnim cyklem

@ X; — nahodnou prom&nnou uddvajici celkovy pocet priichodii
vnitfnim cyklem v j-té iteraci

@ Zjevné plati

o V j-té iteraci mlze vnitfni cyklus prob&hnout 0-krat, 1-krat, ...
j-krat. V8echny tyto moZnosti jsou stejné pravdépodobné.

i 1 & 1 (0+))-(G+1)
E[Xj]=z__.,=__.z,=j+1. 5 =3

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 16. Fijna 2023



SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Insertion Sort

St¥edni hodnotu celkového pottu prichodi vnitfnim cyklem pak mizeme
spoditat nasledovné:

n—1 n—1 n—1J. 1 ) 1
BIX] = E[;Xf} = J;E[Xf] TLlacan

A 2 : P
V priiméru se tedy provede %n - %n iteraci vnit¥niho cyklu.

SloZitost algoritmu INSERTION-SORT v primérném ptipadé je
proto ©(n°), stejn& jako v nejhor&im p¥ipads.
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Quicksort

s

P¥ipomeftime si t¥idici algoritmus Quicksort:

Algoritmus: Quicksort

QUICKSORT (A, p, r):
if p < r then

q := PARTITION(A, p, r)
QUICKSORT(A, p,g— 1)
QUICKSORT(A, g+ 1,r)

ParTITION (A, P, 1):

x:=Alr]

it=p-1

for j:=ptor—-1do

if A[j] < x then

L it=i+1
yi= AL Alil:= AT ALl =y

Alr]:=Ali+1]; A[i+1]:=x
L return /+1
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Quicksort

Funkce PARTITION(A, p, r):

@ prerozdéli Gsek pole A tvoreny prvky A[p], A[p+ 1], ... A[r]
nasledujicim zplsobem

@ zvoli prvek A[r] jako pivot

@ prvky z daného Useku, které jsou mensi nebo rovny pivotu, da na
zatatek tohoto lseku

@ prvky z daného Useku, které jsou v&tsi nez pivot, da na konec tohoto
Useku

@ pivot umisti mezi tyto dva poddseky
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Quicksort

o Neni t&Zké si rozmyslet, Ze nejhorsi p¥ipad nastane, pokud pFi kazdém
volani funkce PARTITION bude pivot vZdy nejvétsim nebo naopak
nejmensim prvkem v daném Useku.

o Jestlize velikost dseku byla k (kde k = r — p + 1), velikost vytvofenych
poddsekl bude v tomto nejhor¥im p¥ipadé k —1 a 0 (nebo 0 a k —1).

o Celkova slozitost algoritmu Quicksort v nejhorSim pFipadé pak bude
Umérna soultu aritmetické ¥ady

i (1+n)n_121
2

Slo¥itost v nejhor&im p¥ipadg je tedy ©(n?).
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Quicksort

Pro jednoduchost budeme v nasledujici analyze sloZitosti algoritmu
Quicksort v primé&rném p¥ipadé predpokladat nasledujici:

@ vstupem mize byt libovolna permutace prvki
a1,4d2,...,4dp
kde
a; < ap <-++-<a,

(tj. pfedpokladdme, Ze v8echny prvky jsou navzdjem rizné)

@ viechny permutace jsou stejné pravdépodobné

Oznagme X ndhodnou proménnou udavajici celkovy pofet porovnani
provedenych ve vdech volanich funkce PARTITION.

Je zjevné, Ze:

@ Doba b&hu algoritmu Quicksort je O(n + X).
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Quicksort

Je tedy t¥eba uréit stfedni hodnotu celkového poétu porovnani,
tj. hodnotu E[ X].

Zavedeme nasledujici ndhodné proménné X;;, pro kazdé i, j, kde
l<i<j=sm

e Xj — pocet, kolikrat budou spolu porovndny prvky a; a a;

Je zjevné, Ze proménnd Xj; bude nabyvat jen hodnot 1 a 0:

{1 pokud a; a a; budou porovnany
ij =

0 pokud a; a a; nebudou porovndny

Poznamka: Ndhodné proménné, které nabyvaji jen hodnot 0 a 1,
se nékdy oznaluji jako indikatorové ndhodné proménné.
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Quicksort

Zjevné plati:

n-1 n
X=) ) %
i=1 j=i+1

St¥edni hodnotu miZeme tedy spo&itat ndsledovné:

n-1 n n-1 n
E[X] = E[Z > XJ} =) > ElX]

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1

Zbyva tedy ur&it hodnotu E[Xj;], coZ je pravd&podobnost toho, Ze
prvky a; a a; budou spolu porovndny.

Poznamka: Vsimnéte si, Ze u indikatorovych ndhodnych proménnych
obecné jejich stfedni hodnota odpovidd pravdépodobnosti toho, Ze dany
jev nastane (tj. Ze dand promé&nnd bude mit hodnotu 1).
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Quicksort

Abychom ur¢ili pravdépodobnost toho, Ze pro dané / a j budou
prvky a; a a; spolu porovndny, budeme postupovat ndsledovné:

@ oznatme Bj; mnoZinu tvofenou viemi prvky ze vstupu A, jejichZ
velikosti jsou mezi a; a a; (v&etn& t&hto dvou prvki):
Blj = {aia Ajtls- s aj}

@ uvazujme posloupnost viech prvkii, které jsou algoritmem Quicksort
postupné vybirany jako pivoty ve volanich funkce PARTITION

@ dokud jsou jako pivoty vybirdny prvky mimo Bj;, budou vZdy vSechny
prvky z Bj; zafazeny do n&jakého spolecného podiseku

@ uvaZujme nyni prvni prvek z mnoZiny Bj;, ktery bude vybrdn jako pivot
— tento prvek bude porovnan se vSemi ostatnimi prvky z Bj;
(a pFipadng i s n&jakymi daldimi prvky mimo tento interval)
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Quicksort

Mohou nastat dva pfipady:

@ Jako prvni prvek z Bj; bude jako pivot vybran prvek a; nebo a;:

o prvky a; a a; budou v tomto p¥ipad€ spolu porovndny

@ Jako prvni prvek z Bj; bude jako pivot vybrdn néktery z prvki
Ai4+1,ai42,- -+, aj—l:
e prvky a; a a; budou s timto prvkem porovndny a octnou se tak
v rtiznych poddusecich

o prvky a; a a; tak v tomto pfipad& uZ nikdy nebudou spolu
porovnany

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 16. Fijna 2023



SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Quicksort

Pravdépodobnost, Ze dany prvek bude vybran jako pivot, je pro viechny
prvky z mnoZiny

BIJ = {af7 Ajtly-- s aj}
stejna.

Pravdé€podobnost toho, Ze bude vybrdn zrovna prvek a; nebo a;, je tak

proto
2

j—i+1
a tato pravdépodobnost je zdroveri pravdépodobnosti toho, Ze
prvky a; a a; budou spolu porovndny.

Plati tedy
2

BX] = 7=
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Quicksort

Dostavame tak

E[X] = Z 3 e

< Z% = ;Z% = 22@(|ogn) = O(nlogn)

i=1 k

3
|

3>
— »—\

Je také z¥ejmé, Ze p¥i kazdém bé&hu provede Quicksort
minimaln& Q(nlog n) krokd.

SloZitost algoritmu Quicksort v primérném p¥ipadé je ©(nlogn).
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Quicksort

Poznamka: Posloupnost

111 1 1 1

1"2'"3'2"'5" 6"

Ol =

1 1
7' 8"
se oznaduje jako harmonicka Ffada.

Soulet prvnich n €len( této ¥ady se oznaluje jako n-té harmonické &islo:
n
1
Hy = ) =
L |
i=1
D34 se ukazat, Ze pro harmonicka &isla plati ndsledujici:

1
Inn+ﬁ < H, <Inn+1

kde In oznaluje pFirozeny logaritmus, tj. logaritmus o zdkladu e
(Eulerovo &islo 2.718281828459. . .)
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Quicksort

JestliZze Quicksort vybira prvek, ktery bude pouZit jako pivot, n&jakym
jednoduchym deterministickym zplisobem, nap¥.:

@ prvek z konce daného tfidéného Useku pole A

@ prvek uprostfed daného useku

@ prosttedni hodnotu z prvniho, posledniho a prostfedniho prvku

z daného dseku

tak je moZné pro kazdé n najit konkrétni ptiklady vstupd, pro které
. 2 .
algoritmus provede Q(n”) krokd.
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Quicksort

Alternativou je pouZit randomizovany algoritmus — tj. algoritmus
pouzivajici generator ndhodnych &isel:

pivot bude v kaZzdém volani funkce PARTITION vybrdn ndhodné jako
libovolny prvek z daného lseku pole A

pro jeden a tentyZ vstup bude existovat mnoho riiznych vypocti, které
se budou ligit tim, které konkrétni prvky budou vybrany jako pivoty

pofad bude existovat moZnost, Ze algoritmus mize nékdy
. 2 o
provést Q(n”) kroki

nebude ale existovat Zadny konkrétni vstup, na kterém by se toto
$patné chovani projevovalo &astéji nez na jinych vstupech

pravdépodobnost takového ,3patného” chovani bude extrémn& mala
a s rostouci velikosti vstupu bude dale klesat
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SloZitost algoritmu v primérném pfipadé — Quicksort

Poznamka: Problematikou randomizovanych algoritm{i se budeme
podrobnéji zabyvat v jedné z pozdéjsich prednasek.
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Turingovy stroje
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Turingliv stroj — za¥izeni podobné kone¢nému automatu s ndsledujicimi
rozdily:

@ pohyb hlavy obéma sméry

@ moznost zapisu na pasku na aktudlni pozici hlavy

@ paska je nekoneéna
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Turingtv stroj

Alan M. Turing, ,On Computable Numbers, with an application to the
Entscheidungsproblem”, Proceedings of the London Mathematical Society,
42 (1936), pp. 230-265, Erratum: Ibid., 43 (1937), pp. 544-546.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Turinglv stroj

Formalng je Turingtiv stroj definovan jako 3estice M = (Q,%,TI,4, qq, F)
kde:
@ Q je konetnd neprdzdnd mnozina stavii

o [ je kone¢nd neprazdnd mnoZzina paskovych symboli (paskova
abeceda)

@ Y c I je kone¥na neprdzdnd mnozina vstupnich symbolia (vstupni
abeceda)

00:(Q-F)xI-> QxTIx{-1,0,+1} je pfechodova funkce

@ gp € @ je pocateéni stav

@ F € @ je mnozina koncovych stavu

Ptedpokldddme, Ze v I — X je vzdy specidlni prvek O oznalujici prazdny
znak (blank).
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Konfigurace Turingova stroje

Konfigurace Turingova stroje je dana:

@ stavem Fidici jednotky
@ obsahem pasky

@ pozici hlavy
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Konfigurace Turingova stroje

Vypotet Turingova stroje M = (Q, X, T, 4, qo, F) nad slovem w € ¥,
kde w = aja,+-a,, zalind v pocatecni konfiguraci:

@ stav Fidici jednotky je qg

@ na pasce je zapsano slovo w, zbyvajici poli¢cka pasky jsou vyplnéna
prazdnymi symboly (O)

@ hlava se nachdazi na prvnim symbolu slova w (nebo na symbolu O,
pokud je w = ¢)
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Turingtv stroj

Jeden krok Turingova stroje:
Predpokladejme, Ze:
@ stav Fidici jednotky je g

@ na poli¢ku, kde se pravé nachazi hlava, je zapsdn symbol b
Rekngme, %e 6(q,b) = (q', b, d), kde d € {-1,0, +1}.

Jeden krok Turingova stroje se provede nasledovné:
@ stav Fidici jednotky se zméni na q'
@ na poli¢tko na pozici hlavy se misto symbolu b zapiSe symbol b
@ V zdvislosti na hodnoté d se hlava posune:

e pro d = —1 se posune o jedno poli¢ko doleva
e pro d = +1 se posune o jedno poli¢ko doprava
e pro d = 0 se pozice hlavy nezméni

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Turingiv

@ Turingiv stroj provadi kroky tak dlouho, dokud stav F¥idici jednotky
neni stav z mnoziny F.

@ Konfigurace, kde stav Fidici jednotky patfi do mnoziny F, jsou
koncové konfigurace.

@ V koncovych konfiguracich vypocet kon&i.

o Vypocet stroje M nad slovem w mize byt nekoneény.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 16. Fijna 2023



Casto volime mnoZinu koncovych stavii F = {qacc, Grej}-
Miizeme pak pro slovo w € ¥ definovat, zda ho dany Turingiv stroj
p¥ijima:

@ Pokud je po skon&eni vypoctu nad slovem w Fidici jednotka ve

stavu @,cc, stroj slovo w pFijima.

@ Pokud je po skon&eni vypoctu nad slovem w Fidici jednotka ve
stavu qrej, stroj slovo w nepfijima.

@ Pokud je vypocet nad slovem w nekoneny, stroj slovo w nepftijima.

Jazyk £(M) Turingova stroje M je mnoZina viech slov nad abecedou ¥*,
ktera stroj M pfijima.
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Turingtv stroj

Jazyk L € ¥ je Turingovym strojem M pfijiman (accepted), jestlize:

o pro kazdé slovo w € £ plati, e w € L pravé tehdy, kdy? vypocet
stroje M nad w skon&i v koncovém stavu q,cc.

(Vypotty nad slovy, kterd nepat¥i do L, tedy mohou skon&it ve stavu gye;
nebo byt nekonené.)

Jazyk L € ©* je Turingovym strojem M rozpoznavan (recognized),
jestlize:
@ pro kazdé slovo w € L vypoclet stroje M nad w skon&i v koncovém
stavu gaec-

e pro kazdé slovo w € (X" — L) vypotet stroje M nad w skon&i
v koncovém stavu qye;.
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Jazyk L= {a"b"c" | n = 0}

Q= {q07q17q2aq37q4aqaccvqrej} F = {qaccaqrej}
Z={a7b7c} I—={D7a7b7c7x}

§ m] a b c X

q0 (qacc7|:|70) (q17X7+1) (qlej7b70) (qrejzc70) (q07x7+1)
q1 (qrej’l:‘ao) (q1,a,+1) (g2,%,+1) (qrejvcyo) (q1,%,+1)
a2 (qrej7D7O) (qrejvazo) (q27b7+1) (q3,X,+1) (Q2,X,+1)
q3 (q47D7_1) (qrejya70) (qrEj’b’o) (q3,C,+1) (q37X7+1)
e} (q07D7+1) (q47a7_1) (q47b7_1) (q4,C,—1) (Q4,X,—1)
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Turingtv stroj
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Turingiv

@ Turingliv stroj nemusi ddvat jen odpovéd ANO nebo NE, ale miize
realizovat n&jakou funkci, kterd kazdému slovu ze ™ pt¥ifazuje n&jaké
jiné slovo (z ™).

@ Slovo pfifazené slovu w je slovo, které ziistane zapsdno na pdsce po
vypo&tu nad slovem w, kdyz odstranime v3echny znaky O.
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Turinglv stroj — ndsobeni tfemi

0,1;+ 0; — 1, -

[
R
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Konfigurace Turingova stroje

Konfigurace miizeme reprezentovat jako slova v abeced® A =T U (Q X I'):

DEREHAEEE

Toto slovo vzdy obsahuje pravé jeden znak z (Q X I'), ktery vyzna&uje stav
Fidici jednotky i pozici hlavy.
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Konfigurace Turingova stroje

Konfigurace miizeme reprezentovat jako slova v abeced® A =T U (Q X I'):

DEREHAEEE

Poznamka: Znaky z (Q X ') miZeme téZ psit jako misto | (g, a) |.
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Konfigurace Turingova stroje

Konfigurace miizeme reprezentovat jako slova v abeced® A =T U (Q X I'):

DEREHAEEE

Ostatni symboly (z I') reprezentuji obsah pasky.
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Konfigurace Turingova stroje

Konfigurace miizeme reprezentovat jako slova v abeced® A =T U (Q X I'):

DEREHAEEE

Poli¢ka pasky, kterd nejsou ve slové vyznadena, obsahuji symbol @
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Konfigurace Turingova stroje

Oznagme Conf mnoZzinu vSech konfiguraci daného stroje
M = (Q7 Z? r7 67 q07 F)

@ Pokud budeme reprezentovat konfigurace Turingova stroje M vyse
popsanym zplisobem jako slova nad abecedou A =T U (Q xT),
mlZeme mnoZinu Conf ztotoZnit s mnoZinu téch slov nad
abecedou A, kterd obsahuji pravé jeden vyskyt symbolu
z mnoziny (Q X '), tj. s mnoZinou slov tvaru

u(q, a)v
kdege Q, aerl, uvel™.

Poznamka: Alternativné bychom mohli konfigurace reprezentovat
nap¥iklad té7 jako EtveFice (u,q,a,v), kde ge Q, a€Tl, u,v eT™.

16. Fijna 2023
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Konfigurace Turingova stroje

Pocatetni konfigurace konfigurace pro vstup w € Y kde w = ajay---a,,

je tak reprezentovana slovem

Q| o 1l azllasllas |l ar | coeee-
do || a3 || d4 || as

¢i p¥i pouZiti b&Zného matematického zplsobu zapisu:

(go,a1) azaz -+ ap-1a,

Poznamka: Pokud je w = ¢, je poateéni konfigurace reprezentovana

slovem (qq,0).
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Vypocet Turingova stroje

Chceme formalné definovat relaci
— ¢ Conf X Conf

obsahujici pravé ty dvojice konfiguraci o a o, pro které plati, Ze stroj M
miZe jednim krokem p¥ejit z konfigurace o do konfigurace o', coz budeme
zapisovat

I
o —>

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 16. Fijna 2023



Vypocet Turingova stroje

Ke kazdé konfiguraci « tvaru

u(q, a)v
kde g € (Q — F), a€ I, u,v €™, existuje pravé jedna konfigurace o
takova, Ye o — a'.

Tato konfigurace « je uréena prechodovou funkci 6.

P¥edpoklidejme, ¥e 6(q,a) = (g, a, d):
e Pokud d =0, pak o' = u(q', a')v.
o Pokud d = —1:

o Pokud u =¢, pak o' = (¢',0)av.
o Pokud u=u'b (kde Jelabe I, pak o =d'(g,b)av.

@ Pokud d = +1:
o Pokud v = ¢, pak o = ua'(q',0).
o Pokud v =bv' (kde beT av' el™), pak o' = ua'(q', b)v'
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Vypocet Turingova stroje

Poznamka:

e Pdska predstavuje neomezen& velkou , pamét*, kam si Turingliv stroj
miZe zapisovat informace.

e Tato pamét je nekone&nd v potencialnim smyslu — na kaZdou
konfiguraci se mizeme divat jako na koneZny objekt (reprezentovany
naptiklad vySe popsanym zplisobem kone¢nym slovem nad
abecedou A).
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Vypocet Turingova stroje

o MiiZeme si pfedstavovat, Ze stroj nepracuje s nekonecné velkou
pdskou, ale v kazdém kroku existuje jen konetny pocet polic¢ek pasky.

@ KdyZ se hlava ocitne na levém &i pravém okraji pasky a je potfeba ji
posunout mimo dosud existujici poli¢ka, doplni se na dany okraj pasky
nové poli¢ko se symbolem 0O.

@ Na tento druh krok(i se miZeme divat jako na ur&ity druh ,alokace”
paméti.

o ldealizace spotdivd v tom, Ze p¥edpokladame, Ze tato ,alokace"
novych poli¢ek pasky nikdy neselze.
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Vypocet Turingova stroje

Koncové konfigurace jsou konfigurace tvaru

u(q,a)v
kdege F,ael, uvel™
Ke koncové konfiguraci a neexistuje Zadna konfigurace o takovd, e

!
a — (.

Vypolet Turingova stroje M nad slovem w je pak definovan standardné
jako koneéna & nekoneénd posloupnost konfiguraci

kde aq je po&ate¢ni konfigurace stroje M pro slovo w.
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Vypocet Turingova stroje

Pozdg&ji p¥i studiu &asové a pamé&tové sloZitosti pro nds budou dileZité
nasledujici dvé hodnoty:

@ pocet krokii, které dany stroj vykond p¥i vypoctu nad danym slovem
— tato hodnota reprezentuje dobu vypo&tu

@ mnozstvi policek pasky, které dany stroj p¥i vypoltu nad danym
slovem navstivi

— tato hodnota reprezentuje mnoZstvi pouZité paméti
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Vypocet Turingova stroje

Formaln& miZeme tyto pojmy reprezentovat nasledovné
(pfedpokladdme dany Turinglv stroj M = (Q, %, T, 4, qo, F)):

@ Funkce
timey : ¥ — Nu{oo}

Pro w € ¥* hodnota time(w) udéva potet kroki, které stroj M
vykona pfi vypoltu nad vstupem w.

Tj., pokud je tento vypolet koneény a vypada nasledovné
Qg —> Q1 —2> Qp —> Q3 —> . T 0] T QO

kde a; je koncova konfigurace, je timep(w) = t.
V ptipadé nekoneéného vypoctu

Qo — Q1 — Qp — Q3 —

je timey(w) = o0,
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Vypocet Turingova stroje

@ Funkce

spacey : L — Nu{oo}

Pro w € ¥* hodnota space ,,(w) udava potet politek pasky, které
stroj M b&hem vypo&tu nad vstupem w navstivi.

Poznamka: Je zfejmé, Ze v pfipadé konetného vypoltu je

i hodnota space ,((w) kone&na.

V p¥ipadé nekonetného vypottu mize byt hodnota space y,(w) bud
konena nebo nekonelna.
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Varianty Turingovych strojii

D¥ive uvedena definice Turingova stroje je jen jednou z mnoha
moznych variant.

Uvedeme né&kolik pt¥ikladi toho, v éem se mohou nékteré jiné varianty
Turingovych stroji lisit.

Prakticky v8echny tyto varianty Turingovych strojii jsou schopny
pFijimat &i rozpoznavat tytéz jazyky a poditat tytéZ funkce.

Co se tyka doby vypo&tu a mnoZstvi pouZité paméti, mezi riznymi
variantami mohou, ale nemusi byt vyznamné rozdily.

Vechny niZe uvedené varianty miZeme uvazovat v deterministické
i nedeterministické verzi.
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Varianty Turingovych strojii

Jednostranné ¢&i oboustranné nekonecnd paska:

@ V predchozi definici jsme uvaZzovali pasku, kterd je nekone¢nd jak
smérem doleva, tak smérem doprava.

@ Misto toho se nékdy v definici Turingova stroje uvaZuje paska, ktera
je nekonecnd jen smé&rem doprava.
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Varianty Turingovych strojii

Je tfeba néjak definovat, co se ma stat, kdyZ se hlava nachazi na
nejlevéjsim poli¢ku pasky a ma se posunout doleva.

Dvé nejbézné&jsi moznosti:

o Nastane ,chybovy" stav, kdy se vypocet (nedsp&sng&) ukonii:

6(q5a a) = (q13aba _1)
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Varianty Turingovych strojii

@ Na levém konci pasky je ,,zardzka" reprezentovana specidlnim
symbolem e (I' — ¥).

Tuto zardZku neni moZné prepsat a neni na ni moZny pohyb smérem
doleva, tj. pro kazdé q € Q plati, e pokud 6(q,F) = (4, b, d), tak
b=F ade{0,+1}.

5(q57 |_) = (q177 |_7 +1)
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Varianty Turingovych strojii

Poznamka: S mozZnosti, Ze vypolet miZe skonlit nelispé$n&, protoze
nastane néjakd chyba, kdy z dané konfigurace neni moZné pokracovat, ale
pfitom to neni koncova konfigurace, se setkdme i u ¥ady dalSich stroja,
kterymi se budeme zabyvat.

Obecn& mohou p¥i vypoltu libovolného stroje nastat nasledujici p¥fipady:

@ Vypocet skondi tsp&sné v koncové konfiguraci, kterda odpovida
korektnimu zastaveni.

@ Vypodlet skonéi nelspésné v konfiguraci, kterd neni koncova, ale neni
v ni mozné pokracovat ve vypoltu — toto chdpeme tak, Ze vypoclet
skond&il chybou.

@ Vypodet se nikdy nezastavi.
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Varianty Turingovych strojii

Casto se také uvaZuji vicepaskové Turingovy stroje.
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Varianty Turingovych strojii

V pfipadé vicepdskového stroje:

o Kazda z k pasek ma svou vlastni paskovou abecedu, tj. mdme
paskové abecedy 1, 5, ..., k.

@ PYechodova funkce ¢ je typu

(Q-F)XTyxee X » @%xTyx{-1,0,+1} X --- x I, x {-1,0, +1}

Pr¥iklad:
5(q57 a, 17 I:I) = (q12a a, _17X7 07 17 +1)
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Varianty Turingovych strojii

Ptiklad:
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5((]5, a, 1’ D) = (q12a a, _17X7 07 17 +1)
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Varianty Turingovych strojii

Ptiklad:
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5((]5, a, 1’ D) = (q12a a, _17X7 07 17 +1)
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Varianty Turingovych strojii

Ptiklad: Stroj provadéjici s¢itani dvou bindrné zapsanych &isel
ohrani¢enych znaky # (nap¥. &isla 6 a 11 budou zapsana jako slova
“#110#" a “#1011#").
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Varianty Turingovyc oj

Vicepdskové stroje maji ¢asto jednu z pasek vy&lenénu jako vstupni pasku
a jednu z pdsek jako vystupni pasku. Ostatni pasky pak pouZivaji jako
pracovni:

@ Vstupni paska — obsahuje vstupni slovo, neni moZné na ni zapisovat
(je read-only), neni nekone&na

e Pracovni pasky — je mozné z nich &ist i na n& zapisovat (jsou typu
read/write), na zatatku vypottu jsou prazdné (obsahuji pouze
symboly 0O)

e Vystupni paska — je na ni moZné pouze zapisovat (je write-only),
neni z ni mozné &ist, na za¢dtku vypoctu je prazdnd, pohyb hlavy je
moZny jen zleva doprava
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Varianty Turingovych strojii
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Varianty Turingovyc

Pokud ma stroj vy&len&nou specidlni vstupni pasku (read-only) a specidlni
vystupni pasku (write-only), tak typicky nejsou tyto pasky zapo&itavany do
mnoZstvi pouZité paméti.

Hodnota space (w) v takovém pFipadé udava celkové mnoZstvi bun&k na
pracovnich paskach navstivenych béhem vypoctu.

Poznamka: Takto definovat mnoZstvi pouZité paméti ma smysl predeviim
v téch pt¥ipadech, kdy pocet pouZitych poli¢ek na pracovnich paskach je
vyrazné mensi neZ velikost vstupu a vystupu.
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Varianty Turingovyc oj

Pokud m3 stroj vy&len&nou specidlni vstupni pasku (kterd je read-only),
pouZivaji se typicky dvé nasledujici varianty:
@ Na této vstupni pasce je mozny pohyb hlavy doleva i doprava.
Vstupni slovo w € ¥ je v takovém p¥ipad& ohraniteno zleva a zprava

pomoci ,zarazek", tj. specidlnich symbolt =, e (I - X).

@ Na vstupni pasce je mozny pohyb hlavy pouze zleva doprava.

Poznamka: Varianta s moZnym pohybem hlavy na obé& strany a se
zardzkami je obvyklejsi.

Pokud nebude feceno jinak, budeme uvaZovat tuto variantu.
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Varianty Turingovych strojii

Misto vice pasek je mozné téZ uvazovat vice hlav na jedné pdsce:
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Varianty Turingovych strojii

V pfipadé vice hlav na jedné pasce, je tfeba specifikovat:
@ Zda se miZe vice hlav nachdzet sou¢asné na jednom poli¢ku pasky.

@ A pokud ano, jak je definovdno chovani daného stroje v p¥ipadég, Ze
hlavy nachdzejici se na stejném poli¢ku budou chtit na toto poli¢ko
zapsat rozdilné symboly.

@ Zda je dany stroj schopen detekovat to, Ze se dvé& nebo vice hlav
nachdzeji sou¢asné na témzZe poli¢ku.

Poznamka: Samozfejmé& obecn& miizeme uvaZovat stroje s vice paskami,
kde kazda z t&chto pasek mlze byt vybavena vice hlavami.
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Varianty Turingovyc

UvaZujme stroj s vice paskami a s libovolnym poctem hlav na kazdé pasce.

Misto toho, aby stroj pracoval v kazdém kroku zadroveri se viemi hlavami,
miZeme jeho &innost popisovat jako ,program” skladajici se
z jednodussich instrukci nasledujicich typa:

@ posunout danou hlavu o jedno poli¢ko doleva

@ posunout danou hlavu o jedno poli¢ko doprava

@ zapsat na pozici dané hlavy dany specifikovany symbol

@ prelist z pozice dané hlavy jeden symbol a provést vétveni programu
(tj. jit do riiznych stavd Fidici jednotky) v zavislosti na tom, o jaky
symbol se jedna
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Varianty Turingovych strojii

Zatim jsme uvaZovali jen linearni (jednorozmé&rné) pésky.

Misto jednorozmé&rné pasky miiZze mit pamét s politky (kde kazdé politko
obsahuje jeden znak z n&jaké dané abecedy) n&jakou jinou strukturu.

Napf¥iklad:

@ dvourozmérnd ctvereckova rovina
— pohyb hlavy do ¢tyf sméri: doleva, doprava, nahoru, dolii

@ d-rozmérna pamét pro n&jaké d = 3,4, ...
(tfirozmé&rna, CtyFrozmérnd, atd.)

e pamé&t organizovana ve form& (nekonetného) stromu

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 16. Fijna 2023



	Složitost algoritmů v průměrném případě
	Turingovy stroje

