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Amortizovand analyza

Provadéni algoritm(i v sob& ¢asto zahrnuje provadéni posloupnosti n&jakych
operaci (v&tsinou operaci pracujicich s n&jakou datovou strukturou):

OPy1, OPp, ***, OPp

@ MiiZe se jednat o operace jednoho typu nebo vice riiznych typl
operaci (nap¥. p¥idavani a odebirdni prvku do a z dané datové
struktury, vyhleddvani prvki, apod.)

@ Oznalme t; &as, ktery se stravi provadénim operace op;.

Celkovy &as, ktery se pro konkrétni posloupnost operaci
op1, 0Py, **+, Op,, stravi provadénim této posloupnosti operaci,
je pak

tiy +t+ -+ t,

o Chté&li bychom uréit tento celkovy ¢as v nejhor$im pFipadé.
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Amortizovand analyza

Naivni pt¥istup k urleni celkového &asu, ktery se strdvi provadénim
posloupnosti operaci

Op1, OPp, ***, OPy,

miZe vypadat takto:
o Urcit, kterd operace je ¢asové nejnarotnéjsi, a jaka je jeji ¢asova
sloZitost v nejhordim pt¥ipadé.
Tato sloZitost mize zaviset nap¥. na potu prvki, které se v okamziku
provadéni dané operace jiz nachazeji v dané datové struktute.

@ Vyndsobit tuto slozitost celkovym po¢tem provadénych operaci.

To, co dostaneme, bude uréité korektni horni odhad celkové doby
provadéni vsech operaci.
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Amortizovand analyza

V nékterych p¥ipadech v8ak bude odhad celkové €asové sloZitosti zaloZeny
na vySe uvedeném jednoduchém ptistupu p¥ilis pesimisticky a odvozena
sloZitost bude mnohem vé&tsi nez redlna doba, kterad se stravi provadé&nim
dané posloupnosti operaci.

Existuje Ffada datovych struktur, kde:

@ né&které operace mohou mit v nejhorsim pfipadé pomérné velkou
tasovou sloZitost (nap¥. ©(n), kde n je polet prvki, které se v dané
datové struktufe pravé nachazi)

o velkd vétsina operaci prob&hne v &ase, ktery je vyrazné krat$i nez ony
nejhorsi pfipady (nap¥. ©(1))

e i v nejhorsich p¥ipadech (tj. v nejhorSich moznych posloupnostech
operaci) nastavaji ,drahé" (tj. dlouho trvajici €asové& nirotné
operace) milo &asto, p¥itemz predtim neZ nastanou, musi jim typicky

predchdzet pomérng& velky pocet ,levné&jsich® operaci (tj. operaci
s kratkou dobou vypo&tu)
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Amortizovand analyza

V takovych pFipadech je vhodnégjsi, neZ uréovat jen vypoletni sloZitost
jednotlivych operaci v nejhorsim p¥ipadé&, uréovat celkovou €asovou

sloZitost celych posloupnosti operaci, kde s¢itdme celkovy €as jednotlivych
operaci.

Tento druh analyzy vypoletni sloZitosti se oznaluje jako amortizovana
analyza:

@ Jedna se o analyzu nejhorsiho pripadu.

@ Dava smysl ji provadét v téch p¥ipadech, kdy vétsina operaci prob&hne
v mnohem kratSim &ase neZ je nejhorsi p¥ipad.

@ PtestoZe se zde miiZze poditat, jakad je primérnd doba trvani jedné operace,
nejednd se o analyzu sloZitosti v priimérném p¥ipadé&.

@ ProtoZe ,drahé" pt¥ipady operaci budou nastavat jen vzacng, celkova doba
stravend provadénim téchto operaci typicky nebude nijak vyrazné vétsi nez
doba, kterd se celkem stravi provadénim , levnéjich® operaci.
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Amortizovand analyza

P¥iklad:
Uvazujme zasobnik, na kterém budeme provadé&t ndsledujici operace:

e PUsH(x) — p¥idd na vrchol zdsobniku hodnotu x

e Popr() — odebere jeden prvek z vrcholu zdsobniku;
pokud je zasobnik prazdny, skonéi chybou

e MuLTIiPOP(k) — odebere z vrcholu zdsobniku k prvkd;
pokud zasobnik obsahuje méné& nez k prvki,
odebere viechny, ale nesko&i chybou

Predpokladame, Ze mame také k dispozici funkci, kterd otestuje,
zda je zasobnik prazdny, ale jeho obsah neméni:

e IsEMPTY()
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Amortizovand analyza

Konkrétni implementace operaci PusH, PoP a ISEMPTY neni podstatna
— budeme v8ak pfedpokladat, Ze ¢asova sloZitost té€chto elementdrnich
operaci je ©(1).

Cinnost operace MULTIPOP (k) je mozné popsat nésledujicim
pseudokddem:

Algoritmus: Operace MULTIPOP

Murtipop (k):
while - IsEmpty() and k > 0 do

Por()
L k:i=k-1

Vidime, Ze Casova sloZitost této operace je ©(min(s, k)), kde s je aktudlni
polet prvkl na zadsobniku.
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Amortizovand analyza

Pro jednoduchost budeme pFi analyze uvaZovat nasledujici doby trvanfi
jednotlivych operaci:

Operace Pocet krokdi
PusH(x) 1
Pop() 1

MurtipoP(k)  min(s, k)  (kde s je akt. polet prvki)

Budeme uvaZovat libovolné posloupnosti tvofené operacemi téchto t¥i
typl, kde:

@ se zalina s prazdnym zasobnikem

@ operace POP neni nikdy zavoldna na prazdny zasobnik

Celkova doba vykonani dané posloupnosti operaci je souéet poltu kroki
jednotlivych operaci.
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Amortizovand analyza

Je zjevné, Ze:

@ Pokud zaéneme s prazdnym zasobnikem a provedeme libovolnou
posloupnost n operaci, tak v kazdém okamZiku b&hem vypoétu bude
zasobnik obsahovat nejvySe n prvki.

(Nap¥. pokud provedeme n operaci PUsH, bude zdsobnik obsahovat
presn& n prvkd.)
@ Pokud aktualné obsahuje zasobnik n prvki a zavolame operaci
MuLTIPOP(n)
bude doba trvani této operace n kroki.

Vidime tedy, Ze pokud provedeme n operaci, provede se n krat nejvyse
n krokd, a Ze tedy celkova sloZitost je v O(n2).

Toto je vsak pFilis pesimisticky odhad celkové sloZitosti!
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Amortizovand analyza

Je jasné, Ze:

e Kazdy prvek, ktery je odebirdn ze zdsobniku (at uZ p¥imym voldnim
operace POP nebo v rdmci cyklu operace MULTIPOP), musel byl
nékdy dFfive vloZen na zasobnik operaci PUSH.

o Kazdy prvek miZe byt odebran ze zdsobniku pouze jednou.

o Celkovy potet operaci POP (v&etn& téch provadé&nych v ramci
operaci MULTIPOP) tedy nemiZe byt v&tsi nez polet provedenych
operaci PUSH.

o Celkovy potet krokl provedenych v ramci operaci Pop a MULTIPOP
tedy miZe byt nejvySe takovy, jaky je celkovy polet provedenych
operaci PUSH.
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Amortizovand analyza

V libovolné sekvenci n operaci mame nejvySe n operaci PUSH.
Celkem se tedy provede:
o Nejvyse n krokl pFi provadéni operaci PUsH

o Nejvyse n krokl p¥i provadéni operaci Por a MULTIPOP.

Dostavame tedy ndsledujici tvrzeni:

Pro kaZdou posloupnost délky n tvorenou operacemi PUusH, Popr
a MuLTIPOP (v libovolném pot¥adi) se provede nejvy3e 2n kroki.

Celkova &asova slozitost vykondni vSech operaci v této posloupnosti je
tedy O(n).

Poznamka: Doba vykondni n operaci je také jist& v Q(n), protoZe kazda
operace vyZaduje provedeni alespoii jednoho kroku.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 9. ¥ijna 2023



Amortizovand analyza

Jestlize se tedy pFi provadéni posloupnosti n operaci provede celkem
nejvyse 2n kroki, tak:

@ v priimé&ru trva provedeni jedné operace nejvyse 2 kroky

Vsimnéte si, Ze tato primérna doba trvani jedné operace:

@ je vy3si nez poclet krokid nutnych k provedeni jedné operace PusH
nebo Popr (1 krok)

@ Je mensi nez polet krokd nutnych k provedeni jedné operace
Murtipop(k) (min(s, k) kroki)
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Amortizovand analyza

Vy3se uvedeny postup, kdy s€itdme celkovy pocet krokd nutnych
k provedeni jednotlivych operaci v ramci celé sekvence téchto operaci, se
oznaluje jako agregovand analyza.

JestliZze celkova doba provedeni sekvence n operaci je v nejhorsim
pfipadé T(n) (tj. je shora omezend T(n)), tak prim&rna doba stravend
provadénim jedné operace, tj.

T(n)/n
se oznaduje jako amortizovana cena jedné operace.

Pro riizné operace bude jejich skute€nd cena (tj. doba stravend jejich
provadénim) vétsi nebo naopak mensi nez tato amortizovand cena.
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Amortizovand analyza

Dilezité je, Ze souet amortizovanych cen jednotlivych operaci
predstavuje omezeni shora (tj. horni odhad) hodnoty sou¢tu skuteénych
cen jednotlivych operaci.

Jednd se tedy o omezeni ¢asové sloZitosti shora, které plati v nejhorsSim
pFipadé (tj. pro jakoukoli posloupnost), nikoli o n&jaky pravd&podobnostni
odhad.
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Amortizovand analyza

P¥iklad: Vezmé&me si pole A velikosti k indexované od 0 (tj. prvky tohoto
pole jsou A[0], A[1], ..., A[k — 1]), kde prvky tohoto pole nabyvaji
pouze hodnot 0 a 1:

15 14 13 12 11 10 9 8 6 5 4 3 2 1 O
[ojofrfofrjrjofurjofrjojr]u1]o]

Na obsah tohoto pole se mizeme divat jako na zapis &isla ve dvojkové
soustavé.
(Bit 0, tj. hodnota A[0], je nejmén& vyznamny bit.)

Obsah pole A tak reprezentuje &islo

k=1 _
Y ALi]-2
i=0
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Amortizovand analyza

Operaci zvétseni &isla o 1 je moZzné popsat nasledujicim pseudokédem:

Algoritmus: ZvySeni hodnoty bindrn& reprezentovaného &isla o 1

INCREMENT (A, k):
i:=0
while / < k and A[i]=1do

Ali]:=0
it=i+1
if i < k then

| Ali]:=1

5 14 13 12 11 10 9 8 6 5 4 3 2 1 0
[ojojofojojofojojojojojofojojo]
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Amortizovand analyza
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Amortizovand analyza
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Amortizovand analyza
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Amortizovand analyza
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Amortizovand analyza
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Amortizovand analyza
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Amortizovand analyza

Operaci zvétseni &isla o 1 je moZzné popsat nasledujicim pseudokédem:

Algoritmus: ZvySeni hodnoty bindrn& reprezentovaného &isla o 1

INCREMENT (A, k):
i:=0
while / < k and A[i]=1do

Ali]:=0
it=i+1
if i < k then

| Ali]:=1

5 14 13 12 11 10 9 8 6 5 4 3 2 1 0
[ojojofojojofojojojojofift]o]1]

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 9. ¥ijna 2023



Amortizovand analyza
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Amortizovand analyza

Operaci zvétseni &isla o 1 je moZzné popsat nasledujicim pseudokédem:

Algoritmus: ZvySeni hodnoty bindrn& reprezentovaného &isla o 1

INCREMENT (A, k):
i:=0
while / < k and A[i]=1do

Ali]:=0
it=i+1
if i < k then

| Ali]:=1

5 14 13 12 11 10 9 8 6 5 4 3 2 1 0
[ojojofojojofojojojojofift]u]1]

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 9. ¥ijna 2023



Amortizovand analyza
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Amortizovand analyza

/
|

Zvétseni ¢isla o 1 tedy spodiva v tom, Ze:

@ viechny nejméné vyznamné bity s hodnotou 1 se zméni na 0

@ nejméné vyznamny bit s hodnotou 0 se zméni na 1

Pokud budeme pocitat zmé&nu jednoho bitu jako jeden krok, tak
@ jedno provedeni operace INCREMENT vyZzaduje £ + 1 kroki,
kde ¢ oznaluje polet jedni¢ek na konci zapisu daného &isla.

Pokud tedy &isla reprezentujeme k bity (tj. A ma délku k), tak p¥i
provedeni jedné operace INCREMENT miiZe byt provedeno aZ k krokd.
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Amortizovand analyza

Cilem je spotitat, kolik se celkem provede krok(, pokud:

e zatneme s &islem 0 (tj. s polem A délky k obsahujicim samé nuly)

@ n krat zavoldme operaci INCREMENT.

Ozna&me tento celkovy pocet krokl T(n).

Protoze kazdé provedeni operace INCREMENT vyZaduje nejvyse k kroki,
je zfejmé, Ze

T(n)<k-n

a tedy celkovd doba vypottu je O(k - n).

Toto je opét pkilis pesimisticky odhad!
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Amortizovand analyza

0 00000O0CO0O
1 00000O0O01
2 00000010
3 00000011
4 00000100
5 00000101
6 00000110
7 00000111
8 00001000
9 00001001
10 00001010
11 00001011
12 00001100
13 00001101
14 00001110
15 00001111
16 00010000
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Amortizovand analyza
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Amortizovand analyza

0 0000000 0
1 00000 ONT 1
2 0000001 3
3 0 0 0 0 o[NE[T] 4
4 0000010 7
5 00000 1T 8
6 0000011 10
7 0 0 0 0 IETEfE] 11
8 0000100 15
9 000010 16
10 0000101 18
11 000 0 1[NNI 19
12 0000110 22
13 00001 1A 23
14 0000111 25
15 0 0 o [IE[ETilE] 26
16 0001000 31
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Amortizovand analyza

MiZeme provést agregovanou analyzu.

Je zfejmé, Ze:
@ bit A[0] se mé&ni p¥i kazdém zavoldni operace INCREMENT
(tj. celkem n krét)

@ bit A[1] se m&ni p¥i kazdém druhém zavoldni operace INCREMENT
(tj. celkem | n/2] krdt)

@ bit A[2] se m&ni p¥i kazdém &tvrtém zavolani operace INCREMENT
(tj. celkem | n/4] krét)

@ bit A[3] se méni p¥i kazdém osmém zavolani operace INCREMENT
(tj. celkem | n/8] krét)
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Amortizovand analyza

ProtoZe pocet krokil presné odpovida tomu, kolikrat se celkem zméni
hodnoty jednotlivych bitd, dostavame celkovy pocet kroki

Zjevné plati

Celkovy potet kroki T(n) je v O(n).

(Vidime tedy, Ze s kazdym zavolanim operace INCREMENT se zmé&nf{
v priméru nejvyse dva bity.)
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Amortizovand analyza

Pro provedeni amortizované analyzy se kromé agregované analyzy, kdy
se pocitaji celkové polty provedenych instrukci, pouZzivaji, zejména ve
sloZit&jsich pFipadech, také nasledujici dva pFistupy:

e ucetni metoda (accounting method) — né&kdy se pouZiva pro
oznadeni tohoto pFistupu téz pojem bankériiv pohled na amortizaci
(banker’s view of amortization)

e metoda zaloZena na potencialech (the potential method) —
divdme se na analyzu pohledem fyzika
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Amortizovand analyza — ucetni metoda

Ucetni metoda pracuje s nasledujici pfedstavou:

o Algoritmus je vykondvan strojem, do kterého musime hdzet mince,
aby bézel.
Po vhozeni jedné mince vykond vZdy jen néjaké omezené mnoZstvi
prace — typicky n&jaky vypolet, ktery se da provést v &ase O(1).

@ Za kaZdou operaci platime n&jakym poctem minci, ktery mliZze zaviset
na typu dané operace.

Castka (tj. potet minci), kterou platime za danou operaci, se
oznaduje jako amortizovana cena dané operace.

@ Amortizovana cena operace nemusi odpovidat skute¢né &asové
naro¢nosti operace — za né&které operace platime vice a za nékteré
naopak méné&, nez kolik minci by bylo potfeba k jejich vykonani.
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Amortizovand analyza — ucetni metoda

@ Pokud za néjakou operaci platime vice, nez kolik je potfeba pro jeji
vykonani, na jeji vykonani se pouZiji jen nékteré mince.

Zbylé mince se uloZi do dané datové struktury — vétsinou se p¥islusné
jednotlivé mince pfitadi néjakym konkrétnim ¢4stem dané datové
struktury (nap¥. konkrétni poloZce pole, konkrétnimu vrcholu stromu,
apod.)

@ Pokud &3stka zaplacena za néjakou operaci nesta&i na jeji plné
vykondni (tj. pokud platime za danou operaci mensi po&et minci nez
je potfeba na jeji vykonani), musime na zaplaceni chybé&jici ¢astky
pouzit mince uloZené z predchozich operaci v dané datové struktute.

Tyto mince tim ze struktury odebereme.

Nikdy nesmi dojit k tomu, Ze bychom neméli dostatek minci na
dokon&eni dané operace!
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Amortizovand analyza — ucetni metoda

Poznamka: Ve skute¢nosti se do dané datové struktury samozfejmé Zadné
mince neukladaji (ani zddnda data, kterd by je reprezentovala).

Jedna se Cisté o myslenkovy konstrukt pouzity p¥i analyze daného
algoritmu. Neni to nic, co by bylo pfimo souéasti implementace.
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Amortizovand analyza — ucetni metoda

Pro posloupnost n operaci

OP1, OPp, ***, OPp
oznaéme
ty, to, =+, tp

skute¢né doby trvani jednotlivych operaci (tj. t; je skuteéna cena
operace op;, tedy polet krokli nutnych skute&n& nutny k jejimu vykondni).

Zapisem
ai, az, ***, dp

oznaé¢me amortizované ceny jednotlivych operaci, tj. a; je poéet minci,
které musime zaplatit za provedeni operace op;.
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Amortizovand analyza — ucetni metoda

Analyza s pouzitim a&etni metody vypada typicky tak, Ze:

o Musime urdit jaké jsou skute€né a amortizované ceny jednotlivych
operaci.
Skute&né ceny (tj. t;) jsou jednozna&n& ddny — zavisi pouze na tom,
jak konkrétné& jsou tyto operace implementovdny a jakd je Casova
sloZitost této implementace.

Amortizované ceny (tj. a;) si miZeme libovoln& sami zvolit.
Je ale samoziejmé tfeba si je zvolit tak, aby analyza pro tuto volbu
~fungovala“.

o Musime ukdzat, Ze v kazdém okamziku bude vZdy dostateény pocet
minci na provedeni dané operace.
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Amortizovand analyza — ucetni metoda

Musi tedy platit nejen to, Ze zaplacené amortizované ceny stadi na
provedeni vSech n operaci

ti < aj

s

1l
e

n
i=1
ale totéZz musi platit i pro jakykoli prefix t&chto n operaci, tj. pro kazdé k,
kde 0 < k < n, musi platit

ti < aj

M~

1l
—

k
i=1

Soulet amortizovanych cen tak predstavuje omezeni shora na celkovou
dobu vypottu T(n).
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Amortizovand analyza — ucetni metoda

Ptiklad: Vezmé&me opét stejny pfiklad se zasobnikem, ktery jsme
uvazovali dFive.

Amortizované ceny jednotlivych operaci mizeme zvolit ndsledovné:

Operace SkuteZnd cena Amortizovand cena
Pusu 1 2
Pop 1 0
MULTIPOP min(s, k) 0

o P¥i operaci PUSH vZdy zaplatime 2 mince.
Jednu pouZijeme na zaplaceni vykonani této operace.
Druhou uloZime spolu s ukladanym prvkem na zasobnik.

@ P¥i operacich Por a MULTIPOP platime tyto operace mincemi
uloZenymi u jednotlivych prvkii na zdsobniku, které odebirdme.
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Amortizovand analyza — ucetni metoda

o V kazdém okamziku plati, Ze kazdy prvek na zasobniku obsahuje
pravé jednu minci.

Je zjevné, Ze celkovd ¢&éstka, kterou zaplatime p¥i provedeni n operaci,

je 2k, kde k je pocet operaci PUSH.

Protoze k < n, olividn& je celkovy polet kroki nejvy$e 2n a doba vypoctu
je tedy v O(n).
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Amortizovand analyza — ucetni metoda

Ptiklad: Vezméme si nyni d¥ivéjsi priklad s binarnim ¢itacem s k bity,
ktery inkrementujeme pomoci operace INCREMENT.

@ Skutetnd cena jednoho volani operace INCREMENT je £ + 1,
kde ¢ je potet jedni¢ek na nejméné vyznamnych pozicich v zapisu
hodnoty ¢&itale.

@ Jako amortizovanou cenu jednoho provedeni operace INCREMENT
zvolme 2 mince.
e Jednu minci pouzijeme na zménu bitu s hodnotou 0 na hodnotu 1.

o Druhou minci poloZime na tento bit (na bit, jehoZ hodnota se pravé
zménila z 0 na 1.

o V kazdém okamZiku tak budou leZet mince na téch bitech, které maji
momentalné hodnotu 1.
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Amortizovand analyza — ucetni metoda

o Kroky, pt¥i kterych se méni hodnota daného bitu z 1 na 0, platime
mincemi, které lezi na téchto bitech.

Je zjevné, Ze:

o Celkové za provedeni n operaci INCREMENT zaplatime &astku 2n.

Celkova &asova slozitost provedeni n operaci INCREMENT je tak O(n).
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Amortizovand analyza — metoda zaloZena na potencidlech

Metoda zaloZzena na potencidlech je v nékterych ohledech podobnd
jako G&etni metoda, ale je zaloZena na trochu odlisné predstavé.

o P¥i provadéni sekvence operaci
Op1, OPp, **+, OP,
prochazi dand datova struktura postupné posloupnosti stavii
D07 D17 D27 Tty Dn
kde D; ptedstavuje celkovy stav dané datové struktury (nap¥. obsah

viech jejich prvkl a viech dalich pomocnych dat v této struktufe)
po provedeni prvnich i/ operaci.

Struktura tedy za&inad ve stavu Dy a koné&i ve stavu D,,.

(Stav D; je tedy néco jako konfigurace, ale omezend jen na danou
strukturu.)
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Amortizovand analyza — metoda zaloZena na potencidlech

Na rozdil od tGéetni metody nezaéneme tim, Ze bychom definovali
amortizovanou cenu jednotlivych operaci.

Misto toho definujeme funkci ®, kterd kazdému stavu D p¥ifazuje redlné
&islo ®(D), které uddvad hodnotu potencialu daného stavu D.
@ Struktura zadind s hodnotou potencidlu ®(Dy).

@ Riizné operace zménou stavu dané struktury méni jeji potencial.
Jeho hodnota se miize provedenim nékterych operaci zvysit
a provedenim jinych zase snizit.
o Je tfeba ukazat, Ze hodnota potencidlu nikdy neklesne pod pocateéni
hodnotu potencidlu, tj. pro kazdé i, kde 0 </ < n plati
®(Do) = ®(D))
VEtginou se voli funkce ® tak, aby platilo ®(Dy) = 0.

V tom p¥ipadg sta&i ukdzat, ze hodnota ®(D) je vZdy nezdporna.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 9. ¥ijna 2023



Amortizovand analyza — metoda zaloZena na potencidlech

Poté, co jsme zvolili funkci ¢ udavajici hodnotu potencidlu, stanovime
amortizovanou cenu operace op;, oznaenou zapisem a;, jako soudet:

o skutetné ceny t; operace op; a

@ zmény potencialu zplsobené provedenim operace op;

Tedy pro kazdé i, kde 1 </ < n, plati:
ai =t + ®(D;) — ®(D;-1)

@ Amortizovana cena dané operace je tedy vyssi nez jeji skute¢nd cena,
pokud tato operace vede ke zvy3eni hodnoty potencidlu.

@ Amortizovana cena dané operace je nizsi nez jeji skutecnd cena,
pokud tato operace vede ke sniZeni hodnoty potencidlu.
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Amortizovand analyza — metoda zaloZena na potencidlech

KdyZ se¢teme amortizované ceny jednotlivych operaci, hodnoty viech
potenciald, s vyjimkou pocate¢niho a koncového, se vzdjemné vyrusi:

n

Y (t; + (D;) = ®(Di_1))
i=1

.[\j:

o(D,) - ®(Dy) + Y 1
i=1

Protoze ®(Dy) < ®(D,), zjevné plati

a soulet amortizovanych cen operaci tak shora omezuje celkovou ¢asovou
sloZitost T (n).
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Amortizovand analyza — metoda zaloZena na potencidlech

Stav zasobniku D je zde dan obsahem zasobniku v dané chvili.

@ Jako hodnotu potencidlu (D) zde miiZzeme zvolit po&et prvkii
v zasobniku D.

@ Stav Dy je prazdny zadsobnik, takze ®(Dy) = 0.
@ Pocet prvkili v zasobniku neni nikdy zdporny, takze pro kaZzdé D plati
®(D) = 0.
Amortizované ceny jednotlivych operaci stanovime nasledovné:

@ Operace PUSH zvy3uje potencidl o 1. Platime tedy 1 za provedeni
této operace a 1 za zvySeni potencidlu.

Amortizovana cena operace PUSH je proto 2.
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Amortizovand analyza — metoda zaloZena na potencidlech

@ Operace Por a MULTIPOP sniZuji potencidl o pocet odebranych
prvkd.
Toto snizeni potencidlu plné pokryje skute¢nou cenu provedeni t&chto
operaci.
Za tyto operace tedy neplatime nic a amortizovana cena téchto
operaci je 0.

Stejné& jako v predchozich pfipadech tedy vidime, Ze soulet
amortizovanych cen v8ech n operaci je nejvySe 2n.

Celkova &asova slozitost je tedy O(n).
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Amortizovand analyza — metoda zaloZena na potencidlech

P¥iklad: Vratme se k p¥ikladu s bindrnim &itacem.

o v/

Stav D je zde ddn obsahem pole A, tj. hodnotami jednotlivych biti &itale.
Tento stav miZzeme ztotoZnit s &iselnou hodnotou &itale reprezentovanou
stavem D.

@ Hodnotu potencidlu ®(D) zde miZeme definovat jako pocet jedniéek
v zapise Cisla reprezentovaného stavem D.

@ Amortizovand cena jednoho provedeni operace INCREMENT je 2:

e 1 jednotka se pouZije na zménu jednoho bitu z 0 na 1

o 1 jednotka se pouZije na zvySeni potencialu o 1 zplisobeného touto
zménou

o Naklady na v8echny zmé&ny hodnot bitl z 1 na 0 se pokryji snizenim
potencidlu o pfislusnou hodnotu danou poctem téchto bitd.
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Amortizovand analyza — metoda zaloZena na potencidlech

Opét vidime, Ze soulet amortizovanych cen za posloupnost n operaci
INCREMENT je 2n, a Ze celkova sloZitost je tak O(n).
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Amortizovand analyza — metoda zaloZena na potencidlech

Zatim jsme predpokladali, Ze na za&atku dany k-bitovy &ital obsahuje
hodnotu 0, tj. Ze vSechny prvky pole A na zagatku obsahuji hodnotu 0.

Za tohoto pFedpokladu plati ®(Dy) = 0.

UvaZujme nyni obecné&jsi pfipad, kdy pocate¢ni hodnota &itate miiZe byt
libovolna.

Rovnéz predpokladejme, Ze k nemusi byt nutné konstanta, ale néjaka
funkce zavisla na dal$ich hodnotéch.

Zjevn& pro jakykoli stav D plati 0 < ®(D) < k.

Z d¥ive odvozenych vztahi plyne

n

Y ti = ®(Dg) = (D,) + ) a

i=1 i=1
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Amortizovand analyza — metoda zaloZena na potencidlech

ProtoZe rozdil ®(Dy) — ®(D,)) je nejvyde k (a nejmén& —k), plati tak

T(n) = it,- € O(k)+ O(n)
i=1

Specidln& v p¥ipad&, kdy bude navic platit, Ze k € O(n), tak bude
T(n) € O(n) bez ohledu na po&ateéni hodnotu &itake.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 9. ¥ijna 2023



Amortizovand analyza

Dva zde uvedené ptiklady byly velmi jednoduché:

@ zasobnik s operaci MULTIPOP
@ binarni ¢&ital s operaci INCREMENT

V praxi se viak vy¥e uvedené metody (agregovana analyza, G¢etni metoda
a metoda zaloZend na potencidlech) pouZivaji k analyze podstatné
slozit&jsich algoritmi a datovych struktur.

Struéné& zde pro ilustraci zminime dva velmi znamé typické ptiklady
datovych struktur, pf¥i jejichZ analyze jsou tyto metody vyuZity:

e splay stromy (splay trees)

@ union-find

(Detailni popisy a analyzy téchto struktur jsou pom&rné& sloZité a technicky
komplikované, proto si je zde nebudeme podrobn& uvadét.)
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Amortizovand analyza — splay stromy

Splay stromy (splay trees):

o Jedn3 se o specidlni pfipad binarnich vyhleddvacich stromi.

@ Nejednd se o vyvazované stromy — v nejhor$im p¥ipadé mohou mit
vdechny operace (vloZeni prvku, odstran&ni prvku, vyhledani prvku)
sloZitost O(n).

@ Podobné jako u vyvaZovanych stromi se strom u jednotlivych operaci
déle upravuje — tyka se to nejen operaci vloZeni a odstranéni prvku,
ale i operace hledani.

@ Amortizovana sloZitost viech operaci je podobnd jako u vyvaZovanych
stromt — O(log n).
Jakakoli posloupnost operaci tak v sou¢tu bude trvat podobnou dobu
jako by trvala v p¥ipad& vyvazovanych strom.
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Amortizovand analyza — splay stromy

@ Na rozdil od vyvaZovanych strom{ jsou u splay strom{ prvky, které
jsou vyhledavany, postupné presunovany blize ke kofeni.
Disledkem je, Ze se prvky, které jsou €asto vyhledavany, dostanou na
mista blizko ke koteni a jejich vyhleddni bude trvat kratsi dobu.
Datova struktura se tak dynamicky pfizplsobuje tomu, jaké prvky
jsou v ni &asto vyhledavany.
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Amortizovand analyza — Union-Find

Chceme udrzovat informace o prvcich xq, xo, ..., Xx,, které jsou rozdé&leny
do disjunktnich mnoZin 51, 5,, ..., 5.

Kazda mnozina ma jednoho reprezentanta.

Chceme provadét nasledujici operace:
e MAKE-SET(x) — vytvoFeni nové mnoZiny obsahujici pouze prvek x
(x nesmi byt prvkem Zadné jiz vytvofené mnoziny).
@ UNION(x, y) — sjednoceni mnoZin obsahujicich prvky x a y.

e FIND-SET(x) — nalezeni reprezentanta mnoZiny obsahujici prvek x.
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Amortizovand analyza — Union-Find

Jednotlivé mnoZiny mohou byt reprezentovany jako stromy, pfi¢emz koten
stromu je reprezentantem dané mnoziny:

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 9. ¥ijna 2023



Amortizovand analyza — Union-Find
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Amortizovand analyza — Union-Find

Algoritmus: Vytvoreni jednoprvkové mnoZiny

MAKE-SET (x):

|0

Algoritmus: Vyhledani mnoZiny, do které prvek pat¥

FIND-SET (x):
if x # p[x] then
| p[x]:= FIND-SET(p[x])
return p[x]
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Amortizovand analyza — Union-Find

Algoritmus: Spojeni dvou mnoZin do jedné

UNION (x, y):

v := FIND-SET(x)

w := FIND-SET(y)

if rank[v] > rank[w] then

plw]:=v
else
plv]i=w

if rank[v] = rank[w] then
| rank[w] := rank[w] + 1

9. ¥ijna 2023
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Amortizovand analyza — Union-Find

Tvrzeni

Sekvence m operaci MAKE-SET, UNION a FIND-SET, z nichZ n operaci je
MAKE-SET, vyZaduje v nejhor§im p¥ipad& €as O(ma(n)).

Poznamka: «a(n) je extrémn& pomalu rostouci funkce, kterd se pro
jakékoliv ,,rozumné" hodnoty n chova podobné jako konstantni funkce
(napfiklad pro n < 10% je a(n) < 4).

P¥esnd definice funkce a(n):  a(n) = min{k : A (1) = n}

j+1 pokud k=0

AG) =171
«U) { AP (Y pokud k = 1

0),. . i+1),. i), .
kde AD () = j a AV () = AAY ().
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