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Amortizovaná analýza

Prováděńı algoritmů v sobě často zahrnuje prováděńı posloupnosti nějakých
operaćı (věťsinou operaćı pracuj́ıćıch s nějakou datovou strukturou):

op1, op2, ⋯ , opn

Může se jednat o operace jednoho typu nebo v́ıce r̊uzných typů
operaćı (nap̌r. p̌ridáváńı a odeb́ıráńı prvku do a z dané datové
struktury, vyhledáváńı prvk̊u, apod.)

Označme ti čas, který se stráv́ı prováděńım operace opi .

Celkový čas, který se pro konkrétńı posloupnost operaćı
op1, op2, ⋯ , opn stráv́ı prováděńım této posloupnosti operaćı,
je pak

t1 + t2 +⋯+ tn

Chtěli bychom určit tento celkový čas v nejhořśım p̌ŕıpadě.
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Naivńı p̌ŕıstup k určeńı celkového času, který se stráv́ı prováděńım
posloupnosti operaćı

op1, op2, ⋯ , opn,

může vypadat takto:

Určit, která operace je časově nejnáročněǰśı, a jaká je jej́ı časová
složitost v nejhořśım p̌ŕıpadě.

Tato složitost může záviset nap̌r. na počtu prvk̊u, které se v okamžiku
prováděńı dané operace již nacházej́ı v dané datové struktǔre.

Vynásobit tuto složitost celkovým počtem prováděných operaćı.

To, co dostaneme, bude určitě korektńı horńı odhad celkové doby
prováděńı všech operaćı.
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V některých p̌ŕıpadech však bude odhad celkové časové složitosti založený
na výše uvedeném jednoduchém p̌ŕıstupu p̌ŕılǐs pesimistický a odvozená
složitost bude mnohem věťśı než reálná doba, která se stráv́ı prováděńım
dané posloupnosti operaćı.

Existuje řada datových struktur, kde:

některé operace mohou ḿıt v nejhořśım p̌ŕıpadě poměrně velkou
časovou složitost (nap̌r. Θ(n), kde n je počet prvk̊u, které se v dané
datové struktǔre právě nacháźı)

velká věťsina operaćı proběhne v čase, který je výrazně kraťśı než ony
nejhořśı p̌ŕıpady (nap̌r. Θ(1))
i v nejhořśıch p̌ŕıpadech (tj. v nejhořśıch možných posloupnostech
operaćı) nastávaj́ı

”
drahé“ (tj. dlouho trvaj́ıćı časově náročné

operace) málo často, p̌ričemž p̌redt́ım než nastanou, muśı jim typicky
p̌redcházet poměrně velký počet

”
levněǰśıch“ operaćı (tj. operaćı

s krátkou dobou výpočtu)
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V takových p̌ŕıpadech je vhodněǰśı, než určovat jen výpočetńı složitost
jednotlivých operaćı v nejhořśım p̌ŕıpadě, určovat celkovou časovou
složitost celých posloupnost́ı operaćı, kde sč́ıtáme celkový čas jednotlivých
operaćı.

Tento druh analýzy výpočetńı složitosti se označuje jako amortizovaná

analýza:

Jedná se o analýzu nejhořśıho p̌ŕıpadu.

Dává smysl ji provádět v těch p̌ŕıpadech, kdy věťsina operaćı proběhne
v mnohem kraťśım čase než je nejhořśı p̌ŕıpad.

Přestože se zde může poč́ıtat, jaká je pr̊uměrná doba trváńı jedné operace,
nejedná se o analýzu složitosti v pr̊uměrném p̌ŕıpadě.

Protože
”
drahé“ p̌ŕıpady operaćı budou nastávat jen vzácně, celková doba

strávená prováděńım těchto operaćı typicky nebude nijak výrazně věťśı než
doba, která se celkem stráv́ı prováděńım

”
levněǰśıch“ operaćı.
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Amortizovaná analýza

Př́ıklad:

Uvažujme zásobńık, na kterém budeme provádět následuj́ıćı operace:

Push(x) — p̌ridá na vrchol zásobńıku hodnotu x

Pop() — odebere jeden prvek z vrcholu zásobńıku;
pokud je zásobńık prázdný, skonč́ı chybou

Multipop(k) — odebere z vrcholu zásobńıku k prvk̊u;
pokud zásobńık obsahuje méně než k prvk̊u,
odebere všechny, ale neskoč́ı chybou

Předpokládáme, že máme také k dispozici funkci, která otestuje,
zda je zásobńık prázdný, ale jeho obsah neměńı:

IsEmpty()
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Konkrétńı implementace operaćı Push, Pop a IsEmpty neńı podstatná
— budeme však p̌redpokládat, že časová složitost těchto elementárńıch
operaćı je Θ(1).
Činnost operace Multipop(k) je možné popsat následuj́ıćım
pseudokódem:

Algoritmus: Operace Multipop

Multipop (k):
while ¬ IsEmpty() and k > 0 do

Pop()
k ∶= k − 1

Vid́ıme, že časová složitost této operace je Θ(min(s, k)), kde s je aktuálńı
počet prvk̊u na zásobńıku.
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Pro jednoduchost budeme p̌ri analýze uvažovat následuj́ıćı doby trváńı
jednotlivých operaćı:

Operace Počet krok̊u

Push(x) 1
Pop() 1
Multipop(k) min(s, k) (kde s je akt. počet prvk̊u)

Budeme uvažovat libovolné posloupnosti tvǒrené operacemi těchto ťŕı
typů, kde:

se zač́ıná s prázdným zásobńıkem

operace Pop neńı nikdy zavolána na prázdný zásobńık

Celková doba vykonáńı dané posloupnosti operaćı je součet počtu krok̊u
jednotlivých operaćı.
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Je zjevné, že:

Pokud začneme s prázdným zásobńıkem a provedeme libovolnou
posloupnost n operaćı, tak v každém okamžiku během výpočtu bude
zásobńık obsahovat nejvýše n prvk̊u.

(Nap̌r. pokud provedeme n operaćı Push, bude zásobńık obsahovat
p̌resně n prvk̊u.)

Pokud aktuálně obsahuje zásobńık n prvk̊u a zavoláme operaci

Multipop(n)
bude doba trváńı této operace n krok̊u.

Vid́ıme tedy, že pokud provedeme n operaćı, provede se n krát nejvýše
n krok̊u, a že tedy celková složitost je v O(n2).

Toto je však p̌ŕılǐs pesimistický odhad celkové složitosti!
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Je jasné, že:

Každý prvek, který je odeb́ırán ze zásobńıku (at’ už p̌ŕımým voláńım
operace Pop nebo v rámci cyklu operace Multipop), musel byl
někdy ďŕıve vložen na zásobńık operaćı Push.

Každý prvek může být odebrán ze zásobńıku pouze jednou.

Celkový počet operaćı Pop (včetně těch prováděných v rámci
operaćı Multipop) tedy nemůže být věťśı než počet provedených
operaćı Push.

Celkový počet krok̊u provedených v rámci operaćı Pop a Multipop

tedy může být nejvýše takový, jaký je celkový počet provedených
operaćı Push.
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V libovolné sekvenci n operaćı máme nejvýše n operaćı Push.

Celkem se tedy provede:

Nejvýše n krok̊u p̌ri prováděńı operaćı Push

Nejvýše n krok̊u p̌ri prováděńı operaćı Pop a Multipop.

Dostáváme tedy následuj́ıćı tvrzeńı:

Pro každou posloupnost délky n tvǒrenou operacemi Push, Pop
a Multipop (v libovolném pǒrad́ı) se provede nejvýše 2n krok̊u.

Celková časová složitost vykonáńı všech operaćı v této posloupnosti je
tedy O(n).
Poznámka: Doba vykonáńı n operaćı je také jistě v Ω(n), protože každá
operace vyžaduje provedeńı alespoň jednoho kroku.
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Amortizovaná analýza

Jestliže se tedy p̌ri prováděńı posloupnosti n operaćı provede celkem
nejvýše 2n krok̊u, tak:

v pr̊uměru trvá provedeńı jedné operace nejvýše 2 kroky

Všimněte si, že tato pr̊uměrná doba trváńı jedné operace:

je vyš̌śı než počet krok̊u nutných k provedeńı jedné operace Push

nebo Pop (1 krok)

Je menš́ı než počet krok̊u nutných k provedeńı jedné operace
Multipop(k) (min(s, k) krok̊u)
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Výše uvedený postup, kdy sč́ıtáme celkový počet krok̊u nutných
k provedeńı jednotlivých operaćı v rámci celé sekvence těchto operaćı, se
označuje jako agregovaná analýza.

Jestliže celková doba provedeńı sekvence n operaćı je v nejhořśım

p̌ŕıpadě T (n) (tj. je shora omezená T (n)), tak pr̊uměrná doba strávená
prováděńım jedné operace, tj.

T (n)/n
se označuje jako amortizovaná cena jedné operace.

Pro r̊uzné operace bude jejich skutečná cena (tj. doba strávená jejich
prováděńım) věťśı nebo naopak menš́ı než tato amortizovaná cena.

Z. Sawa (VŠB-TUO) Teoretická informatika 9. ř́ıjna 2023 13 / 51



Amortizovaná analýza

Důležité je, že součet amortizovaných cen jednotlivých operaćı
p̌redstavuje omezeńı shora (tj. horńı odhad) hodnoty součtu skutečných

cen jednotlivých operaćı.

Jedná se tedy o omezeńı časové složitosti shora, které plat́ı v nejhořśım

p̌ŕıpadě (tj. pro jakoukoli posloupnost), nikoli o nějaký pravděpodobnostńı
odhad.
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Př́ıklad: Vezměme si pole A velikosti k indexované od 0 (tj. prvky tohoto
pole jsou A[0], A[1], . . . , A[k − 1]), kde prvky tohoto pole nabývaj́ı
pouze hodnot 0 a 1:
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Na obsah tohoto pole se můžeme d́ıvat jako na zápis č́ısla ve dvojkové
soustavě.
(Bit 0, tj. hodnota A[0], je nejméně významný bit.)

Obsah pole A tak reprezentuje č́ıslo

k−1

∑
i=0

A[i] ⋅ 2i
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Operaci zvěťseńı č́ısla o 1 je možné popsat následuj́ıćım pseudokódem:

Algoritmus: Zvýšeńı hodnoty binárně reprezentovaného č́ısla o 1

Increment (A, k):
i ∶= 0
while i < k and A[i] = 1 do

A[i] ∶= 0
i ∶= i + 1

if i < k then
A[i] ∶= 1
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Algoritmus: Zvýšeńı hodnoty binárně reprezentovaného č́ısla o 1

Increment (A, k):
i ∶= 0
while i < k and A[i] = 1 do

A[i] ∶= 0
i ∶= i + 1

if i < k then
A[i] ∶= 1
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Amortizovaná analýza

Zvěťseńı č́ısla o 1 tedy spoč́ıvá v tom, že:

všechny nejméně významné bity s hodnotou 1 se změńı na 0

nejméně významný bit s hodnotou 0 se změńı na 1

Pokud budeme poč́ıtat změnu jednoho bitu jako jeden krok, tak

jedno provedeńı operace Increment vyžaduje ℓ + 1 krok̊u,

kde ℓ označuje počet jedniček na konci zápisu daného č́ısla.

Pokud tedy č́ısla reprezentujeme k bity (tj. A má délku k), tak p̌ri
provedeńı jedné operace Increment může být provedeno až k krok̊u.
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Amortizovaná analýza

Ćılem je spoč́ıtat, kolik se celkem provede krok̊u, pokud:

začneme s č́ıslem 0 (tj. s polem A délky k obsahuj́ıćım samé nuly)

n krát zavoláme operaci Increment.

Označme tento celkový počet krok̊u T (n).
Protože každé provedeńı operace Increment vyžaduje nejvýše k krok̊u,
je žrejmé, že

T (n) ≤ k ⋅ n

a tedy celková doba výpočtu je O(k ⋅ n).
Toto je opět p̌ŕılǐs pesimistický odhad!
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Amortizovaná analýza

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 1

2 0 0 0 0 0 0 1 0

3 0 0 0 0 0 0 1 1

4 0 0 0 0 0 1 0 0

5 0 0 0 0 0 1 0 1

6 0 0 0 0 0 1 1 0

7 0 0 0 0 0 1 1 1

8 0 0 0 0 1 0 0 0

9 0 0 0 0 1 0 0 1

10 0 0 0 0 1 0 1 0

11 0 0 0 0 1 0 1 1

12 0 0 0 0 1 1 0 0

13 0 0 0 0 1 1 0 1

14 0 0 0 0 1 1 1 0

15 0 0 0 0 1 1 1 1

16 0 0 0 1 0 0 0 0
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Amortizovaná analýza
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Amortizovaná analýza

0 00 0 0 0 0 0 0 0

1 10 0 0 0 0 0 0 1

2 30 0 0 0 0 0 1 0

3 40 0 0 0 0 0 1 1

4 70 0 0 0 0 1 0 0

5 80 0 0 0 0 1 0 1

6 100 0 0 0 0 1 1 0

7 110 0 0 0 0 1 1 1

8 150 0 0 0 1 0 0 0

9 160 0 0 0 1 0 0 1

10 180 0 0 0 1 0 1 0

11 190 0 0 0 1 0 1 1

12 220 0 0 0 1 1 0 0

13 230 0 0 0 1 1 0 1

14 250 0 0 0 1 1 1 0

15 260 0 0 0 1 1 1 1

16 310 0 0 1 0 0 0 0
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Amortizovaná analýza

Můžeme provést agregovanou analýzu.

Je žrejmé, že:

bit A[0] se měńı p̌ri každém zavoláńı operace Increment

(tj. celkem n krát)

bit A[1] se měńı p̌ri každém druhém zavoláńı operace Increment

(tj. celkem ⌊n/2⌋ krát)

bit A[2] se měńı p̌ri každém čtvrtém zavoláńı operace Increment

(tj. celkem ⌊n/4⌋ krát)

bit A[3] se měńı p̌ri každém osmém zavoláńı operace Increment

(tj. celkem ⌊n/8⌋ krát)

⋯
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Amortizovaná analýza

Protože počet krok̊u p̌resně odpov́ıdá tomu, kolikrát se celkem změńı
hodnoty jednotlivých bit̊u, dostáváme celkový počet krok̊u

T (n) = k−1

∑
i=0

⌊ n
2i
⌋

Zjevně plat́ı
k−1

∑
i=0

⌊ n
2i
⌋ < n

∞

∑
i=0

1

2i
= 2n

Celkový počet krok̊u T (n) je v O(n).
(Vid́ıme tedy, že s každým zavoláńım operace Increment se změńı
v pr̊uměru nejvýše dva bity.)
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Amortizovaná analýza

Pro provedeńı amortizované analýzy se kromě agregované analýzy, kdy
se poč́ıtaj́ı celkové počty provedených instrukćı, použ́ıvaj́ı, zejména ve
složitěǰśıch p̌ŕıpadech, také následuj́ıćı dva p̌ŕıstupy:

účetńı metoda (accounting method) — někdy se použ́ıvá pro
označeńı tohoto p̌ŕıstupu též pojem banké̌r̊uv pohled na amortizaci
(banker’s view of amortization)

metoda založená na potenciálech (the potential method) —
d́ıváme se na analýzu pohledem fyzika
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Amortizovaná analýza — účetńı metoda

Účetńı metoda pracuje s následuj́ıćı p̌redstavou:

Algoritmus je vykonáván strojem, do kterého muśıme házet mince,
aby běžel.

Po vhozeńı jedné mince vykoná vždy jen nějaké omezené množstv́ı
práce — typicky nějaký výpočet, který se dá provést v čase O(1).
Za každou operaci plat́ıme nějakým počtem minćı, který může záviset
na typu dané operace.

Částka (tj. počet minćı), kterou plat́ıme za danou operaci, se
označuje jako amortizovaná cena dané operace.

Amortizovaná cena operace nemuśı odpov́ıdat skutečné časové
náročnosti operace — za některé operace plat́ıme v́ıce a za některé
naopak méně, než kolik minćı by bylo poťreba k jejich vykonáńı.
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Amortizovaná analýza — účetńı metoda

Pokud za nějakou operaci plat́ıme v́ıce, než kolik je poťreba pro jej́ı
vykonáńı, na jej́ı vykonáńı se použij́ı jen některé mince.

Zbylé mince se ulož́ı do dané datové struktury — věťsinou se p̌ŕıslušné
jednotlivé mince p̌rǐrad́ı nějakým konkrétńım částem dané datové
struktury (nap̌r. konkrétńı položce pole, konkrétńımu vrcholu stromu,
apod.)

Pokud částka zaplacená za nějakou operaci nestač́ı na jej́ı plné
vykonáńı (tj. pokud plat́ıme za danou operaci menš́ı počet minćı než
je poťreba na jej́ı vykonáńı), muśıme na zaplaceńı chyběj́ıćı částky
použ́ıt mince uložené z p̌redchoźıch operaćı v dané datové struktǔre.

Tyto mince t́ım ze struktury odebereme.

Nikdy nesḿı doj́ıt k tomu, že bychom neměli dostatek minćı na
dokončeńı dané operace!
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Amortizovaná analýza — účetńı metoda

Poznámka: Ve skutečnosti se do dané datové struktury samožrejmě žádné
mince neukládaj́ı (ani žádná data, která by je reprezentovala).

Jedná se čistě o myšlenkový konstrukt použitý p̌ri analýze daného
algoritmu. Neńı to nic, co by bylo p̌ŕımo součást́ı implementace.
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Amortizovaná analýza — účetńı metoda

Pro posloupnost n operaćı

op1, op2, ⋯ , opn

označme

t1, t2, ⋯ , tn

skutečné doby trváńı jednotlivých operaćı (tj. ti je skutečná cena

operace opi , tedy počet krok̊u nutných skutečně nutný k jej́ımu vykonáńı).

Zápisem

a1, a2, ⋯ , an

označme amortizované ceny jednotlivých operaćı, tj. ai je počet minćı,
které muśıme zaplatit za provedeńı operace opi .
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Amortizovaná analýza — účetńı metoda

Analýza s použit́ım účetńı metody vypadá typicky tak, že:

Muśıme určit jaké jsou skutečné a amortizované ceny jednotlivých
operaćı.

Skutečné ceny (tj. ti ) jsou jednoznačně dány — záviśı pouze na tom,
jak konkrétně jsou tyto operace implementovány a jaká je časová
složitost této implementace.

Amortizované ceny (tj. ai ) si můžeme libovolně sami zvolit.
Je ale samožrejmě ťreba si je zvolit tak, aby analýza pro tuto volbu

”
fungovala“.

Muśıme ukázat, že v každém okamžiku bude vždy dostatečný počet
minćı na provedeńı dané operace.
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Amortizovaná analýza — účetńı metoda

Muśı tedy platit nejen to, že zaplacené amortizované ceny stač́ı na
provedeńı všech n operaćı

n

∑
i=1

ti ≤

n

∑
i=1

ai

ale totéž muśı platit i pro jakýkoli prefix těchto n operaćı, tj. pro každé k ,
kde 0 ≤ k ≤ n, muśı platit

k

∑
i=1

ti ≤

k

∑
i=1

ai

Součet amortizovaných cen tak p̌redstavuje omezeńı shora na celkovou
dobu výpočtu T (n).
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Amortizovaná analýza — účetńı metoda

Př́ıklad: Vezměme opět stejný p̌ŕıklad se zásobńıkem, který jsme
uvažovali ďŕıve.

Amortizované ceny jednotlivých operaćı můžeme zvolit následovně:

Operace Skutečná cena Amortizovaná cena

Push 1 2
Pop 1 0
Multipop min(s, k) 0

Při operaci Push vždy zaplat́ıme 2 mince.
Jednu použijeme na zaplaceńı vykonáńı této operace.
Druhou ulož́ıme spolu s ukládaným prvkem na zásobńık.

Při operaćıch Pop a Multipop plat́ıme tyto operace mincemi
uloženými u jednotlivých prvk̊u na zásobńıku, které odeb́ıráme.
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Amortizovaná analýza — účetńı metoda

V každém okamžiku plat́ı, že každý prvek na zásobńıku obsahuje
právě jednu minci.

Je zjevné, že celková částka, kterou zaplat́ıme p̌ri provedeńı n operaćı,
je 2k , kde k je počet operaćı Push.

Protože k ≤ n, očividně je celkový počet krok̊u nejvýše 2n a doba výpočtu
je tedy v O(n).
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Amortizovaná analýza — účetńı metoda

Př́ıklad: Vezměme si nyńı ďŕıvěǰśı p̌ŕıklad s binárńım č́ıtačem s k bity,
který inkrementujeme pomoćı operace Increment.

Skutečná cena jednoho voláńı operace Increment je ℓ + 1,
kde ℓ je počet jedniček na nejméně významných pozićıch v zápisu
hodnoty č́ıtače.

Jako amortizovanou cenu jednoho provedeńı operace Increment

zvolme 2 mince.

Jednu minci použijeme na změnu bitu s hodnotou 0 na hodnotu 1.

Druhou minci polož́ıme na tento bit (na bit, jehož hodnota se právě
změnila z 0 na 1.

V každém okamžiku tak budou ležet mince na těch bitech, které maj́ı
momentálně hodnotu 1.
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Amortizovaná analýza — účetńı metoda

Kroky, p̌ri kterých se měńı hodnota daného bitu z 1 na 0, plat́ıme
mincemi, které lež́ı na těchto bitech.

Je zjevné, že:

Celkově za provedeńı n operaćı Increment zaplat́ıme částku 2n.

Celková časová složitost provedeńı n operaćı Increment je tak O(n).
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Amortizovaná analýza — metoda založená na potenciálech

Metoda založená na potenciálech je v některých ohledech podobná
jako účetńı metoda, ale je založena na trochu odlǐsné p̌redstavě.

Při prováděńı sekvence operaćı

op1, op2, ⋯ , opn

procháźı daná datová struktura postupně posloupnost́ı stav̊u

D0, D1, D2, ⋯ , Dn

kde Di p̌redstavuje celkový stav dané datové struktury (nap̌r. obsah
všech jej́ıch prvk̊u a všech daľśıch pomocných dat v této struktǔre)
po provedeńı prvńıch i operaćı.

Struktura tedy zač́ıná ve stavu D0 a konč́ı ve stavu Dn.

(Stav Di je tedy něco jako konfigurace, ale omezená jen na danou
strukturu.)
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Amortizovaná analýza — metoda založená na potenciálech

Na rozd́ıl od účetńı metody nezačneme t́ım, že bychom definovali
amortizovanou cenu jednotlivých operaćı.

Mı́sto toho definujeme funkci Φ, která každému stavu D p̌rǐrazuje reálné
č́ıslo Φ(D), které udává hodnotu potenciálu daného stavu D.

Struktura zač́ıná s hodnotou potenciálu Φ(D0).
Různé operace změnou stavu dané struktury měńı jej́ı potenciál.

Jeho hodnota se může provedeńım některých operaćı zvýšit
a provedeńım jiných zase sńıžit.

Je ťreba ukázat, že hodnota potenciálu nikdy neklesne pod počátečńı
hodnotu potenciálu, tj. pro každé i , kde 0 ≤ i ≤ n plat́ı

Φ(D0) ≤ Φ(Di)
Věťsinou se voĺı funkce Φ tak, aby platilo Φ(D0) = 0.

V tom p̌ŕıpadě stač́ı ukázat, že hodnota Φ(D) je vždy nezáporná.
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Amortizovaná analýza — metoda založená na potenciálech

Poté, co jsme zvolili funkci Φ udávaj́ıćı hodnotu potenciálu, stanov́ıme
amortizovanou cenu operace opi , označenou zápisem ai , jako součet:

skutečné ceny ti operace opi a

změny potenciálu způsobené provedeńım operace opi

Tedy pro každé i , kde 1 ≤ i ≤ n, plat́ı:

ai = ti + Φ(Di) − Φ(Di−1)
Amortizovaná cena dané operace je tedy vyš̌śı než jej́ı skutečná cena,
pokud tato operace vede ke zvýšeńı hodnoty potenciálu.

Amortizovaná cena dané operace je nižš́ı než jej́ı skutečná cena,
pokud tato operace vede ke sńıžeńı hodnoty potenciálu.
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Amortizovaná analýza — metoda založená na potenciálech

Když sečteme amortizované ceny jednotlivých operaćı, hodnoty všech
potenciál̊u, s výjimkou počátečńıho a koncového, se vzájemně vyruš́ı:

n

∑
i=1

ai =

n

∑
i=1

(ti + Φ(Di) − Φ(Di−1))
= Φ(Dn) − Φ(D0) + n

∑
i=1

ti

Protože Φ(D0) ≤ Φ(Dn), zjevně plat́ı

n

∑
i=1

ti ≤

n

∑
i=1

ai

a součet amortizovaných cen operaćı tak shora omezuje celkovou časovou
složitost T (n).
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Amortizovaná analýza — metoda založená na potenciálech

Př́ıklad: Uvažujme opět ďŕıvěǰśı p̌ŕıklad se zásobńıkem.

Stav zásobńıku D je zde dán obsahem zásobńıku v dané chv́ıli.

Jako hodnotu potenciálu Φ(D) zde můžeme zvolit počet prvk̊u
v zásobńıku D.

Stav D0 je prázdný zásobńık, takže Φ(D0) = 0.

Počet prvk̊u v zásobńıku neńı nikdy záporný, takže pro každé D plat́ı
Φ(D) ≥ 0.

Amortizované ceny jednotlivých operaćı stanov́ıme následovně:

Operace Push zvyšuje potenciál o 1. Plat́ıme tedy 1 za provedeńı
této operace a 1 za zvýšeńı potenciálu.

Amortizovaná cena operace Push je proto 2.
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Amortizovaná analýza — metoda založená na potenciálech

Operace Pop a Multipop snižuj́ı potenciál o počet odebraných
prvk̊u.

Toto sńıžeńı potenciálu plně pokryje skutečnou cenu provedeńı těchto
operaćı.
Za tyto operace tedy neplat́ıme nic a amortizovaná cena těchto
operaćı je 0.

Stejně jako v p̌redchoźıch p̌ŕıpadech tedy vid́ıme, že součet
amortizovaných cen všech n operaćı je nejvýše 2n.

Celková časová složitost je tedy O(n).
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Amortizovaná analýza — metoda založená na potenciálech

Př́ıklad: Vrat’me se k p̌ŕıkladu s binárńım č́ıtačem.

Stav D je zde dán obsahem pole A, tj. hodnotami jednotlivých bit̊u č́ıtače.
Tento stav můžeme ztotožnit s č́ıselnou hodnotou č́ıtače reprezentovanou
stavem D.

Hodnotu potenciálu Φ(D) zde můžeme definovat jako počet jedniček
v zápise č́ısla reprezentovaného stavem D.

Amortizovaná cena jednoho provedeńı operace Increment je 2:

1 jednotka se použije na změnu jednoho bitu z 0 na 1

1 jednotka se použije na zvýšeńı potenciálu o 1 způsobeného touto
změnou

Náklady na všechny změny hodnot bit̊u z 1 na 0 se pokryj́ı sńıžeńım
potenciálu o p̌ŕıslušnou hodnotu danou počtem těchto bit̊u.
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Amortizovaná analýza — metoda založená na potenciálech

Opět vid́ıme, že součet amortizovaných cen za posloupnost n operaćı
Increment je 2n, a že celková složitost je tak O(n).
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Amortizovaná analýza — metoda založená na potenciálech

Zat́ım jsme p̌redpokládali, že na začátku daný k-bitový č́ıtač obsahuje
hodnotu 0, tj. že všechny prvky pole A na začátku obsahuj́ı hodnotu 0.

Za tohoto p̌redpokladu plat́ı Φ(D0) = 0.

Uvažujme nyńı obecněǰśı p̌ŕıpad, kdy počátečńı hodnota č́ıtače může být
libovolná.

Rovněž p̌redpokládejme, že k nemuśı být nutně konstanta, ale nějaká
funkce závislá na daľśıch hodnotách.

Zjevně pro jakýkoli stav D plat́ı 0 ≤ Φ(D) ≤ k .

Z ďŕıve odvozených vztahů plyne

n

∑
i=1

ti = Φ(D0) − Φ(Dn) + n

∑
i=1

ai
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Amortizovaná analýza — metoda založená na potenciálech

Protože rozd́ıl Φ(D0) − Φ(Dn) je nejvýše k (a nejméně −k), plat́ı tak

T (n) =

n

∑
i=1

ti ∈ O(k) +O(n)

Speciálně v p̌ŕıpadě, kdy bude nav́ıc platit, že k ∈ O(n), tak bude
T (n) ∈ O(n) bez ohledu na počátečńı hodnotu č́ıtače.
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Amortizovaná analýza

Dva zde uvedené p̌ŕıklady byly velmi jednoduché:

zásobńık s operaćı Multipop

binárńı č́ıtač s operaćı Increment

V praxi se však výše uvedené metody (agregovaná analýza, účetńı metoda
a metoda založená na potenciálech) použ́ıvaj́ı k analýze podstatně
složitěǰśıch algoritmů a datových struktur.

Stručně zde pro ilustraci zḿıńıme dva velmi známé typické p̌ŕıklady
datových struktur, p̌ri jejichž analýze jsou tyto metody využity:

splay stromy (splay trees)

union-find

(Detailńı popisy a analýzy těchto struktur jsou poměrně složité a technicky
komplikované, proto si je zde nebudeme podrobně uvádět.)
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Amortizovaná analýza — splay stromy

Splay stromy (splay trees):

Jedná se o speciálńı p̌ŕıpad binárńıch vyhledávaćıch stromů.

Nejedná se o vyvažované stromy — v nejhořśım p̌ŕıpadě mohou ḿıt
všechny operace (vložeńı prvku, odstraněńı prvku, vyhledáńı prvku)
složitost O(n).
Podobně jako u vyvažovaných stromů se strom u jednotlivých operaćı
dále upravuje — týká se to nejen operaćı vložeńı a odstraněńı prvku,
ale i operace hledáńı.

Amortizovaná složitost všech operaćı je podobná jako u vyvažovaných
stromů — O(log n).
Jakákoli posloupnost operaćı tak v součtu bude trvat podobnou dobu
jako by trvala v p̌ŕıpadě vyvažovaných stromů.
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Amortizovaná analýza — splay stromy

Na rozd́ıl od vyvažovaných stromů jsou u splay stromů prvky, které
jsou vyhledávány, postupně p̌resunovány bĺıže ke kǒreni.

Důsledkem je, že se prvky, které jsou často vyhledávány, dostanou na
ḿısta bĺızko ke kǒreni a jejich vyhledáńı bude trvat kraťśı dobu.

Datová struktura se tak dynamicky p̌rizpůsobuje tomu, jaké prvky
jsou v ńı často vyhledávány.
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Amortizovaná analýza — Union-Find

Chceme udržovat informace o prvćıch x1, x2, . . . , xn, které jsou rozděleny
do disjunktńıch množin S1, S2, . . . , Sk .

Každá množina má jednoho reprezentanta.

Chceme provádět následuj́ıćı operace:

Make-Set(x) – vytvǒreńı nové množiny obsahuj́ıćı pouze prvek x

(x nesḿı být prvkem žádné již vytvǒrené množiny).

Union(x , y) – sjednoceńı množin obsahuj́ıćıch prvky x a y .

Find-Set(x) – nalezeńı reprezentanta množiny obsahuj́ıćı prvek x .
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Amortizovaná analýza — Union-Find

Jednotlivé množiny mohou být reprezentovány jako stromy, p̌ričemž kǒren
stromu je reprezentantem dané množiny:

c

h e

b g

d

f

c

h e

b

d

g

f
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Amortizovaná analýza — Union-Find

b

a

c

e

f

d

a b c d e

f
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Amortizovaná analýza — Union-Find

Algoritmus: Vytvǒreńı jednoprvkové množiny

Make-Set (x):
p[x] ∶= x

rank[x] ∶= 0

Algoritmus: Vyhledáńı množiny, do které prvek paťŕı

Find-Set (x):
if x ≠ p[x] then

p[x] ∶= Find-Set(p[x])
return p[x]
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Amortizovaná analýza — Union-Find

Algoritmus: Spojeńı dvou množin do jedné

Union (x , y):
v ∶= Find-Set(x)
w ∶= Find-Set(y)
if rank[v] > rank[w] then

p[w] ∶= v

else

p[v] ∶= w

if rank[v] = rank[w] then
rank[w] ∶= rank[w] + 1
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Amortizovaná analýza — Union-Find

Tvrzeńı

Sekvence m operaćı Make-Set, Union a Find-Set, z nichž n operaćı je
Make-Set, vyžaduje v nejhořśım p̌ŕıpadě čas O(mα(n)).
Poznámka: α(n) je extrémně pomalu rostoućı funkce, která se pro
jakékoliv

”
rozumné“ hodnoty n chová podobně jako konstantńı funkce

(nap̌ŕıklad pro n < 10
80

je α(n) ≤ 4).

Přesná definice funkce α(n): α(n) = min{k ∶ Ak(1) ≥ n}
Ak(j) = { j + 1 pokud k = 0

A
(j+1)
k−1 (j) pokud k ≥ 1

kde A
(0)
k (j) = j a A

(i+1)
k (j) = Ak(A(i)

k (j)).
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