Vypocetni slozitost algoritmu
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SloZitost algoritmu

@ Pocitale pracuji rychle, ale ne nekone&né rychle. Provedeni kazdé
instrukce trva n&jakou (i kdyZ velmi kratkou) dobu.

@ Stejny problém muZe ¥edit vice rliznych algoritmii a doba vypottu
(dand hlavn& pottem provedenych instrukci) miZe byt pro rizné
algoritmy rlizna.

@ Algoritmy bychom chtéli mezi sebou porovnavat a zvolit si ten lepsi.

o Algoritmy miZeme naprogramovat a zméfit ¢as vypoctu. Tim zjistime
jak dlouho trva vypolet na konkrétnich datech, na kterych algoritmus
testujeme.

N4

o Chtéli bychom mit i néjakou presnégjsi pfedstavu o tom, jak dlouho
bude trvat vypocet na vSech moZnych vstupnich datech.
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SloZitost algoritmu

Vezméme si n&jaky konkrétni stroj vykondvajici n&jaky algoritmus —
nap¥. stroj RAM, Turinglv stroj, ...

Budeme p¥edpokladat, Ze pro dany stroj M mame néjak definované pro
libovolny vstup x z mnoZiny v3ech vstupl In ndsledujici dvé funkce:

o timep, : In > N — vyjadfuje dobu vypo&tu stroje M nad vstupem x
@ spacey, : In - N — vyjadfuje mnoZstvi paméti pouZité strojem M

p¥i vypoltu nad vstupem x

Poznamka: Ptedpokladame, Ze vypolet stroje M nad libovolnym
vstupem x se po kone¢ném poctu krokll zastavi.
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Velikost vstupu

Pro riizné vstupy provede program rlizny pocet instrukci.

Pokud chceme polet provedenych instrukci néjak analyzovat, je vhodné si
zavést pojem velikost vstupu.

Z 4

Typicky je velikost vstupu &islo, které udavd, jak je dand instance ,velkd
(&im v&tsi &islo, tim v&tSi instance).

Poznamka: Velikost vstupu si v daném konkrétnim p¥ipadé mizeme
definovat, jak chceme a jak je to pro dalsi analyzu vyhodné.

Co presné zvolime jako velikost vstupu neni pfedem déno, ale z podstaty
zadaného problému vétSinou néjak ptirozené vyplyvd, co za velikost vstupu
zvolit.
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Velikost vstupu

Ptiklady:
@ Pro problém , T¥idéni", kde vstupem je sekvence &isel ay, as, ..., a,
a vystupem jsou tato &isla setfidéna, mizZeme vzit jako velikost vstupu
hodnotu n.

@ Pro problém , Prvotiselnost”, kde vstupem je pfirozené &islo x, a kde
se ptame, zda x je prvocislo, miizeme vzit jako velikost vstupu pocet
bith ¢isla x.

(Jinou moznosti by bylo vzit jako velikost vstupu pfimo hodnotu x.)
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Velikost vstupu

Nékdy je vhodné popsat velikost vstupu pomoci vice &isel.

Napfiklad u problémi, kde vstupem je graf, miZeme definovat velikost
vstupu jako dvojici &isel n, m, kde:
@ n — pocet vrcholl grafu

@ m — polet hran grafu

Poznamka: Jinou moZnosti by bylo definovat velikost vstupu jako jediné
¢islo n+ m.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 8. Fijna 2023



Velikost vstupu

Obecn& miZeme pro libovolny problém definovat velikost vstupu
ndsledovné:

@ Pokud je vstupem slovo w z néjaké obecedy ¥ :
délka slova w

@ Pokud je vstupem sekvence bitil (tj. slovo z abecedy {0, 1}):
pocet bitd v této sekvenci

o Pokud je vstupem pFirozené &islo x:
polet bitd nutnych k zapisu &isla x
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Casova sloZitost

Chceme analyzovat konkrétni algoritmus (jeho konkrétni implementaci).

Zajima nas, kolik instrukci se provede, pokud algoritmus dostane vstup
velikosti 0,1,2,3,4,....

Je zfejmé, Ze i pro vstupy, které maji stejnou velikost, mlze byt pocet
provedenych instrukci rizny.

Ozna&me si velikost vstupu x € In jako size(x).

Nyni definujme nasledujici funkci T : N — N takovou, Ze pro n € N je

T(n) = max{ timey((x) | x € In, size(x) = n}
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Casova a prostorova slozitost v nejhorsim p¥

Takto definované funkci T(n) (tj. funkci, kterd pro dany algoritmus a
danou definici velikosti vstupu p¥ifazuje kazdému pt¥irozenému &islu n
maximalni polet instrukci, které algoritmus provede, pokud dostane vstup
velikosti n) se ¥ikd €asova sloZitost algorimu v nejhorsim ptipadé.

T(n) = max{ timex(x) | x € In, size(x) = n}

Analogicky miZeme definovat prostorovou (pamé&tovou) sloZitost
algoritmu v nejhorsim p¥ipadé jako funkci S(n), kde as a function S(n)
where:

S(n) = max{space (x) | x € In, size(x) = n}
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Casova sloZitost v primérném pripadé

Kromé Casové slozitosti v nejhorSim p¥ipadé md smysl zkoumat i &asovou
sloZitost v primérném prFipadé.

V tomto p¥ipadé T (n) nedefinujeme jako maximum, ale jako aritmeticky

primér z hodnot

{timea(x) | x € In, size(x) =n}

o Urcit Casovou slozZitost v primérném ptipadé je vétSinou téZsi nez
uréit ¢asovou slozitost v nejhorsim pfipadé.

o Casto se tyto dvé& funkce p¥ili§ nelisi, n&kdy je ale rozdil vyznamny.

Poznamka: Zkoumat sloZitost v nejlepSim pFipadé vétSinou moc smysl

nema.

8. ¥ijna 2023
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Rychlost riistu funkci

Program zpracovava vstup velikosti n.
P¥edpoklddejme, Ze pro vstup velikosti n provede T (n) operaci, a Ze
provedeni jedné operace trva 1 us (10_6 s).

n

T(n) 20 40 60 80 100 200 500 1000
n 20 us 40 s 60 s 80 s 0.1ms 0.2ms 0.5ms lms

nlogn | 86pus 0.213 ms 0.354 ms 0.506 ms 0.664 ms 1.528 ms 4.48 ms 9.96 ms
i 0.4 ms 1.6ms 3.6ms 6.4 ms 10ms 40ms 0.25s s
n 8ms 64 ms 0.216 0.512s s 8s 1255 16.7 min.
n 0.16s 2.56s 12965 42s 100s 26.6min.  17.36hod.  11.57dn
2" | 1055 1275dmi 36560let  38.3-10°let  40.1-10"let 50-10°let 10.4-10™let
nl | 7714TIet 250-10%let 2.64-10%let 2.07-10let 296101t - - -
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Rychlost riistu funkci

UvaZujme 3 algoritmy se slo¥itostmi T1(n) = n, To(n) = n°, T3(n) = 2"

N&3 potital zvlddne v redlném &ase (kolik jsme ochotni pockat) 10"
krokii.

SloZitost  Velikost vstupu

Ti(n) =n 10"
To(n) = n’ 10*
T3(n) = 2" 40
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Rychlost riistu funkci

UvaZujme 3 algoritmy se slo¥itostmi T1(n) = n, To(n) = n°, T3(n) = 2"

N&3 potital zvlddne v redlném &ase (kolik jsme ochotni pockat) 10"
krokii.

SloZitost  Velikost vstupu

Ti(n) =n 10"
To(n) = n’ 10*
T3(n) = 2" 40

Nyni po¢itat 1000 nasobné zrychlime. Zvladne tedy 10" kroka.

SloZitost  Velikost vstupu

Narust
Ti(n) =n 107 1000x
To(n) = n’ 10° 10x
T3(n) = 2" 50 +10
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Asymptoticka notace

P¥esnou sloZitost byva problém vyjadFit.

P¥esnd sloZitost je siln& zavisld na konkrétnim zvoleném modelu a
konkrétni implementaci (na detailech této implementace).

SloZitost nas vétsinou zajima hlavné pro velké vstupy. Pro malé vstupy
obvykle i neefektivni algoritmus prob&hne rychle.

Ve vétsiné pFipadd nepotfebujeme znat presny polet provedenych
instrukci, ale spokojime se s odhadem toho, jak rychle tento pocet
narlistd se zvétSovanim velikosti vstupu.

Proto zavadime tzv. asymptotickou notaci, kterd ndm umoZni
zanedbat méné diilezité detaily a odhadnout pfiblizné, jak rychle dana
funkce roste, a ktera analyzu podstatnym zplisobem zjednodusuje.
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Asymptoticka notace

Vezméme si libovolnou funkci g : N — N. Zapisy O(g), Q(g), ©(g), o(g)
a w(g) oznaduji mnoziny funkci typu N — N, kde:

@ O(g) — mnoZina v&ech funkci, které rostou nejvyde tak rychle jako g
e Q(g) — mnoZina vdech funkci, které rostou alespon tak rychle jako g
@ O©(g) — mnoZina viech funkci, které rostou stejné rychle jako g

@ o(g) — mnoZina viech funkci, které rostou pomaleji nez funkce g

@ w(g) — mnoZina vdech funkci, které rostou rychleji neZ funkce g

Poznamka: Toto nejsou definice! Ty ndsleduji na nasledujicich slidech.
O — velké ,0"

Q — velké Yecké pismeno ,omega"“

© — velké ¥fecké pismeno ,theta"

o — malé , 0"

w — malé ,,omega“
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Asymptoticka notace — symbol O

cg(n)

f(n)

no

Vezméme si libovolnou funkci g : N = N. Pro funkci f : N —» N plati
f € O(g) pravé tehdy, kdyz

(3¢ >0)(Ing = 0)(VYn = ng) : f(n) < cg(n).
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Asymptoticka notace — symbol 2

f(n)

cg(n)

no

Vezméme si libovolnou funkci g : N = N. Pro funkci f : N —» N plati
f € Q(g) pravé tehdy, kdyz

(¢ >0)(Ing = 0)(Vn = ng) : cg(n) < f(n).
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Asymptotickd notace — symbol ©

og(n)
f(n)

cig(n)

no

Vezméme si libovolnou funkci g : N — N. Pro funkci f : N — N plati
f € ©(g) pravé tehdy, kdy?

feO(g) a feQg).
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Asymptoticka notace — symboly o and w

Definice

Vezméme si libovolnou funkci g : N — N. Pro funkci f : N — N plati
f € o(g) pravé tehdy, kdyz

fim L)

n— +0o g(n) a

Vezméme si libovolnou funkci g : N = N. Pro funkci f : N —» N plati
f € w(g) pravé tehdy, kdyz

0

8. ¥ijna 2023
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Asymptoticka notace

Pro jednoduchost uvaZujeme v pt¥edchozich definicich pouze funkce typu
N - N.

Ve skute¢nosti by se tyto definice daly rozsifit na vechny asymptoticky
nezaporné funkce typu R, — R, které navic mohou byt na néjakém
kone&ném podintervalu svého definié¢niho oboru nedefinované.

Funkce f : R, — R je asymptoticky nezaporna pokud pro ni plati:

(Ang = 0)(Vn = ng)(f(n) =0)

Poznamka: Pro n < ng, miZe byt hodnota f(n) nedefinovana.

R, ={xeR|x=0}
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Asymptoticka notace

o Existuji dvojice funkci f, g : N — N takové, ze

f¢0(g) a g ¢ O(f),

naptiklad
2
n pokud nmod 2 =0
f(n)=n g(n) = { :

[logo n] jinak
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Asymptoticka notace

@ O(1) oznaluje mnoZinu viech omezenych funkci, tj. funkei jejichz
funkéni hodnoty jsou shora omezeny né&jakou konstantou.

o O funkci f Yekneme, Ze je:
logaritmicka, pokud f(n) € ©(log n)
linearni, pokud f(n) € ©(n)
kvadraticka, pokud f(n) € ©(n%)
kubicka, pokud f(n) € ©(n°)
polynomialni, pokud f(n) € O(nk) pro n&jaké k > 0
k
exponencialni, pokud f(n) € O(c" ) pro n&jaké ¢ >1a k >0

@ Exponencidlni funkce se v asymptotické notaci ¢asto uvadi ve

k
O(n ¥ sy . ¥ o, _ 2
tvaru 29 ), protoZe potom jiZ nemusime uvazovat riizné zaklady

mocniny.
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Asymptoticka notace

Jak bylo uvedeno, vyrazy O(g), Q(g), ©(g), o(g) a w(g) oznaluji uréité
mnozZiny funkci.

V odbornych textech se v8ak nékdy pouZivaji tyto vyrazy i v ponékud
odlisném vyznamu:

e zapis O(g), Q(g), ©(g), o(g) nebo w(g) nereprezentuje danou
mnozinu funkci, ale néjakou funkci z dané mnoZziny.

Tato konvence se pouzivd zejména v zdpisu rovnic nebo nerovnic.
o 3 2 3 2
Pf¥iklad: 3n" +5n" —11n+2=3n" 4+ O(n")

P¥i pouZiti této konvence je tedy mozné naptiklad psit f = O(g) misto
feO(g).
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SloZitost algoritm{i

Rekn&me, %e bychom cht&li analyzovat &asovou sloZitost T(n) n&jakého
algoritmu, ktery se sklddd z instrukei I, b, ..., I:

@ Pokud my, my, ..., my jsou polty provedeni jednotlivych instrukci pro
n&jaky vstup x (tj. pro vstup x se instrukce /; provede m; krat), tak
celkovy pocet instrukci provedenych pro vstup x je

my+ mp+ -+ my.

e Vezmé&me si funkce ty, to, ..., ty, kde t; : N = N, pficemz t;(n) je
maximum z po&tu provedeni instrukce /; pro vSechny vstupy
velikosti n.

@ Zjevné plati, Ze pro libovolnou funkci t; je T € Q(t;).

@ Zjevné také plati T € O(ty + tp + «=+ + ty).

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 8. Fijna 2023



SloZitost algoritm{i

@ Pripomeiime si, Ze pokud f € O(g), pak f + g € O(g).

@ Pokud tedy pro n&kterou fukci t; plati, Ze pro vSechny t;, kde j # /, je
t; € O(t,'), pak
T € O(t,').

o Casto se tedy pFi analyze celkové Zasové slozitosti T(n) miizeme
omezit pouze na analyzu poctu provedeni nejéastéji provadéné
instrukce (pro vstup velikosti n je provedena maximaln& t;(n) krat),
protoZe plati

T € @(t,').
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SloZitost algoritm{i

Pokusme se analyzovat €asovou sloZitost nasledujiciho algoritmu:

Algoritmus: T¥idéni pfimym vkladanim

INSERTION-SORT (A, n):
for j:=1ton-1do
x = A[J]
i=j-1
while / = 0 and A[/] > x do
Ali + 1] := A[/]
L i=1i-1

Ali+1]:=x

Tj. chceme najit funkci T(n) takovou, Ze €asova sloZitost algoritmu
INSERTION-SORT v nejhor$im p¥ipad& je v ©(T(n)).
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SloZitost algoritm{i

UvaZzujme vstupy velikosti n:

@ Vnégjsi cyklus for se provede n — 1 krat.

@ Vnitini cyklus while se pro danou hodnotu j provede maximalng
J krat.

o Existuji vstupy, pro které plati Ze pro kazdou hodnotu j od 1 do
(n — 1) se vnit¥ni cyklus while provede pravé j krét.

@ V nejhorsim p¥ipadé se tedy cyklus while provede celkem m krat, kde
= —1) = - o1 _ 1.2 1
m=1+2+--+(n=-1)=(1+(n-1))- 5= =3n"—3n
@ Celkova ¢asova sloZitost algoritmu INSERTION-SORT v nejhor$im

ptipadé je tedy ©(n?).
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SloZitost algoritm{i

V ptedchozim p¥ipadé jsme p¥esné spoditali celkovy pocet prichodi
cyklem while.
Obecné to neni vZidy moZné spoditat takto p¥esné& nebo to miZe byt hodn&

komplikované. Pokud nds zajima jen asymptoticky odhad, tak to &asto ani
neni nutné.
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SloZitost algoritm{i

Pokud bychom nap¥iklad neuméli spoditat soucet aritmetické posloupnosti,
mohli bychom provést analyzu nasledovné:

@ Vnégjsi cyklus for se neprovede vice nez n krat, vnitfni cyklus while se
p¥i kazdé iteraci vnéjsiho cyklu provede maximalné n krat. Celkové se
s, S 2
tedy vnit¥ni cyklus provede maximalné n~ krat.

Plati tedy T € O(n?).

@ Pro né&které vstupy se p¥i poslednich | n/2] priichodech cyklem for
provede cyklus while alespoii [n/2] krat.

Pro nékteré vstupy se tedy cyklus while provede alespori
[n/2]-[n/2] krét.

Ln/2]-[n/2]= (n/2-1) - (n/2) = 1n® = 1n

Plati tedy T € Q(n?).
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SloZitost algoritm{i

P¥i pouZivani asymptotickych odhad( ¢asové sloZitosti algoritm{ bychom
si méli byt védomi nékterych dskali:

o Asyptotické odhady se tykaji pouze toho, jak roste &as s rostouci
velikosti vstupu.

o Nefikaji nic o konkrétni dobé vypoltu. V asymptotické notaci mohou
byt skryty velké konstanty.

@ Algoritmus, ktery ma lepsi asymptotickou ¢asovou sloZitost nez
néjaky jiny algoritmus, miZe byt ve skute¢nosti rychlejsi az pro né&jaké
hodné velké vstupy.

@ Vétsinou analyzujeme sloZitost v nejhor$im p¥ipadé. Pro nékteré
algoritmy mize byt doba vypo&tu v nejhor§im p¥ipadé mnohem vétsi
nez doba vypoltu na ,typickych” instancich.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 8. Fijna 2023



SloZitost algoritm{i

@ MiiZeme si to ilustrovat na algoritmech pro t¥idéni.

Algoritmus ‘ Nejhorsi ‘ Primérny
Bubblesort | ©(n”) o(n’)

Heapsort ©(nlogn) | ©(nlogn)
Quicksort | ©(n?) ©(nlogn)

@ Quicksort ma horsi asymptotickou sloZitost v nejhorsim p¥ipadé nez
Heapsort, stejnou asymptotickou sloZitost v primérném p¥ipadé a
pfesto je v praxi nejrychlejsi.
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Prostorovd (pamétova) sloZitost algoritmi

@ Zatim jsme se zajimali o ¢as, ktery potfebujeme k vypoctu

o N&kdy byva kritickou velikost paméti potfebné k provedeni vypoctu.

P¥ipomefime, Ze pro stroj M hodnota space ,,(x) uddvd mnoZstvi paméti
pouZité strojem M p¥i vypoctu nad vstupem x.

Pro dany stroj M je prostorova (pamétovd) sloZitost stroje M
funkce S : N — N, kde

S(n) = max{ space\(x) | x € In,size(x) = n}
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Prostorovd (pamétova) sloZitost algoritmi

@ Pro konkrétni problém mizZeme mit dva algoritmy takové, Ze jeden
mda mensi prostorovou sloZitost a druhy zase ¢asovou sloZitost.

@ Je-li asova slozitost algoritmu v O(f(n)) je i prostorova v O(f(n)).
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Polynomialni algoritmy

Algoritmus je polynomialni, jestliZze jeho ¢asova sloZitost je polynomidlnf,
tj. jestlize je v O(nk), kde k je konstanta.

Na pojem ,,polynomidlni algoritmus” se Ize divat jako na urcitou
aproximaci toho, jaké algoritmy jsou obecn& vnimany jako ,efektivni*
a prakticky pouZzitelné i pro pomérné& velké vstupy.

Poznamka: Algoritmy, které nejsou polynomidlni (tj. maji vy¥%i &asovou
sloZitost nez polynomiélni, nap¥. exponencialni) obecng& za efektivni
povaZovany nejsou.

Takovéto algoritmy s nepolynomidlni ¢asovou sloZitosti jsou vétSinou
pouZitelné jen pro ,,malé" vstupy.
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Polynomialni algoritmy

Jsou zde né&ktera ,ale":

@ Algoritmus, ktery ma €asovou sloZitost t¥eba v @(nloo), ur&ité nelze
povaZovat z praktického hlediska za efektivni.

o D3 se ukdzat, Ze pro libovolné k je mozné uméle sestrojit p¥iklad
algoritmického problému, ktery je mozné vyfesit algoritmem s &asovou
¥ . k+1 v . Y . v
sloZitosti v O(n" "), ale pFitom neexistuje Zddny algoritmus s €asovou
— k , _
sloZitosti v O(n"), ktery by ho ¥esil.

e U ,pfirozen&" definovanych problémii, které se Ye$i v praxi, to nebyva
tak, Ze by pro né& existoval polynomidlni algoritmus s né&jakym
vysokym stupném polynomu a p¥itom neexistoval algoritmus s nizkym
stupném polynomu.

Vé&tSinou nastavd u takovych problémi jedna ze dvou moZnosti:
e Je zndm polynomidlni algoritmus, kde stupefi polynomu je pomé&rné
nizky, nap¥. nejvyse 5.

o Pro dany problém neni znam Zadny polynomialni algoritmus.
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Polynomialni algoritmy

o 7 praktického hlediska miZe byt n&kdy i algoritmus se sloZitosti tfeba
@(nz) povazovan pro nékteré ucely za neefektivni — nap¥. pro hodné
velké vstupy nebo pokud mame néjaka silnd omezeni ohledné doby
vypoctu.

@ Naopak pro nékteré ucely miZe byt i algoritmus s exponencidln{
¢asovou sloZitosti v praxi pouZitelny.

o Existuji pfiklady algoritmii, které maji sice exponencialni ¢asovou
sloZitost v nejhor$im pFipadé, ale pro mnoho vstupli ve skutecnosti
pracuji efektivng a jsou schopny v rozumném &ase zpracovat
i pomérné velké vstupy.
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Analyza rekurzivnich algoritmii
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Rekurzivni algoritmy

Rekurzivni algoritmus je algoritmus, ktery prevede feSeni plivodniho
problému na FeSeni nékolika podobnych problémd pro mensi instance.

Obecné schéma rekurzivnich algoritmd:

Pokud se jedna o elementarni p¥ipad, vy¥e$ ho p¥imo a vrat vysledek.

V opaéném pFipadé vytvoF instance podproblémd.

Zavolej sam sebe pro kazdou z téchto instanci.

Z vysledki pro jednotlivé podproblémy sloZ ¥eseni pivodniho
problému a vrat ho jako vysledek.

Poznamka: Instance podproblémi musi vzdy byt v né&jakém smyslu mensi
neZ instance plvodniho problému. Casto (ne viak vzdy) se zmen3uje
velikost instance.
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Rekurzivni algoritmy

Vypocet rekurzivniho algoritmu je mozné znazornit jako strom:
@ vrcholy stromu odpovidaji jednotlivym podproblém(im
@ koten je pivodni problém

@ potomci vrcholu odpovidaji podproblémiim daného problému
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Rekurzivni algoritmy — Merge-Sort

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krokd.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Rekurzivni algoritmy — Merge-Sort

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krokd.

= [10]
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Rekurzivni algoritmy — Merge-Sort

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krokd.

= [10][11]
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Rekurzivni algoritmy — Merge-Sort

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krokd.

= 10[11]34]
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Rekurzivni algoritmy — Merge-Sort

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krokd.

= 10[11]34]42]
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Rekurzivni algoritmy — Merge-Sort

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krokd.

= 10[11]34]42]53]
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Rekurzivni algoritmy — Merge-Sort

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krokd.
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Rekurzivni algoritmy — Merge-Sort

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krokd.
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Rekurzivni algoritmy — Merge-Sort

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvki, vyZaduje tato operace
n krokd.

= [10[11]34]42[53]58]61]67]
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Rekurzivni algoritmy — Merge-Sort

Algoritmus: Merge sort

MERGE-SORT (A, p, r):
if r—p>1then
q:=(p+r)/2]
MERGE-SORT(A, p, q)
MERGE-SORT(A, g, r)
MERGE(A, p, q, r)

Pro setfidéni pole A, které obsahuje prvky A[0], A[1],---,A[n—1],
zavoldme MERGE-SORT(A, 0, n).

Poznamka: Procedura MERGE(A, p, q, r) spoji set¥idéné posloupnosti
ulozené v A[p..g—1] a Alg .. r—1] do jedné posloupnosti uloZené

vAp..r-1].

Z. Sawa (VSB-TUO)

Teoreticka informatika

8. ¥ijna 2023



Rekurzivni algoritmy — Merge-Sort

Vstup: 58, 42, 34, 61, 67, 10, 53, 11

|10 11 34 42 53 58 61 67|

— T~

134 42 58 61| 10 11 53 67|
AN SN
|42 58] (34 61] 10 67| 11 53]

/N SN SN /X

Strom rekurzivnich volani ma ©(log n) drovni. Na kaZdé drovni se provede
©(n) operaci. Casova sloZitost algoritmu MERGE-SORT je ©(nlogn).

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 8. Fijna 2023



The master theorem

Master theorem
P¥edpoklddejme, Ze a > 1 a b > 1 jsou konstanty, Ze f(n) je funkce a Ze
funkce T(n) je definovana rekurentnim predpisem

T(n) = a-T(n/b)+ f(n)
(kde n/b miize byt bud | n/b| nebo [n/b]). Pak plati:

@ Pokud f(n) € O(nlog" ) pro n&jakou konstantu € > 0, pak
T(n) = ©(n'"%?).

O Pokud f(n) € @(nlogba), pak T(n) = @(nlog”alog n).

@ Pokud f(n) € Q(n'*% ") pro n&jakou konstantu ¢ > 0 a pokud
a-f(n/b) < c-f(n) pro n&akou konstantu ¢ < 1 a viechna
dostatetné& velka n, pak T(n) = ©(f(n)).
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The master theorem

Master theorem je mozné pouZit pro analyzu sloZitosti téch rekurzivnich
algoritmi, kde:

o Regeni jednoho podproblému velikosti n, kde n > 1, se prevede na
fedeni a podproblém, z nichZ kazdy ma velikost n/b.

@ Doba, ktera se stravi feSenim jednoho podproblému velikosti n,
nepoditaje v to dobu, kterd se stravi v rekurzivnich volanich,
je uréend funkci f(n).

P¥iklad: Algoritmus MERGE-SORT: a =2, b= 2, f(n) € ©(n)
(v rdmci jednoho voldni — dva podproblémy, kazdy velikosti n/2, spojeni
dvou set¥id&nych sekvenci v &ase ©(n))

Plati £(n) € ©(n'°®?) = ©(n), takze

T(n) € @(nlog”a log n) = ©(nlog n).
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The master theorem — ndsobeni velkych &isel

P¥iklad: Rekn&me, %e chceme pracovat s p¥irozenymi &isly, ktera jsou
natolik velka, Ze se nevejdou do &iselnych datovych typd, které mame

k dispozici.

Nap¥iklad chceme pracovat s &isly, ktera maji 4096 bitl, ale operace

s &isly, které mame k dispozici v daném programovacim jazyce, ve kterém
pracujeme, umoZiuji pfimo pracovat jen s &isly, kterd maji 32 nebo 64 bitl.

P¥irozenym zplisobem, jak to vy¥esit, je ulozit kazdé takové ,velké"” &islo

do pole pfFislusné velikosti, kde kaZzdy prvek tohoto pole bude ,,malé” &islo
velikosti, se kterou miZeme pfimo pracovat.
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The master theorem — ndsobeni velkych &isel

.Velké" &islo u tak miZeme uloZit do pole U s prvky U[0],..., U[n—1],
kde kazdy prvek bude p¥edstavovat jedno ,malé” &islo v rozsahu
0,...,9—1, kde g je n&jaky vhodné zvoleny zédklad takovy, Ze miizeme
pfimo pracovat s &isly v tomto rozsahu.

Bude platit

n—1

u=Y Ull-q
i=0
Na takto uloZené &islo se mizeme divat tak, Ze jde o zdpis &isla u v &iselné
soustavé o zdkladu g, a prvky pole U predstavuji jednotlivé , &islice”
tohoto zdpisu.

Za velikost &isla u budeme povaZovat pocet takovychto ,&islic” nutnych
k jeho zapisu (tj. ¢islo n).
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master theorem — nasobeni velkych &isel

Dvé &isla velikosti n miiZzeme snadno se&ist v ¢ase O(n) pouZitim
standardniho Skolniho algoritmu pro séitani.

Podobné miiZeme zatit uvazovat o problému nasobeni dvou pfirozenych
¢isel:

Nasobeni dvou pfirozenych &isel

Vstup: Cislo u uloZené v poli U velikosti n
a &islo v uloZené v poli V velikosti n.

Vystup: Cislo w uloZené v poli W velikosti 2n takové, e u- v = w.

Klasicky $kolni algoritmus pro ndsobeni bude mit ¢asovou sloZitost @(nz).
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The master theorem — ndsobeni velkych &isel

Misto tohoto klasického algoritmu miZeme uvaZovat o rekurzivnim
algoritmu zaloZeném na nasledujici myslence:

e Pokud jsou &isla velikosti 1 (tj. n = 1), tak je vyndsobime p¥imo.
o Pokud maji v&tsi velikost (tj. n > 1), rozdé&lime obg &isla na &isla
zhruba polovi¢ni velikosti, tj.

u= Ul . Q + Uo
v=Vi-Q+ WV
kde Q = q{n/ﬂ.
Vysledek ndsobeni w = u - v pak spo&itdme jako
W=W2'02+W1'Q+WO

kde
Wr=U- V1
Wi=Upg-Vi+U -V
Wo = Uo - Vo
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master theorem — nasobeni velkych &isel

Problém ndsobeni dvou &isel velikosti n tak pfevedeme na 4 problémy
nasobeni &isel poloviéni velikosti.

Pro vynasobeni t&chto mensich &isel pouzijeme rekurzi — funkce zavola
sama sebe, p¥icemz jako argumenty jednotlivych volani budou pfedana
tato mensi &isla poloviéni velikosti.

(Ndsobeni mocninami Q je mozno realizovat pomoci posunii o pfislusny
polet mist.)
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The master theorem — ndsobeni velkych &isel

Celkovou sloZitost algoritmu tak miZeme vyjadfit nasledujicim rekurzivnim
vztahem:

T(n)=4-T(n/2)+O©(n)
Pro pouZiti master theoremu mdme a=4, b=2a f(n) € ©(n):

e Plati f(n) € (’)(n'og"a_g), protoZe n € O(n|°g24_e) = O(nz_e)
plati nap¥. pro € = 1.
@ Z master theoremu pak vyplyva, Ze

T(n) € ©(n'%?) = ©(n°8*) = 0(n?).

Celkova ¢asova sloZitost rekurzivniho algoritmu pro nasobeni je
tedy @(nZ), co? je stejné jako v p¥ipad€ jednoduchého standardniho
algoritmu.
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The master theorem — ndsobeni velkych &isel

U rekurzivniho algoritmu je v8ak mozné sniZit poet ndsobeni &isel
polovi¢ni velikosti ze 4 na 3:

@ Nejprve spocitdime hodnoty W5 a W, stejnym zplisobem jako p¥edtim:
Wo=U,- Vi
WO = UO * Vo

@ Hodnotu W pak spoditdme nasledovné:

Wiy =(Up+Up)- (Vo + V)= Wo— W,

Ové&¥eni korektnosti:
Wy =(Up+ U)- (Vo+ Vi) —Wo—-W,
= Uo\/o + Uo\/]_ + U]_Vo + U]_V]_ - Uo\/o - U1V]_
= UOV1 + U]_ VO
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The master theorem — ndsobeni velkych &isel

Tento rekurzivni algoritmus pro nasobeni velkych &isel se oznaluje jako
Karacubovo nasobeni (Karatsuba multiplication).

Podobné jako v pfedchozim p¥ipadé miZeme vyjadfFit sloZitost tohoto
algoritmu rekurzivnim vztahem

T(n)=3-T(n/2)+©(n)
A pomoci master theoremu (pro a =3, b =2 a f(n) € ©(n)) odvodit
T(n) € ©(n°%?)
log, 3 je priblizné 1.5849625

Takze T(n) € O(nl'sg), coZ je lepdi nez @(nz).
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The master theorem — ndsobeni velkych &isel

Poznamka:

o Existuje celd Yada jesté efektivngjSich algoritmi pro nasobeni velkych
Cisel, které jsou podobné jako Karacubovo ndsobeni zaloZeny na
rekurzivnim p¥istupu:

o naptiklad rlizné varianty algoritmu Toom-Cook
o Nejefektivnéjsi znamé algoritmy pro ndsobeni jsou zaloZeny na
rychlé Fourierové transformaci (Fast Fourier transform, FFT):
o Schonhage—Strassen
Algoritmus Schénhage-Strassen m3a sloZitost O(n - log n - log log n).

V roce 2019 byl objeven algoritmus (D. Harvey, J. van der Hoeven)
se sloZitosti O(n - log n).
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The master theorem — nasobeni matic

P¥iklad: Nésobeni ¢tvercovych matic A a B velikosti n X n rekurzivnim
zplisobem:

@ Pro n =1 se vysledek spo&itd p¥imo.
@ Pro n > 1 se kazdd z matic A a B rozloZi na &tyfi podmatice
velikosti (n/2) x (n/2).
@ Vysledek se posklada pomoci s¢itani a ndsobeni téchto osmi mensich
matic. Pro ndsobeni téchto mengich matic se funkce zavold rekurzivné.
@ P¥imotary zpiisob vyZaduje 8 ndsobeni matic velikosti (n/2) x (n/2).
Mzme tedy a = 8, b =2, f(n) € ©(n?).
Plati f(n) € O(n'°® ), protoze n° € O(n°&%°) = O(n*™°) plati
napt. pro € = 1.
Takze T(n) € ©(n'%?) = ©(n'*%2%) = O(n?).

Tento postup tedy neni lepsi neZ standardni jednoduchy algoritmus pro
nasobeni matic.
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The master theorem — nasobeni matic

Existuje v8ak chytry zpiisob, jak vySe uvedené provést komplikovanéjsim
zplsobem tak, Ze v rdmci jednoho rekurzivniho volani posta&i rekurzivné
volat funkci 7 krat

(za cenu vét¥iho pottu stitdni a od&itdn).

Jedna se o tzv. Strasseniiv algoritmus.

Zdejea=7 b=2af(n) € O(n’).

log, 7—¢

Opét plati f(n) € (’)(nlog" 3¢ protoze n”> € O(n ) plati

napt. pro ¢ = 0.5.
(log, 7 je ptiblizng 2.80735)

TakZe T(n) € ©(n'%?) = ©(n'°%7) a tedy T(n) € O(n*?").
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The master theorem — dukaz

Dukaz master theoremu:

Pro jednoduchost se omezime jen na p¥ipady, kdy f(n) = n“ pro n&jakou
konstantu ¢ > 0.

Rovné&Z pro jednoduchost predpokladejme, Ze n je mocninou ¢&isla b,
at nemusime ¥esit zaokrouhlovani.
P¥edstavme si strom rekurzivnich volani pro instanci velikosti n:
o Vyska stromu je logy, n.
logp n
a b

@ Potty vrcholl na jednotlivych drovnich jsou aO, al,

o Cas, ktery se stravi v jednom vrcholu na drovni i je

5)=(5)

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 8. Fijna 2023



The master theorem — dukaz

Plati tedy
log, n log, n log, n .
o=y S A(g) - Y () S ()

Oznaéme q = a/b°. Je tieba rozlisit t¥i p¥ipady:
e g >1—tj. kdyZ plati a > b, neboli ¢ < log, a
e g=1—tj. kdy? plati a = b, neboli ¢ = log, a

e g < 1—tj. kdyZ plati a < b, neboli ¢ > log, a
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The master theorem — dukaz

P¥ipad g > 1 — tj. kdy# plati a > b, neboli ¢ < log,, a:

log, n 2\ qlogbn+1_ |
T(n) = n°- Z (—c) = n‘T——a— € O(n"-q™")
: b g-1
i=0
Plati
| g \log,n | a

nC-qubn _ nc.(F) _ nc'nOgb(bT)

_ nc'nlogba—logb(bc) _ nc+|ogba—c _ nlogba

Plati tedy T(n) € ©(n'°8*?).

Poznamka: Poctet listi stromi (tj. podproblémi velikosti 1)
. logpn _ logpa

je a =n )

VE&tsina Casu se tedy travi feSenim téchto elementarnich p¥ipadi.
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The master theorem — dukaz

P¥ipad g = 1 — tj. kdyZ plati a = b, neboli ¢ = log,, a:

logy, . logy, n
T(n) = Z (b_) = n° ; 1 = n“-(log,n+1) € ©(n°%7logn)

z ~ 7 4 7 e - 7’ v I
Poznamka: V kaZdé vrstvé stromu se stravi zhruba stejny ¢as ©(n°%?).

Vrstev je celkem ©(log n).
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The master theorem — dukaz

P¥ipad g < 1 — tj. kdy# plati a < b, neboli ¢ > log,, a:

o =3 () <o

protoZe pro g, kde 0 < g < 1, plati

(bi) - nC.lfq e O(n°)

ﬁl\/Jg

0o z+1_1 1
I_ . _ _
;q ‘Z'L“?,ozq ‘Z'LTO g-1 ~I-g¢
1=

Zjevné plati T(n) € Q(n°) (protoZe uz v samotném koFeni se stravi
gas ©(n°)), takze celkové plati T(n) € ©(n°).

Poznamka: Vétsina Casu se v tomto pFipadé stravi v kofeni stromu.
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