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Cviceni 9
Priiklad 1: Uvazujme nasledujici problém:

VsTup: Dvé n-bitova pfirozend ¢isla x a y.

VYsTup: Hodnota sou¢tu x 4y reprezentovand bindrné.

~/ 7

a) Navrhnéte paralelni algoritmus pro stroj PRAM typu EREW fesici tento problém s ¢asovou
slozitosti O(logn) pii pouziti O(n) procesoru.

b) Navrhnéte paralelni algoritmus pro stroj PRAM typu CRCW COMMON fesici tento
problém v ¢ase O(1) s polynomidlnim pocétem procesoru.

Kolik procesort bude vami navrzeny algoritmus potiebovat?

Priklad 2: Navrhnéte paralelni algoritmus pro stroj PRAM typu CREW fesici néasledujici
problém s ¢asovou slozitost! @(logn) pii pouziti @(n?) procesori:

VsTup: Dvé n-bitova pfirozend ¢isla x a y.

VYsTUP: Hodnota souéinu x - y reprezentovand binarné.

Priiklad 3: Predpoklddejme, ze mame ddn néjaky fixni nedeterministicky koneény auto-
mat A = (Q, X, 9, qo, F). Uvazujme nésledujici problém:

VsTuP: Slovo w € X*.

OTAzZKA: Je slovo w prijiméno automatem A (tj. plati w € £(A))?

Popiste, jak pro dany automat A vytvorit paralelni algoritmus pro stroj PRAM typu EREW
fesici tento problém s ¢asovou slozitosti O(logn) pii pouziti O(n) procesoru (kde n je délka
slova w).

Priklad 4: Uvazujme jazyk L nad abecedou £ = {[, ]} generovany néasledujici bezkontextovou
gramatikou:

A — e|AA|[A]

Navrhnéte efektivni paralelni algoritmus pro stroj PRAM fesici nasledujici problém:

VsTup: Slovo w € X*.

VYSTUP: Zjistit, zda slovo w patif do jazyka L a pokud ano, tak ke kazdé levé
zévorce najit pozici ji odpovidajici pravé zavorky, a podobné ke kazdé pravé
zavorce najit pozici ji odpovidajici levé zavorky.
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Jaka je ¢asovéa slozitost vami navrzeného algoritmu a kolik procesoru potiebuje?

Piiklad 5: Navrhnéte paralelni algoritmus pro stroj PRAM typu CREW fesici néasledujici
problém s ¢asovou slozitosti O(logn) pii pouziti O(n) procesori:

Vstupr: Trojice poli A, L a R. VSechna tfi pole jsou velikosti n a indexovana od 0.
Jejich prvky jsou prirozend ¢isla.
Pro hodnoty prvku poli L a R navic plati 0 < L[i] < R[i] < n pro kazdé i,
kde 0 <i<n.

VYSTUP: Pro kazdé i, kde 0 < i < n, hodnota

min{Afj] | L[] <j < R[]}

Priklad 6: Neorientovany graf G = (V,E), ktery je souvisly a acyklicky, se nazyvé strom.
Oznaéme takovy druh grafu jako nezakotenény strom, protoze zédny z vrcholi v ném nenfi
oznacen jako koren.

Pokud zvolime v nezakofenéném stromé G néktery vrchol r € V jako kofen, muzeme hrany
grafu G orientovat tak, aby pro kazdou hranu platilo, Ze bude sméfovat od vrcholu, ktery ma
vétsi vzdalenost k vrcholu r, do vrcholu, ktery mé mensi vzdalenost k vrcholu r. MuZeme se
na to divat tak, ze hrany vedou od potomku k rodi¢im. Ozna¢me takovy strom, kde jsou
hrany zorientovany timto zpusobem, jako zakotenény strom s kofenem .

Navrhnéte paralelni algoritmus pro stroj PRAM typu CREW fesici nésledujici problém
s ¢asovou slozitosti O(logn) pii pouziti O(n) procesoru:

VsTuP: Nezakorenény strom G = (V,E) a jeden z jeho vrcholu .

VYsTUP: Pro kazdou hranu (u,v) € E urcit jeji smér v zakofenéném stromé, ktery
vznikne z grafu G, pokud vrchol r bude zvolen jako jeho koren.

Poznamka: Piedpokladejte, ze graf G je reprezentovan jako pole vrcholu V, kde ke kazdému
vrcholu mame dan seznam hran, které z néj vedou. Kazda hrana je v této reprezentaci ulozena
dvakrdt — jednou ve sméru (u,v) a jednou ve sméru (v, u). Predpokladejte, ze prvky seznamu
reprezentujici tutéz hranu v jednom a druhém sméru maji na sebe navzajem odkaz.

Priklad 7: Dulezitou soucasti algoritmu Merge-sort je procedura MERGE, kterd spoji dvé
setfidéné posloupnosti do jedné settidéné posloupnosti.

Muzeme se na to divat tak, ze tato procedura fesi néasledujici problém:

VsTuP: Dvé setiidéné posloupnosti A = (ag, at,...,an_1) aB = (bo,b1,...,bn_1).

VsTuP: Setiidénd posloupnost C = (c¢g,C1y...,Con_1), kterd vznikne spojenim
posloupnosti A a B.
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Popisme si jednu z moznych implementaci procedury MERGE.
Budeme predpoklddat, ze prvky posloupnosti jsou indexovany od nuly, tj. prvni prvek ma

index 0, druhy 1, atd. Sudé indexy jsou tedy O, 2, 4, ..., a liché indexy 1, 3, 5, ...
Pro jednoduchost v tomto popisu budeme také predpokladat, ze n je mocnina dvojky.
Procedura MERGE bude pracovat rekurzivneé:

e Pokud je n =1, porovna prvky ag a by a vrati setfidénou posloupnost tvofenou témito
dvéma prvky.

e Pokud je n > 1, provede nasledujici kroky:

— 7 posloupnosti A = (ag,ay,...,an_1) vytvori posloupnosti A’ a A” délky n/2,
tvorené prvky se sudymi a lichymi indexy, tj.
A= (ap,az,...,an2) A" =(ar,a3,...,an 1)
— Podobné z posloupnosti B = (b, b1,...,br_1) vytvoil posloupnosti B’ a B” délky

n/2, tvorené prvky se sudymi a lichymi indexy, tj.
B,:(bO)bZM--)ban) B”:(bbb?n---)bnf])

— Procedura MERGE se zavol4d rekurzivné na posloupnosti A’ a B’ a na posloup-
nosti A” a B”. Jako vysledek dostaneme posloupnosti

C' = (cgyclyeeychig) C" =(cgyclyeayel 1)
kde C’ = MERGE(A’,B’) a C"” = MERGE(A”,B”). (Obé tyto posloupnosti budou
délky n.)

— Posloupnosti C’ a C” se spoji do posloupnosti C tak, Ze prvky posloupnosti C’
budou na pozicich se sudymi indexy a prvky posloupnosti C” na pozicich s lichymi
indexy, tj.

PN / "
C:(CO>COaC1aC1>""Cn—1>cn—1)

Posloupnost C ma délku 2n.

— V posloupnosti C se pro i, kde 1 < 1 < n, porovnaji prvky s indexy 2i — 1 a 2i,
tj. prvky na pozicich 1a 2,3 a4, ..., 2n—3 a2n— 2.
Pokud budou porovnané prvky ve Spatném poradi, prohodi se.

Ukazte, ze tato varianta procedury MERGE je korektni implementaci spojovani dvojice
posloupnosti.

Navrhnéte jeji vhodnou paralelni implementaci pro stroj PRAM typu EREW, ktera
s n procesory bude mit ¢asovou slozitost O(logn).

Priklad 8: Popisme si paralelni algoritmus, ktery by mél feSit nasledujici problém:

VstuP: Neorientovany graf G = (V| E).
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VvsTUP: Rozklad grafu G na souvislé komponenty.
Dany algoritmus bude pracovat na stroji PRAM typu CRCW ARBITRARY.
Predpoklddame, ze graf G = (V, E) je zadéan jako:

e pole vrcholu V velikosti n

e pole hran E velikosti m — predpoklada se, ze kazda hrana je v tomto poli uvedena
dvakrét, jednou jako (u,v) a jednou jako (v,u). Pofadi hran neni dulezité.

Algoritmus bude pouzivat nasledujici tii pole velikosti n, jejichz indexy odpovidaji vrcholum

z mnoziny V:
e D — indexy rodic¢u jednotlivych vrcholu ve vytvarenych stromech

e Dy, — uloZeni hodnot z pole D z predchozi iterace
e Q — booleovské hodnoty indikujici, Zze pro dany vrchol doslo ke zméné

Dale bude pouzita globalni proménna changed typu Bool.

Inicializace:
e pro kazdy vrchol v € V se paralelné provede:

D] i=v

e procesor 0 provede:

changed := TRUE

Hlavni cyklus se bude provadét, dokud bude platit changed = TRUE.

Jedna iterace hlavniho cyklu:

e Krok 1 — pro kazdy vrchol v € V se paralelné provede:

Q] := FALSE
Dprev[v] = Dp]

o Krok 2 — pro kazdy vrchol v € V se paralelné provede:

D[V] = Dpreu[Dprev[V”
if D] # Dppey[v] then
| QDM := TruE

e Krok 8 — pro kazdou hranu (u,v) € E se paralelné provede

and D[v] < D[u] then
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Krok 4 — pro kazdou hranu (u,v) € E se paralelné provede:

if D[u] = D[D[u]] and Q[D[u]] = FALSE then
if D[u] # D[v] then
| DD := DR

Krok 5 — pro kazdy vrchol v € V se paralelné provede:

Krok 6 — procesor 0 provede:

changed := FALSE

Krok 7 — pro kazdy vrchol v € V se paralelné provede:

if Q[v] = TRUE then
L changed := TRUE

Rozeberte detailné ¢innost tohoto algoritmu:

a) Ukazte, ze tento algoritmus je korektni.

b) Analyzujte jeho ¢asovou slozitost.

Piiklad 9: Vezméme si néasledujici problém:

VsTuP: Posloupnost ptirozenych ¢isel ag, ar,...,an_1.

VYSTUP: Soucet ap +aj + -+ + an_q.

Tento problém budeme chtit Fesit na stroji PRAM typu EREW, ktery ale bude mit nasledujici
omezeni. Globalni sdilend pamét bude obsahovat vstup ulozeny v poli A. Toto pole bude
pouze pro ¢teni. Obsah jeho bunék neni mozné ménit. Kromé bunék, ve kterych bude ulozeno
vstupni pole A, bude globdlni sdilend paméf obsahovat jedinou buiiku, do které je mozné
zapisovat a jejiz obsah je mozné ¢ist. V jednom okamziku muze k této buriice pfistupovat jen
jediny procesor. Zadna dalsf sdilens globalni pamét nenf k dispozici.

Procesori mame k dispozici neomezené mnozstvi a kazdy z nich ma k dispozici neome-
zené mnozstvi lokalni paméti, do které je mozné zapisovat a ze které je mozné ¢ist. Rovnéz
predpokladame, ze vSechny procesory maji na zacatku vypoctu ulozeny ve své lokalni paméti
délku vstupu n.

Ukazte, ze i s takto omezenym strojem PRAM je mozné feSit vyse uvedeny problém v Case,

ktery je asymptoticky lepsi nez linearni.

Ndpovéda: Zkuste navrhnout paralelni algoritmus, ktery pii pouziti O(y/n) procesoru bude
mit ¢asovou slozitost O(y/n).
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Piiklad 10: Navrhnéte synchronni distribuovany algoritmus, ktery bude implementovat pro-
hleddvdni do $itky (BFS — breadth-first search) na grafu komunikac¢ni sité. Komunika¢ni
sit je silné souvisly orientovany graf G = (V,E). V kazdém vrcholu grafu G bézi jeden proces,
ktery muze posilat zpravy dalsim procesuim pies hrany komunika¢ni sité G. Predpokladejte,
Ze na zacatku je jeden z vrcholu oznacen jako pocateéni. Oznacme jej s.

Cilem je vytvorit strom T, ktery bude zahrnovat vSechny vrcholy grafu G. Kofenem stromu T
bude vrchol s a hrany stromu T budou podmnozinou mnoziny hran grafu G. Navic pro kazdy
vrchol v v tomto stromé bude platit, ze vzdalenost z s do v ve stromé T bude stejnd, jako
vzdalenost z s do v v grafu G.

Muzete predpoklddat, ze kazdy proces méa na zacatku pfidéleno unikatn{ ID (UID).
Vysledkem béhu algoritmu bude to, ze kazdy proces bude znat UID svého rodice a svych
potomku ve stromé T a védét, kterymi hranami je spojen s jednotlivymi potomky.

a) Uvazujte nejprve jednodussi pripad, kdy v grafu G jsou jednotliva spojeni mezi vrcholy
obousmérna (tj. kdy ke kazdé hrané (u,v) existuje hrana (v,u) a procesy ve vrcholech u
a v védi, jak jsou tyto dvojice vzdjemné si odpovidajicich si hran spolu sparovany).

b) Analyzujte ¢asovou a komunika¢ni slozitost algoritmu navrzeného v predchozim bodé.
¢) Navrhnéte algoritmus pro obecny piipad, kdy G je libovolny silné souvisly graf.

d) Analyzujte ¢asovou a komunika¢ni slozitost algoritmu navrzeného v predchozim bodé.

Piiklad 11: Podobné jako v pfedchozim piikladé bude i v tomto piikladé tikolem navrhnout
synchronni distribuovany algoritmus, ktery v grafu komunikaéni sité zjisti pro zadany vrchol s,
jak vypadaji nejkratsi cesty z vrcholu s do vSech ostatnich vrcholu grafu.

Predpokladejme vsak nyni, ze hrany grafu G maji pfitazeny vahy a délka cesty se nepocita
jako pocet hran na této cesté, ale jako soucet vah téchto hran.

Muzete predpokladat, ze vahy jsou nezéporné, a Ze na zac¢dtku znd kazdy proces véhy téch
hran, které vychézeji z vrcholu, ve kterém se dany proces nachézi.

Navrhnéte piislusny algoritmus a analyzujte jeho ¢asovou a komunikaéni slozitost.

a) Uvazujte nejprve jednodussi piipad, kdy vSechny procesy na zacatku znaji celkovy pocet
vrcholu n.

b) Navrhnéte, jak problém fesit v obecném piipadé, kdy procesy celkovy pocet vrcholu na
zaCatku neznaji.



