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Cvičeńı 9

Př́ıklad 1: Uvažujme následuj́ıćı problém:

Vstup: Dvě n-bitová přirozená č́ısla x a y.

Výstup: Hodnota součtu x+ y reprezentovaná binárně.

a) Navrhněte paralelńı algoritmus pro stroj PRAM typu EREW řeš́ıćı tento problém s časovou
složitost́ı O(logn) při použit́ı O(n) procesor̊u.

b) Navrhněte paralelńı algoritmus pro stroj PRAM typu CRCW COMMON řeš́ıćı tento
problém v čase O(1) s polynomiálńım počtem procesor̊u.

Kolik procesor̊u bude vámi navržený algoritmus potřebovat?

Př́ıklad 2: Navrhněte paralelńı algoritmus pro stroj PRAM typu CREW řeš́ıćı následuj́ıćı
problém s časovou složitost́ı O(logn) při použit́ı O(n2) procesor̊u:

Vstup: Dvě n-bitová přirozená č́ısla x a y.

Výstup: Hodnota součinu x · y reprezentovaná binárně.

Př́ıklad 3: Předpokládejme, že máme dán nějaký fixńı nedeterministický konečný auto-
mat A = (Q,Σ, δ, q0, F). Uvažujme následuj́ıćı problém:

Vstup: Slovo w ∈ Σ∗.

Otázka: Je slovo w přij́ımáno automatem A (tj. plat́ı w ∈ L(A)) ?

Popǐste, jak pro daný automat A vytvořit paralelńı algoritmus pro stroj PRAM typu EREW
řeš́ıćı tento problém s časovou složitost́ı O(logn) při použit́ı O(n) procesor̊u (kde n je délka
slova w).

Př́ıklad 4: Uvažujme jazyk L nad abecedou Σ = {[, ]} generovaný následuj́ıćı bezkontextovou
gramatikou:

A −→ ε | AA | [A ]

Navrhněte efektivńı paralelńı algoritmus pro stroj PRAM řeš́ıćı následuj́ıćı problém:

Vstup: Slovo w ∈ Σ∗.

Výstup: Zjistit, zda slovo w patř́ı do jazyka L a pokud ano, tak ke každé levé
závorce naj́ıt pozici j́ı odpov́ıdaj́ıćı pravé závorky, a podobně ke každé pravé
závorce naj́ıt pozici j́ı odpov́ıdaj́ıćı levé závorky.
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Jaká je časová složitost vámi navrženého algoritmu a kolik procesor̊u potřebuje?

Př́ıklad 5: Navrhněte paralelńı algoritmus pro stroj PRAM typu CREW řeš́ıćı následuj́ıćı
problém s časovou složitost́ı O(logn) při použit́ı O(n) procesor̊u:

Vstup: Trojice poĺı A, L a R. Všechna tři pole jsou velikosti n a indexována od 0.
Jejich prvky jsou přirozená č́ısla.

Pro hodnoty prvk̊u poĺı L a R nav́ıc plat́ı 0 ≤ L[i] ≤ R[i] < n pro každé i,
kde 0 ≤ i < n.

Výstup: Pro každé i, kde 0 ≤ i < n, hodnota

min {A[j] | L[i] ≤ j ≤ R[i] }

Př́ıklad 6: Neorientovaný graf G = (V, E), který je souvislý a acyklický, se nazývá strom.
Označme takový druh grafu jako nezakořeněný strom , protože žádný z vrchol̊u v něm neńı
označen jako kořen.

Pokud zvoĺıme v nezakořeněném stromě G některý vrchol r ∈ V jako kořen, můžeme hrany
grafu G orientovat tak, aby pro každou hranu platilo, že bude směřovat od vrcholu, který má
větš́ı vzdálenost k vrcholu r, do vrcholu, který má menš́ı vzdálenost k vrcholu r. Můžeme se
na to d́ıvat tak, že hrany vedou od potomk̊u k rodič̊um. Označme takový strom, kde jsou
hrany zorientovány t́ımto zp̊usobem, jako zakořeněný strom s kořenem r.

Navrhněte paralelńı algoritmus pro stroj PRAM typu CREW řeš́ıćı následuj́ıćı problém
s časovou složitost́ı O(logn) při použit́ı O(n) procesor̊u:

Vstup: Nezakořeněný strom G = (V, E) a jeden z jeho vrchol̊u r.

Výstup: Pro každou hranu (u, v) ∈ E určit jej́ı směr v zakořeněném stromě, který
vznikne z grafu G, pokud vrchol r bude zvolen jako jeho kořen.

Poznámka: Předpokládejte, že graf G je reprezentován jako pole vrchol̊u V , kde ke každému
vrcholu máme dán seznam hran, které z něj vedou. Každá hrana je v této reprezentaci uložená
dvakrát — jednou ve směru (u, v) a jednou ve směru (v, u). Předpokládejte, že prvky seznamů
reprezentuj́ıćı tutéž hranu v jednom a druhém směru maj́ı na sebe navzájem odkaz.

Př́ıklad 7: Důležitou součást́ı algoritmu Merge-sort je procedura Merge, která spoj́ı dvě
setř́ıděné posloupnosti do jedné setř́ıděné posloupnosti.

Můžeme se na to d́ıvat tak, že tato procedura řeš́ı následuj́ıćı problém:

Vstup: Dvě setř́ıděné posloupnostiA = (a0, a1, . . . , an−1) a B = (b0, b1, . . . , bn−1).

Vstup: Setř́ıděná posloupnost C = (c0, c1, . . . , c2n−1), která vznikne spojeńım
posloupnost́ı A a B.
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Popǐsme si jednu z možných implementaćı procedury Merge.

Budeme předpokládat, že prvky posloupnost́ı jsou indexovány od nuly, tj. prvńı prvek má
index 0, druhý 1, atd. Sudé indexy jsou tedy 0, 2, 4, . . . , a liché indexy 1, 3, 5, . . .

Pro jednoduchost v tomto popisu budeme také předpokládat, že n je mocnina dvojky.

Procedura Merge bude pracovat rekurzivně:

• Pokud je n = 1, porovná prvky a0 a b0 a vrát́ı setř́ıděnou posloupnost tvořenou těmito
dvěma prvky.

• Pokud je n > 1, provede následuj́ıćı kroky:

– Z posloupnosti A = (a0, a1, . . . , an−1) vytvoř́ı posloupnosti A ′ a A ′′ délky n/2,
tvořené prvky se sudými a lichými indexy, tj.

A ′ = (a0, a2, . . . , an−2) A ′′ = (a1, a3, . . . , an−1)

– Podobně z posloupnosti B = (b0, b1, . . . , bn−1) vytvoř́ı posloupnosti B
′ a B ′′ délky

n/2, tvořené prvky se sudými a lichými indexy, tj.

B ′ = (b0, b2, . . . , bn−2) B ′′ = (b1, b3, . . . , bn−1)

– Procedura Merge se zavolá rekurzivně na posloupnosti A ′ a B ′ a na posloup-
nosti A ′′ a B ′′. Jako výsledek dostaneme posloupnosti

C ′ = (c ′0, c
′

1, . . . , c
′

n−1) C ′′ = (c ′′0 , c
′′

1 , . . . , c
′′

n−1)

kde C ′ = Merge(A ′, B ′) a C ′′ = Merge(A ′′, B ′′). (Obě tyto posloupnosti budou
délky n.)

– Posloupnosti C ′ a C ′′ se spoj́ı do posloupnosti C tak, že prvky posloupnosti C ′

budou na pozićıch se sudými indexy a prvky posloupnosti C ′′ na pozićıch s lichými
indexy, tj.

C = (c ′0, c
′′

0 , c
′

1, c
′′

1 , . . . , c
′

n−1, c
′′

n−1)

Posloupnost C má délku 2n.

– V posloupnosti C se pro i, kde 1 ≤ i < n, porovnaj́ı prvky s indexy 2i − 1 a 2i,
tj. prvky na pozićıch 1 a 2, 3 a 4, . . . , 2n − 3 a 2n − 2.

Pokud budou porovnané prvky ve špatném pořad́ı, prohod́ı se.

Ukažte, že tato varianta procedury Merge je korektńı implementaćı spojováńı dvojice
posloupnost́ı.

Navrhněte jej́ı vhodnou paralelńı implementaci pro stroj PRAM typu EREW, která
s n procesory bude mı́t časovou složitost O(logn).

Př́ıklad 8: Popǐsme si paralelńı algoritmus, který by měl řešit následuj́ıćı problém:

Vstup: Neorientovaný graf G = (V, E).
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Výstup: Rozklad grafu G na souvislé komponenty.

Daný algoritmus bude pracovat na stroji PRAM typu CRCW ARBITRARY.

Předpokládáme, že graf G = (V, E) je zadán jako:

• pole vrchol̊u V velikosti n

• pole hran E velikosti m — předpokládá se, že každá hrana je v tomto poli uvedena
dvakrát, jednou jako (u, v) a jednou jako (v, u). Pořad́ı hran neńı d̊uležité.

Algoritmus bude použ́ıvat následuj́ıćı tři pole velikosti n, jejichž indexy odpov́ıdaj́ı vrchol̊um
z množiny V :

• D — indexy rodič̊u jednotlivých vrchol̊u ve vytvářených stromech

• Dprev — uložeńı hodnot z pole D z předchoźı iterace

• Q — booleovské hodnoty indikuj́ıćı, že pro daný vrchol došlo ke změně

Dále bude použita globálńı proměnná changed typu Bool.

Inicializace:

• pro každý vrchol v ∈ V se paralelně provede:

D[v] := v

• procesor 0 provede:

changed := True

Hlavńı cyklus se bude provádět, dokud bude platit changed = True.

Jedna iterace hlavńıho cyklu:

• Krok 1 — pro každý vrchol v ∈ V se paralelně provede:

Q[v] := False

Dprev[v] := D[v]

• Krok 2 — pro každý vrchol v ∈ V se paralelně provede:

D[v] := Dprev[Dprev[v]]

if D[v] 6= Dprev[v] then

Q[D[v]] := True

• Krok 3 — pro každou hranu (u, v) ∈ E se paralelně provede:

if D[u] = Dprev[u] and D[v] < D[u] then

D[D[u]] := D[v]

Q[D[v]] := True
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• Krok 4 — pro každou hranu (u, v) ∈ E se paralelně provede:

if D[u] = D[D[u]] and Q[D[u]] = False then

if D[u] 6= D[v] then

D[D[u]] := D[v]

• Krok 5 — pro každý vrchol v ∈ V se paralelně provede:

D[v] := D[D[v]]

• Krok 6 — procesor 0 provede:

changed := False

• Krok 7 — pro každý vrchol v ∈ V se paralelně provede:

if Q[v] = True then

changed := True

Rozeberte detailně činnost tohoto algoritmu:

a) Ukažte, že tento algoritmus je korektńı.

b) Analyzujte jeho časovou složitost.

Př́ıklad 9: Vezměme si následuj́ıćı problém:

Vstup: Posloupnost přirozených č́ısel a0, a1, . . . , an−1.

Výstup: Součet a0 + a1 + · · · + an−1.

Tento problém budeme cht́ıt řešit na stroji PRAM typu EREW, který ale bude mı́t následuj́ıćı
omezeńı. Globálńı sd́ılená pamět’ bude obsahovat vstup uložený v poli A. Toto pole bude
pouze pro čteńı. Obsah jeho buněk neńı možné měnit. Kromě buněk, ve kterých bude uloženo
vstupńı pole A, bude globálńı sd́ılená pamět’ obsahovat jedinou buňku, do které je možné
zapisovat a jej́ıž obsah je možné č́ıst. V jednom okamžiku může k této buňce přistupovat jen
jediný procesor. Žádná daľśı sd́ılená globálńı pamět’ neńı k dispozici.

Procesor̊u máme k dispozici neomezené množstv́ı a každý z nich má k dispozici neome-
zené množstv́ı lokálńı paměti, do které je možné zapisovat a ze které je možné č́ıst. Rovněž
předpokládáme, že všechny procesory maj́ı na začátku výpočtu uloženy ve své lokálńı paměti
délku vstupu n.

Ukažte, že i s takto omezeným strojem PRAM je možné řešit výše uvedený problém v čase,
který je asymptoticky lepš́ı než lineárńı.

Nápověda: Zkuste navrhnout paralelńı algoritmus, který při použit́ı O(
√
n) procesor̊u bude

mı́t časovou složitost O(
√
n).
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Př́ıklad 10: Navrhněte synchronńı distribuovaný algoritmus, který bude implementovat pro-
hledáváńı do š́ıřky (BFS — breadth-first search) na grafu komunikačńı śıtě. Komunikačńı
śıt’ je silně souvislý orientovaný graf G = (V, E). V každém vrcholu grafu G běž́ı jeden proces,
který může pośılat zprávy daľśım proces̊um přes hrany komunikačńı śıtě G. Předpokládejte,
že na začátku je jeden z vrchol̊u označen jako počátečńı. Označme jej s.

Cı́lem je vytvořit strom T , který bude zahrnovat všechny vrcholy grafu G. Kořenem stromu T

bude vrchol s a hrany stromu T budou podmnožinou množiny hran grafu G. Nav́ıc pro každý
vrchol v v tomto stromě bude platit, že vzdálenost z s do v ve stromě T bude stejná, jako
vzdálenost z s do v v grafu G.

Můžete předpokládat, že každý proces má na začátku přiděleno unikátńı ID (UID).

Výsledkem běhu algoritmu bude to, že každý proces bude znát UID svého rodiče a svých
potomk̊u ve stromě T a vědět, kterými hranami je spojen s jednotlivými potomky.

a) Uvažujte nejprve jednodušš́ı př́ıpad, kdy v grafu G jsou jednotlivá spojeńı mezi vrcholy
obousměrná (tj. kdy ke každé hraně (u, v) existuje hrana (v, u) a procesy ve vrcholech u

a v věd́ı, jak jsou tyto dvojice vzájemně si odpov́ıdaj́ıćıch si hran spolu spárovány).

b) Analyzujte časovou a komunikačńı složitost algoritmu navrženého v předchoźım bodě.

c) Navrhněte algoritmus pro obecný př́ıpad, kdy G je libovolný silně souvislý graf.

d) Analyzujte časovou a komunikačńı složitost algoritmu navrženého v předchoźım bodě.

Př́ıklad 11: Podobně jako v předchoźım př́ıkladě bude i v tomto př́ıkladě úkolem navrhnout
synchronńı distribuovaný algoritmus, který v grafu komunikačńı śıtě zjist́ı pro zadaný vrchol s,
jak vypadaj́ı nejkratš́ı cesty z vrcholu s do všech ostatńıch vrchol̊u grafu.

Předpokládejme však nyńı, že hrany grafu G maj́ı přǐrazeny váhy a délka cesty se nepoč́ıtá
jako počet hran na této cestě, ale jako součet vah těchto hran.

Můžete předpokládat, že váhy jsou nezáporné, a že na začátku zná každý proces váhy těch
hran, které vycházej́ı z vrcholu, ve kterém se daný proces nacháźı.

Navrhněte př́ıslušný algoritmus a analyzujte jeho časovou a komunikačńı složitost.

a) Uvažujte nejprve jednodušš́ı př́ıpad, kdy všechny procesy na začátku znaj́ı celkový počet
vrchol̊u n.

b) Navrhněte, jak problém řešit v obecném př́ıpadě, kdy procesy celkový počet vrchol̊u na
začátku neznaj́ı.


