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Cviceni 4

Piiklad 1: Pripomerite si, co je to hashovaci tabulka a jak jsou implementovany jednotlivé
zakladni operace na této datové strukture.

Uvazujme variantu hashovaci tabulky, ve které jsou prvky umistovany do samostatnych
zietézenych seznamt, jejichz prvky jsou alokovdny mimo pole se sloty, které obsahuje pouze
ukazatele na zacdtky jednotlivych seznamu. Predpokladejme, Ze toto pole se sloty mé veli-
kost m, tj. jednotlivé sloty jsou indexovany ¢&isly 0,1,...,m —1.
Reknéme, 7Ze tato tabulka byla na zacatku prézdnd, a poté do ni bylo postupné piidéno
n prvki

X1yX2yeeeyXn «

(Predpokladejme, ze nové pridavany prvek byl vzdy priddvan na zacatek seznamu v prislusném
slotu.)

Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze dana hashovaci tabulka pouziva néjakou hashovaci
funkei h, jejiz hodnotu je mozné spocitat v ¢ase O(1), a ze se tato funkce se chovd ,idedlné“
v tom smyslu, ze pravdépodobnost umisténi prvku do daného slotu je stejna pro vSechny sloty,
tj. ze pro kazdy z prvku xq,%,...,Xn je pravdépodobnost toho, ze prvek x; bude umistén do
slotu j (kde 0 <j < m), rovna 1/m.

Hodnota o = n/m udéva prumérnou délku jednoho seznamu, a udava tak ,miru“ zaplnénosti
dané hashovaci tabulky.

Analyzujte ¢asovou slozitost vyhledani prvku v hashovaci tabulce v nejhorsim a v prumérném
piripadé pro nésledujici dva pfipady (odhady slozitosti vyjadiete v zavislosti na n, m & «):

a) hledany prvek se v tabulce nenachézi, tj. hledany prvek y je ruzny od vSech prvku

X1y X2y« ooy Xn,

b) hledany prvek se v tabulce nachézi, tj. hledany prvek je jednim z prvkua xi,Xx2,...,%n
(predpokladejte, ze pro kazdé i € {1,2,...,n} je stejné pravdépodobné, ze se jednd o pr-
vek x4).

Pozndmka: Pii feSeni muzete vychézet z analyzy popsané v sekci 11.2 (Hash Tables) v pod-
sekci Analysis of hashing with chaining v kapitole 11 (Hash Tables) v knize T. Cormen,
C. Leiserson, R. Rivest, C. Stein: Introduction to Algorithms (3rd edition), The MIT Press,
2009.

Piiklad 2: Pripomerite si, co je to bindrni vyhleddvaci strom a jak jsou implementovany
jednotlivé zakladni operace na této datové struktuie. Uvazujte binarni vyhledavaci stromy
v zakladni nejjednodussi podobé, kde neni pouzito zadné vyvazovani.
Predpoklddejme, ze dany strom T vznikl z prdzdného stromu provedenim sekvence n operaci
INSERT s posloupnosti prvku

X1y X2y« ey Xny

které byly postupné do stromu piidany. Predpoklddejme dale pro jednoduchost, ze prvky
X1,X2y ..., Xn jSOU navzajem ruzné, a ze kazdd jejich permutace je stejné pravdépodobné.

Vyska stromu je délka jeho nejdelsi vétve (vyjadiend poctem hran).
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Cilem je analyzovat, jakd bude vyska vytvoreného stromu v prumérném piipadé, a ukézat,
ze bude v O(logn).

Pokud tedy zavedeme nahodnou proménnou X, udavajici vysku stromu o n vrcholech, cilem
je ukdzat, ze pro stfedni hodnotu E[X,] plati E[X,] € ©(logn).

Detailné si promyslete jednotlivé kroky dukazu, ktery je uveden v sekci 12.4 (Randomly built
binary search trees) v kapitole 12 (Binary Search Trees) knihy T. Cormen, C. Leiserson,
R. Rivest, C. Stein: Introduction to Algorithms (3rd edition), The MIT Press, 2009.

Tento dikaz postupuje v nékolika krocich:

e Zavedou se dalsf pomocné ndhodné proménné Yy, kde Yy, = 2%n. (Intuitivné hodnota Yy,
odpovidd poctu listu dokonale vyvazeného stromu, ktery bychom dostali, pokud bychom
v daném stromé o n vrcholech doplnili a prodlouzili vSechny vétve tak, aby byly vSechny
stejné dlouhé, jako nejdelsi vétev puvodniho stromu.)

Je mozné rekurzivné vyjadiit omezeni na stfedni hodnotu E[Y;,] shora: E[Yy] = 0, E[Y;] =
1 a pron > 1 je mozné spocitat omezeni shora na hodnotu E[Yy] z hodnot omezujicich
shora hodnoty E[Yol, E[Y1],...,E[Yy 1]

e 7 daného rekurzivniho vyjddieni funkce, kterd shora omezuje hodnoty E[Y,], je pak
mozné odvodit (o néco hrubsi) nerekurzivné vyjadieny odhad, ktery shora omezuje
hodnotu E[Yy].

e 7 vyse uvedeného omezeni hodnoty E[Y;] je pak uz relativné snadné odvodit, ze E[X,] €
O(logn).

Priklad 3: Posloupnost
1
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Soucet prvnich n ¢lenu této fady se oznacuje jako n-té harmonické é&islo:

Hn:Z,
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Dokazte, ze pro kazdé harmonické ¢islo H,, plati
1
Inn+— < Hy < Inn+1
n

kde In oznacuje prirozeny logaritmus, tj. logaritmus o zdkladu e (coz je tzv. Eulerovo éislo,
jehoz hodnota je priblizné 2.718281828459...).

Pozndmka: Toto tvrzeni je vyuzito napf. pfi analyze ¢asové slozitosti algoritmu Quicksort
v prumérném piipadé, kterd byla uvedena na prednésce.

Priiklad 4: Navrhnéte zpusob, jak lze Turinguv stroj s obecnou paskovou abecedou I simu-
lovat Turingovym strojem s paskovou abecedou {0, 1, 1}
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Jak se pfi této simulaci zméni pocet provedenych kroku?

Priiklad 5: Navrhnéte zpusob, jak Turinguv stroj se dvéma paskami simulovat pomoci Tu-
ringova stroje s jednou paskou.

Jaky je vztah mezi poctem kroku, které béhem vypoctu vykond puvodni dvoupédskovy stroj,
a poctem krokti, které na stejném vstupu vykoné jednopaskovy stroj sestrojeny vami navrzenou
konstrukei?

Zobecnéte navrzeny postup tak, aby fungoval pro stroje s libovolné velkym (ale konecnym)
pocCtem pasek — tj. pro stroje se tfemi paskami, ¢tyfmi paskami, atd.

Priiklad 6: Navrhnéte a detailné popiSte zpusob, jak muze stroj RAM efektivné simulovat
¢innost Turingova stroje:

a) Uvazujte nejprve Turinguv stroj s jednou péskou, ktera je jednostranné nekonecna.
b) Uvazujte Turinguv stroj s jednou paskou, kterd je nekone¢na na obé strany.

¢) Uvazujte Turinguv stroj s vice paskami a s vice hlavami na kazdé pésce, pricemz tyto
pasky mohou byt nekone¢né na obé strany.

Priklad 7: Vysvétlete, co udéld univerzalni Turinguv stroj U, pokud dostane jako vstup
slovo tvaru u#v, kde slovo u je kédem stroje U.



