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Cvičeńı 4

Př́ıklad 1: Připomeňte si, co je to hashovaćı tabulka a jak jsou implementovány jednotlivé
základńı operace na této datové struktuře.

Uvažujme variantu hashovaćı tabulky, ve které jsou prvky umı́st’ovány do samostatných
zřetězených seznamů, jejichž prvky jsou alokovány mimo pole se sloty, které obsahuje pouze
ukazatele na začátky jednotlivých seznamů. Předpokládejme, že toto pole se sloty má veli-
kost m, tj. jednotlivé sloty jsou indexovány č́ısly 0, 1, . . . ,m − 1.

Řekněme, že tato tabulka byla na začátku prázdná, a poté do ńı bylo postupně přidáno
n prvk̊u

x1, x2, . . . , xn .

(Předpokládejme, že nově přidávaný prvek byl vždy přidáván na začátek seznamu v př́ıslušném
slotu.)

Pro jednoduchost budeme předpokládat, že daná hashovaćı tabulka použ́ıvá nějakou hashovaćı
funkci h, jej́ıž hodnotu je možné spoč́ıtat v čase O(1), a že se tato funkce se chová

”
ideálně“

v tom smyslu, že pravděpodobnost umı́stěńı prvku do daného slotu je stejná pro všechny sloty,
tj. že pro každý z prvk̊u x1, x2, . . . , xn je pravděpodobnost toho, že prvek xi bude umı́stěn do
slotu j (kde 0 ≤ j < m), rovna 1/m.

Hodnota α = n/m udává pr̊uměrnou délku jednoho seznamu, a udává tak
”
mı́ru“ zaplněnosti

dané hashovaćı tabulky.

Analyzujte časovou složitost vyhledáńı prvku v hashovaćı tabulce v nejhorš́ım a v pr̊uměrném
př́ıpadě pro následuj́ıćı dva př́ıpady (odhady složitost́ı vyjádřete v závislosti na n, m či α):

a) hledaný prvek se v tabulce nenacháźı, tj. hledaný prvek y je r̊uzný od všech prvk̊u
x1, x2, . . . , xn,

b) hledaný prvek se v tabulce nacháźı, tj. hledaný prvek je jedńım z prvk̊u x1, x2, . . . , xn
(předpokládejte, že pro každé i ∈ {1, 2, . . . , n} je stejně pravděpodobné, že se jedná o pr-
vek xi).

Poznámka: Při řešeńı můžete vycházet z analýzy popsané v sekci 11.2 (Hash Tables) v pod-
sekci Analysis of hashing with chaining v kapitole 11 (Hash Tables) v knize T. Cormen,
C. Leiserson, R. Rivest, C. Stein: Introduction to Algorithms (3rd edition), The MIT Press,
2009.

Př́ıklad 2: Připomeňte si, co je to binárńı vyhledávaćı strom a jak jsou implementovány
jednotlivé základńı operace na této datové struktuře. Uvažujte binárńı vyhledávaćı stromy
v základńı nejjednodušš́ı podobě, kde neńı použito žádné vyvažováńı.

Předpokládejme, že daný strom T vznikl z prázdného stromu provedeńım sekvence n operaćı
Insert s posloupnost́ı prvk̊u

x1, x2, . . . , xn,

které byly postupně do stromu přidány. Předpokládejme dále pro jednoduchost, že prvky
x1, x2, . . . , xn jsou navzájem r̊uzné, a že každá jejich permutace je stejně pravděpodobná.

Výška stromu je délka jeho nejdeľśı větve (vyjádřená počtem hran).
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Cı́lem je analyzovat, jaká bude výška vytvořeného stromu v pr̊uměrném př́ıpadě, a ukázat,
že bude v Θ(logn).

Pokud tedy zavedeme náhodnou proměnnou Xn udávaj́ıćı výšku stromu o n vrcholech, ćılem
je ukázat, že pro středńı hodnotu E[Xn] plat́ı E[Xn] ∈ Θ(logn).

Detailně si promyslete jednotlivé kroky d̊ukazu, který je uveden v sekci 12.4 (Randomly built

binary search trees) v kapitole 12 (Binary Search Trees) knihy T. Cormen, C. Leiserson,
R. Rivest, C. Stein: Introduction to Algorithms (3rd edition), The MIT Press, 2009.

Tento d̊ukaz postupuje v několika kroćıch:

• Zavedou se daľśı pomocné náhodné proměnné Yn, kde Yn = 2Xn . (Intuitivně hodnota Yn
odpov́ıdá počtu list̊u dokonale vyváženého stromu, který bychom dostali, pokud bychom
v daném stromě o n vrcholech doplnili a prodloužili všechny větve tak, aby byly všechny
stejně dlouhé, jako nejdeľśı větev p̊uvodńıho stromu.)

Je možné rekurzivně vyjádřit omezeńı na středńı hodnotu E[Yn] shora: E[Y0] = 0, E[Y1] =
1 a pro n > 1 je možné spoč́ıtat omezeńı shora na hodnotu E[Yn] z hodnot omezuj́ıćıch
shora hodnoty E[Y0],E[Y1], . . . ,E[Yn−1].

• Z daného rekurzivńıho vyjádřeńı funkce, která shora omezuje hodnoty E[Yn], je pak
možné odvodit (o něco hrubš́ı) nerekurzivně vyjádřený odhad, který shora omezuje
hodnotu E[Yn].

• Z výše uvedeného omezeńı hodnoty E[Yn] je pak už relativně snadné odvodit, že E[Xn] ∈

Θ(logn).

Př́ıklad 3: Posloupnost
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se označuje jako harmonická řada .

Součet prvńıch n člen̊u této řady se označuje jako n-té harmonické č́ıslo:

Hn =

n∑

i=1

1

i

Dokažte, že pro každé harmonické č́ıslo Hn plat́ı

lnn+
1

n
< Hn < lnn + 1

kde ln označuje přirozený logaritmus, tj. logaritmus o základu e (což je tzv. Eulerovo č́ıslo,
jehož hodnota je přibližně 2.718281828459 . . .).

Poznámka: Toto tvrzeńı je využito např. při analýze časové složitosti algoritmu Quicksort
v pr̊uměrném př́ıpadě, která byla uvedena na přednášce.

Př́ıklad 4: Navrhněte zp̊usob, jak lze Turing̊uv stroj s obecnou páskovou abecedou Γ simu-
lovat Turingovým strojem s páskovou abecedou {0, 1,�}.



Teoretická informatika (2023/2024) – cvičeńı 4 3

Jak se při této simulaci změńı počet provedených krok̊u?

Př́ıklad 5: Navrhněte zp̊usob, jak Turing̊uv stroj se dvěma páskami simulovat pomoćı Tu-
ringova stroje s jednou páskou.

Jaký je vztah mezi počtem krok̊u, které během výpočtu vykoná p̊uvodńı dvoupáskový stroj,
a počtem krok̊u, které na stejném vstupu vykoná jednopáskový stroj sestrojený vámi navrženou
konstrukćı?

Zobecněte navržený postup tak, aby fungoval pro stroje s libovolně velkým (ale konečným)
počtem pásek — tj. pro stroje se třemi páskami, čtyřmi páskami, atd.

Př́ıklad 6: Navrhněte a detailně popǐste zp̊usob, jak může stroj RAM efektivně simulovat
činnost Turingova stroje:

a) Uvažujte nejprve Turing̊uv stroj s jednou páskou, která je jednostranně nekonečná.

b) Uvažujte Turing̊uv stroj s jednou páskou, která je nekonečná na obě strany.

c) Uvažujte Turing̊uv stroj s v́ıce páskami a s v́ıce hlavami na každé pásce, přičemž tyto
pásky mohou být nekonečné na obě strany.

Př́ıklad 7: Vysvětlete, co udělá univerzálńı Turing̊uv stroj U, pokud dostane jako vstup
slovo tvaru u#v, kde slovo u je kódem stroje U.


