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Cviceni 3

Priiklad 1: Navrhnéte zpusob, jak implementovat frontu pomoci dvou zasobniku tak, aby
amortizovand slozitost operaci ENQUEUE (tj. priddni prvku do fronty) i DEQUEUE (tj. odebrani
prvku z fronty) byla O(1).

Pozndmka: Predpokladejte, ze nemate k dispozici nic jiného, nez dva zasobniky, se kterymi
muzete provadét nédsledujici operace:

e PUSH(S,x) — vlozeni prvku x do zasobniku S

e PoP(S) — odebréani prvku ze zdsobniku ze zdsobniku S
(Tento prvek je vracen jako navratova hodnota. Pokud je zdsobnik prazdny, nastane
chyba.)

e ISEMPTY(S) — test, zda je zdsobnik S prazdny

Muzete piedpokladat, ze slozitost vSech téchto operaci na zdsobnicich je O(1).

Kromé téchto dvou zasobniku nepiiddvejte zadné dalsi datové struktury.

Je mozné vyuzit vami navrzenou konstrukei pro implementaci fronty jako funkcionalni datové
struktury, tj. struktury, kde je mozno pridavat nové objekty, ale jednou vytvofené objekty
uz neni mozné nasledné meénit? (Objekty, na které nebude nic ukazovat, budou automaticky
odstranény garbage collectorem.)

Piiklad 2: Reknéme, Ze méme néjakou datovou strukturu, na které vykonavéame posloupnost
n operaci oznacenych opq,...,op,. Cena operace op; (kde 1 < i < n) je i pravé v téch
pifpadech, kde je i mocninou é&fsla 2 (tj. 20, 2!, 22, ...). Ve viech ostatnich pifpadech je cena
operace op; rovna 1.

Pomoci amortizované analyzy urcete celkovou cenu celé posloupnosti n operaci.

Piiklad 3: Reknéme, ze pracujeme se zésobnikem, jehoz velikost nikdy nenf vétsi nez k. Vy-
konavame na ném posloupnost operaci PUSH a PoP, pficemz po vykonani kazdych k operaci
provedeme zalohovani obsahu zasobniku, kdy cely jeho obsah zkopirujeme do néjaké jiné da-
tové struktury. Cas nutny pro provedeni tohoto kopirovani je O(s), kde s je aktudlni velikost
zésobniku.

Pomoci amortizované analyzy ukazte, Ze i se zapoc¢itanim doby kopirovani obsahu zasobniku
je casova slozitost provedeni n operaci O(n).

Piiklad 4: Halda (heap) je datové struktura, kterd je vyuzita napiiklad v t¥idicim algo-
ritmu heapsort nebo v jedné z moznych implementaci prioritni fronty.

Jednd se o vyvéazeny bindrni strom, ktery je ulozen v poli. Pokud zvolime pole A velikosti n
indexované od 1 (tj. pole s prvky A[l],...,An]), bude tento strom ulozen tak, ze prvky pole
odpovidaji vrcholum stromu, pficemz prvek A[1] piedstavuje kofen stromu a pro kazdé i, kde
1 <1i< n, jsou levy a pravy potomek vrcholu ulozeného v Al[i] ulozeni v prvcich s indexy 2i
a 2i+1 (samoziejmé jen tehdy, pokud jsou indexy téchto potomku mensi nebo rovny n; pokud
by tyto indexy vychdzely vétsi nez n, vrchol s indexem 1 piislusné potomky mit nebude).
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V dané struktufe tedy neni tfeba ukladat ukazatele na potomky ani na rodice jednotlivych
vrcholu, protoze jejich indexy muzeme snadno spocitat z indexu daného prvku pole, kde je
ulozen piislusny vrchol. (Index rodice vrcholu s indexem 1 je [1/2].)

Aby se jednalo o haldu, musi navic dany strom spliiovat to, ze pro kazdy vrchol plati, Ze
v ném ulozend hodnota je vzdy mensi nebo rovna hodnotam ulozenym v jeho potomcich.

Haldu je mozné vytvorit z nesetiidéného pole pomoci algoritmu CREATE-HEAP (viz Algorit-
mus 1), ktery ocekdava jako argumenty pole A indexované od 1 a ¢islo n udavajici velikost
tohoto pole.

Algoritmus 1: Vytvofeni haldy z nesetiidéného pole

CREATE-HEAP (A, n):

i:=[n/2]
while i > 1 do
ji=1
x := Aljl
while 2 xj <n do
k:=2x%j
if k+1<n and Alk+ 1] < Alk] then
L k:=k+1
if x < Alk] then break
Alj) = AlK
ji=k
Aljl =x
i=1—1

Urcete co nejpresnéji casovou slozitost tohoto algoritmu CREATE-HEAP.

Ndpovéda: Je ocividné, ze Casovd slozitost tohoto algoritmu je v Q(n). Snadno se také
zduvodni, ze tato slozitost je v O(nlogn). Tento horni odhad v8ak neni pfesny. Pouzitim
amortizované analyzy je mozné zduvodnit, Ze tato slozitost je ve skutec¢nosti v O(n).

Priklad 5: Uvazujme problém hledéni konvexniho obalu mnoziny bodu v roviné. Vstupem
je zde libovolnd kone¢nd mnozina bodu v roviné, kde kazdy bod je dédn svou x-ovou a y-ovou
soufadnici.

Konvexni obal dané mnoziny bodu Q je nejmensi konvexni geometricky dtvar, ktery obsahuje
vSechny body Q. Nenfi tézké si rozmyslet, ze v piipadé konecné mnoziny bodu tvofené n body
bude takovym ttvarem m-thelnik, jehoz vrcholy jsou podmnozinou bodu z mnoziny Q.
Ukolem je tedy najit podmnozinu bodu, které tvoii vrcholy daného m-thelnika, ktery tvori
konvexni obal dané mnoziny bodi Q.

Jednim z algoritmi pro feSeni tohoto problému je tzv. Graham scan, ktery je zde popsén
pseudokdédem jako Algoritmus 2.

a) Navrhnéte, jak efektivné implementovat jednotlivé kroky tohoto algoritmu (z nichz nékteré
jsou popsény v daném pseudokédu jen slovneé).
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b) Analyzuje ¢innost algoritmu GRAHAM-SCAN a urcete co nejptesnéji jeho ¢asovou slozitost.

Algoritmus 2: Algoritmus pro spoc¢itani konvexniho obalu mnoziny bodu

GRAHAM-SCAN (Q):
necht py je bod s minimdln{ y-ovou souradnici
(a s minimalni x-ovou soufadnici, jestlize existuje vic takovych bodu)
necht (p1,p2,...,Pm) jsou zbyvajici body z Q sefazené ve sméru
hodinovych rucicek podle ihlu, které sviraji vzhledem k bodu pg
(pokud vice bodu svira stejny thel, odstranime vSechny kromé toho, ktery je od
Po nejvzdalenéjsi)
PUsH(S, po)
PUsH(S, p1)
PUsH(S, p2)
for i:=3 to mdo
while thel tvoreny body NEXT-TO-ToOP(S), ToP(S) a p; nezataci doprava do
| Pop(S)
PusH(S, pi)

L return S

Piiklad 6: Reknéme, Ze bychom chtéli pracovat s prvky ulozenymi stejnym zptsobem jako
v poli, to znamend tak, aby piistup pro ¢teni ¢i zdapis daného prvku uréeny indexem daného
prvku bylo mozné provést v konstantnim case. Zaroven bychom chtéli mit moznost ptridavat
nové prvky na konec piislusného pole tak, aby se velikost tohoto pole dynamicky ménila,
pricemz dopfedu nebudeme védét, kolik téchto prvkia budeme postupné piidéavat.

Operaci priddni nového prvku do dané datové struktury nazvéme APPEND, tj. APPEND(A, x)
prida do struktury A prvek x.

Pfirozenym zpusobem, jak néco takového implementovat, je pouZit obycejné pole (jehoz ve-
likost neni mozné ménit), pficemz v tomto poli bude vyuzita jen ¢dst prvka. V pomocnych
proménnych si budeme pamatovat velikost alokovaného pole a pocet prvku tohoto pole, které
jsou momentélné vyuzity.

Pokud bude v daném poli pocet pouzitych prvka men$i nez velikost alokovaného pole, staci
pii pfidavani nového prvku pouze zvysit pouzitych prvkia o jedna. V piipadé, Ze je pole uz
zaplnéno (tj. alokovand velikost a pocet pouzitych prvku se rovnaji), je tieba alokovat nové
vétsl pole, piekopirovat do néj prvky z ptivodniho pole a pamétf ptivodniho pole uvolnit.
Predpoklddejte, ze casovd slozitost takové alokace a kopirovani je ©(n), kde n je pocet
kopirovanych prvkua.

a) Analyzujte pripad, kdy bychom vzdy alokovali pole, které by bylo vétsi jen o jeden prvek.
Jaké by byla v takovém pripadé celkovd slozitost provedeni sekvence n operaci APPEND,

pokud bychom zacali s prézdnym polem (tj. polem velikosti 0).

b) Navrhnéte, jak vySe popsanou implementaci upravit tak, aby celkové slozitost provedeni
n-operaci APPEND byla i v nejhorsim piipadé O(n), tj. aby amortizovana cena jednoho
pridédni prvku pomoci APPEND byla O(1).
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(Snazte se navrhnout postup, ktery zaruci, ze v kazdém okamziku bude dané pole zaplnéno
vzdy alesponi z poloviny.)

¢) Reknéme, Ze bychom chtéli kromé operaci APPEND podporovat i operaci DELETE, kterd
vzdy odebere jeden prvek z konce pole.

Popiste, jak upravit implementaci dané struktury tak, aby platilo, ze celkovd doba béhu
libovolné posloupnosti n operaci APPEND a DELETE je vzdy O(n).

d) Uvazujme stejné zadéani jako v predchozim bodé. Navic ale budeme pozadovat, aby dané
pole bylo vzdy zaplnéno z néjaké dostatecné velké ¢ésti, tj. aby existovala néjakd vhodné
zvolend konstanta c, kde 0 < ¢ < 1, takova, aby neustale platilo, ze n > ¢ - m, kde n je
aktudlni pocet prvku a velikost alokovaného pole.

Piiklad 7: Reknéme, 7e bychom chtéli navrhnout datovou strukturu, kterd umozni udrzovat
prvky rozdélené do nékolika vzijemné disjunktnich mnozin. V kazdé z téchto mnozin bude
pravé jeden prvek dané mnoziny predstavovat reprezentanta dané mnoziny.

S touto strukturou budeme chtit provadét nasledujici operace:

e MAKE-SET(x) — vytvofeni nové mnoziny obsahujici pouze prvek x (x nesmi byt prvkem
zadné jiz vytvorené mnoziny)

e UNION(x,y) — sjednoceni mnozin obsahujicich prvky x a y

e FIND-SET(x) — nalezeni reprezentanta mnoziny obsahujici prvek x

Navrhnéte nékolik prirozenych moznosti, jak takovou strukturu implementovat.
Pro kazdou z téchto moznych implementaci analyzujte ¢asovou slozitost jednotlivych operaci.

Priklad 8: Uvazujme binarni ¢itac, jehoz jednotlivé bity jsou ulozeny v poli, kde hodnota to-
hoto ¢itace je inkrementovana pomoci operace INCREMENT, ktera byla popsana na prednésce.
Rekneme, ze bychom chtéli kromé operace INCREMENT pouzivat na &itaci i operaci RESET,
kterd c¢ita¢ vynuluje.

Navrhnéte, jak upravit implementaci ¢itace tak, aby celkova casova slozitost libovolné po-
sloupnosti n operaci INCREMENT a RESET, byla O(n).

Ndpovéda: Doplite ¢ita¢ o proménnou, ve které si budeme pamatovat index v poli bitu ¢itace,
od kterého jsou hodnoty v tomto poli neplatné a chapané stejné, jako by obsahovaly samé
nuly.



