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Cvičeńı 2

Př́ıklad 1: Použijte master theorem pro odvozeńı časové složitosti rekurzivńıch algoritmů,
u nichž je tato složitost dána následuj́ıćımi rekurentńımi vztahy:

a) T(n) = 3T(n/2) + n

b) T(n) = 4T(n/2) + n2

c) T(n) = 5T(n/2) + n3

Př́ıklad 2: Popǐste nějaký polynomiálńı algoritmus řeš́ıćı následuj́ıćı problém:

Vstup: Orientovaný graf G = (V, E) a dvojice vrchol̊u s, t ∈ V .

Výstup: Nejkratš́ı cesta z vrcholu s do vrcholu t nebo informace, že žádná taková
cesta neexistuje.

Poznámka: V grafu může existovat v́ıce než jedna nejkratš́ı cesta. Výstupem může být libo-
volná z těchto nejkratš́ıch cest.

Zapǐste algoritmus řeš́ıćı tento problém ve formě pseudokódu a analyzujte co nejpřesněji jeho
časovou a prostorovou složitost.

Př́ıklad 3: Připomeňme, že sled v neorientovaném grafu G = (V, E) je posloupnost vrchol̊u
a hran

v0, e1, v1, e2, v2, . . . , vr−1, er, vr,

kde v0, . . . , vr ∈ V a e1, . . . , er ∈ E, přičemž pro každé ei (kde 1 ≤ i ≤ r) plat́ı, že ei je hrana
z vrcholu vi−1 do vrcholu vi. (Jak vrcholy, tak hrany se mohou v této posloupnosti opakovat.)

Tah je speciálńım př́ıpadem sledu, kde se sice mohou opakovat vrcholy, ale nesmı́ se opakovat
hrany. (Tj. hrany e1, . . . , er v této posloupnosti muśı být všechny navzájem r̊uzné.)

Tah se nazývá Eulerovský (resp. Euler̊uv), jestliže obsahuje všechny hrany grafu G. Eule-
rovský tah tedy popisuje, jak proj́ıt celý graf G jedńım tahem tak, abychom každou hranou
prošli právě jednou.

Uvažujme následuj́ıćı problém:

Název: Euler-Path

Vstup: Neorientovaný graf G = (V, E).

Výstup: Eulerovský tah procházej́ıćı všemi hranami grafu G nebo informace, že
žádný takový tah neexistuje.

(Poznámka: Eulerovských tah̊u může pro daný graf G existovat v́ıce. Výstupem může být
libovolný z nich.)

a) Ukažte, že problém Euler-Path je algoritmicky řešitelný. Jaká je výpočetńı složitost
vámi navrženého algorimu?



2 Teoretická informatika (2023/2024) – cvičeńı 2

b) Ukažte, že existuje polynomiálńı algoritmus řeš́ıćı problém Euler-Path.

Př́ıklad 4: Uvažujme problém hledáńı maximálńıho toku v śıti (Max-Flow).

Pojmem śıt’ se zde rozumı́ orientovaný graf G = (V, E), kde je každé hraně (u, v) ∈ E přǐrazena
jej́ı kapacita c(u, v), což je nezáporné č́ıslo. Pro jednoduchost to můžeme brát tak, že pokud
mezi danou dvojićı vrchol̊u nevede hrana, je to v principu to samé, jako by mezi danými
vrcholy vedla hrana s kapacitou 0, tj. pokud (u, v) 6∈ E, tak c(u, v) = 0. Formálně tedy
můžeme kapacity definovat pomoćı funkce c : V × V → R≥0. Dále jsou v śıti vyčleněny dva
speciálńı vrcholy s (zdroj ) a t (stok).

Tok v śıti G s kapacitami hran c se zdrojem s a stokem t je funkce f : V × V → R splňuj́ıćı
následuj́ıćı dvě podmı́nky:

• Tok teče jen hranami daného grafu a neńı překročena kapacita žádné hrany, tj. pro
každé u, v ∈ V plat́ı

0 ≤ f(u, v) ≤ c(u, v)

(Pokud (u, v) 6∈ E, tak c(u, v) = 0, a nutně tedy plat́ı f(u, v) = 0.)

• Pro každý vrchol s výjimkou zdroje a stoku plat́ı, že co do něj vtéká, to z něj vytéká,
tj. pro každé u ∈ (V − {s, t}) plat́ı

∑

v∈V

f(v, u) =
∑

v∈V

f(u, v)

Hodnota toku f, označovaná zápisem |f|, je dána jako součet toho, co ze zdroje s vytéká,
minus to, co do něj vtéká, tj.

|f| =
∑

v∈V

f(s, v) −
∑

v∈V

f(v, s)

Tok f je maximálńı , jestliže pro jakýkoli jiný tok f ′ plat́ı |f| ≥ |f ′|.

Problém Max-Flow je definován následovně:

Název: Max-Flow

Vstup: Śıt’ G = (V, E) s kapacitami hran c : V × V → R≥0, zdrojem s a stokem t

(kde s, t ∈ V).

Výstup: Maximálńı tok f v dané śıti.

(Poznámka: Maximálńıch tok̊u může v dané śıti existovat v́ıce. Výstupem může být libovolný
z nich.)

Pro jednoduchost předpokládejte, že v následuj́ıćıch zadáńıch jsou kapacity hran dány jako
přirozená č́ısla.

a) Ukažte, že problém Max-Flow je algoritmicky řešitelný, tj. popǐste nějaký algoritmus
řeš́ıćı tento problém.
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Nápověda: Pro danou śıt’ G s kapacitami hran c a daný tok f je možné sestrojit reziduálńı
śıt’ G ′ s kapacitami hran c ′ vyjadřuj́ıćımi, o kolik je možné tok jednotlivými hranami
p̊uvodńı śıtě v jednom či druhém směru měnit (tj. zvýšit či sńıžit) bez toho, aby byly
překročeny kapacity hran. Dá se ukázat, že daný tok f je maximálńı právě tehdy, jestliže
v reziduálńı śıti odpov́ıdaj́ıćı tomuto toku neexistuje cesta z s do t.

b) Ukažte, že pokud bychom vzali jednoduchý algoritmus založený na výše uvedené myšlence,
kde bychom vždy jen zjistili, jestli v dané reziduálńı śıti existuje zlepšuj́ıćı cesta z s do t,
a pokud ano, tak bychom zvýšili tok podél dané cesty, přičemž bychom tento krok bychom
opakovali tak dlouho, dokud by existovala nějaká zlepšuj́ıćı cesta, tak při nevhodném vo-
leńı těchto zlepšuj́ıćıch cest může nastat situace, kdy počet těchto iteraćı může odpov́ıdat
hodnotě maximálńıho toku, což je hodnota, která může být mnohem vyšš́ı než počet
vrchol̊u a hran dané śıtě.

c) Navrhněte nějakou modifikaci výše uvedeného př́ıstupu, která zaruč́ı, že počet iteraćı
bude polynomiálńı vzhledem k počtu vrchol̊u a hran dané śıtě a bude tedy shora omezen
nějakou hodnotou, která nebude záviset na konkrétńıch hodnotách kapacit.

Jaká je výpočetńı složitost vámi navrženého algoritmu?

Př́ıklad 5: Uvažujme problém nalezeńı párováńı s maximálńım počtem hran v bipar-

titńım grafu .

Bipartitńı graf G = (U,V, E) je tvořen dvěma navzájem disjunktńımi množinami vrchol̊u
U = {u1, . . . , un} a V = {v1, . . . , vm} (kde U ∩ V = ∅) a množinou hran E ⊆ U × V .
Párováńı M v grafu G je libovolná podmnožina hran M ⊆ E, kde pro každé dvě r̊uzné
hrany (u, v), (u ′, v ′) ∈ M plat́ı, u 6= u ′ a v 6= v ′. Párováńı M s maximálńım počtem hran je
takové, kde pro každé daľśı párováńı M ′ v grafu G plat́ı |M ′| ≤ |M|.

Název: Nalezeńı párováńı s maximálńım počtem hran v bipartitńım grafu

Vstup: Bipartitńı graf G = (U,V, E).

Výstup: Párováńı s maximálńım počtem hran v grafu G.

(Poznámka: Párováńı s maximálńım počtem hran může v grafu G existovat v́ıce. Výstupem
může být libovolné z nich.)

Navrhněte algoritmus pro tento problém s polynomiálńı časovou složitost́ı.

Nápověda: Tento problém se je možné převést na problém hledáńı maximálńıho toku v śıti.

Př́ıklad 6: Připomeňme problém obchodńıho cestuj́ıćıho (TSP— travelling salesmen

problem).

Instanćı tohoto problému je množina n měst V = {1, . . . , n} a vzdálenosti pro každou dvojici
těchto měst. Zápisem d(i, j) označme vzdálenost z města i do města j. Můžeme předpokládat,
že pro každé i ∈ V plat́ı d(i, i) = 0 a pro každou dvojici i, j ∈ V plat́ı d(i, j) = d(j, i).

Úkolem je naj́ıt okružńı cestu, která projde každým městem právě jednou a skonč́ı ve stejném
městě, kde začala, přičemž celková délka této cesty bude nejmenš́ı možná mezi všemi ta-
kovýmito okružńımi cestami.
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Je zřejmé, že cesta může vždy zač́ıt a skončit ve městě 1. Můžeme se tedy omezit na tento
př́ıpad. Ve výše uvedené variantě také neńı povoleno navštěvovat města opakovaně (s výjimkou
města 1, které je navšt́ıveno dvakrát — na začátku a na konci). Úkolem je tedy naj́ıt permutaci
(i1, . . . , in) měst {1, . . . , n}, kde i1 = 1 a kde součet

d(i1, i2) + d(i2, i3) + · · · + d(in−1, in) + d(in, i1)

je nejmenš́ı možný.

a) Navrhněte nějaký algoritmus řeš́ıćı tento problém. Jaká je časová a prostorová složitost
vašeho algoritmu?

b) Navrhněte algoritmus založený na následuj́ıćı myšlence:

Pro každou podmnožinu S ⊆ (V − {1}) a každé j ∈ S definujme c[S, j] jako délku nejkratš́ı
cesty, která začne ve městě 1, navšt́ıv́ı každé město z S právě jednou (a nenavšt́ıv́ı žádná
daľśı města) a skonč́ı ve městě j.

Všechny hodnoty c[S, j] je možné spoč́ıtat použit́ım dynamického programováńı , kdy
tyto hodnoty poč́ıtáme v pořad́ı podle velikosti množiny S (od nejmenš́ıch po největš́ı),
přičemž při poč́ıtáńı hodnot pro větš́ı množiny můžeme využ́ıvat dř́ıve spoč́ıtané hodnoty
pro menš́ı množiny.

Ukažte, že tento algoritmus je možné implementovat tak, aby jeho časová složitost byla
O(n22n). Jaká je prostorová složitost tohoto algoritmu?

Jak vycháźı časová a prostorová složitost tohoto algoritmu v porovnáńı s vámi navrženým
algoritmem v předchoźım bodě. Je lepš́ı, horš́ı nebo stejná?


