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ReSeni vypocetné naroénych problémii
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Reseni vypocetné naroénych problémii

@ Pro mnoho dileZitych problémi nejsou znamy efektivni algoritmy.

Rada t&chto problémii je nap¥iklad NP-tplnych.

@ Je mozné, Ze pro tyto problémy ani polynomialni algoritmy neexistuji
a my to zatim jenom neumime dokazat.

@ Ptesto potfebujeme tyto problémy Yesit.
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Reseni vypocetné naroénych problémii

Pokud chceme ¥esit né&jaky problém, tak v idedlnim p¥ipad€ chceme pouZit
k jeho FeSeni algoritmus, ktery:

@ Bude polynomialni, tj. rychle skonéi pro libovolnou vstupni instanci.
@ Bude korektni, tj. pro libovolnou vstupni instanci najde spravnou

odpovéd .

Pokud nevime, jak takovy algoritmus najit, musime trochu slevit ze svych
pozadavki.
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Reseni vypocetné naroénych problémii

o Obtizné instance versus typické instance
P¥i studiu sloZitosti problémi zkoumame vétsSinou sloZitost
v nejhorsim pFipadé.
Instance, kvili kterym je problém t&zky, mohou byt dost odligné od
~typickych® instanci, pro které chceme problém fYesit.

P¥i podrobnégj$im zkoumani problému mdzeme nalézt urcitou
podmnozinu instanci, pro které je mozné problém rychle ¥esit.
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Reseni vypocetné naroénych problémii

Problém batohu
Vstup: Cisla aj, as,...,an a Cislo s.

Otazka: Existuje podmnoZina mnoziny Cisel aq, ay, ..., a,, takova, Ze
soulet Cisel v této podmnoZing je s?

Poznamka: Jako velikost instance bereme celkovy pocet bitli v zapisu &isel
dy,d2,...,am as.

Tento problém je NP-lplny. Neumime ho v rozumném &ase YeSit, pokud
&isla v instanci budou ,velkd" (napf. 1000-bitova).

Pokud je v8ak hodnota s mald (nap¥. do 1000000, tj. asi 20 bitd), je
moZné tento problém vytesit béhem nékolika sekund i pro relativné velké
hodnoty m (nap¥. m = 10000).
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Reseni vypocetné naroénych problémii

Problém ,HORN-SAT*

Vstup: Booleovska formule ¢ v KNF obsahujici pouze Hornovy
klauzule.

Otdzka: Je ¢ splnitelna?
Problém HORN-SAT se da (narozdil od obecného problému SAT) ¥esit
v polynomidlnim &ase.

Poznamka: Hornova klauzule je klauzule, ve které se nachazi nejvyse
jeden pozitivni literdl.

Nap¥iklad (—x; V =x2 V =x3 V x4 V x5) je Hornova klauzule.

Vsimnéte si, Ze tato klauzule je ekvivalentni formuli

(x1 AXxo AX3 AXy) = Xz
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Reseni vypocetné naroénych problémii

Ndasledujici problém je rovnéz mozné Yesit v polynomidlnim &ase:

Problém ,2-SAT*

Vstup: Booleovska formule ¢ v KNF, kde kaZzd3 klauzule obsahuje
nejvyse 2 literdly.

Otdzka: Je ¢ splnitelna?

Ptiklad:

(Xl \% —|X2) A (—|X]_ \% Xz) A (—|X2 \% X3) A (X3 \% X4) A (X2 \ —|X4)
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Reseni vypocetné naroénych problémii

Exponencialni algoritmy
| exponencidlni algoritmus miZe byt prakticky pouZitelny, pokud:

@ Instance, pro které problém chceme Fesit, jsou pomérné malé
e SloZitost je sice exponencialni, ale roste pomaleji nez 2".

@ Algoritmus je co nejoptimalnéji naprogramovan.

QR

Ptiklad:
=100 je f(n) ~ 86 - 10°.

e f(n)=(1.2)" pro n

o f(n)=10-2"" pron 1.64 - 10°.

I

=300 je f(n)

1. prosince 2024
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Reseni vypocetné narod

Mensi pozadavky na korektnost

o Randomizované algoritmy — algoritmy, které vyuZivaji p¥i vypoctu
generdtor nahodnych &isel.
Existuje uréitd nenulova pravdépodobnost, Ze algoritmus vrati chybny
vysledek.

Pro libovolné malé £ > 0 jsme v8ak schopni zarudit, Ze
pravdépodobnost chyby neni vétsi nez e.

o Aproximacni algoritmy — pouzivaji se pro feSeni optimaliza¢nich
problémi.
U téchto algoritm(l neni zaruceno, Ze naleznou optimalni YeSeni, ale je
zaruleno, Ze naleznou ¥eSeni, které nebude o moc hor$i nez optimalni
feSeni (nap¥. nanejvys 2x horsi).
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Randomizované algoritmy
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Testovani prvociselnosti

Prvotiselnost
Vstup: PFirozené &islo p.

Otdzka: Je p prvodislo?
Pro ,mald“ p (nap¥. do 1012) stadi vyzkouset &isla od 2 do |\/p], zda
nékteré z nich déli p.

Tento problém ma velky vyznam v kryptografii, kde ho potfebujeme ¥esit
pro &isla, ktera maji délku nékolik tisic bitd.
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Testovani prvociselnosti

To, zda je moZné testovat prvoliselnost v polynomidlnim &ase, byl dlouho
otevfeny problém.

Teprve od roku 2003 je zndm polynomidlni algoritmus. Plvodni verze
algoritmu méla slo¥itost O(n'**), pozd&ji o néco zlepgen ((’)(n7'5)).
Aktudlng& ma nejrychlejsi zndmy algoritmus sloZitost O(n6).

V praxi se pouzivaji randomizované algoritmy se sloZitost{ O(n3):
@ Solovay-Strassen
o Miller-Rabin

Poznamka: n zde oznaluje podet bitl &isla p.
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Testovani prvodiselnosti

S problémem testovani prvociselnosti tzce souvisi nasledujici problém.

Faktorizace
Vstup: Ptirozené &islo p.
Vystup: Rozklad ¢&isla p na prvodisla.

Na rozdil od prvodiselnosti neni pro problém faktorizace zndm Zadny
efektivni algoritmus, a to ani randomizovany.

Jedna z pouZivanych Sifer je tzv. RSA kryptosystém, ktery je zaloZen na
tom, Ze:
e Umime rychle najit velka prvocisla (a rychle je mezi sebou vyndsobit).
@ Neni znamo, jak v rozumném £ase z tohoto soudinu zjistit plvodni

prvodisla.
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Testovani prvociselnosti

Poznamka: Pokud umime rychle testovat, zda je dané &islo prvod&islem,
neni problém velké prvotislo ndhodné vygenerovat, nebot je zndmo, Ze
prvodisla jsou mezi ostatnimi &isly rozmisténa pomérné , husté".

w(n) — polet prvolisel v intervalu 1,2,...,n
Je dokazano, Ze
 7(n)
lim ——— =
n—oo n/lnn

neboli jinak ¥eteno, mezi &isly od 1 do n je zhruba n/ In n prvodisel.

Pokud tedy chceme ndhodné vygenerovat k-bitové prvodislo, staéi zhruba
k pokusd.
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Randomizované algoritmy

Randomizovany algoritmus:
@ pouzivd b&hem vypoltu generator ndhodnych &isel
@ miZe pro tentyZz vstup skondit s riiznym vysledkem

@ existuje urditd pravdépodobnost, Ze vrati chybny vysledek

Aby mél randomizovany algoritmus prakticky smysl, musime mit moznost
regulovat pravdépodobnost chyby:

Pro libovolné malé ¢ > 0 musime byt schopni zarulit, Ze
pravdépodobnost chyby nebude vétsi nezZ ¢.
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Randomizované algoritmy

Vezméme si napfiklad algoritmus Miller-Rabin pro testovdni prvodiselnosti.

Pro libovolné n vraci bud odpov&d ,Prvocislo” nebo odpovéd
.SloZené".

e Pokud n je prvoéislo, vrati vzdy odpovéd ,Prvocislo".

e Pokud n je &islo sloZené, je pravdépodobnost toho, Ze vrati odpovéd
»Slozené" nejméné& 50%.

Maze viak vratit (chybnou) odpovéd ,Prvozislo”.
Algoritmus miZeme spoustét opakované. Vysledek p¥i dalSim spusténi je

nezavisly na vysledcich z pfedchozich spusténi.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Randomizované algoritmy

Rekn&me, e algoritmus spustime m krat (pro tentyZ vstup n).

@ Pokud alespoti jednou dostaneme odpov&d ,SloZené", pak vime
s jistotou, Ze n je Cislo sloZené.

@ Pokud pokaZ?dé dostaneme odpovéd ,Prvocislo”, pak
pravdépodobnost toho, Ze n neni prvodislo je maximaln&

-

Napfiklad pro m = 100 je pravdépodobnost chyby zanedbateln& mala.
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Randomizované algoritmy

Poznamka: Lze napfiklad odvodit, Ze pravdépodobnost toho, Ze poéitat
Y < [ . c L =100
bude zasazen b&hem dané mikrosekundy meteoritem, je nejméné 2 za

predpokladu, Ze kazdych 1000 let je meteoritem zni¢eno alespoi 100 m?
zemského povrchu.
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Randomizované algoritmy

Randomizované algoritmy jsou typicky zaloZeny na hledani svédkii
(witness), kte¥i ,dosv&d&i* uréitou odpovéd vydanou algoritmem.

Tyto svédky vybirdme z mnoZiny potencidlnich svédkii:
@ Nihodné vybereme néjakého potencidlniho svédka.

o Ové&¥ime, zda se jednd o skute&ného svédka, a podle toho vydame
odpovéd.

Naptiklad v algoritmu Miller-Rabin hleddme svédky sloZenosti &isla n.
Vybirdme je z mnoZiny &isel {2,3,...,n—1}:
@ Pokud n je prvocislo, Zadni svédci slozenosti neexistuji.

@ Pokud n neni prvocislo, je zaru€eno, Ze alesporfi polovina &isel
v mnozin& {2,3,...,n— 1} jsou sv&dci sloZenosti n.
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Testovani prvodiselnosti

Mala Fermatova véta:

Pokud n je prvotislo, pak pro kazdé a z mnoziny {1,2,...,n— 1} plati

at=1 (mod n)

Malou Fermatovu vétu Ize pouZit k testovani prvoliselnosti (tzv. Fermativ
test):

@ Pro dané n zvolime n&jaké a € {2,3,...,n—1}.
e Pokud a" ' # 1 (mod n), pak n ur&ité neni prvogislo.

o Pokud 2" ' =1 (mod n), pak n je moZna prvocislo.
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Testovani prvociselnosti

Je ptekvapivé, Ze tato procedura vraci chybny vysledek jen pomé&rné
zFidka:
@ Pro a=2a n< 10000 je jen 22 hodnot, pro které dostaneme
chybnou odpovéd.
@ Pro a =2 a n— oo se pravdépodobnost toho, Ze pro ndhodné
vybrané n dostaneme chybnou odpov&d, bliZi nule.
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Testovani prvociselnosti

Fermativ test neni 100% spolehlivy. Existuji sloZena &isla, ktera spliuji
podminku at=1 (mod n) pro v8echna a € {1,2,...,n— 1} nesoud&lnad
s n.

Tato &isla se nazyvaji Carmichaelova cisla a jsou extrémné vzacna.

Napfiklad mezi &isly do 10° existuje jen 255 Carmichaelovych &isel.

Prvnich 15 Carmichaelovych &isel:

561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911, 10585, 15841, 29341, 41041,
46657, 52633, 62745, 63973
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Umocrovani v moduldarni aritmetice

Problém
Vstup: Ptirozena &isla a, b, n.

Vystup: Hodnota a” mod n.

» o C o o
VyuZijeme toho, ¥e a”' = a'-3a aa” =4 -4 . a
MODULAR-EXPONENTIATION (a, b, n):

d:=1

/] {bk, bk-1,...,bo) je bindrni reprezentace b

for i := k downto 0 do
d:=(d-d)modn

Lif b; =1then d:=(d-a)modn

L return d
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Testovani prvociselnosti (Miller-Rabin)

Na umociiovani je zaloZen i nasledujici algoritmus pro testovani
prvociselnosti:

MILLER-RABIN (n, s):
for j:=1to s do
a:= Ranpom(2,n—1)
if WITNESS(a, n) then
L return " Slozené” // n je zcela jist& slozené

return " Prvogislo” // n je s velkou pravdépodobnosti prvo&islo

VyuZiva malou Fermatovu vétu a toho, Ze plati nasledujici tvrzenf:

JestliZze p je liché prvocislo, pak rovnice =1 (mod p) ma pravé dvé
FeSeni: x =1lax=p—1.
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Testovani prvoliselnosti (Miller-Rabin)

WITNESS (a, n):

d:=1
/] {bk,bx-1,...,bg) je bindrni reprezentace n — 1
for i := k downto 0 do

x:=d

d:=(d-d)modn

if d=1and x# 1 and x # n— 1 then return TRUE
if b; =1then d:=(d-a)modn

if d £ 1 then return TRUE
L return FALSE

Z. Sawa (VSB-TUO)

Teoreticka informatika
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Randomizované algoritmy

@ MnoZina potencidlnich svédkl byvd obrovska — vétSinou
exponencialné velka
Poznamka: Kdyby byla polynomidln& velkd mohli bychom
systematicky projit vdechny potencialni svédky a nepot¥ebovali
bychom randomizovany algoritmus.

o Musi byt zaruéeno, ze pokud né&jaci skutedni svédci existuji, pak jich
je dostate¢né mnoho, &imZ je zaruéeno, Ze pravdépodobnost, Ze na
néjakého svédka narazime, je dostatecné vysoka.
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Randomizované algoritmy

Formaln& mizeme definovat randomizované algoritmy dvéma rdznymi
zpUsoby.

o Obé tyto varianty jsou vzajemné& ekvivalentni.

@ U obou jde o to, definovat stroj M tak, aby byla pro kazdy vstup x
definovana pravdépodobnost toho, Ze vstup x bude strojem M
prijat.

@ O jaky konkrétni druh stroje se jedna, nenfi pFili§ podstatné
— miZe to byt Turinglv stroj, stroj RAM, apod.
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Randomizované algoritmy

Prvni varianta definice stroje M implementujiciho pravdépodobnostnf{
algoritmus:

@ Tato varianta je podobna jako v pfipadé nedeterministickych strojd,
ale s tim, Ze v definici pfechodové funkce je p¥i vybéru mezi vice
moZnymi pfechody uréeno pravdépodobnostni rozdéleni na téchto
moZnostech.

@ UvaZujme strom vSech moZnych vypoltl pro dany vstup x.

@ Pro kaZdou vétev vypoltu mizeme spoclitat pravdépodobnost toho, Ze
tato vétev nastane — stadi vynasobit pravdépodobnosti pfechodii na
této vétvi.

o Celkova pravdépodobnost toho, Ze dany stroj M pfijme dany vstup x,
je dana jako soulet pravdépodobnosti v8ech pFijimajicich vypotti
(tj. pravdépodobnost viech v&tvi, které kon&i odpovédi ANO).
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Randomizované algoritmy

Druh3 varianta definice stroje M implementujiciho pravdépodobnostnfi
algoritmus:

@ V této varianté popiSeme deterministicky stroj M, ktery ma ale dvé
vstupni pasky, ze kterych miiZze pouze &ist:
o vstupni pasku, na které je zapsdna instance problému x
— tato paska je koneénd, hlava se na ni miZe pohybovat ob&ma
sméry
o jednosmérnou nekonecnou pdsku, na které je zapsana nekonecnd
ndhodnd posloupnost symboli z n&jaké abecedy (typicky
napt. {0,1})
— hlava se na ni miZe pohybovat pouze smérem zleva doprava
o Typicky se ptedpoklada, Ze viechny obsahy pdsky s ndhodnymi daty
jsou stejné pravdépodobné.
@ Pravdépodobnost pfijeti daného slova x je ddna jako stfedni hodnota
pravdépodobnosti toho, Ze vypolet stroje M bude p¥ijimajici.
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Randomizované algoritmy

P¥edpokladejme, Ze mame dan né&jaky randomizovany algoritmus
implementovany strojem M, u kterého je pro kaZzdy vstup x urleno, jaka
je pravdépodobnost toho, Ze dany stroj M p¥ijima vstup x.

(Je jedno, jestli bereme prvni nebo druhou vy3e uvedenou variantu definice
takového stroje.)

Reknéme, Ze mame dan né&jaky rozhodovaci problém A.

Definovat, kdy je randomizovany algoritmus implementovany strojem M
feSenim problému A je moZné né&kolika zplsoby:

@ Tyto moZnosti definice toho, kdy randomizovany algoritmus ¥esi

problém, nejsou vzdjemné& ekvivalentni (resp. neni dokazéno, Ze by
byly).
@ Riliznym moZnostem odpovidaji riizné tfidy sloZitosti tykajici se

randomizovanych algoritmd.
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Randomizované algoritmy

Verze prvni:

@ Pro vstupy, kde je spravna odpovéd ANO, musi stroj M ddvat
odpovéd ANO s pravd&podobnosti alespoi 1/2.

@ Pro vstupy, kde je spravna odpovéd NE, musi stroj M vZdy ddvat
odpovéd NE.

Poznamka: Hodnota 1/2 zde nenf p¥ili§ podstatnd, stejn& dob¥e by to
mohla byt jakdkoli jind konstanta ¢ z intervalu (0, 1)
(tj. spliujici podminku 0 < ¢ < 1).

T¥ida RP (randomized polynomial time) je tvofena pravé t&mi
rozhodovacimi problémy, pro které existuje randomizovany algoritmus vyse
uvedeného typu, ktery ma polynomidlni ¢asovou sloZitost.

Poznamka: Analogicky je moZzné definovat t¥idu co-RP tvofenou
dopliikovymi problémy k problémim ze t¥idy RP.
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Randomizované algoritmy

Verze druha:

@ Pro vstupy, kde je sprdvnd odpovéd ANO, musi stroj M ddvat
odpovéd ANO s pravd&podobnosti alespoii 2/3.

@ Pro vstupy, kde je sprdvnd odpovéd NE, musi stroj M dévat
odpovéd NE s pravdépodobnosti alespoii 2/3.

Poznamka: Hodnota 2/3 zde nenf p¥ili§ podstatnd, stejn& dob¥e by to
mohla byt jakdkoli jind konstanta ¢ z intervalu (0.5,1)
(tj. spliujici podminku 0.5 < ¢ < 1).

T¥ida BPP (bounded-error probabilistic polynomial time) je tvofena
pravé témi rozhodovacimi problémy, pro které existuje randomizovany
algoritmus vySe uvedeného typu, ktery ma polynomialni ¢asovou sloZitost.
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Randomizované algoritmy

Verze treti:

@ Stroj vraci tfi mozné odpovédi:
e ANO
o NE
o NEViM

@ Pokud se stroj M vrati odpovéd ANO nebo NE, je tato odpovéd
vzdy spravné.

e Pravdépodobnost toho, Ze vrati odpovéd NEVIM, miiZze byt
nejvyse 1/2.

T¥ida ZPP (zero-error probabilistic polynomial time) je tvofena privé
témi rozhodovacimi problémy, pro které existuje randomizovany algoritmus
vySe uvedeného typu, ktery ma polynomidlni ¢asovou sloZitost.
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Randomizované algoritmy

Pokud budeme dostavat odpovéd NEViM, miiZeme vypocet opakovat tak
dlouho, dokud nedostaneme odpovéd ANO nebo NE:

@ Nahodnd tak bude doba vypottu.

@ Potencidlné miZe existovat i nekoneény vypolet — jeho
pravdépodobnost je ale nulova.

@ S rostoucim po&tem kroki se pravdépodobnost toho, Ze se stroj
béhem daného poltu krokl nezastavi, limitn& blizi nule.
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Randomizovany komunikaéni protokol

Mame dvojici poéitatl C; a G, které jsou velmi daleko od sebe
(nap¥. jeden v Evropé& a druhy v Americe).

Oba potitate obsahuji tutéz databdzi, kterd by méla obsahovat p¥esné
tatdZ data.

Nasim cilem je navrhnout vhodny komunikaéni protokol, pomoci kterého
ovéfime, Ze ob& databdze obsahuji presné tataz data.

Y NIV (B . 16 _ o
Ozna&me n potet bitl dat v databazi. Reknéme, Ze n = 107", a Ze tedy
neni moZné prenaset cely obsah databaze, nebo by to bylo pfFili§ &asové
narocné.

Poznamka: Neni t&Zké ukazat, Ze kaZdy deterministicky protokol FeSici
tento problém musi pfenést minimaln& n bitd.
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Randomizovany komunikaéni protokol

Pocatecni situace:
C1 ma n-bitovou sekvenci x

= Xl...Xny
(> ma n-bitovou sekvenci y =y« y,,.
Cil: Zjistit, zda x = y.
@ ( zvoli ndhodné& prvotislo p z mnoziny {2,3, ..., n2}.

@ (; spotte &islo s = Num(x) mod p a posle G, dvojici (s, p).
@ G pFijme (s, p) a spotte &islo t = Num(y) mod p.
Pokud s # t, vyda odpovéd ,x # y*“, jinak vydd odpov&d ,x = y*.

Poznamka: Num(x) zde oznatuje &islo, jehoZ zapisem ve dvojkové
soustavé je sekvence bitd x.
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Randomizovany komunikaéni protokol

Objem p¥enadenych dat: s i p maji maximaln& 2 - [log, n] bitl, takZe se
celkem pFendsi maximaln& 4 - [log, n] bitd.

Priklad: Pro n = 10" se bude prenaget maximéln&
416 - [log, 10] = 256 bitd.

Pravdépodobnost chyby:
@ Pokud x =y, pak pro libovolné p plati

Num(x) mod p = Num(y) mod p

takZe dostaneme vzdy odpovéd ,x =y
(pravd&podobnost chyby je 0).
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Randomizovany komunikaéni protokol

@ Pokud x # y a dostaneme chybnou odpovéd ,x = y*“, znamen4 to, Ze
z = Num(x) mod p = Num(y) mod p
neboli existuji &isla x',y' takova, Ze
Num(x)=x - p+z Num(y)=y' -p+z
takze p je d&litelem &isla w = |[Num(x) — Num(y)|, nebot

Num(x) — Num(y)=x -p—y' - p=(x'-y)-p

Prvoéislo p bylo vybirdno ndhodn& z mnoziny {2,3, ..., n2}, kterd
obsahuje
2
2 n
w(n") ~ —
(n") In n?

prvocisel. Musime zjistit, kolik z téchto prvocisel je délitelem w.
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Randomizovany komunikaéni protokol

Zjevné je w = |Num(x) — Num(y)| < 2". Cislo w miizeme rozlo¥it na
prvocisla ]
’1 12 1A
W = P1 PPy
Chceme ukazat, 2e k < n—1.

Ptedpokladejme, Zze k = n. Pak

i1 Iy i n
w = p1p2 pk Zp1p2...pn>1.2.3...-.”:”!>2
co? je spor s tim, Ye w < 2".

« . 5 2 [ o -
Pravd&podobnost, Ze z mnoZziny {2, 3, :-+, n"} vybereme ndhodn& prvoiislo,
které je délitelem w je maximdIn&

n—1 n—1 In n’

< <
7(n?) = n?/Inn? n

Nap¥iklad pro n = 10% je to maximalné 0.36892 - 107
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Randomizovany komunikaéni protokol

Modifikace protokolu:
o (i vygeneruje ndhodné 10 prvocisel pq, po, ..., p1g @ posle

P1,51,P2,52; - - P10, 510
kde s; = Num(x) mod p;.
o (, spotitd t; = Num(y) mod p; pro i € {1,...,10}.
Pokud s; # t; pro n&jaké i, vydad odpovéd ,x # y"“, jinak vyda

odpovéd ,x = y*.

Pro n = 10'° je t¥eba prenést maximaln& 2560 biti.
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Randomizovany komunikaéni protokol

ProtoZe 10 prvodisel je vybirdno ndhodné, je pravdépodobnost chyby
maximalné
n—1\1° - In n° 10 B !0 (Inn)10
(ﬂ_(nZ) ) - n - nlo

Pro n = 10'° je pravdépodobnost chyby mensi nez 0.4717 - 107
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Aproximacni algoritmy
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Aproximacéni algoritmy

Mnoho dilezitych problémi je NP-tplnych. U optimalizaénich problémii
¢asto nepotfebujeme nalézt nejoptimalnéjsi ¥eSeni, ale staci nam FeSeni,
které je ,dostate¢né dobré”.

Algoritmdm, které vraci takovato ,dostate¢né dobra“ feseni, se ¥ika
aproximacdni algoritmy.

Poznamka: Optimaliza&ni problém je problém, kde pro kazdy vstup w
méame definovanu mnozinu S, v3ech pFipustnych Feseni a funkci
c:S, - R.

Ukolem je najit takové x € S, pro které je hodnota c(x) minimalni
(resp. maximalinf).

P¥iklady: Hledani nejkratsi cesty v grafu, uréovani maximalniho toku v siti.
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Aproximacéni algoritmy

Reknéme, Ze Yesime problém, kde je dkolem hodnotu c(x) minimalizovat.
Reknéme, Ze pro vstup w vydd algoritmus ¥eSeni x, pficemz optimalnim
v v s - * - v ya *
FeSenim je x . Zjevné plati c(x) = c(x").
Jako aproximaéni pomér daného algoritmu oznacujeme funkci p(n),

, Y vy . T “ *
kterd kazdému n p¥itazuje maximalni hodnotu poméru c(x)/c(x") pro
v8echny vstupy velikosti n.

Poznamka: Naopak u algoritmu, kde je cilem hodnotu c(x)
maximalizovat, bychom uvaZovali pom&r c(x*)/c(x).
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Aproximacéni algoritmy

O algoritmu, ktery dosahuje aproxima&niho pomé&ru p(n), ¥ikdime, Ze je to
p(n)-aproximaéni algoritmus.

Pro fadu problémi jsou zndmy polynomidlni algoritmy, kde je hodnota
p(n) omezena:

@ malou konstantou, nap¥. 2-aproximaéni algoritmy, nebo

@ pomalu rostouci funkci, nap¥. ©(log n)-aproxima¢ni algoritmy.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 1. prosince 2024



Vrcholové pokryti grafu

M&jme neorientovany graf G = (V, E). Vrcholové pokryti (vertex-cover)
grafu G je mnoZina C S V takovd, Ze pro kazdou hranu (u,v) € E plati,
7e bud v € C nebo v € C.

Ukolem je najit pro zadany graf minimalni vrcholové pokryti.
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Vrcholové pokryti grafu

M&jme neorientovany graf G = (V, E). Vrcholové pokryti (vertex-cover)
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Vrcholové pokryti grafu

Mdme tedy vyfesit nasledujici problém:

Minimalni vrcholové pokryti grafu (vertex cover)

Vstup: Neorientovany graf G = (V, E).
Vystup: Minimalni mnoZzina C (C S V) tvo¥ici vrcholové pokryti
grafu G.
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Vrcholové pokryti grafu

Mdme tedy vyfesit nasledujici problém:

Minimalni vrcholové pokryti grafu (vertex cover)

Vstup: Neorientovany graf G = (V, E).
Vystup: Minimalni mnoZzina C (C S V) tvo¥ici vrcholové pokryti
grafu G.

Nésledujici (rozhodovaci) varianta tohoto problému je NP-dplna:

Vrcholové pokryti (vertex cover)
Vstup: Neorientovany graf G = (V/, E) a p¥irozené &islo k.

Otazka: Existuje vrcholové pokryti grafu G tvorené k vrcholy?

Tento problém tedy neni mozné ¥esit v polynomidlnim &ase (leda by platilo
P = NP).
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Vrcholové pokryti grafu

Mdme tedy vyfesit nasledujici problém:

Minimalni vrcholové pokryti grafu (vertex cover)

Vstup: Neorientovany graf G = (V, E).
Vystup: Minimalni mnoZzina C (C S V) tvo¥ici vrcholové pokryti
grafu G.

Existuje v8ak 2-aproximaéni algoritmus ¥eSici tento problém:

@ Algoritmus najde pro zadany graf G vrcholové pokryti C takové, Ze
|C| < 2k

kde k je velikost minimalniho vrcholového pokryti grafu G.
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Vrcholové pokryti grafu

APPROX-VERTEX-COVER (G):
C:=92

E':=FE

while E' #+ @ do

vyber libovolnou hranu (u,v) z E'
C:=Cu{u,v}

odstraif z E' hrany incidentni' s u nebo v
return C
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Vrcholové pokryti grafu
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Vrcholové pokryti grafu
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Vrcholové pokryti grafu

APPROX-VERTEX-COVER (G):
C:=92

E':=FE

while E' #+ @ do

vyber libovolnou hranu (u,v) z E'
C:=Cu{u,v}

odstraif z E' hrany incidentni' s u nebo v
return C

Z. Sawa (VSB-TUO)

Teoreticka informatika

1. prosince 2024



Vrcholové pokryti grafu

APPROX-VERTEX-COVER (G):
C:=92

E':=FE

while E' #+ @ do

vyber libovolnou hranu (u,v) z E'
C:=Cu{u,v}

odstraif z E' hrany incidentni' s u nebo v
return C
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Vrcholové pokryti grafu

Tvrzeni
APPROX-VERTEX-COVER je polynomialni 2-aproximacni algoritmus.

Dakaz: Oznaéme A mnoZinu vSech hran vybranych v kroku 4, C vrcholové
pokryti nalezené algoritmem a C* minimélni vrcholové pokryti grafu G.

Jakékoliv vrcholové pokryti musi obsahovat alesponi jeden z koncovych
vrcholi kazdé hrany z A.

Al <|C.

Specialn& pro C* tedy také musi platit |A] < |C*].

Pro libovolné vrcholové pokryti c' tedy plati

Na druhou stranu, zjevn& plati |C| =2 - |A|.
Dohromady tedy dostavame |C| <2 - |C™|.
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Problém obchodniho cestujiciho (TSP)
Vstup: MnoZina n mést a vzdalenosti mezi nimi.

Vystup: Nejkratsi okruZni cesta prochazejici véemi mésty.

Poznamka: Slovem ,okruZni* myslime, Ze cesta kon&i ve stejném mésté,
kde zat&ina.
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

P¥iklad instance problému:

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 1. prosince 2024



Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

P¥iklad instance problému:

Nejkratsi okruzni cesta ma délku 8.
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odniho cestujiciho (TSP)

MiiZeme uvaZovat dvé riizné varianty tohoto problému:
o Kazdé mésto musi byt navstiveno pravé jednou.

@ Mé&sta je mozné navstévovat opakované.
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

V nasledujicim vykladu se ndm bude hodit pon&kud formalngjsi definice
problému:

Na instanci problému (tj. mnoZinu mést a vzdélenosti mezi nimi) se
muZeme divat jako na dplny neorientovany graf G = (V, E)
s ohodnocenim hran d (kde d : E — N).

. . ] ..
Pro libovolnou mnoZinu hran E° € E definujeme

d(E') =) d(e)

ecE'

Pro libovolny cyklus H pak definujeme d(H) = d(E'), kde E' je mnoina
hran leZicich na cyklu H.
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Problém TSP pak miZeme formulovat nasledovné:

Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Vstup: Uplny neorientovany graf G = (V, E) s ohodnocenim hran d.

Vystup: Cyklus H prochazejici viemi vrcholy grafu G takovy, Ze
hodnota d(H) je minimdlni mozna.
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Nasledujici problém je NP-Gplny (at uZ je & neni povoleno navitévovat

vrcholy opakovang):

Problém obchodniho cestujiciho (TSP) — rozhodovaci varianta

Vstup: Upln}'/ neorientovany graf G = (V, E) s ohodnocenim hran d
a &islo L.

Otazka: Existuje v grafu G cyklus H prochazejici v§emi vrcholy
takovy, e d(H) < L?

Poznamka: Nem(izeme tedy otekavat, Ze by problém TSP (at uZ v té &i
oné variant&) byl feSitelny v polynomidlnim &ase, leda Ze by platilo P = NP.
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Problém obchodniho cestujiciho

Pro problém TSP, kde vyZadujeme aby byl kaZdy vrchol nav&tiven pravé
jednou, se da dokazat nasledujici:

Pokud P # NP, pak pro zadnou konstantu p = 1 neexistuje polynomidln{
p-aproximaéni algoritmus Fesici problém obchodniho cestujiciho.

Duikaz: Predpokladejme, Ze by pro néjaké p takovy algoritmus existoval.
Ukdzeme, Ze pak by existoval polynomidlni algoritmus pro problém
Hamiltonovské kruznice.

Problém Hamiltonovské kruZnice je NP-iplny, nalezeni polynomidlniho
algoritmu by znamenalo, Ze P = NP.
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Problém obchodniho cestujiciho

Necht G = (V, E) je instance problému Hamiltonovské kruZnice.

Instanci problému obchodniho cestujiciho G' = (V', E') sestrojime tak, Ze
V'=VakFE obsahuje viechny mozné hrany, kterym p¥itadime ohodnoceni

|1 pokud (u,v) € E
d(u,v) ‘{ p-|VI+1  jinak

Jestlize graf G obsahuje Hamiltonovskou kruznici, pak v G' existuje
okruzni cesta délky | V.

Jakakoliv okruzni cesta v G', kterd obsahuje hranu, kterd neni v G, ma
délku v&t3i nez p - | V.

Pokud v G Hamiltonovska kruZnice existuje, p-aproxima&ni algoritmus
musi né&jakou takovou kruznici vratit jako vyslednou okruzni cestu.
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Neni t&Zké si rozmyslet, Ze varianta TSP kde je povoleno opakovang
navstévovat vrcholy se dd snadno pFevést na variantu, kde musi byt kazdy
vrchol navstiven pravé jednou:

@ Pro dany graf G s ohodnocenim d sestrojime nové ohodnocenf{ d', kde
d'(u, v) je délka nejkrat¥i cesty z u do v

Poznamka: Pro nalezeni nejkratSich cest mezi dvojicemi vrcholll existuji
rychlé polynomidlni algoritmy (nap¥. Dijkstriv, Floydiv-Warshalliv apod.)

P I , v - . -
Graf s ohodnocenim d' navic spliiuje tzv. trojuhelnikovou nerovnost.

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 1. prosince 2024 58 /66



Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

V grafu G s ohodnocenim d je splnéna trojihelnikova nerovnost, jestlize
pro libovolnou trojici jeho vrchold u, v, w plati

dlu,w) < d(u,v) +d(v,w)

d(u,v) d(v,w)

u d(U,W) w

Tj. nejkratdi cesta z u do w je vzdy po hran& (u, w) a nem3 cenu jit
»oklikou" ptes néjaky jiny vrchol.
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Variantu TSP, ve které se omezujeme pouze na instance, ve kterych je

spln&na trojdhelnikova nerovnost (a kde musi byt kazdy vrchol navitiven
pravé jednou), oznalujeme A-TSP.
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Variantu TSP, ve které se omezujeme pouze na instance, ve kterych je
spln&na trojdhelnikova nerovnost (a kde musi byt kazdy vrchol navitiven
pravé jednou), oznalujeme A-TSP.

Pro problém A-TSP je znam 1.5-aproximacdni polynomidlni algoritmus,
tj. algoritmus, ktery pro dany graf G s ohodnocenim d vrati cyklus H
prochazejici v8emi vrcholy takovy, Ze

d(H) <15-d(H")

kde H* optimalni Yedeni (tj. cyklus s minimalni hodnotou d(H™)).
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Variantu TSP, ve které se omezujeme pouze na instance, ve kterych je
spln&na trojdhelnikova nerovnost (a kde musi byt kazdy vrchol navitiven
pravé jednou), oznalujeme A-TSP.

Pro problém A-TSP je znam 1.5-aproximacdni polynomidlni algoritmus,
tj. algoritmus, ktery pro dany graf G s ohodnocenim d vrati cyklus H
prochazejici v8emi vrcholy takovy, Ze

d(H) <15-d(H")
kde H* optimalni Yedeni (tj. cyklus s minimalni hodnotou d(H™)).

NTe

My si ukdZeme ponékud jednodu$si 2-aproximaéni polynomialni algoritmus
pro problém A-TSP.
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

P¥ed vlastnim popisem algoritmu si pfipomerime nékteré pojmy:

Kostra grafu G = (V, E) je libovolny souvisly acyklicky graf T = (V', E'),
kde V=V aE cE (tj. T je souvisly podgraf grafu G obsahujici viechny
vrcholy z G).

Hodnotu d(T) definujeme jako sou&et hodnot hran v této koste,
tj. d(T) = d(E").

Kostra T je minimalni, jestliZze pro libovolnou jinou kostru T v grafu G
plati d(T) =< d(T").

Pro problém nalezeni minimalni kostry v daném ohodnoceném grafu jsou
znamy rychlé polynomialni algoritmy (nap¥. Kruskaliiv nebo Jarnikiv
(Primav)).
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

P¥iklad kostry T, kde d(T) = 8
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

P¥iklad minimaini kostry T, kde d(T) = 6:
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

2-aproxima&ni algoritmus pro A-TSP pracuje v nasledujicich krocich:
@ Najde minimaln{ kostru grafu G.

o Vytvoli uzavfeny tah podél této kostry.

@ Z vytvoreného tahu odstrani opakujici se vrcholy a vysledny cyklus
vrati jako vysledek.
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Vezmé&me si ndsledujici instanci A-TSP.
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Krok 1: Nalezeni minimalni kostry T
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Viimnéme si, 7e d(T) < d(H"):
@ Pokud z H* odstranime libovolnou hranu, dostaneme kostru T
Zjevné plati d(T') < d(H™).
e Pro libovolnou kostru T' plati d(T) < d(T").
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

P¥iklad: Vezméme si optimalni cyklus
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

P¥iklad: Odstran&nim jedné hrany vznikne kostra
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Krok 1: Nalezeni minimalni kostry
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Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Krok 2: Vytvoreni tahu H podél kostry
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Krok 2: Vytvoreni tahu H podél kostry

Kazdou hranu prochazime dvakrat, plati tedy d(H) = 2d(T) < 2d(H™).
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Krok 3: Postupné vypousténi opakujicich se vrcholli z tahu H

<

Kazdé vypusténi vrcholu tah leda zkrati.
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