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Distribuované algoritmy

Distribuované systémy:

skládaj́ı se s mnoha paralelně běž́ıćıch proces̊u

tyto procesy jsou vzájemně propojeny pomoćı śıtě

komunikuj́ı spolu pośıláńım zpráv p̌res śıt’ová spojeńı

Při návrhu a analýze algoritmů pro distribuované systémy je často hlavńı
pozornost sousťreděna na otázky týkaj́ıćı se vzájemné komunikace mezi
procesy, synchronizace mezi nimi, množstv́ı pośılaných zpráv, apod.

Obecně je možné distribuované systémy dělit podle řady r̊uzných hledisek.

Jedno z hlavńıch rozděleńı:

synchronńı

asynchronńı
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Synchronńı distribuované algoritmy

Poṕı̌seme si jednu z možných variant synchronńıch systémů.

Struktura komunikačńı śıtě může být popsána jako orientovaný
graf G = (V ,E):

vrcholy grafu p̌redstavuj́ı uzly této śıtě

hrany p̌redstavuj́ı komunikačńı linky mezi těmito uzly,
p̌res které je možné pośılat zprávy

(Typicky se p̌redpokládá, že tento graf je silně souvislý, tj. že existuje cesta
z každého vrcholu do každého.)

Je specifikována množina zpráv M, které lze p̌res tyto linky pośılat.

Speciálńı hodnota null (kde null /∈ M) označuje absenci pośılané
zprávy, tj. že v daném okamžiku neńı pośılána žádná zpráva.

V jednom okamžiku je každá z linek z množiny E schopna p̌renášet
jeden prvek z množiny M ∪ {null}.
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Synchronńı distribuované algoritmy

S každým vrcholem i ∈ V je spojen jeden proces, označený Pi ,
skládaj́ıćı se z následuj́ıćıch komponent:

States i — množina stav̊u (může být nekonečná)

Init i — neprázdná podmnožina množiny States i , počátečńı stavy

msgs i — funkce typu States i × Out-Links i → M ∪ {null},
— reprezentuje generováńı zpráv poslaných daným procesem po
jednotlivých linkách

(Out-Links i je množina hran vedoućıch z vrcholu i)

trans i — funkce p̌rǐrazuj́ıćı stav̊um z množiny States i a vektor̊um
(indexovaných prvky množiny In-Links i ) hodnot z M ∪ {null} prvky
z množiny States i
— reprezentuje p̌rechody mezi stavy procesu na základě aktuálńıho
stavu a zpráv p̌rijatých daným procesem po jednotlivých linkách

(In-Links i je množina hran vedoućıch do vrcholu i)
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Synchronńı distribuované algoritmy

Běh systému zač́ıná v konfiguraci, kde každý proces Pi je v některém ze
stav̊u z množiny Init i .

Všechny procesy neustále opakuj́ı následuj́ıćı dva kroky, kde každý z těchto
krok̊u prováděj́ı všechny procesy synchronizovaně najednou:

Každý proces Pi vygeneruje zprávy dané funkćı msgs i , které pošle na
p̌ŕıslušné linky.

(Můžeme si p̌redstavovat, že se tyto zprávy zaṕı̌sou do p̌ŕıslušných
hran grafu.)

Každý proces Pi změńı sv̊uj stav podle funkce trans i a p̌rijatých zpráv.

(Můžeme si p̌redstavovat, že proces p̌rečte tyto zprávy z p̌ŕıslušných
hran grafu, a že poté jsou tyto zprávy z těchto hran smazány.)

Jednomu provedeńı těchto dvou krok̊u budeme ř́ıkat jedno kolo (round)
pośıláńı zpráv.
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Synchronńı distribuované algoritmy

Obecně zde neklademe žádné omezeńı na to, jaké množstv́ı výpočt̊u
muśı daný proces Pi provést, aby spoč́ıtal hodnoty funkćı msgs i
a trans i .

Tyto systémy, tak jak byly popsány, jsou plně deterministické

— pro dané počátečńı stavy jednotlivých proces̊u existuje jediný
možný pr̊uběh výpočtu.

Obecně bychom mohli uvažovat i nedeterministické systémy, kde by
msgs i a trans i nebyly funkce, ale relace.

Př́ıpadně bychom mohli uvažovat i daľśı možná zobecněńı,
nap̌r. randomizované systémy, kde by možné p̌rechody mezi stavy
a generované zprávy byly vyb́ırány náhodně podle nějakého
pravděpodobnostńıho rozděleńı.
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Synchronńı distribuované algoritmy

Zastaveńı procesu Pi je možné modelovat pomoćı nějakého
speciálńıho stavu halt, kdy proces v tomto stavu již nebude pośılat
žádné zprávy, p̌rij́ımané zprávy bude ignorovat a bude už neustále
z̊ustávat v tomto stavu.

Standardně můžeme p̌redpokládat, že všechny procesy startuj́ı
najednou na začátku výpočtu.

Pokud bychom chtěli modelovat to, že procesy startuj́ı postupně
v r̊uzných kolech během výpočtu, můžeme to modelovat nap̌ŕıklad
tak, že procesy jsou na začátku v nějakém speciálńım stavu inactive.

Součást́ı grafu bude speciálńı vrchol s procesem reprezentuj́ıćım
prosťred́ı (environment), který v určitých časech bude jednotlivým
proces̊um pośılat speciálńı zprávy wakeup, kterými je p̌revede ze stavu
inactive do aktivńıho stavu.
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Synchronńı distribuované algoritmy

Specifickou podoblast́ı jsou algoritmy pro distribuované systémy, u kterých
se poč́ıtá s t́ım, že bude docházet k r̊uzným druhům chyb a výpadk̊u, nap̌r.:

ztrátám pośılaných zpráv

chybám p̌ri p̌renosu zpráv, kdy je p̌rijata jiná zpráva, než byla odeslána

nečekanému zastaveńı některých proces̊u

chybnému chováńı některých proces̊u

Výše uvedený model je možné rozš́ı̌rit o modelováńı r̊uzný druhů těchto
chyb.
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Synchronńı distribuované algoritmy

Formálně můžeme běh daného synchronńıho distribuovaného systému
popsat nap̌ŕıklad jako posloupnost:

C0, µ1, ν1,C1, µ2, ν2,C2, . . .

kde:

Cr — reprezentuje stavy jednotlivých proces̊u po r kolech výpočtu,
tj. Cr je funkce, která každému vrcholu i ∈ V p̌rǐrazuje stav
z množiny States i .

µr — reprezentuje zprávy poslané jednotlivými procesy v kole r ,
tj. µr je funkce, která každé hraně z množiny E p̌rǐrazuje hodnotu
z množiny M ∪ {null}
νr — reprezentuje zprávy p̌rijaté jednotlivými procesy v kole r ,
tj. νr je funkce, která každé hraně z množiny E p̌rǐrazuje hodnotu
z množiny M ∪ {null}
— νr se může lǐsit od µr , pokud modelujeme chyby p̌ri p̌renosu
(ztráty zpráv, apod.)
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Synchronńı distribuované algoritmy

Co se týká vstupu a výstupu, p̌redpokládá se, že:

jednotlivé části vstupu jsou nějakým způsobem uloženy v počátečńıch
stavech proces̊u,

jednotlivé části výstupu budou poté, co výpočet skonč́ı, nějakým
způsobem uloženy ve stavech jednotlivých proces̊u.

Poznámka: U distribuovaných systémů nemuśı být vždy úplně snadné
rozpoznat, kdy výpočet konč́ı.

U některých algoritmů nap̌ŕıklad může být na závěr výpočtu provedena
nějaká závěrečná fáze, kdy jsou jednotlivé procesy rozesláńım p̌ŕıslušných
zpráv informovány o tom, že výpočet skončil.
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Synchronńı distribuované algoritmy

Z hlediska složitosti se u synchronńıch distribuovaných systémů zkoumaj́ı
p̌redevš́ım:

časová složitost — doba výpočtu se věťsinou poč́ıtá jako počet
provedených kol pośıláńı zpráv

komunikačńı složitost — věťsinou se poč́ıtá jako celkový počet
zpráv poslaných během výpočtu

Někdy se bere v úvahu i velikost těchto zpráv, tj. celkový počet bit̊u
ve všech poslaných zprávách.
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Leader election

Ukážeme si několik p̌ŕıkladů distribuovaných algoritmů.

Budou řešit problém, kdy je mezi všemi procesy ťreba zvolit jeden, který
pak nap̌ŕıklad provede nějakou akci.

Tento problém se nazývá leader election.

Poznámka: Řešeńı tohoto problému bude typicky sloužit jako součást
nějakého věťśıho algoritmu.

Nejedná se o typický vstupně-výstupńı problém, kde by bylo určeno, co je
vstupem a výstupem.

Ćılem je, aby po skončeńı algoritmu právě jeden z proces̊u p̌rešel do
nějakého speciálńıho stavu, označeného nap̌r. leader.

Ostatńı procesy pak může tento zvolený proces informovat o svém zvoleńı
rozesláńım p̌ŕıslušných zpráv.
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Leader election

Zamě̌rme se nejprve na jednoduš̌śı p̌ŕıpad, kdy má śıt’ podobu
(jednosměrného) kruhu:

1
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n − 2

n − 1

n
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Leader election

Vrcholy kruhu označme č́ısly 1, 2, . . . , n.

Při poč́ıtáńı s indexy vrchol̊u budeme ztotožňovat vrcholy s indexy,
které se rovnaj́ı modulo n.

Nap̌ŕıklad i + 1 bude v p̌ŕıpadě, že i = n, označovat vrchol 1.
Podobně, i − 1 bude pro i = 1 označovat vrchol n.

Předpokládejme ovšem, že jednotlivé procesy neznaj́ı svou pozici na
kruhu, tj. nev́ı, na kterém vrcholu se nacháźı, ani neznaj́ı celkový
počet proces̊u n.

Na druhou stranu p̌redpokládejme, že každý proces v́ı:

kam má poslat zprávu, kterou chce poslat svému následńıkovi na
kruhu
odkud má p̌rij́ımat zprávy od svého p̌redchůdce na kruhu

Tj. že každý proces má nějak lokálně pojmenované hrany, které do něj
a z něj vedou, nezná ale č́ısla vrchol̊u, ze kterých a kam tyto hrany
vedou.
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Leader election

Neńı těžké si rozmyslet, že pokud by všechny procesy byly naprosto
identické a zač́ınaly by všechny v tomtéž počátečńım stavu, tak
deterministickým distribuovaným algoritmem neńı možné tento problém
řešit:

Indukćı podle počtu provedených kol pośıláńı zpráv můžeme ukázat,
že pro každé r ∈ N plat́ı, že po provedeńı r kol by všechny procesy
byly ve stejném stavu.

(Deterministické procesy, které jsou ve stejném stavu a dostanou
stejné zprávy, p̌rejdou do téhož stavu.)

Poťrebujeme tedy nějaký způsob, jak rozb́ıt symetrii (symmetry

breaking).
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Leader election

Budeme p̌redpokládat, že každý proces má p̌riděleno unikátńı ID (UID):

Hodnoty UID jsou prvky z nějaké dostatečně velké lineárně

uspǒrádané množiny, nap̌r. z množiny všech p̌rirozených č́ısel N.

Tj. pro libovolná dvě UID je možné určit, které z nich je věťśı a které
menš́ı, nebo p̌ŕıpadně, že se rovnaj́ı.

Tato UID jsou unikátńı v tom smyslu, že dva r̊uzné procesy nikdy
nebudou ḿıt p̌riděleno totéž UID.

Hodnoty UID nejsou v žádném vztahu k index̊um vrchol̊u na kruhu
a nemuśı ani tvǒrit posloupnost po sobě jdoućıch č́ısel.

Každý proces zná své UID.

S hodnotami UID mohou procesy pracovat stejně jako s jakýmikoli
jinými hodnotami (nap̌r. ukládat je do paměti, pośılat ve zprávách,
apod.)
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Leader election — algoritmus LCR

Prvńı algoritmus je jednoduché p̌ŕımočaré řešeńı — označme tento
algoritmus jako algoritmus LCR podle jmen autor̊u (Le Lann, Chang,
Roberts).

Neformálńı popis:

Každý proces pošle své UID podél kruhu.

Když proces p̌rijme zprávu s nějakým UID, porovná toto UID se svým
UID:

Pokud je toto UID věťśı než jeho vlastńı, p̌repošle jej dál.

Pokud je toto UID menš́ı než jeho vlastńı, nep̌repośılá ho dál.

Pokud je toto UID stejné jako jeho vlastńı, prohláśı se daný
proces zvoleným leaderem.
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Leader election — algoritmus LCR

Formálńı popis:

Množina zpráv M: množina všech UID

Pro každé i ∈ {1, 2, . . . , n} jsou stavy z množiny States i dány
hodnotami následuj́ıćıch ťŕı proměnných:

u — typu UID
send — bude obsahovat hodnoty typu UID nebo null

status — bude nabývat hodnot z množiny {unknown, leader}
Pro každé i ∈ {1, 2, . . . , n} množina Init i obsahuje jediný počátečńı
stav, daný následuj́ıćımi počátečńımi hodnotami proměnných:

u — hodnota UID procesu na vrcholu i

send — stejná hodnota, jako je počátečńı hodnota proměnné u,
tj. UID procesu na vrcholu i

status — na začátku inicializováno na hodnotu unknown
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Leader election — algoritmus LCR

Pro každé i ∈ {1, 2, . . . , n} je funkce msgs i popisuj́ıćı generováńı
zpráv dána následovně:

pošli aktuálńı hodnotu proměnné send procesu i + 1

Pro každé i ∈ {1, 2, . . . , n} je funkce trans i popisuj́ıćı změny stavu
procesu dána následuj́ıćım pseudokódem:

send ∶= null

if p̌rǐsla zpráva obsahuj́ıćı UID v then

case

v > u: send ∶= v

v = u: status ∶= leader

v < u: nedělej nic
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Leader election — algoritmus LCR

Řekněme, že imax je index procesu s nejvěťśım UID.

Neńı těžké ově̌rit, že:

Po n kolech nastav́ı proces imax hodnotu své proměnné status

na leader.

(Jedině zprávám s UID procesu imax se podǎŕı
”
obkroužit“ celý kruh.)

Žádný jiný proces nebude ḿıt nastavenu hodnotu proměnné status

na leader.

Po n kolech tedy bude vybrán leader.

Následně by mohl tento vybraný proces poslat zprávu s touto informaćı
všem proces̊um.

Časová složitost algoritmu LCR je tedy Θ(n).
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Leader election — algoritmus LCR

Je také žrejmé, že celkový počet poslaných zpráv je O(n2).
V nejhořśım p̌ŕıpadě může být počet poslaných zpráv Ω(n2).
Komunikačńı složitost je tedy Θ(n2).
Algoritmus LCR má časovou složitost Θ(n) a komunikačńı složitost Θ(n2).
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Leader election — algoritmus HS

Ukážeme si algoritmus řeš́ıćı problém leader election s asymptoticky
stejnou časovou složitost́ı jako algoritmus LCR (tj. Θ(n)), ale
s komunikačńı složitost́ı O(n log n).
Označme tento algoritmus podle jmen autor̊u jako algoritmus HS

(Hirschberg, Sinclair).

Algoritmus HS, podobně jako algoritmus LCR, p̌redpokládá,
že struktura śıtě má podobu kruhu.

Na rozd́ıl od algoritmu LCR tento kruh ale neńı jednosměrný,
nýbrž obousměrný.

Proces s indexem i tedy může pośılat zprávy i p̌rij́ımat zprávy od
proces̊u s indexy i − 1 a i + 1.
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Leader election — algoritmus HS

Obousměrný kruh:
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Leader election — algoritmus HS

Neformálńı popis algoritmu:

Všechny procesy pracuj́ı ve
”
fáźıch“ 0, 1, 2, 3, . . .

Ve fázi ℓ vyšle proces i do obou směr̊u
”
tokeny“ obsahuj́ıćı jeho UID.

Tyto tokeny by měly cestovat do vzdálenosti 2
ℓ
a pak se vrátit zpět

k procesu i .

i
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Leader election — algoritmus HS

Pokud se oba tokeny úspěšně vrát́ı, pokračuje proces i daľśı fáźı,
tj. fáźı ℓ + 1.

Token se ovšem nemuśı vrátit.

Každý proces j , který lež́ı na cestě tokenu, porovná své UID uj
s UID ui v daném tokenu:

Pokud ui < uj , proces j daný token
”
zahod́ı“ a nebude ho

p̌repośılat dál.

Pokud ui > uj , proces j daný token p̌repošle dál.

Pokud ui = uj , znamená to, že daný token stihl
”
obkroužit“ celý

kruh ještě p̌redt́ım, než se obrátil na cestu zpět.

V tomto p̌ŕıpadě je proces j vybrán jako leader.

Poznámka: Stejně jako v p̌ŕıpadě algoritmu LCR je vybrán jako leader
proces s nejvěťśım UID.
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Leader election — algoritmus HS

Formálńı popis:

Množina zpráv M je tvǒrena trojicemi tvaru

(u, flag, hop-count)
kde:

u — UID
flag — hodnota z množiny {out, in }
hop-count — kladné celé č́ıslo

Pro každé i je množina stav̊u States i tvǒrena stavy určenými
hodnotami následuj́ıćıch proměnných:

u — typu UID
send+, send− — obsahuj́ı bud’ prvek z množiny M nebo null

status — bude obsahovat hodnoty z množiny{unknown, leader}
phase — bude obsahovat p̌rirozené č́ıslo
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Leader election — algoritmus HS

Pro každé i bude množina počátečńıch stav̊u Init i obsahovat jediný
stav daný následuj́ıćımi počátečńımi hodnotami proměnných:

u — UID procesu ve vrcholu i

send+ — trojice (u,out, 1), kde u je UID procesu ve vrcholu i

send− — trojice (u,out, 1), kde u je UID procesu ve vrcholu i

status — hodnota unknown

phase — hodnota 0

Pro každé i je funkce msgs i , popisuj́ıćı generováńı zpráv,
definovaná následovně:

pošli aktuálńı hodnotu proměnné send+ procesu i + 1
pošli aktuálńı hodnotu proměnné send− procesu i − 1
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Leader election — algoritmus HS

Pro každé i je p̌rechodová funkce trans i dána následuj́ıćım
pseudokódem:

send+ ∶= null

send− ∶= null

if od procesu i − 1 p̌rǐsla zpráva (v ,out, h) then

case

v > u and h > 1: send+ ∶= (v ,out, h − 1)
v > u and h = 1: send− ∶= (v , in, 1)
v = u: status ∶= leader

if od procesu i + 1 p̌rǐsla zpráva (v ,out, h) then

case

v > u and h > 1: send− ∶= (v ,out, h − 1)
v > u and h = 1: send+ ∶= (v , in, 1)
v = u: status ∶= leader

⋮

Z. Sawa (VŠB-TUO) Teoretická informatika 24. listopadu 2024 28 / 44



Leader election — algoritmus HS

⋮

if od procesu i − 1 p̌rǐsla zpráva (v , in, 1) and v ≠ u then
send+ ∶= (v , in, 1)

if od procesu i + 1 p̌rǐsla zpráva (v , in, 1) and v ≠ u then
send− ∶= (v , in, 1)

if od proces̊u i − 1 a i + 1 p̌rǐsla od obou zpráva (u, in, 1) then

phase ∶= phase + 1

send+ ∶= (u,out, 2phase)
send− ∶= (u,out, 2phase)

Z. Sawa (VŠB-TUO) Teoretická informatika 24. listopadu 2024 29 / 44



Leader election — algoritmus HS

Analýza komunikačńı složitosti:

Ve fázi 0 pośılaj́ı token všechny procesy — celkem je to 4n zpráv.

Ve fázi ℓ > 0 pośılá proces token právě tehdy, když se mu úspěšně
vrátily oba tokeny ve fázi ℓ − 1.

To nastává právě tehdy, když v obou směrech do vzdálenosti 2
ℓ−1

neexistoval žádný proces s vyš̌śım UID.

To znamená, že v každé skupině 2
ℓ−1

+ 1 po sobě jdoućıch proces̊u
bude vždy nejvýše jeden, který ve fázi ℓ začne vyśılat tokeny.

Počet proces̊u, které ve fázi ℓ začnou vyśılat tokeny, je tedy nejvýše

⌊ n

2ℓ−1 + 1
⌋

Ve fázi ℓ putuj́ı tokeny nejvýše do vzdálenosti 2
ℓ
.
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Leader election — algoritmus HS

Celkový počet zpráv poslaných ve fázi ℓ je tedy omezen hodnotou

4 ⋅ (2ℓ ⋅ ⌊ n

2ℓ−1 + 1
⌋) ≤ 8n

Celkový počet fáźı p̌redt́ım, než je zvolen leader, je nejvýše
1 + ⌈log2 n⌉ (včetně fáze 0).

Celkový počet poslaných zpráv je tedy nejvýše 8n(1 + ⌈log2 n⌉),
což je O(n log n).
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Leader election — algoritmus HS

Analýza časové složitosti:

Počet kol ve fázi ℓ je 2 ⋅ 2
ℓ
= 2

ℓ+1
.

Posledńı fáze trvá n kol — je to nedokončená fáze.

Předposledńı fáze je fáze ℓ = ⌈log2 n⌉ − 1.

Doba trváńı této fáze je
2
⌈log2 n⌉.

Součet trváńı všech fáźı kromě posledńı je tedy nejvýše

2 ⋅ 2
⌈log2 n⌉.

Pokud je n mocnina dvojky, bude celkový počet všech fáźı 3n.

Pokud n neńı mocnina dvojky, bude celkový počet všech fáźı 5n.

Časová složitost je tedy O(n).
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Leader election — algoritmus HS

Algoritmus HS má časovou složitost O(n) a komunikačńı
složitost O(n log n).
Poznámka:

Dá se dokázat, že jakýkoli algoritmus, který řeš́ı problém leader
election na obousměrném kruhu, a který má vlastnost, že s UID
provád́ı pouze operaci porovnáńı, muśı ḿıt komunikačńı složitost
minimálně Ω(n log n).
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Leader election

Uvažujme algoritmy, kde UID jsou kladná p̌rirozená č́ısla, se kterými je
možné provádět i libovolné jiné operace než jen porovnáńı.

Za cenu extrémńıho nár̊ustu časové složitosti je možné sńıžit komunikačńı
složitost na O(n).
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Leader election — algoritmus TimeSlice

Algoritmus TimeSlice:

Tento algoritmus vede ke zvoleńı procesu s nejmenš́ım UID.

Předpokládá se, že všechny procesy znaj́ı celkový počet proces̊u n.

Algoritmus pracuje ve fáźıch 1, 2, 3, . . .

Každá fáze se skládá z n kol.

Každá fáze v , skládaj́ıćı se z kol

(v − 1)n + 1, (v − 1)n + 2, . . . , v ⋅ n,

je věnovaná tomu, že v ńı může po kruhu ob́ıhat pouze token s UID v .

Pokud existuje proces i s UID v a až do kola (v − 1)n + 1 tomuto
procesu nep̌rǐsla žádná zpráva, prohláśı se tento proces za leadera
a nechá kolovat token, kterým informuje všechny ostatńı procesy
o této volbě.
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Leader election — algoritmus TimeSlice

Časová složitost algoritmu TimeSlice je zhruba umin ⋅ n, kde umin je
hodnota minimálńıho UID mezi procesy.

Počet poslaných zpráv je n.

Poznámka:

Pokud bychom chtěli ḿısto procesu s minimálńım UID zvolit proces
s maximálńım UID, můžeme postupovat následovně:

Podobně jako v p̌redchoźım p̌ŕıpadě necháme nejprve zvolit proces
s nejmenš́ım UID.

Tento proces inicializuje kolováńı tokenu, kdy každý z proces̊u pošle
v daném tokenu maximum z hodnoty UID obsaženém v p̌rijatém
tokenu a svého UID.

Komunikačńı složitost tohoto algoritmu je stále O(n).
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Leader election — algoritmus VariableSpeeds

Algoritmus TimeSlice vyžaduje, aby procesy p̌redem znaly celkový počet
proces̊u n.

Následuj́ıćı algoritmus, nazvaný VariableSpeeds, tuto informaci
nepoťrebuje, ale jeho časová složitost je ještě hořśı.

Rozhodně se nejedná o algoritmus, který by byl použitelný v praxi.

Role tohoto algoritmu je v tom, že slouž́ı jako protip̌ŕıklad toho, že by
každý algoritmus řeš́ıćı problém leader election na kruhu musel ḿıt
komunikačńı složitost nejméně Ω(n log n).
Komunikačńı složitost algoritmu VariableSpeeds je O(n).
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Leader election — algoritmus VariableSpeeds

Algoritmus VariableSpeeds:

Každý proces i inicializuje kolováńı tokenu, který ponese informaci
o UID procesu i (označme toto UID ui ).

Tokeny se budou pohybovat r̊uznou rychlost́ı.

Token s UID v se bude pohybovat rychlost́ı 1 zpráva každých 2
v
kol

— tj. každý proces, který takový token dostane, bude čekat 2
v
kol,

než ho pošle dál.

Mezit́ım si každý proces udržuje nejmenš́ı UID, které zat́ım viděl,
a zahazuje každý token, který má vyš̌śı UID.

Jestliže se nějaký token vrát́ı tomu procesu, který ho vypustil,
prohláśı se tento proces za leadera.
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Leader election — algoritmus VariableSpeeds

Analýza algoritmu VariableSpeeds:

Označme umin nejmenš́ı UID mezi procesy.

V okamžiku, kdy token s UID umin oběhl celý kruh:

token s druhým nejmenš́ım UID oběhl nejvýše polovinu kruhu
token s ťret́ım nejmenš́ım UID oběhl nejvýše čtvrtinu kruhu
token se čtvrtým nejmenš́ım UID oběhl nejvýše osminu kruhu
. . .

Obecně token s k-tým nejmenš́ım UID oběhl nejvýše část kruhu
danou zlomkem

1

2k−1

Posláńı tokenu s UID umin vyžaduje n zpráv.

Celkový počet všech poslaných zpráv bude menš́ı než 2n.
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Leader election — algoritmus VariableSpeeds

Cesta tokenu s UID umin vyžaduje posláńı n zpráv.

Posláńı každé zprávy trvá 2
umin krok̊u.

Celková doba běhu algoritmu je tedy n ⋅ 2
umin kol.

Časová složitost algoritmu VariableSpeeds je O(n ⋅ 2
umin) a jeho

komunikačńı složitost je O(n).
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Leader election — algoritmus FloodMax

Uvažujme nyńı problém leader election na obecném grafu G = (V ,E).
Budeme p̌redpokládat, že:

Graf G je silně souvislý — tj. existuje v něm cesta z každého
vrcholu u do každého vrcholu v .

Všechny procesy znaj́ı hodnotu diam, což je horńı odhad pro pr̊uměr

grafu G , tj. takovou hodnotu, že pro každé dva vrcholy u, v ∈ V

plat́ı, že:

délka nejkraťśı cesty z u do v je menš́ı nebo rovna diam.

Algoritmus FloodMax — neformálńı popis:

Každý proces udržuje informaci o nejvěťśım UID, které zat́ım viděl.

V každém kole toto nejvěťśı UID pośılá všem svým sousedům.

Po diam kolech se proces, jehož UID je stejné jako maximálńı UID,
které zat́ım viděl, prohláśı za leadera.
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Leader election — algoritmus FloodMax

Formálńı popis:

Množina zpráv M: množina všech UID

Pro každé i je množina stav̊u States i tvǒrena stavy danými
hodnotami následuj́ıćıch proměnných:

u — UID procesu i

max-uid — maximálńı UID, které proces i zat́ım viděl
status — prvek z množiny {unknown, leader, non-leader}
round — č́ıslo kola (č́ıslo z množiny N)

Pro každé i je množina počátečńıch stav̊u Init i tvǒrena jedńım stavem
daným následuj́ıćımi počátečńımi hodnotami proměnných:

u — UID procesu i

max-uid — UID procesu i

status — hodnota unknown

round — hodnota 0
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Leader election — algoritmus FloodMax

Pro každé i je funkce msgs i specifikuj́ıćı pośılané zprávy definována
následovně:

Pokud round < diam, tak všem proces̊um j ∈ V takovým,
že (i , j) ∈ E , pošli zprávu s UID max-uid.

Pro každé i je p̌rechodová funkce trans i popsána následuj́ıćım
pseudokódem:

round ∶= round + 1
necht’ U je množina všech UID, které p̌rǐsly od proces̊u j , kde (j , i) ∈ E

max-uid ∶= max({max-uid } ∪ U)
if round = diam then

if max-uid = u then status ∶= leader

else status ∶= non-leader
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Leader election — algoritmus FloodMax

Časová složitost algoritmu FloodMax je O(diam) a jeho komunikačńı
složitost je O(diam ⋅ ∣E ∣).
Poznámky:

Počet pośılaných zpráv je možné o něco sńıžit (i když ne
asymptoticky v nejhořśım p̌ŕıpadě) t́ım, že každý proces bude pośılat
danou hodnotu max-id jen v kolech, kdy se změnila, tj. kdy se
o p̌ŕıslušném UID poprvé dozvěděl.

Existuj́ı algoritmy řeš́ıćı problém leader election bez toho, aby procesy
musely znát hodnotu diam.
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