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NP-uplné problémy

Existuje velka skupina algoritmickych problémi oznalovanych jako
NP-uaplné problémy, které:

@ patf#i do tfidy NPTIME, tj. jsou FeSitelné v polynomidlnim &ase
nedeterministickym algoritmem

@ jsou tedy FeSitelné v exponencidlnim &ase
@ neni pro né znam zadny algoritmus s polynomidlni ¢asovou sloZitosti

@ na druhou stranu neni ani dokazano, Ze dany pro dany problém
nemize algoritmus s polynomidlni ¢asovou sloZitosti existovat

@ jsou vdechny navzdjem polynomidlné pteveditelné

Poznamka: Toto neni definice NP-tplnych problém. Ta bude uvedena
pozdéji.
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Polynomialni prevody mezi problémy

Problém P; je polynomialné preveditelny na problém P,, jestlize existuje
algoritmus Alg s polynomidlni ¢asovou sloZitosti, ktery pfevadi problém P;
na problém Ps.

Tento algoritmus Alg:
@ Jako vstup miiZe dostat libovolnou instanci problému P;.

e K instanci problému Py, kterou dostane jako vstup (ozna¢me ji x),
vyprodukuje jako svij vystup instanci problému P, (ozna¢me

ji Alg(x)).
e Plati, Ze pro vstup x je v problému P; odpovéd ANO pravé tehdy,
kdy? pro vstup Alg(x) je v problému P, odpovéd ANO.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 20. ¥ijna 2024



Polynomialni prevody mezi problémy

vstupy problému P; vstupy problému P,
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Polynomialni prevody mezi problémy

vstupy problému P; vstupy problému P,

Alg
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Polynomialni prevody mezi problémy

Rekn&me, Ze problém P; je polynomialné preveditelny na problém P,,
tj. existuje polynomidlni algoritmus Alg realizujici tento pfevod.

Pokud pro problém P, existuje polynomidlni algoritmus, pak i pro
problém P; existuje polynomidlni algoritmus.

Regeni problému P; pro vstup x:
@ Zavoldme Alg se vstupem x, vrati ndm hodnotu Alg(x).

@ Zavoldme algoritmus ¥e3ici problém P, se vstupem Alg(x).
Hodnotu, kterou ndm vrati, vypiseme jako vysledek.

Z toho plyne:

Pokud neexistuje polynomialni algoritmus pro problém Py, tak neexistuje
ani polynomialni algoritmus pro problém P,.
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Polynomialni prevody mezi problémy

UkaZeme si pfiklad polynomidlniho p¥evodu problému 3-SAT, co? je jedna
z variant problému SAT, na problém nezavislé mnoZiny (IS).

Poznamka: Jak 3-SAT, tak IS jsou p¥iklady NP-uplnych problémi.
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Problém 3-SAT

3-SAT je varianta problému SAT, ve které se omezujeme na formule
uréitého specialniho typu:

3-SAT
Vstup: Formule ¢ v konjunktivni normaini formé&, kde kazda klauzule
obsahuje pravé 3 literaly.

Otdzka: Je ¢ splnitelna?
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Problém 3-SAT

P¥ipomenuti nékterych pojmi:

o Literal je formule tvaru x nebo —x, kde x je atomicky vyrok.

o Klauzule je disjunkce literali.
Priklady: x3 V =x -X5 V Xg V —1X15 V X3 X6

e Formule je v konjunktivni normalni formé& (KNF), jestlize je
konjunkci klauzuli.

P¥iklad: (Xl \% —|X2) A (—|X5 V Xg V = X15 V —|X23) N Xp

V pfipadé problému 3-SAT tedy vyZadujeme, aby formule ¢ byla v KNF

a navic, aby kazda klauzule obsahovala pravé tfi literaly.

P¥iklad:

(x1VxVx)A(=x1 VxaVx3)A(ax3 Vaxz3Vaxg)A(xoV-ax3Vxg)
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Problém 3-SAT

Nasledujici formule je splnitelna:

(Xl V —axo V X4) A (—|X1 V X3V X3) A (—|X1 V ax3 V —|X4) A (X2 V ax3 V X4)

Je pravdiva nap¥. p¥i ohodnoceni v, kde

v(x) =0
v(x) =1
v(x3) =0
v(xg) =1

Naproti tomu nasledujici formule neni splnitelna:

(X]_ VXV X]_) A (—|X1 V =x1 V —|X]_)
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Problém nezavislé mnoZiny (IS)

Problém nezévislé mnoZiny (IS)
Vstup: Neorientovany graf G, &islo k.

Otazka: Existuje v grafu G nezavisld mnoZina velikosti k?

Poznamka: Nezavisla mnoZina v grafu je podmnoZzina vrchold grafu
takova, Ze Zadné dva vrcholy z této podmnozZiny nejsou spojeny hranou.
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Problém nezavislé mnoZiny (IS)

P¥iklad instance, kde je odpovéd ANO:

P¥iklad instance, kde je odpovéd NE:

-
Il
o1
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P¥evod 3-SAT na IS

Popiseme (polynomiélni) algoritmus, ktery bude mit nésledujici vlastnosti:

@ Vstup: Libovolna instance problému 3-SAT, tj. formule ¢
v konjunktivni normalni formé, kde kazda klauzule obsahuje pravé tfi
literaly.

@ Vystup: Instance problému IS, tj. neorientovany graf G a &islo k.

e Navic bude pro libovolny vstup (tj. pro libovolnou formuli ¢ ve vyse
uvedeném tvaru) zaruceno nasledujici:

V grafu G bude existovat nezdvisla mnoZina velikosti k pravé tehdy,
kdyz formule ¢ bude splnitelna.
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P¥evod 3-SAT na IS

(x1VxVx3) A(xV-ax3Vxy) A (xVaxzV-axg) A (axgVxoVxy)
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P¥evod 3- na IS

(x1VxVx3) A(xV-ax3Vxy) A (xVaxzV-axg) A (axgVxoVxy)

X2 X4
° °
®
X3
X3 e e Xy
e 1Xo X3 e
X1 @ e X1
—1X1
®
° °
X2 X4

Pro kazdy vyskyt literdlu p¥iddme do grafu jeden vrchol.
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P¥evod 3- na IS

(x1VxVx3) A(xV-ax3Vxy) A (xVaxzV-axg) A (axgVxoVxy)

X2 X4
X3
X3 Xy
—1X2 —|X3
X1 X1
—1X1
X2 X4

Vrcholy odpovidajici vyskytiim literdld patficim do stejné klauzule spojime
hranami.
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P¥evod 3-SAT na IS

(x1VxVx3) A(xV-ax3Vxy) A (xVaxzV-axg) A (axgVxoVxy)
X2 X4

X3 l Xy

Dvojice vrcholii odpovidajici literalim x; a —=x; spojime hranami.
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P¥evod 3-SAT na IS

(x1VxVx3) A(xV-ax3Vxy) A (xVaxzV-axg) A (axgVxoVxy)

X2 X4

Cislo k poloZime rovno po&tu klauzuli.
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P¥evod 3-SAT na IS

(x1VxVx3) A(xV-ax3Vxy) A (xVaxzV-axg) A (axgVxoVxy)

X2 X4

Vytvoreny graf a &islo k vyda algoritmus jako vystup.
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P¥evod 3-SAT na IS

(x1VxVx3) A(xV-ax3Vxy) A (xVaxzV-axg) A (axgVxoVxy)

X2 X4
v(x) =1
V(XQ) =1
v(x3) =0
v(xg) =1

Jestlize je formule ¢ splnitelnd, existuje ohodnoceni v, p¥i kterém m3a
v kazdé klauzuli alespoii jeden literdl hodnotu 1.
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P¥evod 3-SAT na IS

(x1VxVx3) A(xV-ax3Vxy) A (xVaxzV-axg) A (axgVxoVxy)

v(x) =1
v(x) =1
V() = 0 K=
v(xg) =1
Xy

X1

Z kaZdé klauzule vybereme jeden literal, ktery ma p¥i ohodnoceni v
hodnotu 1, a do nezavislé mnoZiny p¥iddme odpovidajici vrchol.
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P¥evod 3-SAT na IS

(x1VxVx3) A(xV-ax3Vxy) A (xVaxzV-axg) A (axgVxoVxy)

v(x) =1
V(XQ) =1
v(x3) =0
v(xg) =1

Lehce ovéfime, Ze vybrané vrcholy tvofi nezdvislou mnozinu.
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P¥evod 3-SAT na IS

Vybrané vrcholy tvofi nezdvislou mnoZinu, protoze:

o Z kazdé trojice vrcholl odpovidajici jedné klauzuli byl vybran jen
jeden vrchol.

@ Nemohly byt soucasné vybrany vrcholy oznaéené x; a —x;.
(P¥i daném ohodnoceni v m3a hodnotu 1 jen jeden z nich.)
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P¥evod 3-SAT na IS

Na druhou stranu, pokud v grafu G existuje nezavisld mnoZina velikosti k,
musi urcité spliiovat nasledujici vlastnosti:

o Z kazdé trojice vrcholl odpovidajici jedné klauzuli musi byt vybran
nejvyse jeden vrchol.
ProtoZe je ale klauzuli k a je vybrdno k vrchold, musi byt z kazdé
takové trojice vybran pravé jeden.

@ Nemohly byt soucasné vybrany vrcholy oznaéené x; a —x;.

Ohodnoceni tedy zvolime podle vybranych vrcholi, protoze z pfedchoziho
vyplyva, Ze nehrozi, Ze by neexistovalo.
(Zbylym prom&nnym p¥itadime libovolné hodnoty.)

P¥i daném ohodnoceni m3 formule ¢ uréit& hodnotu 1, nebot v kaZdé
klauzuli ma hodnotu 1 alespoii jeden literal.
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P¥evod 3-SAT na IS

Popsany algoritmus je urcité polynomidini:
Graf G a &islo k je mozné zkonstruovat k formuli ¢ v &ase O(n?), kde n je

velikost formule .

Navic jsme vidé&li, Ze ve zkonstruovaném grafu G existuje nezavisld
mnozina velikosti k pravé tehdy, kdyZ formule ¢ je splnitelna.

Popsany algoritmus tedy ukazuje, Ze problém 3-SAT je polynomiding
preveditelny na problém IS.
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NP-uplné problémy

Vezméme si mnozinu v8ech moznych rozhodovacich problémi.
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NP-uplné problémy

Sipkou si zndzornime, Ze problém A je polynomidln& pfeveditelny na
problém B.
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NP-uplné problémy

Napfiklad problém 3-SAT je polynomialné pfeveditelny na problém IS.
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NP-uplné problémy

Vezméme si nyni tfidu NPTIME a né&jaky problém P.
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NP-uplné problémy

Problém P je NP-tézky, jestlize kazdy problém z NPTIME je
polynomidlné preveditelny na P.

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 20. ¥ijna 2024



NP-uplné problémy

Problém P je NP-uplny, jestlize je NP-t&Zky a navic sdm patf¥i do
t¥idy NPTIME.
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NP-uplné problémy

Pokud bychom pro né&jaky NP-tézky problém P nalezli polynomidlni
algoritmus, ziskali bychom tim polynomidlni algoritmus pro kazdy problém
P'z NPTIME:

@ Na vstup problému P' bychom nejprve aplikovali algoritmus realizujici
polynomidlni pfevod z P' na P.

@ Na vytvorfenou instanci problému P bychom aplikovali polynomiaini
algoritmus YeSici problém P a vysledek bychom vrétili jako odpovéd
pro danou instanci problému P

V takovém p¥ipadé by tedy platilo PTIME = NPTIME, nebot pro kazdy
problém z NPTIME by existoval polynomidlni (deterministicky) algoritmus.
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NP-uplné problémy

Na druhou stranu, pokud existuje alespori jeden problém z NPTIME, pro
ktery neexistuje polynomialni algoritmus, tak z pfedchoziho plyne, Ze pro
zadny NP-tézky problém nemiZe existovat polynomidlni algoritmus.

Zda plati prvni nebo druhda moznost, je otevieny problém.
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NP-uplné problémy

Neni tézké si rozmyslet nasledujici:

Pokud je problém A polynomidlné preveditelny na problém B a problém B
je polynomialn& p¥eveditelny na problém C, pak problém A je
polynomialné preveditelny na problém C.

Pokud tedy o n&jakém problému P vime, Ze je NP-tézky a Ze P je
polynomislné preveditelny na problém P', pak vime, Ze i problém P' je
NP-t&zky.
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NP-uplné problémy

Véta (Cook, 1971)
Problém SAT je NP-uplny.

D3 se ukazat, Ze SAT je polynomidlng p¥eveditelny na 3-SAT a vid&li jsme,
Ze 3-SAT je polynomialn& p¥eveditelny na IS.

Z toho plyne, Ze problémy 3-SAT a IS jsou NP-t&Zké.

Neni také t&7ké ukdazat, Ze 3-SAT i IS pat¥i do tfidy NPTIME.

Problémy 3-SAT i IS jsou NP-tplné.
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Ptiklady nékte NP-uplnych problémii

Ze zatim uvedenych problémi jsou NP-tplIné nasledujici t¥i problémy:
@ SAT (splnitelnost booleovskych formulf)

@ 3-SAT

@ IS — problém nezdvislé mnoZiny (independent set)

Na nasledujicich slidech jsou uvedeny nékteré dal$i NP-iplné problémy:

@ CG — vrcholové barveni grafu (pozn.: je NP-dplny i ve specidlnim p¥ipadg, kdy
mame pravé 3 barvy)

VC — vrcholové pokryti grafu (vertex cover)

CLIQUE — problém kliky

HC — problém Hamiltonovského cyklu

HK — problém Hamiltonovské kruZnice

TSP — problém obchodniho cestujiciho (traveling salesman problem)
SUBSET-SUM

ILP — celotiselné linedrni programovéni (integer linear programming)
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h NP-dplnych problémii

NP-obtiZnost téchto problémi je mozné ukazat tak, Ze ukaZzeme
polynomiadlni pfevody z jiz zndmych NP-uplnych problémi:

VvC

4 CLIQUE

/ IS \
SAT —= 3—SAT\ HC

HK TSP

3-CG

SUBSET-SUM

ILP
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Barveni grafu

Barveni grafu

Vstup: Neorientovany graf G, pfirozené &islo k.
Otazka: Lze vrcholy grafu G obarvit k barvami tak, aby 74dné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Pt¥iklad: kK = 3
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Barveni grafu

Barveni grafu
Vstup: Neorientovany graf G, pfirozené &islo k.
Otazka: Lze vrcholy grafu G obarvit k barvami tak, aby 74dné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Pt¥iklad: kK = 3

Odpovéd: NE
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VC — Vrcholové pokryti

VC - vrcholové pokryti (vertex cover)
Vstup: Neorientovany graf G a pfirozené &islo k.

Otéazka: Existuje v grafu G mnoZina vrcholl velikosti k takova, Ze
kaZda hrana ma alesponi jeden sviij vrchol v této mnoziné?

Ptiklad: kK = 6

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 20. ¥ijna 2024



VC — Vrcholové pokryti

VC - vrcholové pokryti (vertex cover)
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CLIQUE - problém kliky

CLIQUE — problém kliky

Vstup: Neorientovany graf G a pfirozené &islo k.

Otazka: Existuje v grafu G mnoZina vrcholl velikosti k takova, Ze
kazdé dva vrcholy této mnoZiny jsou spojeny hranou?

Ptiklad: k =4
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CLIQUE - problém kliky

CLIQUE — problém kliky
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Hamiltonovsky cyklus

HC — Problém ,,Hamiltonovsky cyklus”

Vstup: Orientovany graf G.

Otazka: Existuje v grafu G Hamiltonovsky cyklus (orientovany cyklus
prochazejici kazdym vrcholem pravé jednou)?

Ptiklad:
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Hamiltonovska kruZnice

HK — Problém ,,Hamiltonovska kruznice“

Vstup: Neorientovany graf G.

Otazka: Existuje v grafu G Hamiltonovskd kruZnice (neorientovany
cyklus prochézejici kazdym vrcholem pravé jednou)?

Ptiklad:

Odpovéd: NE
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Hamiltonovska kruZnice

HK — Problém ,,Hamiltonovska kruznice“
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Hamiltonovska kruZnice

HK — Problém ,,Hamiltonovska kruznice“
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Problém obchodniho cestujiciho

TSP - Problém ,,obchodniho cestujiciho”
Vstup: Neorientovany graf G s hranami ohodnocenymi pfirozenymi
&isly a Cislo k.
Otazka: Existuje v grafu G uzavfena cesta prochazejici vSemi vrcholy
takovy, Ze soulet délek hran na této cesté& (vietn&
opakovanych) je maximaln& k?

Ptiklad: k =70
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Problém obchodniho cestujiciho

TSP - Problém ,,obchodniho cestujiciho”
Vstup: Neorientovany graf G s hranami ohodnocenymi pfirozenymi
&isly a Cislo k.
Otazka: Existuje v grafu G uzavfena cesta prochazejici vSemi vrcholy
takovy, Ze soulet délek hran na této cesté& (vietn&
opakovanych) je maximaln& k?

Ptiklad: k =70

Odpov&d: ANO, protoZe byla nalezena cesta se sou¢tem 69.
20. Fijna 2024
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SUBSET-SUM

Problém SUBSET-SUM
Vstup: Sekvence ptirozenych &isel ag, as, ..., a, a p¥irozené &islo s.

Otdzka: Existuje mnoZina | € {1,2,...,n} takova, Ze ) ;.,a; =s?

Jinak Yeeno, ptame se zda z dané (multi)mnoZiny &isel je mozné vybrat
podmnoZzinu, jejiZ soulet je s.

P¥iklad: Pro vstup tvoteny &isly 3,5,2,3,7 a &islem s = 15 je odpovéd
ANO, nebot 3+ 5+ 7 = 15.

Pro vstup tvoreny &isly 3,5,2,3,7 a &islem s = 16 je odpovéd NE, nebot
Zadna podmnoZina téchto &isel nedava soulet 16.
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SUBSET-SUM

Poznamka:
Pofadi &isel a1, as, ..., a, na vstupu neni dileZité.

Vsimnéte si v8ak ur&itého rozdilu oproti tomu, kdybychom problém
formulovali tak, Ze vstupem je mnoZina {a;, a»,...,a,} a &islo s —
v mnoziné se &isla neopakuji, zatimco v sekvenci se miZe totéz &islo
vyskytnout vicekrat.
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SUBSET-SUM

Problém SUBSET-SUM je specidlnim pfipadem problému batohu
(knapsack problem):

Knapsack problem

Vstup: Sekvence dvojic p¥irozenych &isel

(a1, b1), (ap, b)), ..., (an, b,) a dvé& pFirozena &isla s a t.
Otdzka: Existuje mnoZina / € {1,2,...,n} takova, Ze ) ,.,a; < s a

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 20. ¥ijna 2024



SUBSET-SUM

Neformaln& mizeme problém batohu formulovat takto:

Mdme n pfedmétd, kde /-ty pfedmét vazi a; graml a ma cenu b; K& Do
batohu se vejdou pfedméty o maximalni celkové vaze s gramd.

Otéazka zni, zda miZeme z pfedméti vybrat podmnoZinu, kterd by vaZila
maximalné s gram( a méla celkovou cenu alespoii t K&.

Poznamka:

Zde jsme problém batohu formulovali jako rozhodovaci problém.
B&Znégjsi je formulovat tento problém jako optimalizaéni problém, kde je
cilem najit takovou mnoZinu I € {1,2,...,n}, kde hodnota ) .., b; je
maximalni, p¥i¢emZ oviem musi byt dodrzena podminka ) .., a; < s,

tj. vybrat pfedméty s maximalni celkovou cenou tak, aby nebyla
prekrocena kapacita batohu.
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SUBSET-SUM

To, 7e SUBSET-SUM je specidlnim p¥ipadem problému batohu, vidime
z nasledujici jednoduché konstrukce:

Rekn&me, ¥e a;, as, ..., a, s, je instance problému SUBSET-SUM.
Je ocividné, Ze pro instanci problému batohu, kde mame sekvenci
(a1,a1), (a2,a2),..., (ap,a,), s =51 a t =5y, je odpov&d stejnd jako pro

ptvodni instanci SUBSET-SUM.
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SUBSET-SUM

Pokud chceme studovat sloZitost problémi jako jsou SUBSET-SUM nebo
problém batohu, je dobré si nejprve ujasnit, co povazujeme za velikost
vstupu.

Asi nejpfirozengjsi je definovat velikost vstupu jako celkovy pocet biti,
ktery pot¥ebujeme k zapisu instance.

Musime v8ak urcit, jakym zpiisobem jsou na vstupu zadadna pfirozend &isla
— zda bindrn& (pfipadn& v jiné &iselné soustavé o zakladu alespofi 2,
nap¥. desitkové nebo Zestnactkové) nebo undrné.

@ Pokud pocitdme velikost vstupu jako celkovy poéet bitl p¥i pouZiti
binarniho zapisu &isel, tak je problém SUBSET-SUM NP-Gplny
(a neni tedy pro n&j zndm polynomidlni algoritmus).

@ Pokud pocitdme velikost vstupu jako celkovy pocet bitll p¥i pouZiti
unarniho zdpisu, tak existuje pro problém SUBSET-SUM algoritmus
s polynomidlni ¢asovou sloZitosti.
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ILP — celotiselné linearni programovani

Problém ILP (celotiselné linedrni programovani)
Vstup: Celo&iselna matice A a celo&iselny vektor b.
Otazka: Existuje celociselny vektor x, takovy Ze Ax < b?

P¥iklad instance problému:

3 =25 8
A=l 1 0 1 b=| -3
2 1 0 5

Ptame se tedy, zda existuje celodiselné ¥eSeni nasledujici soustavy nerovnic:

3X1 - 2X2 + 5X3 < 8
x1+x3 <= =3
2X1 + X = 5

20. ¥ijna 2024
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ILP — celotiselné linearni programovani

Jednim z FeSeni soustavy

3x1 —2x +5x3 < 8
X1 +Xx3 = -3
2x1+x, < b
je naptiklad x; = =4, x, =1, x3 =1, tj.
—4
X = 1
1
nebot
3-(-4)-2-1+5-1 = -9 < 8
-4+1 = -3 <= -3
2-(-4)+1 = -7 = 5

Pro tuto instanci je tedy odpovéd ANO.
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ILP — celotiselné linearni programovani

Poznamka: Analogicky problém, kdy se pro danou soustavu linedlnich
nerovnic ptame, zda existuje jeji YeSeni v oboru redlnych ¢&isel, je mozné
fesit v polynomidlnim &ase.
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NP-uplné problémy

Znamou knihou zabyvajici se problematikou NP-lplnych problémi je

Michael R. Garey, David S. Johnson: Computers and Intractabi-

lity: A Guide to the Theory of NP-Completeness, W. H. Freeman,
1979.

Kniha mimo jiné obsahuje katalog rliznych NP-(plnych problémi:
@ Je v ném uvedeno pres 300 problémd.

@ U jednotlivych problém jsou uvedeny jejich definice, odkazy na
literaturu a poznamky tykajici se naptiklad toho, které varianty
problému jsou FeSitelné v polynomidlnim Case a které uZ jsou
NP-té&zké, apod.
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NP-uplné problémy

@ Tento katalog je rozdélen do nasledujicich sekci podle oblasti,
do kterych uvedené problémy spadaji:

Graph Theory

Network Design

Sets and Partitions

Storage and Retrieval
Sequencing and Scheduling
Mathematical Programming
Algebra and Number Theory
Games and Puzzles

Logic

Automata and Language Theory
Program Optimization
Miscellaneous

Open Problems
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