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Konfigurace jako data

P¥ipomeiime si, jak vypadaji konfigurace rliznych typi stroji:

o jednopaskovy Turingiiv stroj:
— stav Fidici jednotky, obsah pasky, pozice hlavy

vicepaskovy Turingiiv stroj:
— stav Fidici jednotky, obsahy vSech pasek, pozice viech hlav

stroj RAM:
— adresa provadéné instrukce, obsah pracovni paméti, obsah vstupni
a vystupni pasky

graf Fidiciho toku:
— ¥idici stav (vrchol v grafu Fidiciho toku), obsah paméti (hodnoty
jednotlivych promé&nnych)

Minského stroj:
— stav Fidici jednotky, hodnoty v3ech &itaca
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Konfigurace jako data

Ve v8ech té&chto p¥ipadech (a obecn& i u jinych daldich vypo&etnich

modelil) jsou konfigurace daného stroje kone&né objekty, se kterymi je
mozno pracovat jako s daty:

@ ve vyssich programovacich jazycich mohou byt nap¥iklad
reprezentovany né&jakou vhodné zvolenou datovou strukturou.

@ mohou byt také reprezentovany jako slova v néjaké abeced&
— je tfeba zvolit n&jaky vhodny format zapisu konfiguraci

Tyto datové objekty (datové struktury, slova, apod.) reprezentujici
konfigurace miiZzeme ztotoZnit s t&mito konfiguracemi:

o Kdyz naptiklad ¥fekneme, Ze néco udélame s konfiguraci o, mame tim
na mysli, Ze pracujeme s reprezentaci konfigurace « ve formé& dat.
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Konfigurace jako data

Vezméme si né&jaky konkrétni stroj M:
@ Oznatme Conf mnoZinu viech konfiguraci daného stroje M.

@ Definujme relaci
— & Conf x Conf

jako mnoZinu téch dvojic konfiguraci a a o, pro které plati, Ze
stroj M miZe jednim krokem pfejit z konfigurace o do
konfigurace o', co# budeme zapisovat

1
a —

o Ne&které konfigurace z mnoZziny Conf jsou oznaleny jako koncové
— vypocet v nich (dsp&n&) kondi.
Pro kazdou koncovou konfiguraci « plati, Ze neexistuje Zzadna
. I s v I
konfigurace o takova, Zze a« — «
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Konfigurace jako data

Vypocet daného stroje M pro vstup w € In (kde In je mnoZina moznych
vstupll) je kone&na nebo nekonetnd posloupnost konfiguraci
z mnoziny Conf, tj.

@ koneény vypocet: ag, a1, o, ..., Q;

o nekoneény vypocet: ag, a1, an,...

kde:
@ oy je pocatecni konfigurace pro vstup w

@ Pro kazdé i € N (v p¥ipad& kone¢ného vypo&tu pro kazdé i € N
takové, Ze i < t) plati
o — Qg

o V ptipadé kone¢ného vypoltu je a; koncova konfigurace.

Poznamka: V pfipadg, Ze stroj M je deterministicky, existuje ke kazdé
konfiguraci a nejvySe jedna konfigurace o takova, fe o —> o,
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Konfigurace jako data

S datovymi objekty reprezentujimi konfigurace stroje M miZeme provadét
riizné operace, napt.:

@ pro dany vstup w vyrobit odpovidajici po¢atecni konfiguraci ag
stroje M
@ otestovat, zda dana konfigurace a je koncovou konfiguraci stroje M

— pokud ano, tak z dané konfigurace « urdit, jaky je vystup
stroje M, kdyZ se zastavil v této konfiguraci

@ pro danou konfiguraci «, kterd neni koncova, spoditat konfiguraci o
takovou, Ze stroj M prejde jednim krokem z konfigurace a do
konfigurace o

@ zjistit pro danou dvojici konfiguraci « a o', zda stroj M miZe jednim
krokem pfejit z konfigurace o do konfigurace o

Takovéto operace mohou byt snadno implementovany jako algoritmy.
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Konfigurace jako data

S pouZzitim téchto operaci je moZné snadno implementovat nap¥iklad
simulaci vypoctu stroje M nad vstupem w:

Algoritmus: Simulace vypoctu stroje M nad vstupem w
RUN (w):
a := INIT-CONF(w)
while not Is-FINAL(a) do
| «:= NEXT-CONF(«)
return EXTRACT-OUTPUT ()

kde:
o INIT-CONF(w) — ke vstupu w spoditd potateéni konfiguraci stroje M
@ Is-FINAL(«) — testuje, zda je o koncova konfigurace
o NEXT-CONF(a) — spotitd konfiguraci o takovou, 2e v — o

@ EXTRACT-OUTPUT(ar) — z koncové konfigurace « zjisti vystup stroje M
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Vypocty jako data

V ptipadé konetného vypoctu
Qg — @ — — Q:
je mozné pracovat s timto vypoétem jako s daty.

MiZe byt reprezentovan napfiklad jako:

@ né&jaka vhodna datova struktura reprezentujici posloupnost
konfiguraci

Qo

a1

a2
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Vypocty jako data

V ptipadé konetného vypoctu
Qg — a1 — — Oy

je mozné pracovat s timto vypoétem jako s daty.

MiZe byt reprezentovan napfiklad jako:

@ slovo
#og#a oo # #o #
kde:
e g, a1, ..., oy — slova reprezentujici jednotlivé konfigurace vypoctu

o # — symbol zvoleny jako oddé&lova& konfiguraci
(nevyskytuje se v zdpisu jednotlivych konfiguraci)
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Konfigurace Turingova stroje jako data

UvaZujme naptiklad jednopdskovy Turinglv stroj M = (Q, X, T, 4, qo, F).
Konfigurace takového stroje musi obsahovat informaci o:

@ stavu Fidici jednotky

@ obsahu pasky

@ pozici hlavy
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Konfigurace Turingova stroje jako data

Konfigurace jednopdskového Turingova stroje M miiZeme reprezentovat
naptiklad jako slova v abeced®€ A =T U (Q X T):

BEREHAEE

Toto slovo vZdy obsahuje pravé jeden znak z (Q x I'), ktery vyzna&uje stav
Fidici jednotky i pozici hlavy.
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Konfigurace Turingova stroje jako data

Konfigurace jednopdskového Turingova stroje M miiZeme reprezentovat
naptiklad jako slova v abeced®€ A =T U (Q X T):

BEREHAEE

Poznamka: Znaky z (@ X I') miZeme téZ psét jako |7 | misto | (g, a) |
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Konfigurace Turingova stroje jako data

Konfigurace jednopdskového Turingova stroje M miiZeme reprezentovat
naptiklad jako slova v abeced®€ A =T U (Q X T):

BEREHAEE

Ostatni symboly (z I') reprezentuji obsah pasky.
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Konfigurace Turingova stroje jako data

Konfigurace jednopdskového Turingova stroje M miiZeme reprezentovat
naptiklad jako slova v abeced®€ A =T U (Q X T):

BEREHAEE

Politka pasky, kterd nejsou ve slové vyznadena, obsahuji symbol @
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Konfigurace Turingova stroje jako data

Oznatme Conf mnoZinu v&ech konfiguraci daného stroje

M = (Qaza r757q07F)-

@ Pokud budeme reprezentovat konfigurace Turingova stroje M vyse
popsanym zplisobem jako slova nad abecedou A =T U (Q xT),
miZeme mnoZinu Conf ztotoZnit s mnoZinu téch slov nad
abecedou A, kterd obsahuji pravé jeden vyskyt symbolu
z mnoziny (Q X '), tj. s mnoZinou slov tvaru

u(qg,a)v

kdege Q ael, uverl™.
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Konfigurace Turingova stroje jako data

>z . 7 . * .
Pocatecni konfigurace pro vstup w € ¥, kde w = a1a>*:-a,, je tak
reprezentovana slovem

ar] 2222 | 2] 2] 2t

¢i p¥i pouZiti b&Zného matematického zplsobu zapisu:

(go,a1) azaz -+ ap-1a,

Poznamka: Pokud je w = ¢, je poateéni konfigurace reprezentovana
slovem (qq,0).
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Konfigurace Turingova stroje jako data

Ke kazdé konfiguraci « tvaru

u(g,a)v

kde g € (Q — F), a€ I, u,v €™, existuje pravé jedna konfigurace o
takova, Ye o — a'.

Tato konfigurace « je uréena prechodovou funkci 6.

P¥edpoklidejme, ¥e 6(q,a) = (g, a, d):
e Pokud d =0, pak o' = u(q', a')v.
o Pokud d = —1:

o Pokud u =¢, pak o' = (¢',0)av.
o Pokud u=u'b (kde Jelabe I, pak o =d'(g,b)av.

@ Pokud d = +1:
o Pokud v = ¢, pak o = ua'(q',0).
o Pokud v =bv' (kde beT av' el™), pak o' = ua'(q', b)v'
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Konfigurace Turingova stroje jako data

Koncové konfigurace jsou konfigurace tvaru

u(q,a)v

kdege F,a€el, u,ver*.
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Vypocet Turingova stroje jako data

Koneény vypolet Turingova stroje
Qp —> Q1 —> Qp —> Qa3 —> . T2 O] T O

pak miZe byt reprezentovan napftiklad jako:

@ posloupnost konfiguraci oddélenych néjakym specialnim
symbolem # ¢ A.

— tj. jako jedno dlouhé slovo nad abecedou A U {#}

o tabulka, jejiz policka obsahuji symboly z abecedy A, kde Fadky
odpovidaji jednotlivym konfiguracim a sloupce pozicim na pasce.
Vsimnéte si, Ze v této reprezentaci je obsah poli¢ka na ¥adku i

(kde i > 0) a ve sloupci j pIn& urten popisem stroje M a obsahem
poli¢ek ve sloupcich j — 1, j a j+ 1 na ¥adku / — 1.
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Vypocet Turingova stroje jako data

Pokud mdme danu néjakou takovou reprezentaci kone¢ného vypoctu

stroje M nad vstupem w, napfiklad ve formé& slova tvofeného posloupnosti
konfiguraci, tabulkou, apod., miZeme na této reprezentaci testovat
naptiklad, jestli:

@ «y je opravdu pocateéni konfigurace stroje M pro vstup w.
@ pro kazdé i < t plati a; — ;1.

@ «; je koncova konfigurace a jaky je p¥ipadné vystup stroje M v této
konfiguraci.

To, Ze napfiklad stroj M d&va pro dany vstup w odpovéd ANO, pak plati
pravé tehdy, kdyZ existuje reprezentace vypoctu stroje M nad slovem w
spliiujici vy$e uvedené podminky a navic jeSté to, Ze v koncové

konfiguraci «; vraci stroj M jako vystup hodnotu ANO.
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Kdéd Turingova stroje jako data

Popis libovolného Turingova stroje M (& jiného vypotetniho modelu)
miZeme rovnéZ reprezentovat ve formé& dat — nap¥. ve formé& slova nad
néjakou abecedou.

Zapisem Code(M) ozname takovouto reprezentaci stroje M (v n&jakém
konkrétnim formatu).

@ Zipis Code( M) bude obsahovat informace o stavech Fidici jednotky,
o prechodové funkci, atd.

e Na Code(M) miZzeme nahlizet jako na kéd programu.
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Univerzalni Turinglv stroj

Univerzalni Turingiv stroj U je stroj, ktery kdyZ dostane jako vstup
Code(M) a slovo w € ¥* (kde X je vstupni abeceda stroje M), za¥ne
simulovat &innost stroje M nad vstupem w.

(Vstup Code(M) a w miZe dostat stroj U naptiklad ve form& slova
Code(M)#w.)

UniverzdIni Turinglv stroj je tedy schopen vykondvat &innost libovolného
jiného Turingova stroje (jehoZ popis dostane jako sou&ast vstupu).

Poznamka: Odpovida to situaci, kdy mdme:

e hardware potitate (stroj U), ktery je schopen vykonavat libovolny
algoritmus

@ kéd programu (Code(M)) spousténého na tomto potitadi

@ vstupni data pro tento program (slovo w)
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Univerzalni Turingovy stroje

Poznamka: Daji se sestrojit prekvapivé malé univerzalni Turingovy stroje.
Napftiklad jsou zndmy univerzalni Turingovy stroje, které simuluji &innost
zadaného jednopdaskového Turingova stroje, které maji:

3 stavy a 11 symboli

5 stavli a 7 symboli

°
°

@ 6 stavil a 6 symboli
@ 7 stavid a 5 symboli
°

8 stavi a 4 symboly

s s

(Pottem stavii se zde mysli polet stavi Fidici jednotky Q, p¥icemz se

nepoditaji koncové stavy. Potem symboli se mysli velikost paskové
abecedy I daného univerzélniho stroje.)

Daji se sestrojit dokonce jesté mensi univerzaIni Turingovovy stroje, které
ov&em nesimuluji Turinglivy stroje, nybrz n&které jiné druhy (extrémn&
omezenych) Turingovsky tplnych modeli.
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Nerozhodnutelné problémy
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Algoritmicky fesitelné problémy

Pt¥edpokladejme, Ze mame dén né&jaky problém P.

Jestlize existuje n&jaky algoritmus, ktery ¥esi problém P, pak fikdme, Ze
problém P je algoritmicky FeSitelny.

JestliZze P je rozhodovaci problém a jestliZze existuje n&jaky algoritmus,
ktery problém P ¥esi, pak ¥ikdme, Ze problém P je (algoritmicky)
rozhodnutelny.

KdyZ chceme ukazat, Ze problém P je algoritmicky YeSitelny, sta&i ukazat
n&jaky algoritmus, ktery ho ¥esi (a p¥ipadné ukazat, Ze dany algoritmus

N4

problém P skute¢né Yesi).
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Algoritmicky nefeSitelné problémy

Problém, ktery neni algoritmicky FeSitelny, je algoritmicky nefesitelny.

Rozhodovaci problém, ktery neni rozhodnutelny, je nerozhodnutelny.

Kupodivu existuje ¥ada algoritmickych problémd (pfesn& definovanych),
o kterych je dokazano, Ze nejsou algoritmicky FeSitelné.
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Halting Problem

Vezméme si n&jaky libovolny obecny programovaci jazyk L.

Navic p¥edpoklddejme, Ze programy v jazyce £ b&Zi na néjakém
idealizovaném stroji, kde maji k dispozici (potencidln&) neomezené

mnoZstvi paméti — tj. kde alokace paméti nikdy neselZe kvili nedostatku
paméti.

P¥iklad: N&sledujici problém zvany Problém zastaveni (Halting
problem) je nerozhodnutelny:

Halting problem

Vstup: Zdrojovy kéd programu P v jazyce L, vstupni data x.

Otazka: Zastavi se program P po néjakém kone¢ném poctu kroki,
pokud dostane jako vstup data x?
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Halting Problem

Ptredpokladejme, Ze by existoval néjaky program, ktery by rozhodoval
Halting problem.

Mohli bychom tedy vytvofit podprogram H, deklarovany jako
Bool H(String kod, String vstup)

kde H(P, x) vréati:
@ true pokud se program P zastavi pro vstup x,

o false pokud se program P nezastavi pro vstup x.

Poznamka: Rekn&me, e podprogram H(P, x) by vracel false v p¥ipadg,
Ze P neni syntakticky spravny kéd programu, nebo pokud by doslo
k néjaké chybé za b&hu programu P na vstupu x.
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Halting Problem

S pouZitim podprogramu H bychom vytvo¥ili program D, ktery bude
provadét nasledujici kroky:

o Nat&te svilj vstup do prom&nné x typu String.
@ Zavold podprogram H(x, x).

@ Pokud podprogram H vratil true, sko&i do nekoneéné smycky
loop: goto loop

V pfipadg, ze H vratil false, program D se ukondi.

Co udéla program D, pokud mu p¥edlozime jako vstup jeho vlastni kéd?
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Halting Problem

Pokud D dostane jako vstup sviij vlastni kéd, tak se bud zastavi nebo
nezastavi.

@ Pokud se D zastavi, tak H(D, D) vrati true a D sko& do nekone&né
smy¢ky. Spor!

@ Pokud se D nezastavi, tak H(D, D) vrati false a D se zastavi. Spor!

V obou p¥ipadech dosp&jeme ke sporu a dalsi moznost neni. NemiiZe tedy
platit pfedpoklad, Zze H ¥esi Halting problem.
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Castecné rozhodnutelné problémy

Rozhodovaci problém P je €¢astecné rozhodnutelny, jestliZze existuje
algoritmus A, ktery:

@ Pokud dostane jako vstup instanci problému P, pro kterou je spravna
odpovéd ANO, tak se na tomto vstupu po kone&ném pottu krokii
zastavi a dd odpovéd ANO.

@ Pokud dostane jako vstup instanci problému P, pro kterou je spravnd
odpovéd NE, tak se na tomto vstupu bud zastavi a d4 odpovéd NE
nebo se na tomto vstupu nikdy nezastavi.
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Castecné rozhodnutelné problémy

Poznamky:

o Algoritmus A, ktery &iste&né rozhoduje problém P, se tedy nemusi
zastavit pro v8echny vstupy, ale jen pro vstupy, pro které je
odpovéd ANoO.

o Algoritmus A také samoz¥ejmé nesmi ddvat chybné odpovédi pro
vstupy, pro které zastavi.

o Je ocividné, ze kazdy rozhodnutelny problém je také ¢astetné
rozhodnutelny:
— Algoritmus A, ktery dany rozhodovaci problém P ¥esi, jej také
¢astecné rozhoduje.

o Existuji ¢aste¢né rozhodnutelné problémy, které nejsou rozhodnutelné.
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N4

Céstetné rozhodnutelné problémy

P¥iklad: Halting problem (HP) je typickym p¥ikladem problému, ktery je
¢astelné rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny.

Algoritmus A, ktery jej &aste¢né rozhoduje:
o Nadist program P a vstupni data x.
@ Simulovat &innost programu P na vstupnich datech x krok po kroku.

e Pokud tato simulace skon&i (tj. pokud se vypolet programu P nad
daty x po n&jakém kone¢ném po&tu kroki zastavi), vypsat
odpovéd ANO.

@ Pokud se vypocet programu P nad vstupnimi daty x nikdy nezastavi,
pobé&Zi i simulace donekone&na.
— To je v poradku, protoZe spravna odpovéd je v tomto p¥ipadé NE
a algoritmus A tedy miZe pro vstup tvofeny dvojici P a x b&Zet
donekoneéna.
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Dopliikové problémy

Dopliikovy problém k danému rozhodovacimu problému P je problém,
kde vstupy jsou stejné jako u problému P a otdzka je negaci otazky

z problému P.

Ptiklady:
o Doplitkovy problém k Halting problému:

Vstup: Zdrojovy kéd programu P v jazyce L, vstupni data x.
Otazka: Pokud program P dostane jako vstup data x, pob&Zi do
nekonena (tj. nezastavi se na nich)?

o Doplitkovy problém k problému SAT:

Vstup: Booleovska formule ¢.
Otazka: Je formule ¢ nesplnitelna (tj. je kontradikci)?
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Dopliikové problémy

@ Pokud je P néjaky rozhodovaci problém, jeho doplitkovy problém
budeme oznaZovat is a decision problem, its complement problem will
be denoted P.

o Je zjevné, Ze problém P je rozhodnutelny pravé tehdy, kdyZ jeho
dopliikovy problém P je rozhodnutelny:
— Z algoritmu A, ktery Ye$i problém P, snadno dostaneme
algoritmus A’ vedici problém P tak, Ze A' pro dany vstup zavola A
jako podprogram, jim vracenou odpovéd zneguje a tuto znegovanou
odpovéd vrati jako vystup.
— Zcela analogicky miizeme algoritmus Yesici problém P upravit na
algoritmus ¥eSici problém P.

@ Pokud v8ak problém P rozhodnutelny neni, neni moZné, aby
problémy P i P byly oba ¢aste¢né rozhodnutelné.

Plyne to z nasledujici véty.
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Postova véta

Postova véta

Pro kazdy rozhodovaci problém P plati, Ze jestlize problém P i jeho
doplrikovy problém P jsou &aste¢né rozhodnutelné, pak je problém P
rozhodnutelny.

Duikaz:
o Ptedpoklddejme, Ze problém P je &aste¢n& rozhodnutelny, a Ze tedy
existuje n&jaky algoritmus Ay, ktery jej &dsteéné rozhoduje.
MiiZzeme navic predpokladat, Ze algoritmus A se zastavi pravé pro ty
instance problému P, pro které je odpovéd ANO.

o PYedpoklidejme dle, e problém P je &istetn& rozhodnutelny, a Ze
tedy existuje n&jaky algoritmus A,, ktery jej &astetn& rozhoduje.
MiiZeme navic pfedpoklddat, Ze algoritmus A se zastavi pravé pro ty

instance problému P, pro které je odpovéd ANO, tedy pravé pro ty
instance, pro které je v problému P odpovéd NE.
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Postova véta

o Algoritmus, ktery by mél fesit problém P, nemiiZe pracovat tak, Ze by
pfimo volal algoritmy A; nebo A, jako podprogramy, protoZe pro
nékteré vstupy mohou tyto algoritmy b&Zet donekonedna.

@ Pro kazdy vstup x problému P se ale vZdy jeden z t&chto algoritmii
po koneé¢ném po&tu krokl zastavi.

o Algoritmus A ¥esici problém P tedy miZe pracovat tak, Ze zatne
simulovat &innost obou algoritmidl A; a A na daném vstupu x
paralelné:

o Pamatuje si konfigurace obou paralelné béZicich algoritma.

o Na t&hto konfiguracich provadi st¥idavé vzdy jeden krok (nebo i vice
kroki) algoritmu A; a jeden krok (nebo vice kroki) algoritmu Aj.
o Jakmile jeden z t&chto algoritmi dosdhne koncové konfigurace, &innost
algoritmu A se ukon&i a algoritmus A vrati p¥islusnou odpovéd':
ANO — pokud se zastavil A;, NE — pokud se zastavil A,
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Postova véta

Z Postovy véty plyne nasledujici:

Doplitkovy problém k Halting problému neni ¢aste¢né rozhodnutelny.

Dukaz:

@ Halting problem je &aste¢né rozhodnutelny.

@ Pokud by i jeho dopliikovy problém byl ¢aste¢né rozhodnutelny,
tak podle Postovy véty by byl Halting problem rozhodnutelny.

@ To je ovdem ve sporu s jiz dfive dokdzanym faktem, Ze Halting
problem je nerozhodnutelny. Doplitkovy problém k Halting problému
tedy nemiize byt ¢astecné rozhodnutelny.

Stejnou tvahou je moZné pro kazdy &aste€né rozhodnutelny problém P,
ktery neni rozhodnutelny, zddvodnit, Ze jeho dopliikovy problém P nenfi
Castelné rozhodnutelny.
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Castec¢na rozhodnutelnost — alternativni charakterizace

Castecnou rozhodnutelnost problému P je alternativné moZné
charakterizovat ndsledujicim zptsobem:

o Prtedpokladejme, Ze In je mnoZina vstupt problému P.

o PYedpokladajme dile, Ze W je mnoZina potencialnich svédki toho,
e pro danou instanci x € In je sprdvnd odpovéd ANO:

Problém P je ¢astecné rozhodnutelny pravé tehdy, kdyz existuje
algoritmus A, ktery pro kaZdou dvojici (x, w), kde x € Ina w € W, po
kone¢ném poctu kroki urci, zda w je skute€énym svédkem dosvéd&ujicim,
e odpoved pro x je skute¢n& ANO, tj.

odpovéd pro x € In je ANO
—

existuje néjaky skuteény svédek w € W
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Castec¢na rozhodnutelnost — alternativni charakterizace

Pro jednoduchost ptedpokladejme, Ze In i W jsou mnoZiny slov nad
n&jakou abecedou ¥ (nap¥. {0,1}).

o PYedpoklddejme, Ze pro problém P existuje algoritmus A, ktery se
zastavi (a vydd vystup ANO) pravé pro ty vstupy x € In, pro které je
odpoved ANO:

o Jako mnoZinu potencialnich sv&dkl VW m(iZeme uvaZovat zapisy
vypottl algoritmu A nad riznymi vstupy (ve formé& posloupnosti
konfigurac).

o Posloupnost konfiguraci w bude (skute&nym) svédkem pro x
pravé tehdy, bude-li w korektnim zapisem koneéného vypoctu
algoritmu A nad vstupem x, ktery da vystup ANO.
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Castec¢na rozhodnutelnost — alternativni charakterizace

o Ptedpokladejme, Ze pro problém P existuje mnoZina potencidlnich
sv&dkd W a algoritmus A, ktery pro kazdou dvojici (x, w), kde x € In
a w € W umi rozhodnout, zda je w skute¢nym svédkem toho, Ze pro
x je odpovéd ANO.
MiZeme pak sestrojit algoritmus A’ ktery bude ¢aste¢né rozhodovat
problém P:

o Algoritmus A" dostane vstup x € In.

o Algoritmus A' bude postupné generovat vdechny potencialni
svédky, tj. v8echny prvky z mnoziny W, jako posloupnost
Wp, Wy, Wa, . .. (nap¥. v8echna slova nad danou abecedou v po¥adi
podle délky a v rdmci stejné délky v lexikografickém potadhi)

o Pro kaZdého vygenerovaného potencidlniho svédka w; zavold pro
dvojici (x, w;) jako podprogram algoritmus A.
Pokud ten vrati odpovéd ANO, algoritmus A’ skon&i
s odpovédi ANO.
Jinak bude pokracovat generovanim dal$iho potencialniho svédka.
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Castec¢na rozhodnutelnost — alternativni charakterizace

Jesté jina charakterizace ¢aste¢né rozhodnutelnych problémi vypada takto:

Problém P je ¢astecné rozhodnutelny pravé tehdy, pokud existuje
algoritmus A, ktery:
@ Neocekava nic na vstupu.

@ B&Zi do nekonetna.

@ Jako sviij vystup postupné vypisuje posloupnost instanci problému P:
X0, X1, X2, - - -
Jednotlivé instance jsou od sebe oddéleny né&jakym vhodnym
zplsobem, nap¥. néjakym specidlnim znakem, aby bylo poznat,
kdy bylo dokon&eno vypsani kazdé jednotlivé instance.

@ Tato posloupnost je tvorena pravé témi instancemi problému P, pro
které je odpovéd ANO, tj. kazdd takovd instance se po n&jakém
kone&ném po&tu kroki algoritmu A v této posloupnosti objevi.
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Castec¢na rozhodnutelnost — alternativni charakterizace

Pokud mame takovy algoritmus A generujici (potencidln& nekone&nou)
posloupnost véech instanci problému P, pro které je odpovéd ANO,
miZeme pomoci n&j snadno sestrojit algoritmus A’ ktery Castetné
rozhoduje problém P:

o Algoritmus A' natte vstup x a uloZi si jej do paméti.
o Algoritmus A' zagne simulovat jednotlivé kroky algoritmu A.
o Vidy, kdyZ A vygeneruje daldi instanci x; problému P, je simulace

pFerudena a A' otestuje, zda x; = x.

Pokud plati x; = x, &innost programu A' skon&i a A' vyd3
vystup ANO.

Pokud plati x; # x, bude A' pokraovat v simulaci algoritmu A,
dokud nebude vygenerovana dal%i instance, pro kterou je
odpovéd ANO, a cely cyklus se znova opakuje.
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Castec¢na rozhodnutelnost — alternativni charakterizace

Naopak, pokud mdme algoritmus A, ktery &aste¢n& rozhoduje problém P
(tj. zastavi se a vrati odpov&d ANO pravé pro ty vstupy, pro které je
odpov&d ANO), je moZné vytvorit algoritmus A', ktery pob&# do
nekonecna a bude postupné generovat posloupnost vSech instanci
problému P, pro které je odpovéd ANO:

o Algoritmus A' bude postupné generovat v8echny instance problému P
z mnoZiny In.

o Algoritmus A" bude simulovat &innost algoritmu A na téchto
instancich.

o Algoritmus A’ to ale nemiize délat tak, Ze by zac¢al simulovat &innost
algoritmu A na dané instanci x; a simuloval ho tak dlouho, aZ tento
vypolet skondi, protoZe dany vypodet nemusi skondit nikdy, a Al by se
k dalsim instancim nikdy nedostal.
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Castec¢na rozhodnutelnost — alternativni charakterizace

o Algoritmus A’ to bude d&lat tak, Ze &nnost algoritmu A bude
simulovat na mnoha vstupech paralelné.
Bude donekonetna opakovat cyklus, kdy v jedné iteraci tohoto cyklu
provede vZdy nasledujici:

o Odsimuluje jeden krok vypo&tu pro kazdy dosud simulovany
vypocet.

o MnoZinu dosud bézicich simulovanych vypocti rozsifi o dalsi
simulovany vypocet algoritmu A, kdy jeho vstupem bude
ndsledujici instance z mnoZiny In.

o Jakmile néktery ze simulovanych vypoctl skonéi
s odpovédi ANO, algoritmus A vypiSe vstup tohoto vypoltu na
vystup.

(Aby mohl tento vystup vypsat, musi si algoritmus A" u kazdého
z momentalné simulovanych vypoltl pamatovat, jak vypadal
vstup tohoto vypo&tu.)
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Castec¢na rozhodnutelnost — alternativni charakterizace

Ndsledujici ¢tvrtd moznost charakterizace &asteéné rozhodnutelnych
problémd je dost podobna té predchozi:

Problém P je ¢astecné rozhodnutelny pravé tehdy, pokud existuje
algoritmus A, ktery ma nasledujici vlastnosti:

o Jako sviij vstup otekdva pfirozené &islo i (tj. i € N).

@ Pro libovolny vstup i € N se algoritmus A po kone¢ném poctu kroki

zastavi a vyda jako sviij vystup né&jakou instanci problému P, pro
kterou je odpovéd ANO.

@ Pokud zapisem f (i) ozna&ime vystup algoritmu A pro vstup i, bude
platit, Ze nekone¢nd posloupnost
£(0), f(1),£(2),...
bude obsahovat v8echny instance problému P, pro které je
odpovéd ANoO.
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Castec¢na rozhodnutelnost — alternativni charakterizace

Poznamka:

@ Vy%e uvedend charakterizace ptedpoklada, Ze existuje alespoii jedna
instance problému P, pro kterou je odpoved ANO.

o Je zjevné, Ze s pouZitim s algoritmu A s vy3e uvedenymi vlastnostmi
je moZné snadno sestrojit algoritmus, ktery pobéZi donekonecna
a bude postupné generovat vSechny instance problému P, pro které je
odpovéd ANO.

NT o4

@ Pokud naopak mame algoritmus A' b&ici donekonetna a generujici
véechny instance, pro které je odpovéd ANO, je snadné sestrojit
algoritmus A s vySe uvedenymi vlastnostmi:

o Nacte &islo i a uloZi jej do &itace k.
o Bude simulovat &innost algoritmu A’ po jednotlivych krocich.
Vzdy, kdyZ A' vygeneruje dal¥f instanci problému P, sni¥i &ita& k o 1.
o Jakmile ¢itag k klesne na nulu, bude pokracovat v simulaci
algoritmu A' tak dlouho, dokud nevygeneruje nasledujici instanci.
e Tuto instanci vyda jako vystup a simulaci ukon&i.
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Rekurzivni a rekurzivné spocetné mnoziny

V literatufe se b&Zné pouziva také ndsledujici terminologie:
Reknéme, Ze A je mnozina té&ch instanci problému P, pro které je
odpovéd ANO.

e MnoZina A se nazyva rekurzivni (recursive), jestlize existuje
algoritmus, ktery pro kaZdou instanci x uréi, zda x pat¥ do A,
tj. jestlize je problém P algoritmicky rozhodnutelny.

@ MnoZina A se nazyva rekurzivné spotetna (recursively
enumerable), jestlize existuje algoritmus, ktery bude postupn&
vypisovat v8echny tyto instance, tj. pokud je &aste¢né rozhodnutelné
pro kaZdou instanci x, zda dana instance patfi do mnoziny A.
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P¥evody mezi problémy

Pokud mame o n&jakém (rozhodovacim) problému dokazano, Ze je
nerozhodnutelny, mizeme ukazat nerozhodnutelnost dalSich problémii
pomoci redukci (pfevodii) mezi problémy.

Problém Py je pfeveditelny na problém P,, jestliZe existuje
algoritmus Alg takovy, Ze:

@ Jako vstup miiZe dostat libovolnou instanci problému P;.

e K instanci problému P, kterou dostane jako vstup (oznatme ji w),
vyprodukuje jako svij vystup instanci problému P, (ozna&me ji
Alg(w)).

e Plati, Ze pro vstup w je v problému P; odpovéd ANO pravé tehdy,
kdy? pro vstup Alg(w) je v problému P, odpovéd ANO.
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P¥evody mezi problémy

vstupy problému P; vstupy problému P,
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P¥evody mezi problémy

vstupy problému P; vstupy problému P,

Alg
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P¥evody mezi problémy

Rekn&me, e existuje redukce Alg problému P na problém Ps.

Pokud by problém P, byl rozhodnutelny, pak i problém Py je
rozhodnutelny.

ReZeni problému P; pro vstup x:
@ Zavoldme Alg se vstupem x, vrati ndm hodnotu Alg(x).
@ Zavoldme algoritmus Yesici problém P, se vstupem Alg(x).

@ Hodnotu, kterou ndm vrati, vypiSeme jako vysledek.

Je zfejmé, Ze pokud P; je nerozhodnutelny, tak P, nemiiZe byt
rozhodnutelny.
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Halting problem

Pro téely ditkazdi nerozhodnutelnosti dalich problému pomoci redukci se
Halting problem &asto pouZiva v nasledujici podobé:

Halting problem
Vstup: Popis Turingova stroje M a slovo w.

Otédzka: Zastavi se stroj M po n&jakém koneéném poctu krokd,
pokud dostane jako sviij vstup slovo w?
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Halting problem

Tento problém je nerozhodnutelny i v pFipadé, kdy pfedpokladame, Ze
vstupem pro stroj M je prazdné slovo &:

Halting problem (kde vstup je ¢)
Vstup: Popis Turingova stroje M.

Otazka: Zastavi se stroj M po né&jakém kone¢ném poctu krokd,
pokud dostane jako svij vstup slovo €7

Redukce ze standardniho Halting problému na tuto variantu je jednoducha.

K danému stroji M se vstupem w sestrojime stroj M, ktery:

@ ZapiSe na pasku slovo w a prfesune hlavu zpét na zalatek.

@ Zalne se chovat jako M.
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Halting problem

U Halting problému pouZivaného p¥i redukcich, které slouZi k diikazim
nerozhodnutelnosti dalsich problémi, mize byt nékdy vyhodné
predpokladat riizna dalsi omezeni na dany Turingtv stroj M, napf¥.:

a

@ Ze pouZziva jen jednu pasku, kterd je jednostranné nekonelna

Ze pouziva paskovou abecedu {0,1}

Ze po skonceni vypoctu se hlava nachazi na stejné pozici,
na jaké se nachazela na zadatku

Ze po skonéeni je obsah pdsky prazdny
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Halting problem

Halting problém se také pfi redukcich ¢asto pouzivd ve varianté, kdy je
misto Turingova stroje pouzit Minského stroj:

Halting problem (pro Minského stroj)

Vstup: Popis Minského stroje M.

Otdzka: Zastavi se dany stroj M po kone&ném poctu krokli pokud
zacne v konfiguraci, kde vSechny &itace budou na zadatku
obsahovat hodnotu 07?

Poznamka: Také zde miiZe byt vyhodné pouZzivat rizné zjednodusujici
predpoklady, nap¥.:

@ Ze se stroj nikdy nepokusi sniZit o 1 &itad, jehoZ hodnota je O

@ Ze &itae jsou jen dva

@ Ze po skonceni vypoltu vSechny &itae obsahuji hodnotu 0
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Kachli¢kovani roviny

UkaZeme si jiny pfiklad nerozhodnutelného problému.

Vstupem je mnoZina typ( kachli¢ek, jako tfeba:

< X

Otéazka je, zda je moZné pouZitim danych typl kachli¢ek pokryt celou
nekonenou rovinu tak, aby v8echny kachli¢ky spolu sousedily stejnymi
barvami.

Poznamka: MizZeme ptedpokladat, Ze mame v zasobé neomezené
mnoZstvi kachli¢ek vech typd.

Kachli¢ky neni dovoleno otdcet.
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Kachli¢kovani roviny
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Kachli¢kovani roviny

Vice formaln& miZeme tento problém popsat takto:

o Ptedpokladejme, Ze C je né&jakd kone¢nd mnoZzina barev.

@ Mnozina {N,S,E, W} predstavuje &ty¥i sméry — sever, jih, vychod,
zapad.
o Typ kachli¢ky je dan jako pfifazeni barev jednotlivym smérim,
tj. jako funkce 7 : {N,S,E,W} - C.
o Ptedpokladejme, Ze mame danu mnoZinu typt kachli¢ek
T = {7_177_27 s 7Tn}-
o Pokryti roviny kachlitkami je funkce p : Z X Z — T spliiujici
ndsledujici dv& podminky pro kazdé i,j € Z:
o Pokud p(i,j) =7ap(i+1,j) =7, tak 7(E) = 7 (W).
o Pokud p(i,j) =7ap(i,j+1) =17, tak 7(N) = 7'(8).
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Kachli¢kovani roviny

UvaZujme ndsledujici variantu problému:

Vstup: MnoZina typl kachlitek 7 = {71, 7>,...,7,} a po&ate¢ni
kachli¢ka 79 € T .

Otdzka: Existuje n&jaké pokryti roviny p kachlickami z mnoZiny T
takové, ze p(0,0) = 797

V této varianté je tedy jeden z typl kachli¢ek vy&lenén jako specidlni
a ptame se, zda je mozné pokryt celou rovinu tak, aby byl tento typ pouZit.
(Ostatni typy kachlicek mohou a nemusi byt pouZzity.)
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Kachli¢kovani roviny

Nerozhodnutelnost tohoto problému (resp. doplitkového problému
k tomuto problému) je mozné dokazat nap¥iklad pomoci redukce z Halting
problému v nasledujici varianté :

Vstup: Turinglv stroj M = (Q,X,T,6, qo,{gr}).
Otdzka: Zastavi se Turinglv stroj M po kone&ném poctu krokd,
pokud jako vstup dostane prazdné slovo ¢ ?

Popiseme algoritmus, ktery:

@ Dostane jako vstup popis Turingova stroje M = (Q,X,T,4, g0, {qr}).

e K danému stroji M vyrobi (a vyda jako vystup) mnoZinu typl
kachli¢ek T se specialni vy&len&nou kachli¢ckou 79 € 7.

o Bude platit: Celou rovinu bude mozné pokryt pouZitim kachli¢ek z T
tak, aby na pozici (0,0) byla kachli¢ka g, pravé tehdy, kdyZ se
stroj M na vstupu ¢ nikdy nezastavi (tj. jeho vypoZet bude
nekoneny).
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Kachli¢kovani roviny

Algoritmus vyrobi kachli¢ky pro dany stroj M nasledujicim zplsobem
(v ndsledujicim popisu kachli¢ek jsou kromé& barev pouZity také nazvy
prvki z mnoZin @, I a (Q X ') — nahrazenf{ t&hto ndzvi prvkid daldimi
barvami je pfimocaré):
o Prokazdé g, € Q— Faa,a €T, kde 6(q,a) = (¢, a,-1),
pfidame nasledujici typ kachli¢ky:

o Proka?dé q,g € Q— Faa,a €T, kde 0(g,a) = (q',a', +1),
pfidame nasledujici typ kachli¢ky:

P
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Kachli¢kovani roviny

@ Pro kazdé q' € @ a a € I pfidame nasledujici dva typy kachli¢ek:

@ Pro kaZzdé a € ' p¥idame nasledujici typ kachli¢ek:

v
D
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Kachli¢kovani roviny

@ PYidame nasledujici t¥i typy kachli¢ek
(prostiedni z nich bude vy¢len&na jako pocateéni kachlitka 7p):

M K X

(Symbol O € T zde reprezentuje symbol blank Turingova stroje of the
Turing machine M.)

o Nakonec pfiddme také , prdzdny” typ kachli¢ky:
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Kachli¢kovani roviny

Rekn&me, %e vypolet Turingova stroje nad prazdnym slovem je tvoten
posloupnosti konfiguraci

Qp, O, A2, - . .
Neni téZké si promyslet nasledujici ohledné vypliiovani roviny kachli¢kami
vyZe popsanych typl (kdyZ na pozici (0,0) bude uvedend kachlitka 7p):
@ Barvy na hornich okrajich kachli¢ek v ¥adku 0 budou muset odpovidat
konfiguraci ay.
@ To vynuti, Ze barvy na hornich okrajich kachli¢ek v ¥adku 1 budou
muset odpovidat konfiguraci «;.

@ To vynuti, Ze barvy na hornich okrajich kachli¢ek v ¥adku 2 budou
muset odpovidat konfiguraci as.
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Kachli¢kovani roviny

Obecné tedy bude muset platit pro kazdé /, kde i = 0:

@ Barvy na hornich okrajich kachli¢ek v ¥adku i odpovidaji
konfiguraci «;.

To je ale mozné, jen pokud je vypolet stroj M nad vstupem & nekonelny.

V pFipad&, Ze bude dosaZena koncovd konfigurace (nap¥. na ¥adku t),
nasledujici ¥adek (t + 1) nebude moZné doplnit.
Pokud vypolet bude nekonecny:

@ mame moznost vyplnit viechny ¥adky 7, kde i = 0.

Bez ohledu na to, jestli je vypocet koneény nebo nekonetny a jak presné
bude vypadat vyplnéni ¥adka 0, 1, 2, ..., ¥adky —1, =2, =3, ... je mozné
vyplnit ,,prazdnymi* kachli¢kami.
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Kachli¢kovani roviny

Vidime tedy, Ze plati nasledujici:

o Jestlize je vypolet M nad € nekoneény, je mozné sestrojenou sadou
kachli¢ek vyplnit celou rovinu.

o Jestlize se vypocet M nad € po kone¢ném poctu kroki zastavi, celou
rovinu danymi kachlickami vyplnit nelze.

Pokud by tedy existoval algoritmus, ktery by umél pro libovolnou sadu

kachlitek (a danou potatetni kachli¢ku) urtit, zda je mozné pomoci ni
vyplnit celou rovinu, bylo by mozné tento algoritmus pouZit i pro feSeni
Halting problému.

To ale nelze (uZ vime, Ze neexistuje algorimus, ktery by ¥e%il Halting
problém), takZe zadny takovy algoritmus existovat nemuZe.
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Kachli¢kovani roviny

Poznamka: D3 se dokazat, Ze problém kachli¢kovani roviny je
nerozhodnutelny i ve variantg, kdy nenfi specifikovdna Zadna , pocate¢ni”
kachli¢ka:

Vstup: MnoZina typl kachlitek 7 = {71, 7,...,7h}.
Otazka: Existuje néjaké pokryti roviny kachli¢kami z mnoziny 7 7

Diikaz je technicky komplikovangjsi, ale je také postaven na podobnych
myslenkach, jaké byly uvedeny vy$e — tj. kddovani vypoctu Turingova
stroje, kdy je rovinu moZné pokryt jen v pfipadé, Ze je vypolet daného
stroje nekonelny.
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Postiiv korespondenéni problém

Vstupem je mnoZzina typl karti¢ek, jako tfeba:

abb a bab baba aba

bbab aa ab aa a

Otézka je, zda je mozné z téchto typu karti¢ek vytvoFit neprazdnou
kone¢nou posloupnost, kde zfetézenim slov nahote i dole vznikne totéz
slovo. Kazdy typ karti¢ky je moZné pouzivat opakované.

a abb abb baba abb aba

aa bbab bbab aa bbab a

Nahote i dole vznikne slovo aabbabbbabaabbaba.
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Postiiv korespondenéni problém

Tento problém se oznaluje jako Postiiv korespondenéni problém
(Post Correspondence Problem — PCP):

Postlv korespondentni problém (PCP)

Vstup: Posloupnosti slov uy, uy, ..., u, a vi, vs, ..., v, nad néjakou
abecedou ¥.
Otazka: Existuje né&jaka posloupnost iy, i, . .., iy, kde m = 1, kde pro

kazdé ij; plati 1 < i; < n, a kde

Uj Upy-=Uj = Vi Vi,** Vi ?

m
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Postiiv korespondenéni problém

Nerozhodnutelnost tohoto problému se dd dokdzat redukci z Halting
problému.

P¥i popisu této redukce je vyhodné pouZit jako mezikrok nasledujici
variantu Postova korespondenéniho problému, kde je jedna z karticek
predepsdna jako podatedni:

Inicidlni Postiiv korespondenni problém (IPCP)

Vstup: Posloupnosti slov uq, us, ..., u, a v1, Vo, ..., v, nad né&jakou
abecedou .
Otazka: Existuje néjaka posloupnost iy, io, - . ., iy, kde m = 1, kde pro

kazdé ij; plati 1 < ij; < n, a kde
ul']_ul'g‘”ul.m = Vfl Vi2”'Vi,,,

a kde navic plati i; =17
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Postiiv korespondenéni problém

Redukce HP na IPCP:

@ Algoritmus dostane jako vstup popis Turingova stroje
M= (Q,%,T,d,qo, F) a jeho vstupu w = aja,...a,.

@ Algoritmus vytvofi instanci IPCP, tj. sadu karticek.
@ Vytvorend instance IPCP bude mit Feeni pravé tehdy, kdyZ se

stroj M nad vstupem w zastavi.
Toto ¥eSeni bude vypadat tak, Ze spole¢né slovo vytvorené v hornim
i doInim ¥adku v tomto ¥eSeni bude v podstaté popis vypoltu
stroje M nad slovem w:
e bude to posloupnost zapisii jednotlivych konfiguraci
o jednotlivé konfigurace budou oddéleny specidlnim znakem #
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Postiiv korespondenéni problém

@ Prvni karti¢ka, kterou se bude muset zalit, bude vypadat takto:

#
#qoaia---ap#

o Prokazdé q.q € Qaa,a €T, kde §(q,a) = (¢, a, +1),

se prida kartic¢ka:
qa
alql
I

o Proka?dé q,q € Qaa,a,ber, kde 6(q,a) = (¢, 4, -1),

se prida kartic¢ka:
bga
qlbal
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Postiiv korespondenéni problém

@ Pro kazdé a € I se pfida karti¢ka:

a
a
# #
# o#
@ Pro kazdé a € [ a gr € F se p¥idaji karticky:

5 [¥

o Pridaji se karticky:
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Postiiv korespondenéni problém

Redukovat IPCP na PCP je pak moZné nasledujicim zpisobem:

o Misto kazdé karti¢ky tvaru

dido- - -dk
byby---by
se pfida karti¢ka tvaru
kajpkapk-eokay
bl*bz*“'*bg*
@ Pro prvni karti¢ku, kterou je tfeba zalit, se pfida také karti¢ka tvaru

kajkapk-okagy
%k bykbyke--xbyx
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Postiiv korespondenéni problém

o P¥ida se karti¢ka

Poznamka: PYedpokldda se, Ze znaky * a & jsou néjaké nové specialni
znaky, které nejsou pouZzity v pivodni instanci IPCP.
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Postiiv korespondenéni problém

Redukci z Postova korespondenéniho problému se da napfiklad snadno
ukdzat nerozhodnutelnost nékterych problémi z oblasti bezkontextovych

gramatik:

Problém
Vstup: Bezkontextové gramatiky G; a G,.

Otazka: Je £(G1) N L(Go) = @7

Problém
Vstup: Bezkontextova gramatika G.

Otazka: Je G nejednoznacnd?
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik

Také nasledujici dva problémy tykajici se bezkontextovych gramatik jsou
nerozhodnutelné:

Problém

Vstup: Bezkontextové gramatiky G; a G,.
Otazka: Je L£(G1) = L(G»)?

Problém

Vstup: Bezkontextova gramatika G generujici jazyk nad abecedou Y.
Otézka: Je £(G) = £*7?
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik

Diikaz nerozhodnutelnosti je mozné opét provést pomoci redukce z HP.

K danému Turingové stroji M a jeho vstupu w se vyrobi bezkontextova
gramatika G takova, Ze:
@ pokud se stroj M na w zastavi, bude £(G) obsahovat v&echna slova
s vyjimkou slova, které bude zapisem vypo&tu stroje M nad slovem w
ve formé posloupnosti konfiguraci

@ pokud se stroj M na w nezastavi, bude £(G) obsahovat viechna
slova
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik

Gramatika G tedy bude generovat pravé ta slova, kterd nejsou zapisem
vypoltu stroje M nad slovem w;, tj.:

@ vilbec nemaji tvar posloupnosti konfiguraci, nebo

@ nezadinaji pocate¢ni konfiguraci

@ nekonéi koncovou konfiguraci

@ existuje v nich n&jaka dvojice po sobé jdoucich konfiguraci, ktera
neodpovida tomu, jaky krok by udélal dany Turinglv stroj M

Aby bylo moZné pomoci bezkontextové gramatiky popsat &tvrtou z vyse
uvedenych podminek, je tfeba pouZit ndsledujici ,trik":

@ sudé konfigurace budou zapisovany b&Znym zplisobem zleva doprava

@ liché konfigurace budou zapisovany pozpatku, tj. zprava doleva
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Vstup: Uzav¥end formule predikatové logiky (prvniho ¥adu), ve které
mize byt pouZit jako predikatovy symbol pouze =, jako
funkéni symboly pouze + a - a jako konstantni symboly
pouze 0 a 1.

Otazka: Je dand formule pravdiva v oboru pf¥irozenych &isel (pfi
pFirozené interpretaci v8ech funkénich a predikatovych
symboli)?

P¥iklad vstupu:

Vx3dyVz((x-y=z)A(y +1=x))

Poznamka: Uzce souvisi s Godelovou vétou o neliplnosti.
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Aritmetika na pfirozenych &islech

UkdZeme, Ze tento problém je nerozhodnutelny.

Pro tento dikaz pouZijeme redukci z problému zastaveni pro Minského
stroj:

Vstup: Popis Minského stroje M.

Otdzka: Zastavi se dany stroj M po kone&ném poctu krokli pokud
zalne v konfiguraci, kde vSechny &itace budou na zadatku

obsahovat hodnotu 07
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Popiseme algoritmus, ktery:

@ Dostane jako vstup popis Minského stroje M.
e K danému stroji M sestroji formuli ¢ a tuto formuli vyda jako vystup.

@ Pro tuto formuli bude platit nasledujici:

Formule ¢ bude pravdiva (ve standardni interpretaci na pfirozenych
Cislech) pravé tehdy, kdyz se stroj M se zastavi po konetném pottu
krokd.

Poznamka: Formuli ¢ budeme vytvaret postupné.

Budeme ji sklddat z jednodussich formuli.
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Ozna&me Var nekone&nou spofetnou mnoZinu viech proménnych, které
se mohou vyskytovat ve formulich — Var = {x,y,z,...}

Termy jsou definovany nasledovné:
o Kazdad proménnd x z mnoziny Var je dobfe utvoreny term.
@ Konstanty 0 a 1 jsou dobfe utvofené termy.
o Pokud t; a tp jsou dobfe utvotené termy, tak i t; + t, a t; - £, jsou
dob¥e utvofené termy.

Formule jsou definovdny ndsledovné:

o Pokud t; a t, jsou dobfe utvofené termy, tak t; = t, je dobte
utvotrena formule.

@ Pokud (7 a ¢, jsou dobfe utvorené formule, tak i =1, 1 A @2,
V1V o, 1 = P2 a 1 <> o jsou dobfe utvorené formule.

@ Pokud ¢ je dobfe utvofena formule a x proménna z mnoziny Var,

tak i Vx.0 a dx.¢ jsou dobfe utvorené formule.
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Poznamky:
@ Formule budou interpretovany nad mnoZzinou pFirozenych &isel
N={0,1,2,...}.
o Konstanty 2, 3, 4, ... miZeme chépat jako zkratky pro 1 + 1,
1+1+1, 1+1+1+1,...
e Zapis t; < t, budeme brat jako zkratku pro
Ax.(t1 +x = 1)
(P¥edpoklddame, Ze x se nevyskytuje v t;, ani v t,.)
@ Podobné zépis t; < t, budeme brat jako zkratku pro
ElX.(tl +x+1= 1.'2)

@ Analogicky miZeme definovat také t; = t, a t; > t».
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Aritmetika na pfirozenych &islech

e DIvIDES(x,y) — x je d&litelem y:
Jk.(x-k =y)

e PRIME(p) — p je prvodislo:
p>1 A Vx.(DIVIDES(x,p) = (x=1)V (x=p))
@ PRIME-POWER(p, x) — x je mocninou prvotisla p _
(tj. existuje i € N takové, ¥e x = p'):

PRIME(p) A (x=1) A
Vy.(DIvIDES(y, x) A PRIME(y) — (y = p))
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Rekn&me, 7e madme dan Minského stroj M:
@ MnoZina stavi ¥idici jednotky stroje M je S ={0,1,...,s}.
o Pocétedni stav je 0
@ Koncovy stav je s.

@ Stroj ma r &itall oznalenych xq, xo, ..., X,.

Konfigurace stroje M miiZe byt popsana jako (r + 1)-tice pFirozenych
¢isel

(q7 Vi, .- .,V,-)
kde g reprezentuje aktudlni stav Fidici jednotky a vy, ..., v, jsou hodnoty
¢itall xi, ..., X,.
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Rekn&me pro konkrétnost, Ze stroj M bude pouZivat napt. 3 &itade,
tj. r=3.

MiZeme snadno vytvofit formule charakterizujici po¢atecni a koncové
konfigurace:

e INITIAL-CONF(q, v1, vo, v3) — jedna se o potate&ni konfiguraci:
(g=0) A (1 =0) A (rr=0) A (r3=0)
e FINAL-CONF(q, vq, Vo, v3) — jednd se o koncovou konfiguraci:

qg=s
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Podobné neni p¥ili§ komplikované vytvofit k danému Minského stroji M
formuli, kterd bude charakterizovat, kdy je moZné pfejit z jedné
konfigurace do druhé:

e STEP(q, v1, 2, v3,q, vi, Vi, v3) — stroj M miiZe prejit jednim

krokem z konfigurace (g, vi, v, v3) do konfigurace (q', vi, v, v3)

Bude se jednat o disjunkci mnoha formuli, kdy kaZzda z téchto formuli
bude popisovat &innost jedné instrukce stroje M, napf¥.

(q=7) A (¢ =13)A ,
Xp 1= xp + 1 (vi=wvi) A(va=v2+1) A (v3=v3)

©
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Aritmetika na pfirozenych &islech

(g =14) A
(((v3=0) A (¢"=5)) v
[xs = 0] Da#0] (> 0) A (¢ = 15)) A

(vi=v) A (v2=w) A (=)
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Vypolet stroje M miZeme popsat jako posloupnost konfiguraci

Qp, 1,00, ...

Tuto posloupnost mizeme popsat jako nékolik samostatnych posloupnosti:

posloupnost stavi Fidici jednotky

posloupnost hodnot &itate xq

posloupnost hodnot &itate x»

posloupnost hodnot &itale x,

Obecné je moZné jakoukoli kone¢nou posloupnost p¥irozenych &isel
kédovat jednim pf¥irozenym &islem.

Pokud se tedy stroj M zastavi, tak miZeme kaZdou z vySe uvedenych
posloupnosti reprezentovat jako jedno pfirozené &islo.
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Pokud mame napfiklad posloupnost pfirozenych &isel

ag, a1, .-+, at
miZeme ji kédovat jako &islo
at-bt+at_1~bt_1+ +az-b2+al~b1+ao~b0
kde b je n&jaké dostatetné velké &islo, tj. takové &islo,
kde pro viechna a; (kde 0 </ < t) plati
0<aj<b
Posloupnost ag, a1, ..., a; tedy mize byt kédovana jako jednotlivé &islice

v zapisu Cisla v &iselné soustavé o zakladu b.
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Aritmetika na pfirozenych &islech

@ Pokud A je &islo kédujici sekvenci ag, a1, ..., a; vySe uvedenym
zplsobem, tak hodnotu a; miZeme vyjadFit takto:

JuAv.((A=(u-b+a)-b +v) A (v<b))
Zde je ale problém v tom, jak vyjad¥it b
o Jako zdklad b miiZzeme zvolit néjaké dostate¢né velké prvocislo p.
@ Ve skutenosti pro nase lcely nepotfebujeme pracovat pfimo

sindexy i (kde 0 </ < t).

Misto toho postadi, pokud budeme pracovat s mocninami prvoéisla p,
tj. s hodnotami pO, pl, P, p3,

Misto i tedy budeme pouZivat hodnotu pi.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 28. ¥ijna 2024 89 /105



Aritmetika na pfirozenych &islech

Reknéme tedy, Ze p je prvolislo, a Ze posloupnost ag, ay, ..., as je
kédovana &islem

-1 2 1
A=aipta p i tayp tap tagp
(P¥edpokladame, Ze pro kazdé i plati 0 < a; < p.)
e DicIT(p,d, A, c) — pro n&aké i € N plati d = pi a v posloupnosti
ag, ai, . . ., a; kdédované &islem A je a; = c:

PRIME-POWER(p,d) A (c<p) A
JuaAv.((A=(u-p+c)-d+v) A (v<d))
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Vypolet stroje M tedy miiZeme popsat pomoci nasledujicich proménnych
(pro konkrétnost predpokladame, Ze polet &itaci je r = 3):

@ p — dostate&n& velké prvotislo (v&tsi nez polet stavi s a vétsi nez
jakdkoli hodnota kteréhokoli &itate b&hem vypottu)

@ T — hodnota pt, kde t je celkovy polet krokii provedenych
strojem M b&hem vypoctu

@  — lislo kédujici posloupnost stavi Fidici jednotky
@ X; — &islo kédujici posloupnost hodnot &itake xq
@ X, — Cislo kédujici posloupnost hodnot ¢itace x,

@ X3 — Cislo kédujici posloupnost hodnot &itace x3
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Aritmetika na pfirozenych &islech

° CONF(p7 d7 Q)X17X27X3a q,Vvi, Vo, V3):
— konfigurace «;, kde d = p’', je rovna (g, vi, vo, v3)

DiciT(p,d, Q,q) A DicIT(p,d, X1, v1) A
DiciT(p,d, X5, v5) A DiGIT(p, d, X3, v3)

o CHECK-INITIAL(p, @, X1, X2, X3):
— kontrola toho, Ze dany vypocet za&ind po&ateéni konfiguraci

3q.3v1.3v,.3v3.(CoNF(p, 1, Q, X1, X2, X3, q, v1, V2, v3) A

INITIAL-CONF(g, vi, Vo, v3))

e CHECK-FINAL(p, T, Q, X1, X5, X3):
— kontrola toho, Ze dany vypocet kon&i koncovou konfiguraci

3g.3v;. 3. 3v3.(CONF(p, T, Q, X1, X2, X3, G, vi, va, v3) A
FINAL-CONF(g, v1, V2, v3))
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Aritmetika na pfirozenych &islech

e CHECK-ONE-STEP(p, d, Q, X1, X2, X3):
— kontrola toho, Ze v daném vypoctu stroj korektné prejde
z konfigurace «; do konfigurace .1, kde d = p'

3g.3v1.3v,.3v5.3¢ . Fvy. Fvs. Fvs.(
CoNF(p,d, Q, X1, X5, X3, q, vi, vo,v3) A
ConF(p,d - p, Q, X1, Xo, X3, 4, v1, V3, v3) A
STEP(q7 Vi, V2, V3, q’7 V{a Véa Vé))

e CHECK-ALL-STEPS(p, T, Q, X1, X2, X3):
— kontrola toho, Ze v8echny kroky jsou v pofadku

Vd.((d < T) A PRIME-POWER(p,d) —
CHECK-ONE-STEP(p, d, Q, X1, X2, X3))
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Aritmetika na pfirozenych &islech

© MACHINE-HALTS:
— kontrola toho, Ze existuje kone&ny vypocet daného stroje

PRIME(p) A

PRIME-POWER(p, T) A
CHECK-INITIAL(p, Q, X1, X5, X3) A
CHECK-ALL-STEPS(p, T, Q, X1, X2, X3) A
CHECK-FINAL(p, T, Q, X1, X2, X3))

Neni tézké ovéFit, Ze tato formule je pravdiva pravé tehdy, pokud se
vypocet stroje M zastavi po né&jakém konecném poctu kroki.
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Pokud by tedy existoval algoritmus, ktery by pro kazdou takovou formuli
umozZiioval zjistit, zda je pravdiva, dostali bychom algoritmus Yesici Halting
problem. To ale neni mozné.

Poznamky:

o Je zajimavé, Ze analogicky problém, kde ale misto p¥irozenych &isel
uvazujeme Cisla redlnd, je algoritmicky rozhodnutelny (i kdyZ popis
daného algoritmu a dikaz jeho korektnosti jsou zna&n& netrividlni).

@ Rovné&Z pokud uvaZujeme pFirozena nebo celd &isla a stejné formule
jako v ptedchozim pfipadé, ale s tim rozdilem, Ze v nich nesmi byt
pouZit funk&ni symbol - (ndsobeni), tak je problém algoritmicky
rozhodnutelny.
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Pokud miZeme pouzivat -, je ve skute¢nosti nerozhodnutelny uz velmi
omezeny ptipad:

Desaty Hilbertliv problém

Vstup: Polynom f(xq, xo,...,X,) vytvofeny z prom&nnych
X1, X0, ..., Xy a celotiselnych konstant.
Otazka: Existuji p¥irozena &isla xq, xo, . . ., x,, takova, Ze
f(x1,x0,...,%x,)=07?

Ptiklad vstupu: 5x2y - 8yz + 322 - 15
Tj. ptdme se, zda
IxAyIz(5-x-x-y+(-8)-y-z+3-z-z+(-15) =0)

plati v oboru pfirozenych &isel.
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Dal$i nerozhodnutelné problémy

Také nasledujici problém je algoritmicky nerozhodnutelny:

Problém

Vstup: Uzavfena formule ¢ predikatové logiky prvniho ¥adu.
Otédzka: Plati F ¢7?

Poznamka: Zapis F ¢ znamend, Ze formule ¢ je logicky platna,
tj. pravdiva v kazdé interpretaci.
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Dal$i nerozhodnutelné problémy

Redukci z Halting problému se da ukazat nerozhodnutelnost celé fady
problémd, které se tykaji ovéfovani chovani programi:

e Vyd4 dany program pro n&jaky vstup odpovéd ANO?

@ Zastavi se dany program pro libovolny vstup?

o Davaji dva dané programy pro stejné vstupy stejny vystup?
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Riceova véta

Rekn&me, e P je n&jaké vlastnost Turingovych stroji.

Vlastnost P je:
@ netrividlni — pokud existuje alespofi jeden stroj, ktery vlastnost P
m4, a alespoii jeden stroj, ktery vlastnost P nema
@ vstupné-vystupni — pokud kaZdé dva stroje, které se zastavi pro
stejné vstupy, a pro stejné vstupy davaji stejné vystupy, vzdy oba
vlastnost P maji nebo oba nemaji

Kazdy problém tvaru

Vstup: Turinglv stroj M.
Otazka: M3 stroj M vlastnost P?

kde P je netrivialni vstupné-vystupni vlastnost, je nerozhodnutelny.

28. ¥ijna 2024
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Riceova véta

Diikaz:
@ Dikaz bude proveden redukci z Halting problému.
@ Nejednd o jednu konkrétni redukci, ale o obecné schéma popisujici,
jak pro kazdou konkrétni netrividlni vstupné-vystupni vlastnost P

vytvofit ptislusnou redukci Halting problému na jeden z nasledujicich
dvou problémi:

o Otazku zda dany Turingiiv stroj danou vlastnost P ma.

o Otazku zda dany Turingiiv stroj danou vlastnost P nema3.
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Riceova véta

Algoritmus provadéjici tuto redukci:

@ Dostane jako sviij vstup instanci Halting problému (M, w)
(kde M je Turingiv stroj a w jeho vstup).

o K dané dvojici vyrobi Turinglv stroj M.

Pro danou redukci bude vzdy platit jedna z nasledujicich dvou moZnosti:

@ Stroj M' bude mit vlastnost P pravé tehdy, kdyz se stroj M nad
vstupem w zastavi.

@ Stroj M' bude mit vlastnost P pravé tehdy, kdyz se stroj M nad
vstupem w nezastavi.

Ktera moZnost to bude, zavisi na dané vlastnosti P.
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Riceova véta

Oznatme Mg Turinglv stroj, ktery se pro Zadny vstup nikdy nezastavi
a nikdy nevygeneruje Zadny vystup, tj. pro kazdy vstup vzdy jen béZi do
nekonedna.

Mohou nastat dvé moZnosti:

@ Stroj M vlastnost P ma.

@ Stroj M vlastnost P nema.

Budeme se soustfedit na druhou mozZnost, tj. kdyz Mg vlastnost P nema.
(Dakaz pro prvni moznost, tj. kdyz My vlastnost P ma, bude podobny.)

ProtoZe je vlastnost P netrividlni, musi existovat néjaky alespoii jeden
stroj M, ktery tuto vlastnost ma.
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Riceova véta

Algoritmus provadgjici redukci k dané instanci Halting problému (M, w),
kterou dostane jako vstup, vyrobi Turinglv stroj M, ktery se bude chovat
nadsledovné:

[ [ o e 1 [ W oy
@ Necha si na pasce uloZeny sviij vstup w a zbylou , prazdnou” &ast
pdsky pouZije pro simulaci &innosti stroje M na vstupu w.

@ V okamZiku, kdy tato simulace vypot&tu stroje M na vstupu w skonéi,
tak:
o smaze v8echna poli¢tka pasky pouZitad p¥i této simuluci
(tj. pfepie je symboly blank),
o zajede hlavou na zadatek slova w,

o zatne se chovat jako stroj M;.
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Riceova véta

Je zjevné, Ze:

o Pokud se vypocet stroje M na vstupu w zastavi:

Stroj M' se z hlediska vstupu a vystupu bude chovat naprosto stejné
jako stroj M;.
Stroj M’ tedy bude mit vlastnost P
(protoZe je to vstupné&-vystupni vlastnost a stroj M tuto vlastnost
mad).

@ Pokud se vypolet stroje M na vstupu w nezastavi:

Simulace &innosti stroje M na vstupu w provadéna strojem M' se
nikdy nezastavi.

Stroj M' se tedy z hlediska vstupu a vystupu bude chovat naprosto
stejn& jako stroj M.

Stroj M' proto nebude mit vlastnost P

(protoZe je to vstupn&-vystupni vlastnost a stroj M tuto vlastnost
nema).
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Riceova véta

P¥ipad, kdy stroj M ma vlastnost P, bude podobny:
o Jako M zvolime stroj, ktery vlastnost P nem3.

o Pokud se M na w zastavi, bude se M’ chovat stejné jako M,
a nebude tedy mit vlastnost P.

o Pokud se M na w nezastavi, bude se M' chovat stejné jako Mg
a bude tedy mit vlastnost P.
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