l.'lplné problémy pro dalsi tfidy slozitosti
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PSPACE-uplIné problémy, EXPTIME-uplIné problémy, ...

Problém A je PSPACE-tézky, jestlize je kaZdy problém A' z PSPACE
polynomialné preveditelny na problém A.

Problém A je PSPACE-uplny, jestlize je PSPACE-téZky a navic sdm
patfi do t¥idy PSPACE.

Problém A je EXPTIME-tézky, jestlize je kazdy problém A
z EXPTIME polynomialné preveditelny na problém A.

Problém A je EXPTIME-uplny, jestlize je EXPTIME-tézky a navic
sam patfi do t¥idy EXPTIME.
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PSPACE-uplIné problémy, EXPTIME-uplIné problémy, ...

Obecné pro libovolnou tfidu sloZitosti C miZeme zavést tfidy C-tézkych
a C-aplnych problémi:

@ Problém A je C-tézky, jestlize je kazdy problém A' ze tfidy C
polynomidlné preveditelny na problém A.

@ Problém A je C-tplny, jestlize je C-téZky a navic sam patfi do tFidy C.

Kromé& NP-Gplnych problémi tak mame PSPACE-tplIné problémy,
EXPTIME-iplné problémy, EXPSPACE-ipIné problémy,
2-EXPTIME-tplIné problémy, ...

NeAYd

Obecné se da ¥ici, Ze C-lplné problémy jsou vZdy ty nejt&Z&i problémy
v dané tfidé C.
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P-upIné problémy, NL-tplné problémy, ...

Poznamka: Vyse uvedenym zplisobem zavedené pojmy C-tézkych

a C-uplnych problémi, kdy byl v definici pouZit pojem polynomialni
prevoditelnosti, nedavaji pf¥ili§ smysl pro tfidu P a dalsi tfidy, které jsou
jejimi podmnoZinami (jako t¥eba NL).

Pro takové t¥idy se zavadi pojmy C-tézké a C-tplné problémy podobnym
zplsobem jako v pfedchozich definicich, ale misto polynomidlnich redukci
se pouzivaji, tzv. logspace redukce:

@ algoritmus realizujici dany p¥evod musi byt deterministicky a mit
logaritmickou prostorovou sloZitost
Timto zplisobem se zavadi nap¥iklad:

@ P-iplné a P-tézké problémy

o NL-dplné a NL-t&Zké problémy
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T¥idy co-NP, co-NL, ...

U t¥id sloZitosti, kde to, zda dany problém pat¥ nebo nepat¥i do dané
t¥idy, zavisi na existenci nebo neeexistenci deterministického algoritmu
FeSiciho tento problém, plati, Ze:
o libovolny problém A patfi do dané t¥idy pravé tehdy, kdyZ dopliikovy
problém A problému A pat¥i do dané t¥idy.
Algoritmus Fe¥ici problém A dostaneme z algoritmu Ye¥iciho
problém A tak, Ye prost& znegujeme odpovéd, kterou by tento
ptvodni algoritmus vratil jako vystup.

Toto ovsem nemusi byt nutné pravda u t¥id, které se vztahuji k existenci
nedeterministickych algoritmi — jako jsou t¥eba t¥idy NP, NL nebo
NEXPTIME.
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T¥idy co-NP, co-NL, ...

Z toho dlvodu se zavadi t¥idy jako:

@ co-NP — tfida tvofend pravé t&€mi problémy, které jsou doplitkovymi
problémy problémi ze t¥idy NP

@ co-NL — tfida tvorend pravé té€mi problémy, které jsou dopliikovymi
problémy problémi ze t¥idy NL

Napftiklad tfida co-NP je tak tvorena pravé témi problémy, pro které:

o Existuje nedeterministicky algoritmus s polynomialni ¢asovou
sloZitosti rozpoznavajici pravé ty vstupy, pro které je odpovéd NE.

@ Pro vstupy, pro které je odpovéd NE existuji polynomialn& velci
svédci, které je mozné ovéfit deterministickym algoritmem
v polynomidlnim &ase.
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co-NP-uplIné problémy

Analogickym zplsobem, jako jsou definovany NP-tézké a NP-iplné
problémy je mozné definovat i co-NP-téZké a co-NP-tplné problémy.

P¥iklady co-NP-tplnych problémii:

UNSAT

Vstup: Booleovska formule ¢.

Otdzka: Je formule ¢ nesplnitelna?

Dopliikovy problém k problému IS (nezavislda mnoZina)
Vstup: Neorientovany graf G a &islo k.

Otazka: Plati, Ze v grafu G neexistuje nezdvisla mnoZina velikosti k ?

Poznamka: Redukce dokazujici co-NP-obtiznost doplitkovych problémii
jsou presné& ty samé redukce, které dokazuji NP-obtiZnost piivodnich
problémi.
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co-NP-uplIné problémy

P¥iklad problému, ktery je pfirozenéjsi definovat ve formé&, ktera pat¥i do
t¥idy co-NP:

TAUTOLOGY

Vstup: Booleovska formule .

Otdzka: Je formule ¢ tautologii?

Opét se jedna o ptiklad co-NP-tplného problému.
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Trida PSPACE
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Trida PSPACE

P¥ipomerime si definici t¥idy PSPACE:

Rozhodovaci problém A patfi do tfidy PSPACE pravé tehdy, kdyz existuje
algoritmus s polynomialni prostorovou sloZitosti (tj. algoritmus
s prostorovou sloZitosti O(f(n)), kde f(n) je polynom), ktery ho Fesi.

P¥ipomefime si rovn&Z Savitchovu vétu:

o Ke kazdému nedeterministickému algoritmu s prostorovou
sloZitosti f(n) je moZné sestrojit deterministicky algoritmus
s prostorovou sloZitosti O(f(n)z), ktery ddva odpovéd ANO pravé
pro ty vstupy, pro které existuje pfijimajici vypolet pivodniho
nedeterministického algoritmu.

Pro ukazani toho, Ze n&jaky dany problém A pat¥i do t¥idy PSPACE, proto
stali ukazat nedeterministicky algoritmus s polynomidlni prostorovou
sloZitosti, ktery ho Fesi.
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Pfechodové systémy

Rekn&me, Ye mame dan n&jaky systém, kde:

@ Dany systém se miZe nachazet v libovolném stavu z né&jaké mnoZziny
stavi.

Oznagme mnoZinu téchto stavl States.
o Mezi t&mito stavy je mozné pFechdzet pomoci né&jak definovanych
prechodu.

Ozname Transitions mnoZinu t&chto ptechodi, tj. t&ch dvojic (a, 3),
kde «, B € States a je mozné prejit jednim krokem ze stavu « do
stavu 3.

Zapisem
a— [

oznaéme to, Ze plati (a, 3) € Transitions.
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Pfechodové systémy

o Rekneme, Ze stav «, je dosazitelny ze stavu «p, jestlize existuje
néjaka kone¢nd posloupnost ag, asq,...,a,, kde k = 0, a kde

ag — ] — ap — — ap_1 — Q,
To, Ze stav [ je dosazitelny ze stavu v ozname zapisem
*
a— f

@ Reknéme, Ze mame dan néjaky pocatectni stav ag a né&jaky koncovy
stav ay.
MiZeme se ptat, zda plati
*
Qo — Qf
(Obecnéji bychom mohli uvaZzovat i p¥ipad, kdy mame danu
mnoZinu poc&ate¢nich stavii a mnoZinu koncovych stavi.)
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Pfechodové systémy

Na takovy systém se tedy miZeme divat jako na orientovany graf:

@ vrcholy — prvky mnoZiny States
@ hrany — prechody z mnoziny Transitions

Dosazitelnost odpovida tomu, Ze mezi danymi vrcholy existuje cesta.

Tj. « —™ 3 plati pravé tehdy, kdy? v daném grafu existuje cesta
z a do S.
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Pfechodové systémy

Takovyto systém nemusi byt dan explicitng, tj. vyjmenovanim vech stavi
a prechodli, ale miiZe byt popsan né&jakym zplsobem implicitné, nap¥.:

@ Stavy budou reprezentovany pomoci n&jakych kone&nych objekti
(nap¥. pomoci slov nad né&jakou abecedou ¥).

Navic budeme mit algoritmus, ktery pro dany objekt bude schopen
urdit, zda tento objekt reprezentuje stav daného systému nebo ne
(nap¥. jestli dané slovo je zapisem stavu z mnoZiny States nebo ne).

e Pfechody budou reprezentovany pomoci néjakého algoritmu, ktery
pro kazdou dvojici «, 8 € States urdi, zda plati

a—

o Podatetni stavy budou reprezentovany pomoci algoritmu, ktery pro
libovolny stav « uréi, zda se jednd o polateéni stav nebo ne.

o Koncové stavy budou reprezentovdny pomoci algoritmu, ktery pro
libovolny stav « uréi, zda se jednd o koncovy stav nebo ne.
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Pfechodové systémy

Vezmé&me si nyni n&jaky takovy systém, kde navic budeme pfedpokladat:

@ Stavy je moZné reprezentovat pomoci polynomialné velkych objekt,
u kterych je navic mozné algoritmem s polynomidlni prostorovou
sloZitosti ovéFit, zda se jednd o stav z mnoZiny States nebo ne.

Stavil tedy obecn& miZe byt exponencidlné mnoho, ale na uloZeni
jednoho stavu postaduje polynomidlni mnozstvi paméti.

o Existuji algoritmy s polymidlni prostorovou sloZitosti, které pro
libovolné stavy «, 5 umoZiiuji otestovat:
e zda « a 8 jsou jeden a tentyZ stav, tj. zda plati a = 8
zda plati « —
zda je a po&atelni stav
zda je o koncovy stav.

@ Existuje moznost jak s polynomidlnim mnoZstvim paméti postupné
generovat viechny stavy z mnoZiny States, tj. mdme algoritmus
s polymialni prostorovou sloZitosti, ktery dostane popis stavu « a vrati

. , . , s g I
jako vysledek popis nasledujiciho stavu .
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Pfechodové systémy

Pro takovy systém miZeme snadno sestrojit nedeterministicky algoritmus
s polynomidlni prostorovou sloZitosti feSici problém, zda je n&jaky koncovy
stav dosazitelny z néjakého pocate¢niho stavu,

tj. zda existuje n&jaky polateéni stav g a néjaky koncovy stav ay,

pro které plati ag — ™ ay:

Y

@ Algoritmus si bude priibézné& pamatovat:

o Aktudlni stav «
e Hodnotu &itale ¢ — kolik krokl je jest€ moZné udélat
(&tat ¢ bude reprezentovan bindrng)

o Na zaddtku bude « inicialializovano néjakym nedeterministicky
zvolenym pocateénim stavem «yp.

Cita& bude inicializovan n&jakou hodnotou, kterd bude v&t&i nebo
rovna |States| — 1.

ProtoZe je stavil nanejvys exponencialné mnoho, bude stait na
reprezentaci hodnoty &itale polynomialni pocet bitd.
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Pfechodové systémy

Algoritmus bude v cyklu provadét nasledujici:

Pokud bude « koncovy stav, skonéi s odpovédi ANO.

Pokud bude mit &ita¢ ¢ hodnotu 0, skon&i s odpovédi NE.
Nedeterministicky zvoli n&jaky stav o takovy, aby platilo o — o
Nastavi hodnotu o na .

SniZi hodnotu &itade c o 1.

Pokraduje dalsi iteraci.

Algoritmus tedy nedeterministicky hada pfislunou cestu v grafu, p¥icemz
si vZdy pamatuje jen aktudlni vrchol.

Je zjevné, Ze tento algoritmus vystadi s polynomidlnim mnoZzstvim paméti.
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Pfechodové systémy

Mu{Zeme se odvolat na Savitchovu vétu a vyvodit, Ze tedy bude existovat
i deterministicky algoritmus s polynomialni prostorovou sloZitosti ¥eSici
dany problém.

Alternativné je také moZné rovnou sestrojit deterministicky algoritmus,
ktery bude zaloZen na stejné myslence, na které je zaloZen dlikaz
Savitchovy véty.

Toto ¥edeni se tedy na Savitchovu v&tu nebude odvoldvat.

Zakladem tohoto algoritmu bude rekurzivni funkce
REACH(/, o, 3)

kterd bude vracet boolevskou hodnotu:

o vrati TRUE pravé tehdy, kdyZ bude existovat cesta z o do 3 délky
nejvyse 2'
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Pfechodové systémy

REAcH (7, a, B):
if / =0 then
‘ if (« =8 or « — j3) then return True
else
for each v € States do
L if REacH(i — 1, ,v) and REACH(i — 1,7, 3) then

L return True

return False

Stadi tedy zavolat funkci REACH(h, «, 3) pro viechny po&ate¢ni stavy
a v8echny koncové stavy (3, pfi¢emZ hodnota h bude &islo, které bude
spliiovat podminku

o > |States| — 1
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Pfechodové systémy

Je zfejmé, Ze:

@ Pro kaZdé volani funkce REACH bude stadit polynomidlni mnoZstvi
paméti pro uloZeni hodnot jejich argumenti a lokalnich proménnych.
e Potateéni hodnota promé&nné /, tedy hodnota h, je v O(log | States|).

Hlouka zano¥eni rekurzivnich volani funkce REACH bude rovna h
a bude tedy také nejvyse O(log | States|).

Tato hodnota je nejvyse polynomialni.

Vidime tedy, Ze cely tento deterministicky algoritmus ma polynomialni
prostorovou sloZitost.
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Oblazkova hra

UvaZujme nasledujici oblazkovou hru (pebble game):

@ Mdme dén acyklicky orientovany graf G = (V, E), ve kterém je jeden
vrchol vyznaden jako cilovy (oznagme tento vrchol t).

@ Mame k dispozici k kamen(. Tyto kameny mohou byt poklddany na
vrcholy grafu.

o Na zadatku je graf prazdny.

o Je mozné provadét kroky podle nasledujicich pravidel:

o Pokud je vrchol v prazdny a na na vSech ptedchidcich vrcholu v
(tj. na v8ech vrcholech v takovych, Ze existuje hrana z v' do v)
leZi kameny, je mozné poloZit kdmen na vrchol v.

o Pokud je vrchol v prazdny a na na vSech ptedchiidcich vrcholu v
leZi kameny, je moZné posunout kdmen z jednoho z téchto
predchidcl na vrchol v.

o Libovolny kdmen leZici na n&jakém vrcholu grafu G je moZné
odebrat.
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Oblazkova hra

o Cilem je najit posloupnost tahi takovou, aby na jejim konci byl
polozen kdmen na cilovy vrchol t, nebo zjistit, Ze Zddna takova
posloupnost neexistuje.

Poznamka: Nejde v pravém slova smyslu o hru, protoZe tady nejsou dva
hraci, ktefi by hréli proti sobé. Je to spiSe néco jako hlavolam.

Mizeme zformulovat nasledujici rozhodovaci problém:

Obldzkova hra

Vstup: Acyklicky orientovany graf G s vyznalenym cilovym
vrcholem t a polet kameni k.

Otdzka: Existuje n&jaka posloupnost taht, kde na konci této
posloupnosti bude poloZen kdmen na vrchol t7?
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Oblazkova hra

Na oblazkovou hru se miZeme divat jako na pfechodovy systém, kde:

o Stavy odpovidaji vdem moznostem, jak mize byt rozmisténo 0 az k
kamen( na n vrcholech grafu G.

o P¥echody jsou dany pravidly uréujicimi, jak je mozné pokladat,
posouvat nebo odebirat kameny.

o Podatetni stav odpovida situaci, kdy na grafu G nejsou poloZeny
Zadné kameny.

o Koncové stavy jsou ta rozmisténi kamenit, kdy lezi kdmen na
vrcholu t.
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Oblazkova hra

@ Stavy je moZné reprezentovat jako n-tice bitl, kde hodnota i-tého
bitu udava, zda na vrcholu s &islem i lezi nebo neleZi kdmen.

(P¥edpokladame, Ze vrcholy jsou oznaleny &isly 0, 1, ..., n—1.)
o Je zfejmé, Ze nasledujici testy je mozZné provést v Case Umérném
velikosti grafu G:

o test, zda jsou stavy « a [ totozné (tj. zda plati o = 3)

o test, zda je mozné jednim krokem pftejit ze stavu « do stavu 3
o test, zda o je polatelni stav

o test, zda a je koncovy stav

Vidime tedy, Ze plati nasledujici:

Problém ,Oblazkové hra* je v PSPACE.
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Ekvivalence nedeterministickych kone¢nych automati

Ekvivalence NKA

Vstup: Nedeterministické konetné automaty A; a A,.
Otdzka: Je L(Ay) = L(Ay)7?

Tento problém je mozné Yesit takto:
@ k danym nedeterministickym kone¢nym automatim A; a A,
sestrojime ekvivalentni deterministické kone¢né automaty A’l a .A’2
a pro tyto deterministické kone¢né automaty budeme hledat rozlisujici
slovo, které jeden z nich pFijme a druhy ne.

Pokud takové rozlidujici slovo existuje, bude platit £(A;) # £(A5)
(a odpov&d tedy bude NE), pokud ne, tak bude platit
L(A1) = L(A3) (a odpovéd tedy bude ANO).
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Ekvivalence nedeterministickych kone¢nych automati

P¥i prevodu nedeterministického kone¢ného automatu na deterministicky
mize dojit k exponencidlnimu narlistu poctu stavii:

@ Stavy deterministického automatu totiZ odpovidaji podmnoZinam
mnoziny stavi pivodniho nedeterministického automatu a téch maze
byt a% 2", kde n je polet stavii piivodniho automatu.

Vyse uvedeny postup ma tedy exponencidlni prostorovou sloZitost.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Ekvivalence nedeterministickych kone¢nych automati

o , e , I I « sy
Exponencialng velké deterministické automaty A; a A, v8ak neni t¥eba
drZet celé v paméti.

Navic mizZeme p¥i hledani rozlisujiciho slova vyuZit nedeterminismus:

@ Algoritmus si bude pamatovat vZdy jen aktudlni stav
deterministickych automati A'l a .A’2
(kde prvni z nich bude podmnoZina mnoZiny stavii automatu Ay
a druhy podmnoZina mnoZiny stavii automatu Aj).

@ Algorimus bude nedeterministicky hadat jednotlivé symboly
rozlisujiciho slova.

V ramci jednoho kroku vzdy nedeterministicky uhodne ndsledujici
symbol a odsimuluje jeho p¥etteni na stavech automati A’l a A’z.
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Ekvivalence nedeterministickych kone¢nych automati

Je zjevné, Ze tento nedeterministicky algoritmus vysta&i s polynomidlnim
mnoZstvim paméti.

PouZitim Savitchovy véty jej miZeme prevést na deterministicky
algoritmus, ktery také bude mit polynomidlni prostorovou sloZitost.

Dostdvame tedy nasledujici:

Problém , Ekvivalence NKA*" je v PSPACE.

Poznamka: Alternativng je také mozné se neodvoldvat na Savitchovu vé&tu
a misto toho p¥imo sestrojit pt¥islusny deterministicky algoritmus
s polynomidlni prostorovou sloZitosti.
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Ekvivalence nedeterministickych kone¢nych automati

Z predchoziho je zfejmé, Ze i nasledujici problém (na ktery se miZeme
divat jako na specidlni p¥ipad problému ,Ekvivalence NKA") patfi do
t¥idy PSPACE:

Univerzalita NKA
Vstup: Nedeterministicky kone¢ny automat A.
Otézka: Je L(A) =X"?

Tento problém je navic PSPACE-tézky a tedy PSPACE-uplny.
Z toho okamZité dostavame, Ze i problém , Ekvivalence NKA" je
PSPACE-uplny.

Véta

Problémy ,Ekvivalence NKA* a , Univerzalita NKA" jsou oba
PSPACE-tplné.
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Ekvivalence nedeterministickych kone¢nych automati

Dikaz PSPACE-obtiznosti problému ,,Univerzalita NKA" je moZné provést
tak, Ze se ukdZe, jak pro kaZdy problém A z t¥idy PSPACE sestrojit
polynomialni redukci z A na dopliikovy problém problému , Univerzalita
NKA*":

@ PYedpokladejme, Ze problém A patfi do tfidy PSPACE.

o Existuje tedy jednopaskovy deterministicky Turingiv
Ze kdyz stroj M dostane jako vstup slovo w velikosti n, tak v8echny
konfigurace, kterymi stroj M pf¥i vypoctu nad w projde, budou
velikosti nejvyse p(n).
Tyto konfigurace miZeme zapisovat jako slova nad abecedou
A'=T U (Q xT) velikosti presng p(n).
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Ekvivalence nedeterministickych kone¢nych automati

@ Vypoclet stroje M nad slovem w pak mlZeme reprezentovat jako
slovo vzniklé zfetezenim slov reprezentujicich jednotlivé konfigurace,
pFi¢emZ tyto konfigurace budou oddéleny pomoci specidlniho znaku #.

@ Stroj M d4 pro vstup w odpovéd ANO pravé tehdy, kdy? jeho
vypolet nad timto slovem skoné&i v pFijimajici konfiguraci, kde stav
Fidici jednotky bude p¥ijimajici koncovy stav g,cc.

o K danému Turingovu stroji M a slovu w tak miZeme zkonstruovat
nedeterministicky kone&ny automat A, ktery p¥ijme pravé ta slova
nad abecedou A = A' U {#}, kterd nejsou zapisem p¥ijimajiciho
vypoctu stroje M nad slovem w:

o pokud M p¥ijimd w, bude £(A) # A"
o pokud M nep¥ijimd w, bude £(A) = A*
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Ekvivalence nedeterministickych kone¢nych automati

Slova nad abecedou A, kterd nejsou korektnim zapisem pfijimajiciho
vypoctu stroje M nad slovem w, kde kaZd3d konfigurace je zapsana slovem
délky p(n), vypadaji nisledovng:

@ nemaji spravny format, tj. nemaji podobu posloupnosti konfiguraci,
kde m3 kazda konfigurace délku p(n), nebo
@ nezadinaji polateni konfiguraci stroje M nad vstupem w, nebo

@ obsahuji n&jaké dv& po sobé jdouci konfigurace «; a a1, které
neodpovidaji tomu, jaky krok by udélal stroj M v konfiguraci «;, nebo

@ nekondi konfiguraci, ve které by byl stav Fidici jednotky gscc.

Vsechno jsou to vlastnosti, které je moZno snadno rozpoznavat
nedeterministickym kone¢nym automatem A, jehoZ velikost je vzhledem
k délce slova w (které je vstupem Turingova stroje M) polynomialni
(za ptedpokladu, Ze p(n) je polynom).
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Ekvivalence reguldrnich vyrazi

Velice podobnym zpiisobem je mozné dokazat PSPACE-dplnost
nasledujicich dvou problémd.

Ekvivalence reguldrnich vyrazi
Vstup: Reguladrni vyrazy oy a as.
Otazka: Je L(aq) = L(ap)?

Univerzalita reguldrnich vyrazi
Vstup: Reguldrni vyraz a.
Otézka: Je L(a) =X*7?
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Ekvivalence reguldrnich vyrazi

@ Pro diitkaz toho, Ze tyto problémy jsou v PSPACE, si sta&i uvédomit,
Ze k danému regularnimu vyrazu « je mozné v polynomidlnim &ase
(a tedy i v polynomidlnim prostoru) sestrojit nedeterministicky
kone¢ny automat A takovy, e L(A) = L(«).

Stali tedy prevést dané vyrazy na nedeterministické kone&né
automaty a pouZit pfislusné d¥ive popsané algoritmy, které pracuji
s nedeterministickymi koneénymi automaty a maji polynomidlni
prostorovou sloZitost.

o PYi dilkazu PSPACE-obtiznosti se konstruuje regularni vyraz, ktery
popisuje jazyk tvoteny pravé témi slovy, kterd nejsou korektnim
zapisem pf¥ijimajiciho vypo&tu Turingova stroje M nad slovem w.
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Ekvivalence reguldrnich vyrazi

Regularni vyrazy s mocné&nim jsou definovany podobné jako b&zné

7 s v 7 ° * ,
reguldrni vyrazy, ale kromé& operdtorii +, - a =~ mohou navic obsahovat
unarni operator = s ndsledujicim vyznamem:

oo’ je zkratkou pro « - av.

Nasledujici dva problémy jsou EXPSPACE-tplné:

Ekvivalence reguldrnich vyrazli s mocnénim

Vstup: Reguladrni vyrazy s mocnénim oy a as.
Otézka: Je L(aq) = L(ap)?

Univerzalita reguldrnich vyrazd s mocnénim

Vstup: Reguldrni vyraz s mocnénim a.
Otézka: Je L(a) =X*7?
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Ekvivalence reguldrnich vyrazi

@ To, Ze jsou tyto problémy ve tfidé EXPSPACE se da ukazat
nasledovné:

VI e "y , 2
V reguldrnim vyrazu s mocnénim je mozné podvyrazy tvaru «
nahradit ekvialentnim vyrazem « - a.

Tato Uprava zvétsi velikost vyrazu nanejvys exponencidlné.

Pokud tedy pouZijeme d¥ive popsané algoritmy s polynomialni
prostorovou slozitosti na exponencidlné velké reguldrni vyrazy vzniklé
touto transformaci, dostaneme algoritmus s exponencialni prostorovou
sloZitosti.
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Ekvivalence reguldrnich vyrazi

o Dikaz EXPSPACE-obtiZnosti je velmi podobny jako diikaz
PSPACE-obtiZnosti pro reguldrni vyrazy bez mocnéni.

UkdaZe se, jak vytvorit redukci pro kazdy problém A ze
t¥idy EXPSPACE.

Pokud je problém A v EXPSPACE, existuje jednopaskovy
deterministicky Turinglv stroj M, ktery ho ¥esi, a ktery ma
prostorovou sloZitost omezenou shora funkci tvaru 2p("), kde p(n) je
néjaky polynom.

Vypolet tohoto stroje M nad slovem w délky n je moZzné popsat jako
posloupnost konfiguraci, kde kazda konfigurace miZe byt zapsina

jako slovo nad abecedou A délky 2P(n).

Opét se vytvoFi reguldrni vyraz (tentokrdt s mocn&nim) popisujici
pravé ta slova, kterd nejsou zdpisem pf¥ijimajiciho vypo&tu stroje M
nad slovem w.
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Ekvivalence reguldrnich vyrazi

Polynomidln& velkymi podvyrazy tvaru
21242 2,2
((--+(((@™)")7)-+)7)

je moZné popisovat exponencidlng dlouhé podtseky znakii vyskytujici se
mezi dvojicemi vzajemné si odpovidajicich trojic znakl ve dvou po sob&
jdoucich konfiguracich.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 21. listopadu 2023 38/114



Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Kvantifikované booleovské formule (Quantified Boolean Formulas —
QBF) jsou zobecn&nim b&znych booleovskych formuli.

Tyto formule jsou definovany nasledovné:

@ Formule tvaru x, kde x je booleovskd prom&nna, je dobFe utvorena
formule.

o Formule tvaru =1, ©1 A 2, 91V 02, 1 = 2, 1 < ¥2,
kde 1 a o, jsou dobfe utvorené formule, jsou dob¥e utvotené formule

o Formule tvaru dx.; a Vx.p1, kde x je booleovskd promé&nna a ¢ je
dob¥e utvofend formule, jsou dob¥e utvorené formule.

Ptiklad:

Ax1.Vx0.3x3.((=x1 V x0) A (X1 V =x3))
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

@ Booleovské promé&nné nabyvaji hodnot z mnoZiny Bool = {0, 1}.

@ Zapis dx.p je mozné chapat jako zkraceny zplsob, jak vyjadfit
formuli tvaru

©[0/x] Vv o[1/x]

a podobné zdpis Vx.p je mozné chapat jako zkraceny zplsob, jak
vyjad¥it formuli tvaru

©[0/x] A p[1/x]

kde zdpis ¢[ b/x] oznaluje formuli, ve které jsou volné vyskyty
proménné x nahrazeny booleovskou konstantou b.

@ Vyznam logickych spojek =, A, V, = a < je stejny jako ve vyrokové
logice.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

@ Na kvantifikované booleovské formule se také mizeme divat jako na
specidlni p¥ipad formuli predikdtové logiky, kde prom&nné nabyvaji
hodnot z univerza Bool = {0, 1}.

o Formule ¢ je uzavfena, jestliZze neobsahuje Zadné volné promé&nné,
tj. jestlize kazdy vyskyt booleovské promé&nné ve formuli je vazan
kvantifikdtorem.

@ Pravdivostni hodnota formule  zavisi na pFifazeni pravdivostnich
hodnot v8em booleovskym proménnym, které maji ve ¢ volné vyskyty.

V ptipadé uzavienych formuli je tedy jejich pravdivostni hodnota
nezdvisld na aktudlnim p¥ifazeni pravdivostnich hodnot prom&nnym.

o O uzaviené formuli ¢ Yekneme, Ze je pravdiva, jestlize nabyvd
pravdivostni hodnoty 1.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

UvaZzujme nésledujici rozhodovaci problém:

Problém kvantifikovanych booleovskych formuli (QBF)

Vstup: Kvantifikovanad booleovska formule ¢.

Otazka: Je formule ¢ pravdiva?

Poznamka: V literatufe se tento problém také nékdy oznaluje
nasledujicimi nazvy:

o TQBF — True Quantified Boolean Formulas

o QSAT — Quantified Satisfiability
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

o Na problém splnitelnosti booleovskych formuli (SAT) se mizZeme
divat jako na specidlni p¥ipad problému QBF:
Rekn&me, Ze ¢ je obyZejnd booleovska formule bez kvantifikatort,
a ze xq, Xo, ..., X, jsou v8echny booleovské proménné, které se ve
formuli ¢ vyskytuji.
Je zjevné, Ze formule @ je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je pravdiva
nasledujici kvantifikovana booleovska formule:

dx1.3x0.+++.Ix,.0

@ Podobng to, Ze (oby&ejnd) booleovsks formule ¢ je tautologii, je
mozné vyjad¥it nasledujici kvantifikovanou booleovskou formuli:

Vx1.Vxp.o VX0
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Neni t&Zké si rozmyslet, Ze problém QBF pat¥i do t¥idy PSPACE:
Jadrem algoritmu je rekurzivn& definovand funkce

EvAaL(p,v)
ktera jako argumenty dostane:

@ ¢ — kvantifikovanou booleovskou formuli, ktera se ma vyhodnotit

@ v — pravdivostni ohodnoceni, které p¥ifazuje hodnoty viem
booleovskym promé&nnym, které se mohou vyskytovat jako volné
proménné ve formuli ¢

Poznamka: Zapisem
v[x — b]

budeme oznadovat pravdivostni ohodnoceni, které je stejné jako
pravdivostni ohodnoceni v, aZ na to, Ze proménné x je pfifazena
pravdivostni hodnota b.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Funkce EVAL((p, v) rozebird jednotlivé p¥ipady na zdklad& toho, jakého
tvaru je formule .

Pokud je ¢ tvaru:

x: return (v(x))

—p1: return (not EVAL(pq,v))

01 A o return (EVAL(p1,v) and EVAL(p,, 1))
1 V @a: return (EVAL(p1,v) or EVAL(po,v))

1 < pa: return (EVAL(pq,v) iff EVAL(@), 1))
Ix.¢1: return (EVAL(p1, v[x = 0]) or EVAL(p1,v[x = 1]))

°

°

°

°

@ o1 — o return ((not EVAL(p1,v)) or EVAL(p,, 1))

°

°

o Vx.p1: return (EVAL(p1,v[x — 0]) and EvAL(¢py, v[x — 1]))
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

o Je zjevné, Ze hloubka zanofeni rekurzivnich volani funkce EVAL je
shora omezend velikosti formule (.

o Celkové mnoZstvi informaci, které si musi algoritmus b&hem vypoctu
pamatovat, je olividn&€ omezeno polynomem.

Problém QBF patfi do t¥idy PSPACE.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

UkaZme nyni, Ze problém QBF je PSPACE-tézky:

o Je tfeba ukdzat, Ze pro kazdy problém A ze t¥idy PSPACE existuje
polynomialni redukce problému A na QBF.

o P¥edpoklddejme tedy, Ze A je problém ze t¥idy PSPACE, tj. Ze existuje
néjaky algoritmus s polynomidlni prostorovou sloZitosti, ktery ho Fesi.

o PYedpoklddejme dale, Ze tento algoritmus je implentovan ve formé
néjakého stroje M.
Pro konkrétnost miZeme p¥edpokladat naptiklad, Zze M je
jednopdaskovy deterministicky Turingiv stroj.
(Tato volba nenf pfili§ podstatna a algoritmus prevodu by stejné
dobfe fungoval i pro jiné typy stroju.)

o PYedpokladejme, Ze velikost konfigraci stroje M nad slovem w je
omezena shora n&jakym polynomem p(n), kde n je délka slova w.

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 21. listopadu 2023 47 /114



Kvantifikované booleovské formule (QBF)

o Konfigurace stroje M p¥i vypoltu nad slovem w je mozné ,kédovat"
pomoci hodnot booleovskych proménnych.

Rekn&me, ¥e konfigurace o bude kédovana pomoci hodnot
booleovskych proménnych

X15 X2y -+ 5 Xpy

kde r je p¥irozené &islo, jehoz hodnota je v O(p(n)).
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

o Jestlize je konfigurace o kédovana pomoci proménnych xq, xo, ..., X,,
zapisy
da.p YVa.p
budeme chdpat jako zkratky pro

dxq.3xp..Ax,.0 Vx.Vxp.oo- VX, .0

@ Reknéme, Ze konfigurace a je kédovana pomoci proménnych
X1, X2, ..., X, a konfigurace 8 pomoci proménnych yi,y5,...,Y,.

Formule EQ(«, 3) vyjadfuje, Ze o a 3 jsou jedna a tatdZ konfigurace:

(X1 @ y1) Ao = ) A o A(x o y,)
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Chovanf stroje M bude reprezentovano pomoci nasledujicich t¥ formuli
(kde konfigurace « je reprezentovana nap¥. pomoci proménnych
X1,X2,...,X%, a konfigurace 5 pomoci proménnych y1,ys,...,y,)

— detaily toho, jak tyto formule vypadaji, budou podobné jako napfiklad
u ditkazu NP-obtiZnosti problému SAT:
e STEP(«, ) — vyjadfuje, Ze stroj M miZe prejit jednim krokem
z konfigurace o do konfigurace 3
o Is-INIT(«r) — vyjadFuje, Ze « je po&ate¢ni konfigurace stroje M nad
vstupem w
e Is-Acc(a) — vyjad¥uje, Ze « je pHijimajici koncova konfigurace

stroje M.

Velikost v3ech t&chto formuli bude polynomidlni (nebo dokonce linearnf)
vzhledem k hodnot& p(n).
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

JestliZe pfedpoklddame, Ze konfigurace jsou kédovany r booleovskymi
proménnymi, je zfejmé, Ze polet navzajem riiznych konfiguraci je
nejvyde 2.

Béhem vypoctu stroje M se konfigurace nemohou opakovat

— délka t&hto vypottii je tedy nejvyde 2"

Vytvofime posloupnost formuli
REACHy, REACH]Y, ..., REACH,
kde formule
REACH; (o, 3)

kde 0 = i < r, bude vyjadfovat, Ze stroj M miZe nejvyse 2! kroky ptejit
z konfigurace « do konfigurace 3.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Tyto formule budou definovany induktivné:

e REACHg(«, 3): bude definovana jako
EqQ(a,8) v StEP(at, )

e REACH; 1(a, 3), kde i = 0:

jednoducha p¥imodara definice by mohla vypadat takto
Fv.(REACH; (o, 7) A REACH;(7, 3))

Problém s timto ¥eSenim je ten, Ze velikost formuli REACH; zde roste
exponencialné s hodnotou /.

Ekvivalentn& je mozné vyjadFit stejnou véc nasledovné:
El’Y.VO'l.VO'Q.(

((EQ(oy, @) A EQ(02,7)) v (EQ(o1,7) A EQ(o2,3))) —
REACH;(01,02))
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

o Vysledna formule ¢ bude vypadat takto:
Ja.3AB.(Is-IN1T(ar) A Is-Acc(B) A REACH,(«, 3))

o Neni tézké ovéfit, Ze tato formule ¢ je pravdiva pravé tehdy, kdyz
existuje néjaky pfijimajici vypocet stroje M nad slovem w.

@ Rovné&Z neni tézké ovéfit, ze velikost této formule je polynomialni
vzhledem k délce slova w — tato velikost je O(p(n)2), kde n = |w|.

Tuto formuli je také moZno snadno vyrobit v polynomidlnim &ase.

Vidime tedy, Ze problém QBF je PSPACE-tézky.

Diikaz nasledujiciho tvrzeni je tedy hotov:

Problém QBF je PSPACE-tplny.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

P¥ipomerime, Ze pro dokazovani NP-obtiznosti rliznych problém{ se &asto
pouZiva problém SAT, kdy se NP-obtiZnost problému A ukéaZe tak, Ze se
ukaZe polynomidlni pfevod z problému SAT na A.

Podobné se problém QBF &asto pouZiva pro dokazovani
PSPACE-obtiznosti dal$ich problémd:

@ Abychom ukazali, Ze né&jaky dany problém A je PSPACE-tézky,
sta&i ukdzat polynomialni pfevod z QBF na A.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Redukci z QBF je napfiklad mozné dokazat PSPACE-obtiZnost
(a tedy PSPACE-tplnost) dfive popsaného problému:

Oblazkova hra
Vstup: Acyklicky orientovany graf G s vyznalenym cilovym
vrcholem t a pocet kameni k.

Otédzka: Existuje n&jaka posloupnost tahi, kde na konci této
posloupnosti bude poloZzen kdmen na vrchol t7?

(Tato redukce je pomé&rn& komplikovana. Nebudeme ji zde proto detailng
popisovat.)
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

P¥i dikazech NP-obtiZnosti se misto problému SAT (kde vstupem miize
byt libovolnd booleovska formule) €asto pouZiva jeho varianta 3-SAT:

@ predpoklada se, ze formule je urcitého specifického tvaru
— je v konjuntivni normalni formé&, kde ma kazda klauzule
pravé 3 literdly

Podobné, pokud se dokazuje PSPACE-obtiZnost n&jakého problému A tim
zplisobem, Ze se popisuje polynomialni redukce z QBF na A, tak se

v daném dikaze ¢asto pro jednoduchost ptedpoklada, Ze formule, ktera je
instanci QBF, je ur&itého specifického tvaru:

Q1x1. Doxp. + Xy Y
o Q1, Oy, ..., Q, jsou kvantifikdtory (3, V), které se navic pravideln&
st¥idaji, tj. Q; = d pro liché i a Q; = V pro sudé i

@ podformule 1) neobsahuje zadné kvantifikatory a je v konjuntivni
normalni formé, kde ma kazda klauzule pravé 3 literdly
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Kvantifikované formule je mozné pomoci ekvivantnich tprav upravovat
na ekvivalentni formule, které jsou n&jakého specifického tvaru.

Naptiklad miZeme kaZdou formuli ¢ pFevést na ekvivalentni formuli gp',
kterd bude spliiovat nasledujici:

@ z logickych spojek obsahuje pouze spojky =, A a Vv (tj. neobsahuje
spojky <> a —):
AoB < (A-B)A(B-A)
A-B < -AVB

@ negace (—) jsou aplikovany pouze na atomické formule,
tj. na vyrokové promé&nné (napf. —x):

ﬁs"'ﬁ : ;X”AA ~(AAB) < -AvV-B
X X ~(AVB) e -AA-B
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Déle je moZné danou kvantifikovanou formuli ¢ pomoci ekvivantnich dGprav
transformovat do tzv. prenexniho tvaru:

Q1 x1. Qaxg. o+ QpXp .

kde Q1, Q, ..., Q, jsou kvantifikitory (3, V) a kde podformule v
neobsahuje 7adné kvantifikatory.

Pokud se ve formuli A nevyskytuje x jako volnd promé&nnd, tak plati nap¥.:

AAdx.B < 3dx.(AAB)
Av3dx.B < 3dx.(AvV B)
AAVX.B < Vx.(AAB)
AVvVYx.B < Vx.(AvB)

(Vyskyty prom&nnych je mozné p¥ejmenovat tak, aby se promé&nné vizané
riznymi kvantifikdtory jmenovaly jinak.
Tim se zaruli, Ze se nap¥. x nebude vyskytovat v A, jak je uvedeno vy3e.)
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Ve formuli v prenexnim tvaru

Q1 x1. Qo xg. +++ Qp X X0

je mozné podformuli ¢ (kterd neobsahuje kvantifikdtory) transformovat na
podformuli tvaru

Ay1.3yo- Iyit
kde:

° w' je v konjuntivni normalni formé, kde kazda klauzule bude
obsahovat pravé 3 literdly

@ V1, Vo, **, Yk jsou nové zavedené pomocné proménné odpovidajici
jednotlivym podformulim formule v

Udéla se to podobnym zpiisobem jako pfi pfevodu problému SAT na
problém 3-SAT.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Formule v prenexnim tvaru se dd také snadno upravit do tvaru, kdy se
kvantifikatory pravidelné st¥idaji:

@ stadi pridat nové kvantifikdtory s novymi promé&nnymi, které nejsou
nikde ve formuli pouZity

Pt¥iklad: Formuli tvaru
Vx1.¥Vx. ¥ x3.3x4.3x5.3x6. YV x7. ¥V xg.
je mozné prevést na formuli
Ay1.Vx1.Ays.Vxo.dy3, Vx3.3x3. YV y4. Ax5. V y5dx6. Vx7. y. V xg. 0

kde y1, o, ..., ¥ jsou nové dosud nepouZité proménné.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Vsimnéte si, Ze pro naprostou v&tsinu téchto uprav plati, Ze se jejich
provedenim velikost dané formule p¥ilis neméni:

@ velikost vysledné formule gp’ bude linearni vzhledem k velikosti
puvodni formule ¢
(tj. pokud velikost pavodni formule ¢ je n, tak velikost vysledné
formule ¢’ bude O(n))

Jedinou problematickou dpravou, kde by mohlo hrozit, Ze jejim
opakovanym pouzivanim by velikost formule mohla narist az
exponencialng, je ndhrada formule tvaru A < B formuli

(A= B)A(B— A)

Ve formulich, které vznikaji p¥i konstrukci popsané v dikaze
PSPACE-obtiZnosti problému QBF, se logické spojka < vyskytovala pouze
ve formulich EQ(«, 3), kde je v8ak aplikovdna pouze na atomické formule.
Vy3se uvedenou upravou tedy velikost takovych formuli vzroste také pouze
linedrné.
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Hry
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Kvantifikované booleovské formule (QBF) jako hra

Na vyhodnocovéni kvantifikované booleovské formule ¢ je moZné se divat
jako na uréity druh hry:

@ Tuto hru hraji dva hrd¢i — oznatme je Hra¢ I a Hrac I1.

@ Hrac I se snazi dokazat, Ze formule ¢ plati
(tj. md pravdivostni hodnotu 1)

@ Hra¢ II se snaZi dokazat, Ze formule ¢ neplatf
(tj. md pravdivostni hodnotu 0)

Jednotlivé pozice ve h¥e maji podobu dvojic (v, v), kde:
@ 1) — podformule pivodni formule ¢

e v — aktudlni p¥ifazeni booleovskych hodnot (né&kterym) prom&nnym

Kdo je v pozici (1, ) na tahu a jaké tahy miZe provést, z4visi na tvaru
formule .
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Kvantifikované booleovské formule (QBF) jako hra

Predpokladejme, Ze formule ¢ je tvaru, kdy:
@ z logickych spojek miZe obsahovat pouze =, A a V
(tj. neobsahuje spojky — a <)
@ negace jsou aplikovany pouze na atomické formule, tj. negace se

vyskytuji pouze v podformulich tvaru —x, kde x je booleovska
proménna

@ miiZe obsahovat kvantifikatory 3 a V¥
Priklad:

Vx.dy. ((=xVy) A Vz.((x A (=y Vv 2)) v Aw.(=z A =w)))

Poznamka: Ve skutecnosti by bylo moZné nadefinovat i variantu hry, ktera
by fungovala pro kvantifikované booleovské formule jakéhokoli tvaru.

Bylo by to ale drobné& technicky komplikovangjsi.

Pro jednoduchost se tedy omezime na formule vy$e uvedeného tvaru.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF) jako hra

@ Hra na formuli ¢ zadind v pozici (¢, 1), kde 1 je p¥ifazeni, kde
Zadné proménné neni pfitazena hodnota.
@ Pokud je v aktudlni pozici (1, v) formule 1) tvaru:

e Y1 V1, — Hra¢ I zvoli jednu z formuli ¥; nebo 1,
a pokraluje se v pozici (¢1,v) nebo (¢, v) podle této volby

e Yy ANy — Hrac II zvoli jednu z formuli ¥; nebo v,
a pokraluje se v pozici (1)1, v) nebo (15, ) podle této volby

o dx.ip; — Hrd& I zvoli booleovskou hodnotu b € {0, 1},
kterd se p¥itadi prom&nné x, a pokraluje se v pozici (1, v[x — b])

o Vx.py — Hrd& II zvoli booleovskou hodnotu b € {0, 1},
kterd se p¥itadi prom&nné x, a pokraluje se v pozici (¢, v[x — b])

o x — hra kon&i: pokud v(x) =1, vyhradl Hra& I, jinak vyhral Hra& IT
o —x — hra kond&i: pokud v(x) =0, vyhrdl Hrd¢ I, jinak vyhral Hra& IT
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Kvantifikované booleovské formule (QBF) jako hra

Strategie daného hrace je ptedpis, jak ma tento hra¢ v dané h¥e hrat,
tj. jaky konkrétni tah ma zvolit v kazdé z pozic, kde je tahu.

Vyhravajici strategie daného hrade je takova strategie, kterd mu zarudi,
Ze vzdy vyhraje.

(Tj. p¥i pouZiti dané strategie vZdy vyhraje bez ohledu na to, jaké tahy
bude volit jeho protihra&.)

Chtéli bychom ukazat, Ze plati nasledujici:

Tvrzeni

Hra¢ I ma ve vySe popsané hre na formuli ¢ vyhrdvajici strategii pravé
tehdy, kdyz je formule ¢ pravdiva.
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Kombinatorické hry

Vy3Se popsand hra je specidlnim p¥ipadem kombinatorické hry.

Definice

Kombinatorickou hru je moZné popsat jako Ctvefici
G = (Pos, Moves, lab, ag), kde:

Pos — mnoZina pozic

Moves € Pos X Pos — mnoZina tahi

lab: Pos — {1,11} — pf¥ifazeni pozic hra¢im

ag € Pos — pocateéni pozice

Pro pozice «, 8 € Pos to, ?e (o, 3) € Moves, znamend, Ze v dané hte je
mozZné provést tah z pozice o do pozice 3. Budeme to oznadovat zdpisem

a— f3
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Kombinatorické hry

@ Pt¥ifazeni pozic hra¢im pomoci funkce /ab urluje, ktery z hraci je
v dané pozici na tahu:
o pokud lab(a) =1, je v pozici a na tahu Hrd¢ I
o pokud lab(a) =11, je v pozici « na tahu Hrd¢ IT

@ Hra zadind v pozici ag.

e Pozice, ve kterych neexistuje Zadny mozny tah (tj. pozice «, kde
neexistuje zddné [ takové, Ze « — [3) jsou koncové pozice.

o Jestlize pozice a neni koncova (tj. pokud existuje alespofi jedno
takové, Ze a — [3), provede hrag, ktery je v pozici o na tahu, tah,
ktery spocivd v tom, Ze vybere nékteré 3 takové, ze a« — f.

Hra pak pokraluje v pozici 3.

@ Hrak, ktery je na tahu v koncové pozici (a nemiize tedy tahnout),
prohrdl a jeho protihra¢ vyhral. Hra timto kon¢i.
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Kombinatorické hry

Zapisem succ(a) oznaéme mnoZinu vdech pozic, do kterych je moZny tah

z pozice «, tj.
succ(a) ={pf € Pos | a — [}
Pomocnd oznadeni nékterych dilezitych mnoZin pozic:

@ Pos; = {a € Pos | lab(a) =1 A succ(a) + @}
— mnoZzina (nekoncovych) pozic, kde je na tahu Hrd¢ I

@ Posip = {a € Pos | lab(a) =11 A succ(a) + @)}
— mnozina (nekoncovych) pozic, kde je na tahu Hrd¢ IT

o Winy = {a € Pos | lab(a) =11 A succ(a) = @)}
— mnozina koncovych pozic, kde vyhrdl Hra¢ I

e Winy ={a € Pos | lab(a) =1 A succ(a) = @}
— mnozina koncovych pozic, kde vyhral Hra¢ I1
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Kombinatorické hry

Partie je konetna nebo nekonetna posloupnost pozic
g — Q) —> ap — -
kde:
@ g je polateéni pozice

e v kaZdé z pozic «; (s vyjimkou posledni pozice v konenych partiich)
vybral pozici «j,1 hrd€ uréeny hodnotou lab(«;)

V pfipadé koneénych partii je posledni pozice o, koncova pozice:

Qp = Q1 — Qg =t T Q] — Qp

Vitéz takovéto koneéné partie je uren podle toho, zda tato koncova
pozice «,, patfi do Winy nebo do Winyj.

U nekonecnych partii neni vitézem zadny z hraci.
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ombinatorické hry

Priibéhy v8ech potencidlné moznych partii je mozné znazornit ve formé
stromu:

KofFen stromu je oznalen polatetni pozici ayg.

@ Pro v8echny vrcholy stromu plati, Ze jestliZze je vrchol oznaéen
pozici «, tak potomci tohoto vrcholu jsou oznadeni pozicemi
z mnoziny succ(a).

Listy stromu jsou oznadeny koncovymi pozicemi.

Kazda z vétvi tohoto stromu reprezentuje jednu moznost toho, jak
miZe probéhnout partie v dané hte.
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Kombinatorické hry

Poznamka: Z formalniho hlediska bychom mohli nadefinovat tento strom
ndsledovné:

@ Vrcholy stromu odpovidaji neprdzdnym koneénym posloupnostem
tvaru:

Qg = Q1 = Qp — 0 T Q] T Q

@ Ve stromé vede hrana z vrcholu odpovidajiciho posloupnosti
Qp —> Q¥ Ty T 0t T Qo T @
do vrcholu odpovidajiciho posloupnosti
Qo —> Qg T Qp T 0t T Qo T G T Qg

pravé tehdy, kdyZz a; — 1.
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Kombinatorické hry

N/

Zamé&Fme se nejprve na jednodu$si pfipad, kdy v8echny vétve stromu jsou
konectné:

o tj. kdyz pravidla hry zaru€uji, Zze kazda partie skon&i po kone¢ném
poctu krokli vitézstvim jednoho z hra&ii, bez ohledu na to, jaké tahy
hraci voli.

Cilem je urtit, které vrcholy stromu odpovidaji situacim, které jsou:

@ vitézné pro Hrace I

o vitézné pro Hrace I
Tj. ve kterych vrcholech uZ si dany hrac dokdze zajistit své vitézstvi bez
ohledu na to, jak v nasledujicich tazich bude hrat jeho protihrac.
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Kombinatorické hry

P¥i této analyze miZeme postupovat od koncovych pozic (tj. od listl
stromu) smé&rem k polate¢ni pozici (tj. ke ko¥eni stromu):

@ Koncové pozice, ve kterych vyhral Hrac¢ I, tj. pozice z mnoziny Winy,
jsou zcela jisté vitézné pro Hrace I.

@ Koncové pozice, ve kterych vyhral Hra¢ II, tj. pozice
z mnoZziny Winyy, jsou zcela jisté vitézné pro Hrdce II.
o Rekn&me, e mame dén vrchol v oznaleny pozici o € Posy,
tj. pozici, kterd neni koncovd a kde je na tahu Hrac¢ I.
Rekn&me dile, %e pro viechny jeho potomky (oznakené pozicemi
z mnoziny succ(a)) uz bylo urgeno, zda jsou vitézné pro Hrace I
nebo Hrace II.
o Vrchol v je vitézny pro Hrace I pravé tehdy, pokud ma alespoii
jednoho potomka, ktery je vit&zny pro Hrace I.
— Hra¢ I ve své strategii ve vrcholu v zvoli tohoto pro ngj
vitézného potomka.
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Kombinatorické hry

@ UvaZujme nyni pFipad, kdy vrchol v je oznalen pozici «
z mnoZiny Posyy, tj. pozici, kterd neni koncovd a ve které je na tahu
Hrac¢ I1.
Kazdy takovy vrchol bude vitézny pro Hrace I pravé tehdy, pokud
vSichni jeho potomci budou vit&zni pro Hrace I.

Pokud jsou totiz vSichni potomci vitézni pro Hrace I, Hrac¢ II sice
miZe zvolit tah, jaky chce, ale vZdy se dostane do pozice, kde Hrac¢ I
zaruéené vyhraje.

Naopak, pokud néktery z potomkd neni vitézny pro Hrace I, Hra¢ 11
muize zahrat pravé do tohoto potomka.

@ Analogicky miZeme urdit, které pozice budou vitézné pro Hrace II.
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ombinatorické hry

VEimnéme si nékolika véci:

@ To, zda je dany vrchol v vitézny pro daného hrace, zavisi vyhradn& na
podstromu, jehoZ kofenem je vrchol v.

@ V daném stromé& se miiZe stejnd pozice « vyskytovat vicekrat.
Pokud si ale vezmeme libovolné dva vrcholy v a v' oznatené stejnou
pozici «, tak podstromy, jejichZ kofeny budou v a v, budou zcela
identické.

@ To, zda je dany vrchol v vitézny pro daného hrade, tedy zavisi &isté
na pozici «, kterou je tento vrchol oznaden.

Dava tedy smysl, mluvit o tom, Ze pozice « je vitézna pro Hrace I
nebo pro Hrace 11, resp. o tom, Ze dany hrd¢ ma v pozici « vitéznou
strategii.

o Kazdy vrchol stromu bude vitézny pro pravé jednoho z hracd.
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Kombinatorické hry

Vidime tedy, Ze plati nasledujici:
@ Pozice a € Posy je vitézna pro Hrace I pravé tehdy, kdyz existuje
n&jakd pozice 3 € succ(a), kterd je vitéznd pro Hrdce I.

@ Pozice a € Posyy je vitézna pro Hrace I pravé tehdy, kdyz kazda
pozice 8 € succ(a) je vitéznd pro Hrace I.
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Kombinatorické hry

U kombinatorickych her mizeme uvaZovat problémy nasledujiciho typu:

Vstup: Popis néjaké hry a néjaké pozice a.
Otazka: Ma Hra¢ I (p¥ipadn& Hra¢ II) v pozici o vyhravajici
strategii?

Jedna moZnost je, Ze pozice a tahy mohou byt popsany explicitné:

@ jednotlivé pozice a tahy budou pfimo vyjmenovany

Casto ale mohou byt pozice a tahy dény implicitné:

@ mame dan obecny popis pravidel dané hry a popis toho, jak mohou
vypadat jednotlivé pozice a tahy
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Kombinatorické hry

Aby bylo moZné p¥i takovém implicitnim zplisobu popisu dané hry vyse
uvedeny problém Fesit algoritmicky, pfedpokldddme zde ndsledujici:

o Ze jednotlivé pozice je mo#né reprezentovat n&jakym kone&nym
zplsobem.

o Ze pro kazdou pozici se dd n&jak snadno algoritmicky ur&it, zda pat¥
do Post, Posiy, Winy nebo Winy.

o Ze potet prvkii v succ(a) je pro libovolnou pozici o vidy kone&ny
a Ze tyto prvky je mozné algoritmicky generovat.

Poznamka: Pripomerime také, Ze se zde zatim omezujeme na hry,
kde plati, Ze v8echny partie jsou konecné.

Za vyse uvedenych podminek z toho vyplyva, Ze strom reprezentujici
mozné pribé&hy partii je koneény.
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Kombinatorické hry

D¥ive uvedené tvahy vedou k ndsledujicimu jednoduchému rekurzivnimu
algoritmu, ktery pro pozici « uréi, zda je vitézna pro Hrace I:

Algoritmus: Urleni pozic vitéznych pro Hrace I

F («):
if o € Winp then return True
else if o € Winy; then return False
else if o € Posy then
for each 3 € succ(a) do
| if F(B) then return True

return False
Ise (tj. kdyZ o € Posyp)
for each 3 € succ(a) do
| if not F(3) then return False

return True

o
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Kombinatorické hry

Pokud mnoZstvi paméti nutné pro uloZeni jedné pozice bude O(f(n))
a délka vech v&tvi stromu bude O(g(n)), tak prostorova sloZitost vyse
uvedeného algoritmu bude O(f(n) - g(n)).

Uvazujme specidlni p¥ipad, kdy bude navic platit nasledujici:
@ MnoZstvi paméti potfebné pro uloZeni jedné pozice bude polynomidlni.

o Na zjist&ni typu pozice a na generovani viech prvki z succ(a) bude
postalovat polynomialni mnoZstvi paméti.

o Délka vZech v&tvi stromu (tj. délka v3ech partii) bude shora omezena

néjakym polynomem.

Je ocividné, Ze za téchto pfedpokladi bude prostorova slozitost vyse
uvedeného algoritmu polynomialni.
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P¥iklady PSPACE-tplnych problémii tykajicich se her

Uvedeme si t¥i ptiklady her, kde se da takovyto algoritmus pouZit k tomu,
aby se ukazalo, Ze vySe popsany problém urit, zda ma dany hra¢ v dané
pozici vyhravajici strategii, pat¥i do t¥idy PSPACE.

Poznamka: Ve vech téchto t¥ech ptikladech her je dany problém navic
i PSPACE-t&zky.
V&echno to tedy budou p¥iklady PSPACE-tplnych problémii.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF) jako hra

Prvni ptiklad takové hry uZ jsme vidéli:

QBF jako hra

Vstup: Kvantifikovana booleovska formule ¢.

Otazka: M& Hrac¢ I ve h¥e na formuli ¢ vitéznou strategii?

o PYedpokldddme, Ze formule ¢ spliiuje dfive uvedend omezeni (tj. Ze
z logickych spojek mohou byt pouZity pouze -, A a Vv, a Ze negace
jsou aplikovany pouze na atomické formule).

Pravidla hry by bylo mozné upravit tak, aby toto omezeni nebylo
potfeba. Bylo by to ale drobné technicky komplikovangjsi.

@ Indukci podle struktury formule v se snadno ukaze nasledujici:
Formule ¢ ma p¥i ohodnoceni v pravdivostni hodnotu 1 pravé tehdy,
kdyZz md Hra& I v pozici (v, v) vyhrévajici strategii.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 21. listopadu 2023 83/114



Kvantifikované booleovské formule (QBF) jako hra

Rekn&me, Ze velikost vstupni formule ¢ je n:

@ Je zjevné, Ze mnoZstvi paméti, které postaluje pro ulozeni jedné
pozice (¢, v), je O(n).

o Je rovnéz zfejmé, Ze kaZzda partie je konecnd, a délka této partie je
nejvyse n tahd.

Z toho vidime, Ze d¥ive uvedeny algoritmus ma polynomidlni prostorovou
slogitost (O(n?)), a dany problém tedy pat¥i do t¥idy PSPACE.

PSPACE-obtiZnost problému QBF jsme uZ ukazali dfive.

Dostavame tedy nasledujici:

Véta
Zjistit, zda ve ht¥e na kvantifikované booleovské formuli ma Hrac¢ [
vyhravajici strategii, je PSPACE-tplny problém.
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Generalized Geography (GG)

Uvazujme nasledujici hru, kterou hraji dva hra&i na orientovaném grafu G:

o Hradi st¥idavé presunuji po vrcholech grafu G jeden hraci kdmen.

o P¥i tazich se ozna&uji vrcholy, které jiz byly kamenem navstiveny.

@ Zalina se na specifikovaném vrcholu vy.

o Rekn&me, %e kdmen je momentaln& na vrcholu v. Hrdg, ktery je na
tahu, vybere vrchol v takovy, Ze existuje hrana z v do v' a vrchol V'
nebyl dosud navstiven.

Hra¢, ktery nemize tdhnout, prohrdl a jeho protihra¢ vyhral.

Generalized Geografy (GG)

Vstup: Orientovany graf G s vyznalenym pocatecnim vrcholem vg.

Otazka: M3 hrag, ktery tahne jako prvni, vyhrdvajici strategii ve hte
hrané na grafu G, kde se zadina ve vrcholu vy ?
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Generalized Geography (GG)

Pozice v této hte jsou dany:

o Informaci, na kterém vrcholu se momentalné& nachazi kamen.

o Informaci, které vrcholy jiz byly navstiveny.

Na uloZenfi jedné pozice zjevn& postatuje O(n) biti, kde n je pocet
vrcholi grafu G.

Je také zjevné, Ze kaZd3 partie skondi nejvySe po n tazich, protoze zadny
vrchol nemiiZe byt navstiven dvakrat.

Je tedy zjevné, Ze problém , Generalized Geography" pat¥i do
t¥idy PSPACE.
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Generalized Geography (GG)

PSPACE-obtiZnost problému ,,Generalized Geography" se da ukézat
redukci z problému QBF.

Popiseme si polynomialni algoritmus, ktery:
@ Dostane jako vstup kvantifikovanou booleovskou formuli ¢.
@ Vygeneruje jako vystup orientovany graf G s vyznaéenym pocate¢nim
vrcholem vg.
e Bude platit, Ze Hra¢ I (ktery v dané h¥e za&ind), bude mit vyhravajici
strategii pravé tehdy, kdyZ je formule ¢ pravdiva.
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Generalized Geography (GG)

Navic budeme pfedpoklddat, Ze formule ¢ je specifického tvaru:
@ Je v prenexnim tvaru, kde se kvantifikdtory pravidelné st¥idaji:
dAx1.Vx0.dx3.V x4, -+ Ax_0. ¥V x,_1.3x,. ¥
@ Prvni a posledni kvantifikator je existenéni.

@ Podformule 1 je v konjunktivni normalni formé.

K dané formuli ¢ se vytvofi graf G takovym zplsobem, Ze pfi hte
»Generalized Geography" na tomto grafu budou hraci de facto hrat hru na
kvantifikované booleovské formuli ¢.

Tam, kde by v plvodni QBF h¥e hrd&i vybirali p¥ifazeni booleovskych
hodnot promé&nnym nebo vybirali jednu z podformuli dané formule, budou
ve h¥e na grafu realizovat tyto volby tim, Ze vyberou z nékolika moZnosti
nasledujici vrchol, kam se p¥esune v daném tahu kdmen.
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Generalized Geography (GG)

Hra na grafu G bude v tomto smyslu ,,simulovat” hru na formuli ¢:
@ Nejprve budou hradi stfidavé p¥itazovat pravdivostni hodnoty
proménnym v poradi xq1, X2, ..., X!
o Hra¢ I bude mit na vybér ze dvou moZnosti u proménnych
s existencnim kvantifikatorem.
o Hrac II bude mit na vybér ze dvou moznosti u proménnych

s univerzalnim kvantifikatorem.

@ Poté Hra¢ II vybere jednu z klauzuli formule .

o Nasledné Hrac I vybere jeden literal z této klauzule.

@ V této chvili bude na tahu Hra¢ II— bude nebo nebude moci tdhnout
podle toho, zda tento vybrany literdl bude p¥i daném ohodnoceni
pravdivy nebo nepravdivy.
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Generalized Geography (GG)

@ Pokud v prvni fazi hry byla dané proménné v literdlu p¥ifazena
hodnota, p¥i které je tento literdl pravdivy, bude jediny moZny tah
Hrac&e II vést do vrcholu grafu, ktery byl v této chvili jiz navstiven.

Hra¢ II tedy prohral a vyhrava Hrac 1.

o Pokud bude dany literadl nepravdivy, bude Hra¢ I moci tdhnout.
Dostane se do situace, kdy je na tahu Hrac¢ I, pfi¢emz ale jedind
hrana z daného vrcholu povede do jiz dfive navstiveného vrcholu.

Hra¢ I tedy v tomto p¥ipad& prohral a vyhrava Hrac I1.
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P¥iklad: Graf sestrojeny pro formuli
3X1.VX2.3X3.((X1 \% —|X2) A (X2 \% X3) A (—|X1 V Xo V —|X3))

X1 —1X1

\

X —1Xp

ol

X3 —1X3

\

O<=—20
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P¥iklad: Graf sestrojeny pro formuli
3X1.VX2.3X3.((X1 \% —|X2) A (X2 \% X3) A (—|X1 V Xo V —|X3))

X1 —1X1

.

Xp —1Xp

.

X3 —1X3

X3
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P¥iklad: Graf sestrojeny pro formuli
3X1.VX2.3X3.((X1 \% —|X2) A (X2 \% X3) A (—|X1 V Xo V —|X3))

X1 —1X1

X /Ow\

X3
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Generalized Geography (GG)

Neni tézké ovéFit, ze ve h¥e na grafu G vytvofeném k formuli ¢ ma Hra¢ I
vyhrévajici strategii pravé tehdy, kdyZ ma vyhrdvajici strategii ve hfe na
formuli ¢, tj. pravé tehdy, kdyZ je formule ¢ pravdiva.

Vidime tedy, Ze plati nasledujici:

Problém ,, Generalized Geography" je PSPACE-(plny.
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Generalized Geography (GG) — planarni graf

Ve skutecnosti je problém , Generalized Geography* PSPACE-uplny i ve
specidlnim p¥ipadé&, kdy je graf G planarni.

Graf je planarni, jestlize je mozné ho nakreslit v roviné takovym
zplsobem, Ze se zadné dvé hrany spolu nekfizi.
(Hrany je mozné kreslit jako libovolné k¥ivky, ne nutné& jako tsecky.)
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Generalized Geography (GG) — planarni graf

o V grafu sestrojeném vySe uvedenou konstrukci v dikaze
PSPACE-obtiZnosti problému GG se n&které hrany k¥izi.

o Graf z této konstrukce se da nakreslit tak, Ze jediné hrany, které se
k¥izi, jsou hrany, které vedou z vrcholu odpovidajiciho vybranému
literdlu x; nebo —x; do odpovidajiciho vrcholu v &asti grafu pro
pFislusny kvantifikdtor dx; nebo Vx;.

o Je zfejmé, Ze v kaZdé partii se projde pravé jedna ze vsech téchto
hran.

Y

@ Pro kaZdou dvojici k¥izicich se hran tak plati, Ze se bude béhem kazdé
partie prochazet nejvyse jednou z téchto dvou hran.
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Generalized Geography (GG) — planarni graf

V mistech, kde se néjaké dv& hrany k¥iZi, je mozné nahradit tato k¥izeni
pomoci nasledujici konstrukce:

O
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Generalized Geography (GG) — planarni graf

Neni té€Zké si také rozmyslet, Ze za cenu p¥idani dalsich pomocnych vrchold
a hran je mozné graf upravit tak, aby pro kaZzdy vrchol platilo nasledujici:

@ do vrcholu vstupuji nejvySe dvé hrany a vystupuje z néj z nejvyse
jedna hrana, nebo

@ do vrcholu vstupuje nejvySe jedna hrana a vystupuji z néj z nejvyse
dvé hrany

Graf pak bude obsahovat vrcholy jen nékolika mélo typ(:

NP

Tuto dpravu je navic moZzné provést tak, Ze pokud byl graf planadrni, tak
bude planarni i po této dpravé.
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Generalized Geography (GG) — planarni graf

Vysledny planarni graf, kde jsou vSechny vrcholy jen vySe uvedenych typd,
je navic mozné nakreslit do roviny tak, aby vSechny hrany vedly jen ve
vodorovném a svislém sméru — tj. rovnobézné s osami souradnic.

P¥islusnou redukci je mozné upravit tak, aby generovala nejen popis
vysledného grafu, ale i informace o nakresleni grafu v roviné —
tj. soufadnice jednotlivych vrcholi a hran.

Problém zlstdvd PSPACE-tplny i pro takto nakreslené grafy, coZ je mozné
vyuZivat p¥i ditkazech PSPACE-obtiZnosti dalich problémi pomoci
redukce z této varianty problému.
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Zobecnéna varianta hry Hex

UvaZujme nasledujici hru:

@ Hraji dva hrd¢i — Hra¢ I a Hra¢ II na neorientovaném grafu,
ve kterém jsou dva vrcholy s a t vyznaéeny jako specidlni.

Hradi st¥idavé pokladaji své kameny na vrcholy grafu:

o Hra¢ I ma kameny jedné barvy — nap¥. zelené
o Hrac¢ II ma kameny druhé barvy — nap¥. Cervené

Oba hra&i maji neomezenou zdsobu kamen( své barvy.

Na zalatku hry je graf prdzdny — neleZi na ném 2adné kameny.

Jako prvni tdhne Hrac¢ I.

Tah hrace spociva v tom, Ze vybere libovolny vrchol, na kterém dosud
neleZi Zadny kdmen, a poloZi kdmen své barvy na tento vrchol.

Na specidlni vrcholy s a t se kameny nesmi pokladat.
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Zobecnéna varianta hry Hex

o Cilem Hrace I je vytvofit ze svych kamen( cestu z vrcholu s do
vrcholu t.

o Cilem Hrace II je mu v tom zabranit.

Partie kondi jednim ze dvou zplsob:

@ Na né&které cesté z s do t leZi samé zelené kameny:
Vyhral Hra¢ I.

o Na kazdé cesté z s do t lezi alespori jeden Cerveny kdmen:
(Hra¢ I uz tedy urit& nebude schopen vytvofit ze svych kamen(
cestu z s do t.)

Vyhral Hra¢ I1.
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Zobecnéna varianta hry Hex

Jedna se o urdité zobecnéni deskové hry Hex.
Hra Hex se standardné hraje na pravidelné hraci plose tvorené
Sestithelniky:
@ tyto Sestitihelniky si mizZeme p¥edstavit jako vrcholy grafu
@ vrcholy odpovidajici Sestitthelnikiim jsou spojeny hranou, jestliZze spolu
dané Zestithelniky sousedi
@ vrcholy s a t si mizeme p¥edstavit jako specidlni vrcholy mimo hraci

plochu, které jsou spojeny hranami se vSemi Sestitihelniky na jedné
a druhé stran& hraci plochy

Zobecnéni zde spodiva v tom, Ze misto standardni podoby se Sestithelniky
uvaZujeme hru na libovolném grafu.
(Tento graf nemusi byt ani planérni.)
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Zobecnéna varianta hry Hex

Vezméme si nasledujici problém:

Zobecnéna varianta hry Hex

Vstup: Neorientovany graf G se dvéma speciadlnimi vyznaéenymi
vrcholy s a t.

Otazka: M3 Hra¢ I ve h¥e na grafu G vyhrdvajici strategii?

ﬁeknéme, ze graf G ma n vrcholi:
@ Pro uloZenfi jedné pozice postatuje O(n) bit.
o Kazda partie ma nejvyse n tahd.

D¥ive popsany rekurzivni algoritmus prochazejici systematicky strom vsech
moZnych partii bude mit proto prostorovou sloZitost (’)(n2).

Vy%e uvedeny problém pat¥i tedy do t¥idy PSPACE.
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Zobecnéna varianta hry Hex

PSPACE-obtiznost tohoto problému je mozné ukdzat redukci z problému
QBF.

Tuto konstrukci zde nebudeme podrobn& popisovat.
(Je naplni jednoho z referati.)

Véta
»Zobecnénd varianta hry Hex" je PSPACE-(plny problém.
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Kombinatorické hry — obecny pfipad

Na libovolnou kombinatorickou hru G = (Pos, Moves, lab, ag) se miizeme
divat jako na orientovany graf, kde:

@ vrcholy jsou prvky mnoZiny Pos (tj. pozice)

@ hrany jsou prvky mnoZiny Moves (tj. tahy)

Zatim jsme uvaZovali pouze hry, kde p¥imo z pravidel vyplyvalo, Ze kazda
partie musi byt kone¢nd a musi tim padem kondit vitézstvim jednoho

z hraca.

Mimo jiné tak v takovych hrach neni mozné, aby v grafu hry existoval
cyklus, tj. aby bylo mozné, aby se néjaka pozice béhem partie zopakovala.

Zamé&Fme se nyni na obecny p¥ipad, kde graf hry mize byt zcela libovolny.
Nebudeme vsak ¥esit pfipady, kdy je mnoZina Pos nekonedna.

Tj. budeme ptfedpoklddat, Ze graf hry je kone¢ny, miizZe ale obsahovat
cykly, a partie tak mohou byt libovolné dlouhé a p¥ipadné i nekoneéné.
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Kombinatorické hry — obecny pfipad

P¥edpokladejme tedy, Ze mame danu kombinatorickou hru
G = (Pos, Moves, lab, o), kde mnoZina Pos je kone&na.

Pro tuto hru G miZeme spoditat posloupnost
Wo, Wi, Wh, ...

tvofenou podmnozinami mnoziny Pos, kde pro i € N podmnoZina W;
obsahuje pravé ty pozice o z mnoziny Pos, ze kterych je schopen Hra¢ I
vynutit, Ze b&hem nejvyse i tahl bude dosaZena néjaka pozice

z mnoziny Winy, tj. ty pozice, ve kterych dokaZze Hra¢ I vyhrat do i tahd.
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Kombinatorické hry — obecny pfipad

Mnoziny W; miiZeme poditat ndsledovné:
o Wy = Winy
o MnoZinu W, 1 je moZzné z mnoziny W; spoditat takto:
o W, .1 bude obsahovat viechny pozice z W;.

o Do W;,1 pfidame také v8echny pozice a € Posy,
pro které existuje n&jaké g € W; takové, ze « — (.

o Diéle pfidéame do W;,1 v8echny pozice o« € Posyy,
kde pro kazdé 3 € succ(«) plati B € W;.
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Kombinatorické hry — obecny pfipad

Je zjevné, Ze mnoziny Wy, Wy, Wh, ... tvoFi rostouci posloupnost
WoEWL EW, C -t

JestliZze je mnoZina Pos koneénd, musi nutné existovat né&jaké i € N,
pro které plati W; = W;,1.

Nutn& pak plati W; = W41 i pro kazdé j, kde j > i, tj.
Wi =Wis1 = Wiso = Wiz = -
Ozna&me W tuto vyslednou mnoZinu W;, kde W, = Wi,1.

Zéapisem WV oznatme ty pozice, které nepatfi do W, tj. W = Pos — W.
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Kombinatorické hry — obecny pfipad

Je zjevné, Ze:

o / kazdé pozice a € W je Hra¢ I schopen vynutit dosaZeni
mnoziny Winy, bez ohledu na to, jak hraje Hra¢ II.

o Na druhou stranu, oividn& pro kazdou pozici o € W plati:

o Pokud « € Posy, tak pro kazdé 8 € succ(a) plati 5 € W.
o Pokud o € Posy, tak existuje 8 € succ(a) takové, ze 8 € W.

Hrac IT ma tedy strategii, kterou miZe libovoln& dlouho udrZovat hru
v pozicich z mnoZiny W.

Pokud bude b&hem partie dosaZena jakakoli pozice z W, tak Hrd& II
je schopen vynutit, Ze v nasledujicich tazich uz nikdy nebude
dosaZena zadna pozice z W, a specidlné tedy, Ze nebude dosazena
74dnd pozice z Winy, nebot Win; € W.
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Kombinatorické hry — obecny pfipad

o Vidime tedy, Ze vysledna mnoZina WV obsahuje pravé ty pozice, ve
kterych ma Hrac I vyhravajici strategii.

o Naopak mnoZina W = Pos — W obsahuje pravé ty pozice, ve kterych
ma Hrac II neprohravajici strategii — tj. strategii, kterd mu sice
nemusi nutné zajistit vitézstvi, ale kterd mu zaruéi, Ze urdité
neprohraje (a tedy, Ze Hra¢ I nevyhraje).

Vy3Se popsany postup ndm davd i algoritmus, ktery mnoZinu W spotita.

Neni tézké si promyslet, Ze Casova slozZitost pfimocaré implementace
takového algoritmu je polynomialni vzhledem k velikosti grafu hry G.
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Kombinatorické hry — obecny pfipad

O né&co efektivnéjsi implementace je mozné dosahnout pouZitim
algoritmu, ktery pracuje dosti podobné jako b&Zné prohledavani do Sitky
(breadth-first search), s tim rozdilem, Ze postupuje proti smé&ru hran

a u jednotlivych pozic rozliSuje riizné p¥ipady podle toho, kdo je v dané
pozici na tahu.
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Kombinatorické hry — obecny pfipad

Inicializace algoritmu:

@ pro kazdou pozici § se predpo&itd mnozina viech jejich predchadcii,
tj. mnoZina
pred(8) ={a € Pos | a — 3}

v8em prvkim « € Posyp je nastaven &itad count(a) na
hodnotu |succ(a)]

v8echny pozice s vyjimkou pozic z mnoZiny Winy jsou oznaleny jako
nezpracované

@ pozice z mnoziny Winy jsou oznadeny jako zpracované
o W = Win;

@ prvky z mnoZiny Win jsou vloZeny do fronty
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Kombinatorické hry — obecny pfipad

Dokud je fronta neprazdna, je v cyklu provadéno nasledujici:
e Z fronty je vybrana pozice 5.
@ Pro kaZdou dosud nezpracovanou pozici a € pred(f3) se provede:
o Pokud a € Posy:
W:=WuU {a}
Pozice a se ozna&i jako zpracovand a vloZi se do fronty.
o Pokud o« € Pos:
count(a) := count(a) — 1
Pokud count(a) = 0:
W:i=Wu{a}

Pozice a se ozna&i jako zpracovand a vloZi se do fronty.
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Kombinatorické hry — obecny pfipad

Neni tézké si promyslet, Ze sloZitost tohoto algoritmu bude zhruba linedrni
vzhledem k velikosti grafu hry G, tj. O(n+ m), kde n je velikost mnoZiny
Pos a m velikost mnoZiny Moves.

P¥edpokladejme dale, Ze tento algoritmus pracovat s hrou danou

implicitné, kde mnoZstvi paméti potfebné pro uloZeni jedné pozice bude

O(f(n)) bith, pro n&jakou funkci f(n):
e Potet pozic (tj. hodnota n) bude 20U,

o Potet tahi (tj. hodnota m) bude 20U(m) g0t ()

tj. 2O(f("))+o(f(")), coz je stale 20(“")).

Celkova ¢asova sloZitost algoritmu bude v tom p¥ipadé OF(m),

Prostorova sloZitost algoritmu bude rovnéz O(F(n),

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 21. listopadu 2023 112 /114



Kombinatorické hry — obecny pfipad

Uvazujeme verze rliznych zndmych deskovych her jako jsou napftiklad:
@ 3achy
e ddma

e GO

zobecnéné tak, Ze se nehraji na hraci plose n&jaké pevné dané velikosti
(8 x 8 u Sachu & damy, 19 x 19 u GO, apod.), ale na plo3e velikosti n X n
pro libovolné n € N.

Uvazujme problémy ndsledujiciho typu:

Vstup: Pozice a v néjaké takové zobecnéné h¥e na plose n X n,
kde jsou nékteré figurky, kameny, apod. jiz rozmistény,
a informace, ktery z hra&i je momentalné na tahu.

Otazka: Ma Hra¢ I v pozici a vyhrdvajici strategii?

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 21. listopadu 2023 113 /114



Kombinatorické hry — obecny pfipad

Z predchoziho plyne, Ze ve v3ech ptipadech, kdy je mnoZstvi paméti
potfebné pro uloZeni jedné pozice polynomialni, bude vySe uvedeny
problém patfit do tfidy EXPTIME.

@ Pro Sachy i damu je znama EXPTIME-obtiZznost dané ulohy.
Pro obé tyto hry je tedy dany problém EXPTIME-tplny.

@ Pro GO je zndma PSPACE-obtiZnost.

D34 se to dokdzat pomoci pfevodu z Generalized Geography
(v planarni verzi).

(Dikaz této PSPACE-obtiznosti je obsahem jednoho z referatd.)
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