
Úplné problémy pro daľśı ťŕıdy složitosti
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PSPACE-úplné problémy, EXPTIME-úplné problémy, . . .

Problém A je PSPACE-těžký, jestliže je každý problém A
′
z PSPACE

polynomiálně p̌reveditelný na problém A.

Problém A je PSPACE-úplný, jestliže je PSPACE-těžký a nav́ıc sám
paťŕı do ťŕıdy PSPACE.

Problém A je EXPTIME-těžký, jestliže je každý problém A
′

z EXPTIME polynomiálně p̌reveditelný na problém A.

Problém A je EXPTIME-úplný, jestliže je EXPTIME-těžký a nav́ıc
sám paťŕı do ťŕıdy EXPTIME.

⋮
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PSPACE-úplné problémy, EXPTIME-úplné problémy, . . .

Obecně pro libovolnou ťŕıdu složitosti C můžeme zavést ťŕıdy C-těžkých

a C-úplných problémů:

Definice

Problém A je C-těžký, jestliže je každý problém A
′
ze ťŕıdy C

polynomiálně p̌reveditelný na problém A.

Problém A je C-úplný, jestliže je C-těžký a nav́ıc sám paťŕı do ťŕıdy C.

Kromě NP-úplných problémů tak máme PSPACE-úplné problémy,
EXPTIME-úplné problémy, EXPSPACE-úplné problémy,
2-EXPTIME-úplné problémy, . . .

Obecně se dá ř́ıci, že C-úplné problémy jsou vždy ty nejtěžš́ı problémy
v dané ťŕıdě C.
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P-úplné problémy, NL-úplné problémy, . . .

Poznámka: Výše uvedeným způsobem zavedené pojmy C-těžkých
a C-úplných problémů, kdy byl v definici použit pojem polynomiálńı

p̌revoditelnosti, nedávaj́ı p̌ŕılǐs smysl pro ťŕıdu P a daľśı ťŕıdy, které jsou
jej́ımi podmnožinami (jako ťreba NL).

Pro takové ťŕıdy se zavád́ı pojmy C-těžké a C-úplné problémy podobným
způsobem jako v p̌redchoźıch definićıch, ale ḿısto polynomiálńıch redukćı
se použ́ıvaj́ı, tzv. logspace redukce:

algoritmus realizuj́ıćı daný p̌revod muśı být deterministický a ḿıt
logaritmickou prostorovou složitost

T́ımto způsobem se zavád́ı nap̌ŕıklad:

P-úplné a P-těžké problémy

NL-úplné a NL-těžké problémy
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Tř́ıdy co-NP, co-NL, . . .

U ťŕıd složitosti, kde to, zda daný problém paťŕı nebo nepaťŕı do dané
ťŕıdy, záviśı na existenci nebo neeexistenci deterministického algoritmu
řeš́ıćıho tento problém, plat́ı, že:

libovolný problém A paťŕı do dané ťŕıdy právě tehdy, když doplňkový
problém Ā problému A paťŕı do dané ťŕıdy.

Algoritmus řeš́ıćı problém Ā dostaneme z algoritmu řeš́ıćıho
problém A tak, že prostě znegujeme odpověd’, kterou by tento
původńı algoritmus vrátil jako výstup.

Toto ovšem nemuśı být nutně pravda u ťŕıd, které se vztahuj́ı k existenci
nedeterministických algoritmů — jako jsou ťreba ťŕıdy NP, NL nebo
NEXPTIME.
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Tř́ıdy co-NP, co-NL, . . .

Z toho důvodu se zavád́ı ťŕıdy jako:

co-NP — ťŕıda tvǒrená právě těmi problémy, které jsou doplňkovými
problémy problémů ze ťŕıdy NP

co-NL — ťŕıda tvǒrená právě těmi problémy, které jsou doplňkovými
problémy problémů ze ťŕıdy NL

. . .

Nap̌ŕıklad ťŕıda co-NP je tak tvǒrena právě těmi problémy, pro které:

Existuje nedeterministický algoritmus s polynomiálńı časovou
složitost́ı rozpoznávaj́ıćı právě ty vstupy, pro které je odpověd’ Ne.

Pro vstupy, pro které je odpověd’ Ne existuj́ı polynomiálně velćı
svědci, které je možné ově̌rit deterministickým algoritmem
v polynomiálńım čase.
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co-NP-úplné problémy

Analogickým způsobem, jako jsou definovány NP-těžké a NP-úplné
problémy je možné definovat i co-NP-těžké a co-NP-úplné problémy.

Př́ıklady co-NP-úplných problémů:

UNSAT

Vstup: Booleovská formule ϕ.

Otázka: Je formule ϕ nesplnitelná?

Doplňkový problém k problému IS (nezávislá množina)

Vstup: Neorientovaný graf G a č́ıslo k .

Otázka: Plat́ı, že v grafu G neexistuje nezávislá množina velikosti k ?

Poznámka: Redukce dokazuj́ıćı co-NP-obt́ıžnost doplňkových problémů
jsou p̌resně ty samé redukce, které dokazuj́ı NP-obt́ıžnost původńıch
problémů.
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co-NP-úplné problémy

Př́ıklad problému, který je p̌rirozeněǰśı definovat ve formě, která paťŕı do
ťŕıdy co-NP:

TAUTOLOGY

Vstup: Booleovská formule ϕ.

Otázka: Je formule ϕ tautologíı?

Opět se jedná o p̌ŕıklad co-NP-úplného problému.
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Tř́ıda PSPACE
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Tř́ıda PSPACE

Připomeňme si definici ťŕıdy PSPACE:

Rozhodovaćı problém A paťŕı do ťŕıdy PSPACE právě tehdy, když existuje
algoritmus s polynomiálńı prostorovou složitost́ı (tj. algoritmus
s prostorovou složitost́ı O(f (n)), kde f (n) je polynom), který ho řeš́ı.

Připomeňme si rovněž Savitchovu větu:

Ke každému nedeterministickému algoritmu s prostorovou
složitost́ı f (n) je možné sestrojit deterministický algoritmus
s prostorovou složitost́ı O(f (n)

2
), který dává odpověd’ Ano právě

pro ty vstupy, pro které existuje p̌rij́ımaj́ıćı výpočet původńıho
nedeterministického algoritmu.

Pro ukázáńı toho, že nějaký daný problém A paťŕı do ťŕıdy PSPACE, proto
stač́ı ukázat nedeterministický algoritmus s polynomiálńı prostorovou
složitost́ı, který ho řeš́ı.

Z. Sawa (VŠB-TUO) Teoretická informatika 21. listopadu 2023 10 / 114



Přechodové systémy

Řekněme, že máme dán nějaký systém, kde:

Daný systém se může nacházet v libovolném stavu z nějaké množiny
stav̊u.

Označme množinu těchto stav̊u States.

Mezi těmito stavy je možné p̌recházet pomoćı nějak definovaných
p̌rechod̊u.

Označme Transitions množinu těchto p̌rechodů, tj. těch dvojic (α, β),
kde α, β ∈ States a je možné p̌rej́ıt jedńım krokem ze stavu α do
stavu β.

Zápisem
α⟶ β

označme to, že plat́ı (α, β) ∈ Transitions.
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Přechodové systémy

Řekneme, že stav αn je dosažitelný ze stavu α0, jestliže existuje
nějaká konečná posloupnost α0, α1, . . . , αn, kde k ≥ 0, a kde

α0 ⟶ α1 ⟶ α2 ⟶ ⋯ ⟶ αn−1 ⟶ αn

To, že stav β je dosažitelný ze stavu α označme zápisem

α⟶
∗
β

Řekněme, že máme dán nějaký počátečńı stav α0 a nějaký koncový

stav αf .

Můžeme se ptát, zda plat́ı

α0 ⟶
∗
αf

(Obecněji bychom mohli uvažovat i p̌ŕıpad, kdy máme dánu
množinu počátečńıch stav̊u a množinu koncových stav̊u.)
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Přechodové systémy

Na takový systém se tedy můžeme d́ıvat jako na orientovaný graf:

vrcholy — prvky množiny States

hrany — p̌rechody z množiny Transitions

Dosažitelnost odpov́ıdá tomu, že mezi danými vrcholy existuje cesta.

Tj. α⟶
∗
β plat́ı právě tehdy, když v daném grafu existuje cesta

z α do β.
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Přechodové systémy

Takovýto systém nemuśı být dán explicitně, tj. vyjmenováńım všech stav̊u
a p̌rechodů, ale může být popsán nějakým způsobem implicitně, nap̌r.:

Stavy budou reprezentovány pomoćı nějakých konečných objekt̊u
(nap̌r. pomoćı slov nad nějakou abecedou Σ).

Nav́ıc budeme ḿıt algoritmus, který pro daný objekt bude schopen
určit, zda tento objekt reprezentuje stav daného systému nebo ne
(nap̌r. jestli dané slovo je zápisem stavu z množiny States nebo ne).

Přechody budou reprezentovány pomoćı nějakého algoritmu, který
pro každou dvojici α, β ∈ States urč́ı, zda plat́ı

α⟶ β

Počátečńı stavy budou reprezentovány pomoćı algoritmu, který pro
libovolný stav α urč́ı, zda se jedná o počátečńı stav nebo ne.

Koncové stavy budou reprezentovány pomoćı algoritmu, který pro
libovolný stav α urč́ı, zda se jedná o koncový stav nebo ne.
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Přechodové systémy

Vezměme si nyńı nějaký takový systém, kde nav́ıc budeme p̌redpokládat:

Stavy je možné reprezentovat pomoćı polynomiálně velkých objekt̊u,
u kterých je nav́ıc možné algoritmem s polynomiálńı prostorovou
složitost́ı ově̌rit, zda se jedná o stav z množiny States nebo ne.

Stav̊u tedy obecně může být exponenciálně mnoho, ale na uložeńı
jednoho stavu postačuje polynomiálńı množstv́ı paměti.

Existuj́ı algoritmy s polymiálńı prostorovou složitost́ı, které pro
libovolné stavy α, β umožňuj́ı otestovat:

zda α a β jsou jeden a tentýž stav, tj. zda plat́ı α = β

zda plat́ı α⟶ β

zda je α počátečńı stav
zda je α koncový stav.

Existuje možnost jak s polynomiálńım množstv́ım paměti postupně
generovat všechny stavy z množiny States, tj. máme algoritmus
s polymiálńı prostorovou složitost́ı, který dostane popis stavu α a vrát́ı
jako výsledek popis následuj́ıćıho stavu α

′
.
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Přechodové systémy

Pro takový systém můžeme snadno sestrojit nedeterministický algoritmus
s polynomiálńı prostorovou složitost́ı řeš́ıćı problém, zda je nějaký koncový
stav dosažitelný z nějakého počátečńıho stavu,
tj. zda existuje nějaký počátečńı stav α0 a nějaký koncový stav αf ,
pro které plat́ı α0 ⟶

∗
αf :

Algoritmus si bude pr̊uběžně pamatovat:

Aktuálńı stav α
Hodnotu č́ıtače c — kolik krok̊u je ještě možné udělat
(č́ıtač c bude reprezentován binárně)

Na začátku bude α inicialializováno nějakým nedeterministicky
zvoleným počátečńım stavem α0.

Č́ıtač bude inicializován nějakou hodnotou, která bude věťśı nebo
rovna ∣States ∣ − 1.

Protože je stav̊u nanejvýš exponenciálně mnoho, bude stačit na
reprezentaci hodnoty č́ıtače polynomiálńı počet bit̊u.
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Přechodové systémy

Algoritmus bude v cyklu provádět následuj́ıćı:

Pokud bude α koncový stav, skonč́ı s odpověd́ı Ano.

Pokud bude ḿıt č́ıtač c hodnotu 0, skonč́ı s odpověd́ı Ne.

Nedeterministicky zvoĺı nějaký stav α
′
takový, aby platilo α⟶ α

′
.

Nastav́ı hodnotu α na α
′
.

Sńıž́ı hodnotu č́ıtače c o 1.

Pokračuje daľśı iteraćı.

Algoritmus tedy nedeterministicky hádá p̌ŕıslušnou cestu v grafu, p̌ričemž
si vždy pamatuje jen aktuálńı vrchol.

Je zjevné, že tento algoritmus vystač́ı s polynomiálńım množstv́ım paměti.
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Přechodové systémy

Můžeme se odvolat na Savitchovu větu a vyvodit, že tedy bude existovat
i deterministický algoritmus s polynomiálńı prostorovou složitost́ı řeš́ıćı
daný problém.

Alternativně je také možné rovnou sestrojit deterministický algoritmus,
který bude založen na stejné myšlence, na které je založen důkaz
Savitchovy věty.

Toto řešeńı se tedy na Savitchovu větu nebude odvolávat.

Základem tohoto algoritmu bude rekurzivńı funkce

Reach(i , α, β)

která bude vracet boolevskou hodnotu:

vrát́ı True právě tehdy, když bude existovat cesta z α do β délky
nejvýše 2

i
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Přechodové systémy

Reach (i , α, β):
if i = 0 then

if (α = β or α⟶ β) then return True

else

for each γ ∈ States do

if Reach(i − 1, α, γ) and Reach(i − 1, γ, β) then

return True

return False

Stač́ı tedy zavolat funkci Reach(h, α, β) pro všechny počátečńı stavy α
a všechny koncové stavy β, p̌ričemž hodnota h bude č́ıslo, které bude
splňovat podḿınku

2
h
≥ ∣States ∣ − 1
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Přechodové systémy

Je žrejmé, že:

Pro každé voláńı funkce Reach bude stačit polynomiálńı množstv́ı
paměti pro uložeńı hodnot jej́ıch argument̊u a lokálńıch proměnných.

Počátečńı hodnota proměnné i , tedy hodnota h, je v O(log ∣States ∣).

Hlouka zanǒreńı rekurzivńıch voláńı funkce Reach bude rovna h

a bude tedy také nejvýše O(log ∣States ∣).

Tato hodnota je nejvýše polynomiálńı.

Vid́ıme tedy, že celý tento deterministický algoritmus má polynomiálńı
prostorovou složitost.
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Oblázková hra

Uvažujme následuj́ıćı oblázkovou hru (pebble game):

Máme dán acyklický orientovaný graf G = (V ,E), ve kterém je jeden
vrchol vyznačen jako ćılový (označme tento vrchol t).

Máme k dispozici k kamenů. Tyto kameny mohou být pokládány na
vrcholy grafu.

Na začátku je graf prázdný.

Je možné provádět kroky podle následuj́ıćıch pravidel:

Pokud je vrchol v prázdný a na na všech p̌redchůdćıch vrcholu v

(tj. na všech vrcholech v
′
takových, že existuje hrana z v

′
do v)

lež́ı kameny, je možné položit kámen na vrchol v .

Pokud je vrchol v prázdný a na na všech p̌redchůdćıch vrcholu v

lež́ı kameny, je možné posunout kámen z jednoho z těchto
p̌redchůdc̊u na vrchol v .

Libovolný kámen lež́ıćı na nějakém vrcholu grafu G je možné
odebrat.
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Oblázková hra

Ćılem je naj́ıt posloupnost tahů takovou, aby na jej́ım konci byl
položen kámen na ćılový vrchol t, nebo zjistit, že žádná taková
posloupnost neexistuje.

Poznámka: Nejde v pravém slova smyslu o hru, protože tady nejsou dva
hráči, ktěŕı by hráli proti sobě. Je to sṕı̌se něco jako hlavolam.

Můžeme zformulovat následuj́ıćı rozhodovaćı problém:

Oblázková hra

Vstup: Acyklický orientovaný graf G s vyznačeným ćılovým
vrcholem t a počet kamenů k .

Otázka: Existuje nějaká posloupnost tahů, kde na konci této
posloupnosti bude položen kámen na vrchol t ?
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Oblázková hra

Na oblázkovou hru se můžeme d́ıvat jako na p̌rechodový systém, kde:

Stavy odpov́ıdaj́ı všem možnostem, jak může být rozḿıstěno 0 až k

kamenů na n vrcholech grafu G .

Přechody jsou dány pravidly určuj́ıćımi, jak je možné pokládat,
posouvat nebo odeb́ırat kameny.

Počátečńı stav odpov́ıdá situaci, kdy na grafu G nejsou položeny
žádné kameny.

Koncové stavy jsou ta rozḿıstěńı kamenů, kdy lež́ı kámen na
vrcholu t.
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Oblázková hra

Stavy je možné reprezentovat jako n-tice bit̊u, kde hodnota i-tého
bitu udává, zda na vrcholu s č́ıslem i lež́ı nebo nelež́ı kámen.

(Předpokládáme, že vrcholy jsou označeny č́ısly 0, 1, . . . , n − 1.)

Je žrejmé, že následuj́ıćı testy je možné provést v čase úměrném
velikosti grafu G :

test, zda jsou stavy α a β totožné (tj. zda plat́ı α = β)
test, zda je možné jedńım krokem p̌rej́ıt ze stavu α do stavu β
test, zda α je počátečńı stav
test, zda α je koncový stav

Vid́ıme tedy, že plat́ı následuj́ıćı:

Věta

Problém
”
Oblázková hra“ je v PSPACE.
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Ekvivalence nedeterministických konečných automat̊u

Ekvivalence NKA

Vstup: Nedeterministické konečné automaty A1 a A2.

Otázka: Je L(A1) = L(A2) ?

Tento problém je možné řešit takto:

k daným nedeterministickým konečným automat̊um A1 a A2

sestroj́ıme ekvivalentńı deterministické konečné automaty A
′
1 a A

′
2

a pro tyto deterministické konečné automaty budeme hledat rozlǐsuj́ıćı
slovo, které jeden z nich p̌rijme a druhý ne.

Pokud takové rozlǐsuj́ıćı slovo existuje, bude platit L(A1) ≠ L(A2)

(a odpověd’ tedy bude Ne), pokud ne, tak bude platit
L(A1) = L(A2) (a odpověd’ tedy bude Ano).
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Ekvivalence nedeterministických konečných automat̊u

Při p̌revodu nedeterministického konečného automatu na deterministický
může doj́ıt k exponenciálńımu nár̊ustu počtu stav̊u:

Stavy deterministického automatu totiž odpov́ıdaj́ı podmnožinám

množiny stav̊u původńıho nedeterministického automatu a těch může
být až 2

n
, kde n je počet stav̊u původńıho automatu.

Výše uvedený postup má tedy exponenciálńı prostorovou složitost.
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Ekvivalence nedeterministických konečných automat̊u

Exponenciálně velké deterministické automaty A
′
1 a A

′
2 však neńı ťreba

držet celé v paměti.

Nav́ıc můžeme p̌ri hledáńı rozlǐsuj́ıćıho slova využ́ıt nedeterminismus:

Algoritmus si bude pamatovat vždy jen aktuálńı stav
deterministických automat̊u A

′
1 a A

′
2

(kde prvńı z nich bude podmnožina množiny stav̊u automatu A1

a druhý podmnožina množiny stav̊u automatu A2).

Algorimus bude nedeterministicky hádat jednotlivé symboly
rozlǐsuj́ıćıho slova.

V rámci jednoho kroku vždy nedeterministicky uhodne následuj́ıćı
symbol a odsimuluje jeho p̌rečteńı na stavech automat̊u A

′
1 a A

′
2.
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Ekvivalence nedeterministických konečných automat̊u

Je zjevné, že tento nedeterministický algoritmus vystač́ı s polynomiálńım
množstv́ım paměti.

Použit́ım Savitchovy věty jej můžeme p̌revést na deterministický
algoritmus, který také bude ḿıt polynomiálńı prostorovou složitost.

Dostáváme tedy následuj́ıćı:

Věta

Problém
”
Ekvivalence NKA“ je v PSPACE.

Poznámka: Alternativně je také možné se neodvolávat na Savitchovu větu
a ḿısto toho p̌ŕımo sestrojit p̌ŕıslušný deterministický algoritmus
s polynomiálńı prostorovou složitost́ı.
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Ekvivalence nedeterministických konečných automat̊u

Z p̌redchoźıho je žrejmé, že i následuj́ıćı problém (na který se můžeme
d́ıvat jako na speciálńı p̌ŕıpad problému

”
Ekvivalence NKA“) paťŕı do

ťŕıdy PSPACE:

Univerzalita NKA

Vstup: Nedeterministický konečný automat A.

Otázka: Je L(A) = Σ
∗
?

Tento problém je nav́ıc PSPACE-těžký a tedy PSPACE-úplný.

Z toho okamžitě dostáváme, že i problém
”
Ekvivalence NKA“ je

PSPACE-úplný.

Věta

Problémy
”
Ekvivalence NKA“ a

”
Univerzalita NKA“ jsou oba

PSPACE-úplné.
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Ekvivalence nedeterministických konečných automat̊u

Důkaz PSPACE-obt́ıžnosti problému
”
Univerzalita NKA“ je možné provést

tak, že se ukáže, jak pro každý problém A z ťŕıdy PSPACE sestrojit
polynomiálńı redukci z A na doplňkový problém problému

”
Univerzalita

NKA“:

Předpokládejme, že problém A paťŕı do ťŕıdy PSPACE.

Existuje tedy jednopáskový deterministický Turing̊uv
stroj M = (Q,Σ, Γ, δ, q0,F ), který jej řeš́ı, a polynom p(n) takový,
že když stroj M dostane jako vstup slovo w velikosti n, tak všechny
konfigurace, kterými stroj M p̌ri výpočtu nad w projde, budou
velikosti nejvýše p(n).

Tyto konfigurace můžeme zapisovat jako slova nad abecedou
∆
′
= Γ ∪ (Q × Γ) velikosti p̌resně p(n).
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Ekvivalence nedeterministických konečných automat̊u

Výpočet stroje M nad slovem w pak můžeme reprezentovat jako
slovo vzniklé žretezeńım slov reprezentuj́ıćıch jednotlivé konfigurace,
p̌ričemž tyto konfigurace budou odděleny pomoćı speciálńıho znaku #.

Stroj M dá pro vstup w odpověd’ Ano právě tehdy, když jeho
výpočet nad t́ımto slovem skonč́ı v p̌rij́ımaj́ıćı konfiguraci, kde stav
ř́ıd́ıćı jednotky bude p̌rij́ımaj́ıćı koncový stav qacc .

K danému Turingovu stroji M a slovu w tak můžeme zkonstruovat
nedeterministický konečný automat A, který p̌ŕıjme právě ta slova
nad abecedou ∆ = ∆

′
∪ {#}, která nejsou zápisem p̌rij́ımaj́ıćıho

výpočtu stroje M nad slovem w :

pokud M p̌rij́ımá w , bude L(A) ≠ ∆
∗

pokud M nep̌rij́ımá w , bude L(A) = ∆
∗
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Ekvivalence nedeterministických konečných automat̊u

Slova nad abecedou ∆, která nejsou korektńım zápisem p̌rij́ımaj́ıćıho
výpočtu stroje M nad slovem w , kde každá konfigurace je zapsána slovem
délky p(n), vypadaj́ı následovně:

nemaj́ı správný formát, tj. nemaj́ı podobu posloupnosti konfiguraćı,
kde má každá konfigurace délku p(n), nebo

nezač́ınaj́ı počátečńı konfiguraćı stroje M nad vstupem w , nebo

obsahuj́ı nějaké dvě po sobě jdoućı konfigurace αi a αi+1, které
neodpov́ıdaj́ı tomu, jaký krok by udělal stroj M v konfiguraci αi , nebo

nekonč́ı konfiguraćı, ve které by byl stav ř́ıd́ıćı jednotky qacc .

Všechno jsou to vlastnosti, které je možno snadno rozpoznávat
nedeterministickým konečným automatem A, jehož velikost je vzhledem
k délce slova w (které je vstupem Turingova stroje M) polynomiálńı
(za p̌redpokladu, že p(n) je polynom).
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Ekvivalence regulárńıch výraz̊u

Velice podobným způsobem je možné dokázat PSPACE-úplnost
následuj́ıćıch dvou problémů.

Ekvivalence regulárńıch výraz̊u

Vstup: Regulárńı výrazy α1 a α2.

Otázka: Je L(α1) = L(α2) ?

Univerzalita regulárńıch výraz̊u

Vstup: Regulárńı výraz α.

Otázka: Je L(α) = Σ
∗
?
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Ekvivalence regulárńıch výraz̊u

Pro důkaz toho, že tyto problémy jsou v PSPACE, si stač́ı uvědomit,
že k danému regulárńımu výrazu α je možné v polynomiálńım čase
(a tedy i v polynomiálńım prostoru) sestrojit nedeterministický
konečný automat A takový, že L(A) = L(α).

Stač́ı tedy p̌revést dané výrazy na nedeterministické konečné
automaty a použ́ıt p̌ŕıslušné ďŕıve popsané algoritmy, které pracuj́ı
s nedeterministickými konečnými automaty a maj́ı polynomiálńı
prostorovou složitost.

Při důkazu PSPACE-obt́ıžnosti se konstruuje regulárńı výraz, který
popisuje jazyk tvǒrený právě těmi slovy, která nejsou korektńım
zápisem p̌rij́ımaj́ıćıho výpočtu Turingova stroje M nad slovem w .
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Ekvivalence regulárńıch výraz̊u

Regulárńı výrazy s mocněńım jsou definovány podobně jako běžné
regulárńı výrazy, ale kromě operátor̊u +, ⋅ a

∗
mohou nav́ıc obsahovat

unárńı operátor
2
s následuj́ıćım významem:

α
2
je zkratkou pro α ⋅ α.

Následuj́ıćı dva problémy jsou EXPSPACE-úplné:

Ekvivalence regulárńıch výraz̊u s mocněńım

Vstup: Regulárńı výrazy s mocněńım α1 a α2.

Otázka: Je L(α1) = L(α2) ?

Univerzalita regulárńıch výraz̊u s mocněńım

Vstup: Regulárńı výraz s mocněńım α.

Otázka: Je L(α) = Σ
∗
?
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Ekvivalence regulárńıch výraz̊u

To, že jsou tyto problémy ve ťŕıdě EXPSPACE se dá ukázat
následovně:

V regulárńım výrazu s mocněńım je možné podvýrazy tvaru α
2

nahradit ekvialentńım výrazem α ⋅ α.
Tato úprava zvěťśı velikost výrazu nanejvýš exponenciálně.

Pokud tedy použijeme ďŕıve popsané algoritmy s polynomiálńı
prostorovou složitost́ı na exponenciálně velké regulárńı výrazy vzniklé
touto transformaćı, dostaneme algoritmus s exponenciálńı prostorovou
složitost́ı.
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Ekvivalence regulárńıch výraz̊u

Důkaz EXPSPACE-obt́ıžnosti je velmi podobný jako důkaz
PSPACE-obt́ıžnosti pro regulárńı výrazy bez mocněńı.

Ukáže se, jak vytvǒrit redukci pro každý problém A ze
ťŕıdy EXPSPACE.

Pokud je problém A v EXPSPACE, existuje jednopáskový
deterministický Turing̊uv stroj M, který ho řeš́ı, a který má

prostorovou složitost omezenou shora funkćı tvaru 2
p(n)

, kde p(n) je
nějaký polynom.

Výpočet tohoto stroje M nad slovem w délky n je možné popsat jako
posloupnost konfiguraćı, kde každá konfigurace může být zapsána

jako slovo nad abecedou ∆ délky 2
p(n)

.

Opět se vytvǒŕı regulárńı výraz (tentokrát s mocněńım) popisuj́ıćı
právě ta slova, která nejsou zápisem p̌rij́ımaj́ıćıho výpočtu stroje M

nad slovem w .
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Ekvivalence regulárńıch výraz̊u

Polynomiálně velkými podvýrazy tvaru

((⋯(((α
2
)
2
)
2
)⋯)

2
)
2

je možné popisovat exponenciálně dlouhé podúseky znak̊u vyskytuj́ıćı se
mezi dvojicemi vzájemně si odpov́ıdaj́ıćıch trojic znak̊u ve dvou po sobě
jdoućıch konfiguraćıch.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Kvantifikované booleovské formule (Quantified Boolean Formulas —
QBF) jsou zobecněńım běžných booleovských formuĺı.

Tyto formule jsou definovány následovně:

Formule tvaru x , kde x je booleovská proměnná, je dob̌re utvǒrená
formule.

Formule tvaru ¬ϕ1, ϕ1 ∧ ϕ2, ϕ1 ∨ ϕ2, ϕ1 → ϕ2, ϕ1 ↔ ϕ2,
kde ϕ1 a ϕ2 jsou dob̌re utvǒrené formule, jsou dob̌re utvǒrené formule

Formule tvaru ∃x .ϕ1 a ∀x .ϕ1, kde x je booleovská proměnná a ϕ1 je
dob̌re utvǒrená formule, jsou dob̌re utvǒrené formule.

Př́ıklad:

∃x1.∀x2.∃x3.((¬x1 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ ¬x3))
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Booleovské proměnné nabývaj́ı hodnot z množiny Bool = {0, 1}.

Zápis ∃x .ϕ je možné chápat jako zkrácený způsob, jak vyjáďrit
formuli tvaru

ϕ[0/x] ∨ ϕ[1/x]

a podobně zápis ∀x .ϕ je možné chápat jako zkrácený způsob, jak
vyjáďrit formuli tvaru

ϕ[0/x] ∧ ϕ[1/x]

kde zápis ϕ[b/x] označuje formuli, ve které jsou volné výskyty
proměnné x nahrazeny booleovskou konstantou b.

Význam logických spojek ¬, ∧, ∨, → a ↔ je stejný jako ve výrokové
logice.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Na kvantifikované booleovské formule se také můžeme d́ıvat jako na
speciálńı p̌ŕıpad formuĺı predikátové logiky, kde proměnné nabývaj́ı
hodnot z univerza Bool = {0, 1}.

Formule ϕ je uzav̌rená, jestliže neobsahuje žádné volné proměnné,
tj. jestliže každý výskyt booleovské proměnné ve formuli je vázán
kvantifikátorem.

Pravdivostńı hodnota formule ϕ záviśı na p̌rǐrazeńı pravdivostńıch
hodnot všem booleovským proměnným, které maj́ı ve ϕ volné výskyty.

V p̌ŕıpadě uzav̌rených formuĺı je tedy jejich pravdivostńı hodnota
nezávislá na aktuálńım p̌rǐrazeńı pravdivostńıch hodnot proměnným.

O uzav̌rené formuli ϕ řekneme, že je pravdivá, jestliže nabývá
pravdivostńı hodnoty 1.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Uvažujme následuj́ıćı rozhodovaćı problém:

Problém kvantifikovaných booleovských formuĺı (QBF)

Vstup: Kvantifikovaná booleovská formule ϕ.

Otázka: Je formule ϕ pravdivá?

Poznámka: V literatǔre se tento problém také někdy označuje
následuj́ıćımi názvy:

TQBF — True Quantified Boolean Formulas

QSAT — Quantified Satisfiability
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Na problém splnitelnosti booleovských formuĺı (SAT) se můžeme
d́ıvat jako na speciálńı p̌ŕıpad problému QBF:

Řekněme, že ϕ je obyčejná booleovská formule bez kvantifikátor̊u,
a že x1, x2, . . . , xn jsou všechny booleovské proměnné, které se ve
formuli ϕ vyskytuj́ı.

Je zjevné, že formule ϕ je splnitelná právě tehdy, když je pravdivá
následuj́ıćı kvantifikovaná booleovská formule:

∃x1.∃x2.⋯.∃xn.ϕ

Podobně to, že (obyčejná) booleovská formule ϕ je tautologíı, je
možné vyjáďrit následuj́ıćı kvantifikovanou booleovskou formuĺı:

∀x1.∀x2.⋯.∀xn.ϕ
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Neńı těžké si rozmyslet, že problém QBF paťŕı do ťŕıdy PSPACE:

Jádrem algoritmu je rekurzivně definovaná funkce

Eval(ϕ, ν)

která jako argumenty dostane:

ϕ — kvantifikovanou booleovskou formuli, která se má vyhodnotit

ν — pravdivostńı ohodnoceńı, které p̌rǐrazuje hodnoty všem
booleovským proměnným, které se mohou vyskytovat jako volné
proměnné ve formuli ϕ

Poznámka: Zápisem
ν[x ↦ b]

budeme označovat pravdivostńı ohodnoceńı, které je stejné jako
pravdivostńı ohodnoceńı ν, až na to, že proměnné x je p̌rǐrazena
pravdivostńı hodnota b.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Funkce Eval(ϕ, ν) rozeb́ırá jednotlivé p̌ŕıpady na základě toho, jakého
tvaru je formule ϕ.

Pokud je ϕ tvaru:

x : return (ν(x))

¬ϕ1: return (not Eval(ϕ1, ν))

ϕ1 ∧ ϕ2: return (Eval(ϕ1, ν) and Eval(ϕ2, ν))

ϕ1 ∨ ϕ2: return (Eval(ϕ1, ν) or Eval(ϕ2, ν))

ϕ1 → ϕ2: return ((not Eval(ϕ1, ν)) or Eval(ϕ2, ν))

ϕ1 ↔ ϕ2: return (Eval(ϕ1, ν) iff Eval(ϕ2, ν))

∃x .ϕ1: return (Eval(ϕ1, ν[x ↦ 0]) or Eval(ϕ1, ν[x ↦ 1]))

∀x .ϕ1: return (Eval(ϕ1, ν[x ↦ 0]) and Eval(ϕ1, ν[x ↦ 1]))
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Je zjevné, že hloubka zanǒreńı rekurzivńıch voláńı funkce Eval je
shora omezená velikost́ı formule ϕ.

Celkové množstv́ı informaćı, které si muśı algoritmus během výpočtu
pamatovat, je očividně omezeno polynomem.

Problém QBF paťŕı do ťŕıdy PSPACE.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Ukažme nyńı, že problém QBF je PSPACE-těžký:

Je ťreba ukázat, že pro každý problém A ze ťŕıdy PSPACE existuje
polynomiálńı redukce problému A na QBF.

Předpokládejme tedy, že A je problém ze ťŕıdy PSPACE, tj. že existuje
nějaký algoritmus s polynomiálńı prostorovou složitost́ı, který ho řeš́ı.

Předpokládejme dále, že tento algoritmus je implentován ve formě
nějakého stroje M.

Pro konkrétnost můžeme p̌redpokládat nap̌ŕıklad, že M je
jednopáskový deterministický Turing̊uv stroj.

(Tato volba neńı p̌ŕılǐs podstatná a algoritmus p̌revodu by stejně
dob̌re fungoval i pro jiné typy stroj̊u.)

Předpokládejme, že velikost konfigraćı stroje M nad slovem w je
omezena shora nějakým polynomem p(n), kde n je délka slova w .
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Konfigurace stroje M p̌ri výpočtu nad slovem w je možné
”
kódovat“

pomoćı hodnot booleovských proměnných.

Řekněme, že konfigurace α bude kódována pomoćı hodnot
booleovských proměnných

x1, x2, . . . , xr ,

kde r je p̌rirozené č́ıslo, jehož hodnota je v O(p(n)).
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Jestliže je konfigurace α kódována pomoćı proměnných x1, x2, . . . , xr ,
zápisy

∃α.ϕ ∀α.ϕ

budeme chápat jako zkratky pro

∃x1.∃x2.⋯.∃xr .ϕ ∀x1.∀x2.⋯.∀xr .ϕ

Řekněme, že konfigurace α je kódována pomoćı proměnných
x1, x2, . . . , xr , a konfigurace β pomoćı proměnných y1, y2, . . . , yr .

Formule Eq(α, β) vyjaďruje, že α a β jsou jedna a tatáž konfigurace:

(x1 ↔ y1) ∧ (x2 ↔ y2) ∧ ⋯ ∧ (xr ↔ yr)
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Chováńı stroje M bude reprezentováno pomoćı následuj́ıćıch ťŕı formuĺı
(kde konfigurace α je reprezentována nap̌r. pomoćı proměnných
x1, x2, . . . , xr a konfigurace β pomoćı proměnných y1, y2, . . . , yr )

— detaily toho, jak tyto formule vypadaj́ı, budou podobné jako nap̌ŕıklad
u důkazu NP-obt́ıžnosti problému SAT:

Step(α, β) — vyjaďruje, že stroj M může p̌rej́ıt jedńım krokem
z konfigurace α do konfigurace β

Is-Init(α) — vyjaďruje, že α je počátečńı konfigurace stroje M nad
vstupem w

Is-Acc(α) — vyjaďruje, že α je p̌rij́ımaj́ıćı koncová konfigurace
stroje M.

Velikost všech těchto formuĺı bude polynomiálńı (nebo dokonce lineárńı)
vzhledem k hodnotě p(n).
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Jestliže p̌redpokládáme, že konfigurace jsou kódovány r booleovskými
proměnnými, je žrejmé, že počet navzájem r̊uzných konfiguraćı je
nejvýše 2

r
.

Během výpočtu stroje M se konfigurace nemohou opakovat
— délka těchto výpočt̊u je tedy nejvýše 2

r
.

Vytvǒŕıme posloupnost formuĺı

Reach0, Reach1, . . . , Reachr

kde formule

Reachi(α, β)

kde 0 ≤ i ≤ r , bude vyjaďrovat, že stroj M může nejvýše 2
i
kroky p̌rej́ıt

z konfigurace α do konfigurace β.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Tyto formule budou definovány induktivně:

Reach0(α, β): bude definována jako

Eq(α, β) ∨ Step(α, β)

Reachi+1(α, β), kde i ≥ 0:

jednoduchá p̌ŕımočará definice by mohla vypadat takto

∃γ.(Reachi(α, γ) ∧ Reachi(γ, β))

Problém s t́ımto řešeńım je ten, že velikost formuĺı Reachi zde roste
exponenciálně s hodnotou i .

Ekvivalentně je možné vyjáďrit stejnou věc následovně:

∃γ.∀σ1.∀σ2.(

((Eq(σ1, α) ∧ Eq(σ2, γ)) ∨ (Eq(σ1, γ) ∧Eq(σ2, β))) →

Reachi(σ1, σ2))
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Výsledná formule ϕ bude vypadat takto:

∃α.∃β.(Is-Init(α) ∧ Is-Acc(β) ∧ Reachr(α, β))

Neńı těžké ově̌rit, že tato formule ϕ je pravdivá právě tehdy, když
existuje nějaký p̌rij́ımaj́ıćı výpočet stroje M nad slovem w .

Rovněž neńı těžké ově̌rit, že velikost této formule je polynomiálńı
vzhledem k délce slova w — tato velikost je O(p(n)

2
), kde n = ∣w∣.

Tuto formuli je také možno snadno vyrobit v polynomiálńım čase.

Vid́ıme tedy, že problém QBF je PSPACE-těžký.

Důkaz následuj́ıćıho tvrzeńı je tedy hotov:

Věta

Problém QBF je PSPACE-úplný.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Připomeňme, že pro dokazováńı NP-obt́ıžnosti r̊uzných problémů se často
použ́ıvá problém SAT, kdy se NP-obt́ıžnost problému A ukáže tak, že se
ukáže polynomiálńı p̌revod z problému SAT na A.

Podobně se problém QBF často použ́ıvá pro dokazováńı
PSPACE-obt́ıžnosti daľśıch problémů:

Abychom ukázali, že nějaký daný problém A je PSPACE-těžký,
stač́ı ukázat polynomiálńı p̌revod z QBF na A.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Redukćı z QBF je nap̌ŕıklad možné dokázat PSPACE-obt́ıžnost
(a tedy PSPACE-úplnost) ďŕıve popsaného problému:

Oblázková hra

Vstup: Acyklický orientovaný graf G s vyznačeným ćılovým
vrcholem t a počet kamenů k .

Otázka: Existuje nějaká posloupnost tahů, kde na konci této
posloupnosti bude položen kámen na vrchol t ?

(Tato redukce je poměrně komplikovaná. Nebudeme ji zde proto detailně
popisovat.)
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Při důkazech NP-obt́ıžnosti se ḿısto problému SAT (kde vstupem může
být libovolná booleovská formule) často použ́ıvá jeho varianta 3-SAT:

p̌redpokládá se, že formule je určitého specifického tvaru
— je v konjuntivńı normálńı formě, kde má každá klauzule
právě 3 literály

Podobně, pokud se dokazuje PSPACE-obt́ıžnost nějakého problému A t́ım
způsobem, že se popisuje polynomiálńı redukce z QBF na A, tak se
v daném důkaze často pro jednoduchost p̌redpokládá, že formule, která je
instanćı QBF, je určitého specifického tvaru:

Q1 x1.Q2 x2.⋯ Qn xn . ψ

Q1, Q2, . . . , Qn jsou kvantifikátory (∃, ∀), které se nav́ıc pravidelně
sťŕıdaj́ı, tj. Qi = ∃ pro liché i a Qi = ∀ pro sudé i

podformule ψ neobsahuje žádné kvantifikátory a je v konjuntivńı
normálńı formě, kde má každá klauzule právě 3 literály
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Kvantifikované formule je možné pomoćı ekvivantńıch úprav upravovat
na ekvivalentńı formule, které jsou nějakého specifického tvaru.

Nap̌ŕıklad můžeme každou formuli ϕ p̌revést na ekvivalentńı formuli ϕ
′
,

která bude splňovat následuj́ıćı:

z logických spojek obsahuje pouze spojky ¬, ∧ a ∨ (tj. neobsahuje
spojky ↔ a →):

A ↔ B ⟺ (A → B) ∧ (B → A)

A → B ⟺ ¬A ∨ B

negace (¬) jsou aplikovány pouze na atomické formule,
tj. na výrokové proměnné (nap̌r. ¬x):

¬∃x .A ⟺ ∀x .¬A

¬∀x .A ⟺ ∃x .¬A

¬¬A ⟺ A

¬(A ∧ B) ⟺ ¬A ∨ ¬B

¬(A ∨ B) ⟺ ¬A ∧ ¬B
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Dále je možné danou kvantifikovanou formuli φ pomoćı ekvivantńıch úprav
transformovat do tzv. prenexńıho tvaru:

Q1 x1.Q2 x2.⋯ Qn xn . ψ

kde Q1, Q2, . . . , Qn jsou kvantifikátory (∃, ∀) a kde podformule ψ
neobsahuje žádné kvantifikátory.

Pokud se ve formuli A nevyskytuje x jako volná proměnná, tak plat́ı nap̌r.:

A ∧ ∃x .B ⟺ ∃x .(A ∧ B)

A ∨ ∃x .B ⟺ ∃x .(A ∨ B)

A ∧∀x .B ⟺ ∀x .(A ∧ B)

A ∨∀x .B ⟺ ∀x .(A ∨ B)

(Výskyty proměnných je možné p̌rejmenovat tak, aby se proměnné vázané
r̊uznými kvantifikátory jmenovaly jinak.
T́ım se zaruč́ı, že se nap̌r. x nebude vyskytovat v A, jak je uvedeno výše.)
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Ve formuli v prenexńım tvaru

Q1 x1.Q2 x2.⋯ Qn xn . ψ

je možné podformuli ψ (která neobsahuje kvantifikátory) transformovat na
podformuli tvaru

∃y1.∃y2.⋯.∃yk .ψ
′

kde:

ψ
′
je v konjuntivńı normálńı formě, kde každá klauzule bude

obsahovat právě 3 literály

y1, y2,⋯, yk jsou nově zavedené pomocné proměnné odpov́ıdáj́ıćı
jednotlivým podformuĺım formule ψ

Udělá se to podobným způsobem jako p̌ri p̌revodu problému SAT na
problém 3-SAT.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Formule v prenexńım tvaru se dá také snadno upravit do tvaru, kdy se
kvantifikátory pravidelně sťŕıdaj́ı:

stač́ı p̌ridat nové kvantifikátory s novými proměnnými, které nejsou
nikde ve formuli použity

Př́ıklad: Formuli tvaru

∀x1.∀x2.∀x3.∃x4.∃x5.∃x6.∀x7.∀x8. ψ

je možné p̌revést na formuli

∃y1.∀x1.∃y2.∀x2.∃y3,∀x3.∃x4.∀y4.∃x5.∀y5∃x6.∀x7.∃y6.∀x8. ψ

kde y1, y2, . . . , y6 jsou nové dosud nepoužité proměnné.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF)

Všimněte si, že pro naprostou věťsinu těchto úprav plat́ı, že se jejich
provedeńım velikost dané formule p̌ŕılǐs neměńı:

velikost výsledné formule ϕ
′
bude lineárńı vzhledem k velikosti

původńı formule ϕ
(tj. pokud velikost původńı formule ϕ je n, tak velikost výsledné
formule ϕ

′
bude O(n))

Jedinou problematickou úpravou, kde by mohlo hrozit, že jej́ım
opakovaným použ́ıváńım by velikost formule mohla nar̊ust až
exponenciálně, je náhrada formule tvaru A ↔ B formuĺı

(A → B) ∧ (B → A)

Ve formuĺıch, které vznikaj́ı p̌ri konstrukci popsané v důkaze
PSPACE-obt́ıžnosti problému QBF, se logické spojka ↔ vyskytovala pouze
ve formuĺıch Eq(α, β), kde je však aplikována pouze na atomické formule.
Výše uvedenou úpravou tedy velikost takových formuĺı vzroste také pouze
lineárně.
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Hry
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Kvantifikované booleovské formule (QBF) jako hra

Na vyhodnocováńı kvantifikované booleovské formule ϕ je možné se d́ıvat
jako na určitý druh hry:

Tuto hru hraj́ı dva hráči — označme je Hráč I a Hráč II .

Hráč I se snaž́ı dokázat, že formule ϕ plat́ı
(tj. má pravdivostńı hodnotu 1)

Hráč II se snaž́ı dokázat, že formule ϕ neplat́ı
(tj. má pravdivostńı hodnotu 0)

Jednotlivé pozice ve ȟre maj́ı podobu dvojic (ψ, ν), kde:

ψ — podformule původńı formule ϕ

ν — aktuálńı p̌rǐrazeńı booleovských hodnot (některým) proměnným

Kdo je v pozici (ψ, ν) na tahu a jaké tahy může provést, záviśı na tvaru
formule ψ.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF) jako hra

Předpokládejme, že formule ϕ je tvaru, kdy:

z logických spojek může obsahovat pouze ¬, ∧ a ∨
(tj. neobsahuje spojky → a ↔)

negace jsou aplikovány pouze na atomické formule, tj. negace se
vyskytuj́ı pouze v podformuĺıch tvaru ¬x , kde x je booleovská
proměnná

může obsahovat kvantifikátory ∃ a ∀

Př́ıklad:

∀x .∃y .((¬x ∨ y) ∧ ∀z .((x ∧ (¬y ∨ z)) ∨ ∃w .(¬z ∧ ¬w)))

Poznámka: Ve skutečnosti by bylo možné nadefinovat i variantu hry, která
by fungovala pro kvantifikované booleovské formule jakéhokoli tvaru.
Bylo by to ale drobně technicky komplikovaněǰśı.
Pro jednoduchost se tedy omeźıme na formule výše uvedeného tvaru.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF) jako hra

Hra na formuli ϕ zač́ıná v pozici (ϕ, ν0), kde ν0 je p̌rǐrazeńı, kde
žádné proměnné neńı p̌rǐrazena hodnota.

Pokud je v aktuálńı pozici (ψ, ν) formule ψ tvaru:

ψ1 ∨ ψ2 — Hráč I zvoĺı jednu z formuĺı ψ1 nebo ψ2

a pokračuje se v pozici (ψ1, ν) nebo (ψ2, ν) podle této volby

ψ1 ∧ ψ2 — Hráč II zvoĺı jednu z formuĺı ψ1 nebo ψ2

a pokračuje se v pozici (ψ1, ν) nebo (ψ2, ν) podle této volby

∃x .ψ1 — Hráč I zvoĺı booleovskou hodnotu b ∈ {0, 1},
která se p̌rǐrad́ı proměnné x , a pokračuje se v pozici (ψ1, ν[x ↦ b])

∀x .ψ1 — Hráč II zvoĺı booleovskou hodnotu b ∈ {0, 1},
která se p̌rǐrad́ı proměnné x , a pokračuje se v pozici (ψ1, ν[x ↦ b])

x — hra konč́ı: pokud ν(x) = 1, vyhrál Hráč I , jinak vyhrál Hráč II

¬x — hra konč́ı: pokud ν(x) = 0, vyhrál Hráč I , jinak vyhrál Hráč II
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Kvantifikované booleovské formule (QBF) jako hra

Strategie daného hráče je p̌redpis, jak má tento hráč v dané ȟre hrát,
tj. jaký konkrétńı tah má zvolit v každé z pozic, kde je tahu.

Vyhrávaj́ıćı strategie daného hráče je taková strategie, která mu zaruč́ı,
že vždy vyhraje.
(Tj. p̌ri použit́ı dané strategie vždy vyhraje bez ohledu na to, jaké tahy
bude volit jeho protihráč.)

Chtěli bychom ukázat, že plat́ı následuj́ıćı:

Tvrzeńı

Hráč I má ve výše popsané ȟre na formuli ϕ vyhrávaj́ıćı strategii právě
tehdy, když je formule ϕ pravdivá.
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Kombinatorické hry

Výše popsaná hra je speciálńım p̌ŕıpadem kombinatorické hry.

Definice

Kombinatorickou hru je možné popsat jako čtvěrici
G = (Pos,Moves, lab, α0), kde:

Pos — množina pozic

Moves ⊆ Pos × Pos — množina tah̊u

lab ∶ Pos → {I, II} — p̌rǐrazeńı pozic hráč̊um

α0 ∈ Pos — počátečńı pozice

Pro pozice α, β ∈ Pos to, že (α, β) ∈ Moves, znamená, že v dané ȟre je
možné provést tah z pozice α do pozice β. Budeme to označovat zápisem

α⟶ β
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Kombinatorické hry

Přǐrazeńı pozic hráč̊um pomoćı funkce lab určuje, který z hráč̊u je
v dané pozici na tahu:

pokud lab(α) = I, je v pozici α na tahu Hráč I

pokud lab(α) = II, je v pozici α na tahu Hráč II

Hra zač́ıná v pozici α0.

Pozice, ve kterých neexistuje žádný možný tah (tj. pozice α, kde
neexistuje žádné β takové, že α⟶ β) jsou koncové pozice.

Jestliže pozice α neńı koncová (tj. pokud existuje alespoň jedno β
takové, že α⟶ β), provede hráč, který je v pozici α na tahu, tah,
který spoč́ıvá v tom, že vybere některé β takové, že α⟶ β.
Hra pak pokračuje v pozici β.

Hráč, který je na tahu v koncové pozici (a nemůže tedy táhnout),
prohrál a jeho protihráč vyhrál. Hra t́ımto konč́ı.
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Kombinatorické hry

Zápisem succ(α) označme množinu všech pozic, do kterých je možný tah
z pozice α, tj.

succ(α) = {β ∈ Pos ∣ α⟶ β }

Pomocná označeńı některých důležitých množin pozic:

Pos I = {α ∈ Pos ∣ lab(α) = I ∧ succ(α) ≠ ∅}

— množina (nekoncových) pozic, kde je na tahu Hráč I

Pos II = {α ∈ Pos ∣ lab(α) = II ∧ succ(α) ≠ ∅)}

— množina (nekoncových) pozic, kde je na tahu Hráč II

Win I = {α ∈ Pos ∣ lab(α) = II ∧ succ(α) = ∅)}

— množina koncových pozic, kde vyhrál Hráč I

Win II = {α ∈ Pos ∣ lab(α) = I ∧ succ(α) = ∅}

— množina koncových pozic, kde vyhrál Hráč II
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Kombinatorické hry

Partie je konečná nebo nekonečná posloupnost pozic

α0 ⟶ α1 ⟶ α2 ⟶ ⋯

kde:

α0 je počátečńı pozice

v každé z pozic αi (s výjimkou posledńı pozice v konečných partíıch)
vybral pozici αi+1 hráč určený hodnotou lab(αi)

V p̌ŕıpadě konečných partíı je posledńı pozice αn koncová pozice:

α0 ⟶ α1 ⟶ α2 ⟶ ⋯ ⟶ αn−1 ⟶ αn

V́ıtěz takovéto konečné partie je určen podle toho, zda tato koncová
pozice αn paťŕı do Win I nebo do Win II.

U nekonečných partíı neńı v́ıtězem žádný z hráč̊u.
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Kombinatorické hry

Pr̊uběhy všech potenciálně možných partíı je možné znázornit ve formě
stromu:

Kǒren stromu je označen počátečńı pozićı α0.

Pro všechny vrcholy stromu plat́ı, že jestliže je vrchol označen
pozićı α, tak potomci tohoto vrcholu jsou označeni pozicemi
z množiny succ(α).

Listy stromu jsou označeny koncovými pozicemi.

Každá z větv́ı tohoto stromu reprezentuje jednu možnost toho, jak
může proběhnout partie v dané ȟre.
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Kombinatorické hry

Poznámka: Z formálńıho hlediska bychom mohli nadefinovat tento strom
následovně:

Vrcholy stromu odpov́ıdaj́ı neprázdným konečným posloupnostem
tvaru:

α0 ⟶ α1 ⟶ α2 ⟶ ⋯ ⟶ αi−1 ⟶ αi

Ve stromě vede hrana z vrcholu odpov́ıdaj́ıćıho posloupnosti

α0 ⟶ α1 ⟶ α2 ⟶ ⋯ ⟶ αi−1 ⟶ αi

do vrcholu odpov́ıdaj́ıćıho posloupnosti

α0 ⟶ α1 ⟶ α2 ⟶ ⋯ ⟶ αi−1 ⟶ αi ⟶ αi+1

právě tehdy, když αi ⟶ αi+1.
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Kombinatorické hry

Zamě̌rme se nejprve na jednoduš̌śı p̌ŕıpad, kdy všechny větve stromu jsou
konečné:

tj. když pravidla hry zaručuj́ı, že každá partie skonč́ı po konečném
počtu krok̊u v́ıtězstv́ım jednoho z hráč̊u, bez ohledu na to, jaké tahy
hráči voĺı.

Ćılem je určit, které vrcholy stromu odpov́ıdaj́ı situaćım, které jsou:

v́ıtězné pro Hráče I

v́ıtězné pro Hráče II

Tj. ve kterých vrcholech už si daný hráč dokáže zajistit své v́ıtězstv́ı bez
ohledu na to, jak v následuj́ıćıch taźıch bude hrát jeho protihráč.
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Kombinatorické hry

Při této analýze můžeme postupovat od koncových pozic (tj. od list̊u
stromu) směrem k počátečńı pozici (tj. ke kǒreni stromu):

Koncové pozice, ve kterých vyhrál Hráč I , tj. pozice z množiny Win I,
jsou zcela jistě v́ıtězné pro Hráče I .

Koncové pozice, ve kterých vyhrál Hráč II , tj. pozice
z množiny Win II, jsou zcela jistě v́ıtězné pro Hráče II .

Řekněme, že máme dán vrchol v označený pozićı α ∈ Pos I,
tj. pozićı, která neńı koncová a kde je na tahu Hráč I .

Řekněme dále, že pro všechny jeho potomky (označené pozicemi
z množiny succ(α)) už bylo určeno, zda jsou v́ıtězné pro Hráče I

nebo Hráče II .

Vrchol v je v́ıtězný pro Hráče I právě tehdy, pokud má alespoň
jednoho potomka, který je v́ıtězný pro Hráče I .
— Hráč I ve své strategii ve vrcholu v zvoĺı tohoto pro něj
v́ıtězného potomka.
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Kombinatorické hry

Uvažujme nyńı p̌ŕıpad, kdy vrchol v je označen pozićı α
z množiny Pos II, tj. pozićı, která neńı koncová a ve které je na tahu
Hráč II .

Každý takový vrchol bude v́ıtězný pro Hráče I právě tehdy, pokud
všichni jeho potomci budou v́ıtězńı pro Hráče I .

Pokud jsou totiž všichni potomci v́ıtězńı pro Hráče I , Hráč II sice
může zvolit tah, jaký chce, ale vždy se dostane do pozice, kde Hráč I

zaručeně vyhraje.

Naopak, pokud některý z potomk̊u neńı v́ıtězný pro Hráče I , Hráč II

může zahrát právě do tohoto potomka.

Analogicky můžeme určit, které pozice budou v́ıtězné pro Hráče II .
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Kombinatorické hry

Všimněme si několika věćı:

To, zda je daný vrchol v v́ıtězný pro daného hráče, záviśı výhradně na
podstromu, jehož kǒrenem je vrchol v .

V daném stromě se může stejná pozice α vyskytovat v́ıcekrát.
Pokud si ale vezmeme libovolné dva vrcholy v a v

′
označené stejnou

pozićı α, tak podstromy, jejichž kǒreny budou v a v
′
, budou zcela

identické.

To, zda je daný vrchol v v́ıtězný pro daného hráče, tedy záviśı čistě
na pozici α, kterou je tento vrchol označen.

Dává tedy smysl, mluvit o tom, že pozice α je v́ıtězná pro Hráče I

nebo pro Hráče II , resp. o tom, že daný hráč má v pozici α v́ıtěznou

strategii.

Každý vrchol stromu bude v́ıtězný pro právě jednoho z hráč̊u.
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Kombinatorické hry

Vid́ıme tedy, že plat́ı následuj́ıćı:

Pozice α ∈ Pos I je v́ıtězná pro Hráče I právě tehdy, když existuje

nějaká pozice β ∈ succ(α), která je v́ıtězná pro Hráče I .

Pozice α ∈ Pos II je v́ıtězná pro Hráče I právě tehdy, když každá

pozice β ∈ succ(α) je v́ıtězná pro Hráče I .
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Kombinatorické hry

U kombinatorických her můžeme uvažovat problémy následuj́ıćıho typu:

Vstup: Popis nějaké hry a nějaké pozice α.

Otázka: Má Hráč I (p̌ŕıpadně Hráč II ) v pozici α vyhrávaj́ıćı
strategii?

Jedna možnost je, že pozice a tahy mohou být popsány explicitně:

jednotlivé pozice a tahy budou p̌ŕımo vyjmenovány

Často ale mohou být pozice a tahy dány implicitně:

máme dán obecný popis pravidel dané hry a popis toho, jak mohou
vypadat jednotlivé pozice a tahy
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Kombinatorické hry

Aby bylo možné p̌ri takovém implicitńım způsobu popisu dané hry výše
uvedený problém řešit algoritmicky, p̌redpokládáme zde následuj́ıćı:

Že jednotlivé pozice je možné reprezentovat nějakým konečným
způsobem.

Že pro každou pozici se dá nějak snadno algoritmicky určit, zda paťŕı
do Pos I, Pos II, Win I nebo Win II.

Že počet prvk̊u v succ(α) je pro libovolnou pozici α vždy konečný
a že tyto prvky je možné algoritmicky generovat.

Poznámka: Připomeňme také, že se zde zat́ım omezujeme na hry,
kde plat́ı, že všechny partie jsou konečné.

Za výše uvedených podḿınek z toho vyplývá, že strom reprezentuj́ıćı
možné pr̊uběhy partíı je konečný.
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Kombinatorické hry

Dř́ıve uvedené úvahy vedou k následuj́ıćımu jednoduchému rekurzivńımu
algoritmu, který pro pozici α urč́ı, zda je v́ıtězná pro Hráče I :

Algoritmus: Určeńı pozic v́ıtězných pro Hráče I

F (α):
if α ∈ Win I then return True

else if α ∈ Win II then return False

else if α ∈ Pos I then

for each β ∈ succ(α) do

if F(β) then return True

return False

else (tj. když α ∈ Pos II)
for each β ∈ succ(α) do

if not F(β) then return False

return True
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Kombinatorické hry

Pokud množstv́ı paměti nutné pro uložeńı jedné pozice bude O(f (n))

a délka všech větv́ı stromu bude O(g(n)), tak prostorová složitost výše
uvedeného algoritmu bude O(f (n) ⋅ g(n)).

Uvažujme speciálńı p̌ŕıpad, kdy bude nav́ıc platit následuj́ıćı:

Množstv́ı paměti poťrebné pro uložeńı jedné pozice bude polynomiálńı.

Na zjǐstěńı typu pozice a na generováńı všech prvk̊u z succ(α) bude
postačovat polynomiálńı množstv́ı paměti.

Délka všech větv́ı stromu (tj. délka všech partíı) bude shora omezena
nějakým polynomem.

Je očividné, že za těchto p̌redpokladů bude prostorová složitost výše
uvedeného algoritmu polynomiálńı.
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Př́ıklady PSPACE-úplných problémů týkaj́ıćıch se her

Uvedeme si ťri p̌ŕıklady her, kde se dá takovýto algoritmus použ́ıt k tomu,
aby se ukázalo, že výše popsaný problém určit, zda má daný hráč v dané
pozici vyhrávaj́ıćı strategii, paťŕı do ťŕıdy PSPACE.

Poznámka: Ve všech těchto ťrech p̌ŕıkladech her je daný problém nav́ıc
i PSPACE-těžký.
Všechno to tedy budou p̌ŕıklady PSPACE-úplných problémů.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF) jako hra

Prvńı p̌ŕıklad takové hry už jsme viděli:

QBF jako hra

Vstup: Kvantifikovaná booleovská formule ϕ.

Otázka: Má Hráč I ve ȟre na formuli ϕ v́ıtěznou strategii?

Předpokládáme, že formule ϕ splňuje ďŕıve uvedená omezeńı (tj. že
z logických spojek mohou být použity pouze ¬, ∧ a ∨, a že negace
jsou aplikovány pouze na atomické formule).

Pravidla hry by bylo možné upravit tak, aby toto omezeńı nebylo
poťreba. Bylo by to ale drobně technicky komplikovaněǰśı.

Indukćı podle struktury formule ψ se snadno ukáže následuj́ıćı:
Formule ψ má p̌ri ohodnoceńı ν pravdivostńı hodnotu 1 právě tehdy,
když má Hráč I v pozici (ψ, ν) vyhrávaj́ıćı strategii.
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Kvantifikované booleovské formule (QBF) jako hra

Řekněme, že velikost vstupńı formule ϕ je n:

Je zjevné, že množstv́ı paměti, které postačuje pro uložeńı jedné
pozice (ψ, ν), je O(n).

Je rovněž žrejmé, že každá partie je konečná, a délka této partie je
nejvýše n tahů.

Z toho vid́ıme, že ďŕıve uvedený algoritmus má polynomiálńı prostorovou
složitost (O(n

2
)), a daný problém tedy paťŕı do ťŕıdy PSPACE.

PSPACE-obt́ıžnost problému QBF jsme už ukázali ďŕıve.

Dostáváme tedy následuj́ıćı:

Věta

Zjistit, zda ve ȟre na kvantifikované booleovské formuli má Hráč I

vyhrávaj́ıćı strategii, je PSPACE-úplný problém.
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Generalized Geography (GG)

Uvažujme následuj́ıćı hru, kterou hraj́ı dva hráči na orientovaném grafu G :

Hráči sťŕıdavě p̌resunuj́ı po vrcholech grafu G jeden hraćı kámen.

Při taźıch se označuj́ı vrcholy, které již byly kamenem navšt́ıveny.

Zač́ıná se na specifikovaném vrcholu v0.

Řekněme, že kámen je momentálně na vrcholu v . Hráč, který je na
tahu, vybere vrchol v

′
takový, že existuje hrana z v do v

′
a vrchol v

′

nebyl dosud navšt́ıven.

Hráč, který nemůže táhnout, prohrál a jeho protihráč vyhrál.

Generalized Geografy (GG)

Vstup: Orientovaný graf G s vyznačeným počátečńım vrcholem v0.

Otázka: Má hráč, který táhne jako prvńı, vyhrávaj́ıćı strategii ve ȟre
hrané na grafu G , kde se zač́ıná ve vrcholu v0 ?
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Generalized Geography (GG)

Pozice v této ȟre jsou dány:

Informaćı, na kterém vrcholu se momentálně nacháźı kámen.

Informaćı, které vrcholy již byly navšt́ıveny.

Na uložeńı jedné pozice zjevně postačuje O(n) bit̊u, kde n je počet
vrchol̊u grafu G .

Je také zjevné, že každá partie skonč́ı nejvýše po n taźıch, protože žádný
vrchol nemůže být navšt́ıven dvakrát.

Je tedy zjevné, že problém
”
Generalized Geography“ paťŕı do

ťŕıdy PSPACE.
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Generalized Geography (GG)

PSPACE-obt́ıžnost problému
”
Generalized Geography“ se dá ukázat

redukćı z problému QBF.

Poṕı̌seme si polynomiálńı algoritmus, který:

Dostane jako vstup kvantifikovanou booleovskou formuli ϕ.

Vygeneruje jako výstup orientovaný graf G s vyznačeným počátečńım
vrcholem v0.

Bude platit, že Hráč I (který v dané ȟre zač́ıná), bude ḿıt vyhrávaj́ıćı
strategii právě tehdy, když je formule ϕ pravdivá.
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Generalized Geography (GG)

Nav́ıc budeme p̌redpokládat, že formule ϕ je specifického tvaru:

Je v prenexńım tvaru, kde se kvantifikátory pravidelně sťŕıdaj́ı:

∃x1.∀x2.∃x3.∀x4. ⋯∃xn−2.∀xn−1.∃xn. ψ

Prvńı a posledńı kvantifikátor je existenčńı.

Podformule ψ je v konjunktivńı normálńı formě.

K dané formuli ϕ se vytvǒŕı graf G takovým způsobem, že p̌ri ȟre

”
Generalized Geography“ na tomto grafu budou hráči de facto hrát hru na
kvantifikované booleovské formuli ϕ.

Tam, kde by v původńı QBF ȟre hráči vyb́ırali p̌rǐrazeńı booleovských
hodnot proměnným nebo vyb́ırali jednu z podformuĺı dané formule, budou
ve ȟre na grafu realizovat tyto volby t́ım, že vyberou z několika možnost́ı
následuj́ıćı vrchol, kam se p̌resune v daném tahu kámen.
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Generalized Geography (GG)

Hra na grafu G bude v tomto smyslu
”
simulovat“ hru na formuli ϕ:

Nejprve budou hráči sťŕıdavě p̌rǐrazovat pravdivostńı hodnoty
proměnným v pǒrad́ı x1, x2, . . . , xn:

Hráč I bude ḿıt na výběr ze dvou možnost́ı u proměnných
s existenčńım kvantifikátorem.

Hráč II bude ḿıt na výběr ze dvou možnost́ı u proměnných
s univerzálńım kvantifikátorem.

Poté Hráč II vybere jednu z klauzuĺı formule ψ.

Následně Hráč I vybere jeden literál z této klauzule.

V této chv́ıli bude na tahu Hráč II— bude nebo nebude moci táhnout
podle toho, zda tento vybraný literál bude p̌ri daném ohodnoceńı
pravdivý nebo nepravdivý.
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Generalized Geography (GG)

Pokud v prvńı fázi hry byla dané proměnné v literálu p̌rǐrazena
hodnota, p̌ri které je tento literál pravdivý, bude jediný možný tah
Hráče II vést do vrcholu grafu, který byl v této chv́ıli již navšt́ıven.

Hráč II tedy prohrál a vyhrává Hráč I .

Pokud bude daný literál nepravdivý, bude Hráč II moci táhnout.
Dostane se do situace, kdy je na tahu Hráč I , p̌ričemž ale jediná
hrana z daného vrcholu povede do již ďŕıve navšt́ıveného vrcholu.

Hráč I tedy v tomto p̌ŕıpadě prohrál a vyhrává Hráč II .

Z. Sawa (VŠB-TUO) Teoretická informatika 21. listopadu 2023 90 / 114



Př́ıklad: Graf sestrojený pro formuli
∃x1.∀x2.∃x3.((x1 ∨ ¬x2) ∧ (x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2 ∨ ¬x3))

x1 ¬x1

x2 ¬x2

x3 ¬x3
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Př́ıklad: Graf sestrojený pro formuli
∃x1.∀x2.∃x3.((x1 ∨ ¬x2) ∧ (x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2 ∨ ¬x3))

x1

x1

¬x1

¬x1

x2

x2
x2

¬x2

¬x2

x3

x3

¬x3

¬x3
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Př́ıklad: Graf sestrojený pro formuli
∃x1.∀x2.∃x3.((x1 ∨ ¬x2) ∧ (x2 ∨ x3) ∧ (¬x1 ∨ x2 ∨ ¬x3))

x1

x1

¬x1

¬x1

x2

x2
x2

¬x2

¬x2

x3

x3

¬x3

¬x3
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Generalized Geography (GG)

Neńı těžké ově̌rit, že ve ȟre na grafu G vytvǒreném k formuli ϕ má Hráč I

vyhrávaj́ıćı strategii právě tehdy, když má vyhrávaj́ıćı strategii ve ȟre na
formuli ϕ, tj. právě tehdy, když je formule ϕ pravdivá.

Vid́ıme tedy, že plat́ı následuj́ıćı:

Věta

Problém
”
Generalized Geography“ je PSPACE-úplný.
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Generalized Geography (GG) — planárńı graf

Ve skutečnosti je problém
”
Generalized Geography“ PSPACE-úplný i ve

speciálńım p̌ŕıpadě, kdy je graf G planárńı.

Graf je planárńı, jestliže je možné ho nakreslit v rovině takovým
způsobem, že se žádné dvě hrany spolu neǩŕıž́ı.
(Hrany je možné kreslit jako libovolné ǩrivky, ne nutně jako úsečky.)
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Generalized Geography (GG) — planárńı graf

V grafu sestrojeném výše uvedenou konstrukćı v důkaze
PSPACE-obt́ıžnosti problému GG se některé hrany ǩŕıž́ı.

Graf z této konstrukce se dá nakreslit tak, že jediné hrany, které se
ǩŕıž́ı, jsou hrany, které vedou z vrcholu odpov́ıdaj́ıćıho vybranému
literálu xi nebo ¬xi do odpov́ıdaj́ıćıho vrcholu v části grafu pro
p̌ŕıslušný kvantifikátor ∃xi nebo ∀xi .

Je žrejmé, že v každé partii se projde právě jedna ze všech těchto
hran.

Pro každou dvojici ǩŕıž́ıćıch se hran tak plat́ı, že se bude během každé
partie procházet nejvýše jednou z těchto dvou hran.
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Generalized Geography (GG) — planárńı graf

V ḿıstech, kde se nějaké dvě hrany ǩŕıž́ı, je možné nahradit tato ǩŕıžeńı
pomoćı následuj́ıćı konstrukce:
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Generalized Geography (GG) — planárńı graf

Neńı těžké si také rozmyslet, že za cenu p̌ridáńı daľśıch pomocných vrchol̊u
a hran je možné graf upravit tak, aby pro každý vrchol platilo následuj́ıćı:

do vrcholu vstupuj́ı nejvýše dvě hrany a vystupuje z něj z nejvýše
jedna hrana, nebo

do vrcholu vstupuje nejvýše jedna hrana a vystupuj́ı z něj z nejvýše
dvě hrany

Graf pak bude obsahovat vrcholy jen několika málo typů:

Tuto úpravu je nav́ıc možné provést tak, že pokud byl graf planárńı, tak
bude planárńı i po této úpravě.
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Generalized Geography (GG) — planárńı graf

Výsledný planárńı graf, kde jsou všechny vrcholy jen výše uvedených typů,
je nav́ıc možné nakreslit do roviny tak, aby všechny hrany vedly jen ve
vodorovném a svislém směru — tj. rovnoběžně s osami soǔradnic.

Př́ıslušnou redukci je možné upravit tak, aby generovala nejen popis
výsledného grafu, ale i informace o nakresleńı grafu v rovině —
tj. soǔradnice jednotlivých vrchol̊u a hran.

Problém z̊ustává PSPACE-úplný i pro takto nakreslené grafy, což je možné
využ́ıvat p̌ri důkazech PSPACE-obt́ıžnosti daľśıch problémů pomoćı
redukce z této varianty problému.
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Zobecněná varianta hry Hex

Uvažujme následuj́ıćı hru:

Hraj́ı dva hráči — Hráč I a Hráč II na neorientovaném grafu,
ve kterém jsou dva vrcholy s a t vyznačeny jako speciálńı.

Hráči sťŕıdavě pokládaj́ı své kameny na vrcholy grafu:

Hráč I má kameny jedné barvy — nap̌r. zelené
Hráč II má kameny druhé barvy — nap̌r. červené

Oba hráči maj́ı neomezenou zásobu kamenů své barvy.

Na začátku hry je graf prázdný — nelež́ı na něm žádné kameny.

Jako prvńı táhne Hráč I .

Tah hráče spoč́ıvá v tom, že vybere libovolný vrchol, na kterém dosud
nelež́ı žádný kámen, a polož́ı kámen své barvy na tento vrchol.

Na speciálńı vrcholy s a t se kameny nesḿı pokládat.
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Zobecněná varianta hry Hex

Ćılem Hráče I je vytvǒrit ze svých kamenů cestu z vrcholu s do
vrcholu t.

Ćılem Hráče II je mu v tom zabránit.

Partie konč́ı jedńım ze dvou způsobů:

Na některé cestě z s do t lež́ı samé zelené kameny:

Vyhrál Hráč I .

Na každé cestě z s do t lež́ı alespoň jeden červený kámen:
(Hráč I už tedy určitě nebude schopen vytvǒrit ze svých kamenů
cestu z s do t.)

Vyhrál Hráč II .
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Zobecněná varianta hry Hex

Jedná se o určité zobecněńı deskové hry Hex.

Hra Hex se standardně hraje na pravidelné hraćı ploše tvǒrené
šestiúhelńıky:

tyto šestiúhelńıky si můžeme p̌redstavit jako vrcholy grafu

vrcholy odpov́ıdaj́ıćı šestiúhelńık̊um jsou spojeny hranou, jestliže spolu
dané šestiúhelńıky soused́ı

vrcholy s a t si můžeme p̌redstavit jako speciálńı vrcholy mimo hraćı
plochu, které jsou spojeny hranami se všemi šestiúhelńıky na jedné
a druhé straně hraćı plochy

Zobecněńı zde spoč́ıvá v tom, že ḿısto standardńı podoby se šestiúhelńıky
uvažujeme hru na libovolném grafu.
(Tento graf nemuśı být ani planárńı.)
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Zobecněná varianta hry Hex

Vezměme si následuj́ıćı problém:

Zobecněná varianta hry Hex

Vstup: Neorientovaný graf G se dvěma speciálńımi vyznačenými
vrcholy s a t.

Otázka: Má Hráč I ve ȟre na grafu G vyhrávaj́ıćı strategii?

Řekněme, že graf G má n vrchol̊u:

Pro uložeńı jedné pozice postačuje O(n) bit̊u.

Každá partie má nejvýše n tahů.

Dř́ıve popsaný rekurzivńı algoritmus procházej́ıćı systematicky strom všech
možných partíı bude ḿıt proto prostorovou složitost O(n

2
).

Výše uvedený problém paťŕı tedy do ťŕıdy PSPACE.
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Zobecněná varianta hry Hex

PSPACE-obt́ıžnost tohoto problému je možné ukázat redukćı z problému
QBF.

Tuto konstrukci zde nebudeme podrobně popisovat.
(Je náplńı jednoho z referát̊u.)

Věta

”
Zobecněná varianta hry Hex“ je PSPACE-úplný problém.
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Kombinatorické hry — obecný p̌ŕıpad

Na libovolnou kombinatorickou hru G = (Pos,Moves, lab, α0) se můžeme
d́ıvat jako na orientovaný graf, kde:

vrcholy jsou prvky množiny Pos (tj. pozice)

hrany jsou prvky množiny Moves (tj. tahy)

Zat́ım jsme uvažovali pouze hry, kde p̌ŕımo z pravidel vyplývalo, že každá
partie muśı být konečná a muśı t́ım pádem končit v́ıtězstv́ım jednoho
z hráč̊u.

Mimo jiné tak v takových hrách neńı možné, aby v grafu hry existoval
cyklus, tj. aby bylo možné, aby se nějaká pozice během partie zopakovala.

Zamě̌rme se nyńı na obecný p̌ŕıpad, kde graf hry může být zcela libovolný.
Nebudeme však řešit p̌ŕıpady, kdy je množina Pos nekonečná.
Tj. budeme p̌redpokládat, že graf hry je konečný, může ale obsahovat
cykly, a partie tak mohou být libovolně dlouhé a p̌ŕıpadně i nekonečné.

Z. Sawa (VŠB-TUO) Teoretická informatika 21. listopadu 2023 103 / 114



Kombinatorické hry — obecný p̌ŕıpad

Předpokládejme tedy, že máme dánu kombinatorickou hru
G = (Pos,Moves, lab, α0), kde množina Pos je konečná.

Pro tuto hru G můžeme spoč́ıtat posloupnost

W0, W1, W2, . . .

tvǒrenou podmnožinami množiny Pos, kde pro i ∈ N podmnožina Wi

obsahuje právě ty pozice α z množiny Pos, ze kterých je schopen Hráč I

vynutit, že během nejvýše i tahů bude dosažena nějaká pozice
z množiny Win I, tj. ty pozice, ve kterých dokáže Hráč I vyhrát do i tahů.
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Kombinatorické hry — obecný p̌ŕıpad

Množiny Wi můžeme poč́ıtat následovně:

W0 = Win I

Množinu Wi+1 je možné z množiny Wi spoč́ıtat takto:

Wi+1 bude obsahovat všechny pozice z Wi .

Do Wi+1 p̌ridáme také všechny pozice α ∈ Pos I,
pro které existuje nějaké β ∈ Wi takové, že α⟶ β.

Dále p̌ridáme do Wi+1 všechny pozice α ∈ Pos II,
kde pro každé β ∈ succ(α) plat́ı β ∈ Wi .
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Kombinatorické hry — obecný p̌ŕıpad

Je zjevné, že množiny W0,W1,W2, . . . tvǒŕı rostoućı posloupnost

W0 ⊆ W1 ⊆ W2 ⊆⋯

Jestliže je množina Pos konečná, muśı nutně existovat nějaké i ∈ N,
pro které plat́ı Wi = Wi+1.

Nutně pak plat́ı Wj = Wj+1 i pro každé j , kde j ≥ i , tj.

Wi = Wi+1 = Wi+2 = Wi+3 =⋯

Označme W tuto výslednou množinu Wi , kde Wi = Wi+1.

Zápisem W označme ty pozice, které nepaťŕı do W , tj. W = Pos −W.
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Kombinatorické hry — obecný p̌ŕıpad

Je zjevné, že:

Z každé pozice α ∈ W je Hráč I schopen vynutit dosažeńı
množiny Win I, bez ohledu na to, jak hraje Hráč II .

Na druhou stranu, očividně pro každou pozici α ∈ W plat́ı:

Pokud α ∈ Pos I, tak pro každé β ∈ succ(α) plat́ı β ∈ W.

Pokud α ∈ Pos II, tak existuje β ∈ succ(α) takové, že β ∈ W.

Hráč II má tedy strategii, kterou může libovolně dlouho udržovat hru
v pozićıch z množiny W.

Pokud bude během partie dosažena jakákoli pozice z W, tak Hráč II

je schopen vynutit, že v následuj́ıćıch taźıch už nikdy nebude
dosažena žádná pozice z W, a speciálně tedy, že nebude dosažena
žádná pozice z Win I, nebot’ Win I ⊆ W.
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Kombinatorické hry — obecný p̌ŕıpad

Vid́ıme tedy, že výsledná množina W obsahuje právě ty pozice, ve
kterých má Hráč I vyhrávaj́ıćı strategii.

Naopak množina W = Pos −W obsahuje právě ty pozice, ve kterých
má Hráč II neprohrávaj́ıćı strategii — tj. strategii, která mu sice
nemuśı nutně zajistit v́ıtězstv́ı, ale která mu zaruč́ı, že určitě
neprohraje (a tedy, že Hráč I nevyhraje).

Výše popsaný postup nám dává i algoritmus, který množinu W spoč́ıtá.

Neńı těžké si promyslet, že časová složitost p̌ŕımočaré implementace
takového algoritmu je polynomiálńı vzhledem k velikosti grafu hry G .
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Kombinatorické hry — obecný p̌ŕıpad

O něco efektivněǰśı implementace je možné dosáhnout použit́ım
algoritmu, který pracuje dosti podobně jako běžné prohledáváńı do š́ı̌rky
(breadth-first search), s t́ım rozd́ılem, že postupuje proti směru hran
a u jednotlivých pozic rozlǐsuje r̊uzné p̌ŕıpady podle toho, kdo je v dané
pozici na tahu.
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Kombinatorické hry — obecný p̌ŕıpad

Inicializace algoritmu:

pro každou pozici β se p̌redpoč́ıtá množina všech jej́ıch p̌redch̊udc̊u,
tj. množina

pred(β) = {α ∈ Pos ∣ α⟶ β }

všem prvk̊um α ∈ Pos II je nastaven č́ıtač count(α) na
hodnotu ∣succ(α)∣

všechny pozice s výjimkou pozic z množiny Win I jsou označeny jako
nezpracované

pozice z množiny Win I jsou označeny jako zpracované

W ∶= Win I

prvky z množiny Win I jsou vloženy do fronty

Z. Sawa (VŠB-TUO) Teoretická informatika 21. listopadu 2023 110 / 114



Kombinatorické hry — obecný p̌ŕıpad

Dokud je fronta neprázdná, je v cyklu prováděno následuj́ıćı:

Z fronty je vybrána pozice β.

Pro každou dosud nezpracovanou pozici α ∈ pred(β) se provede:

Pokud α ∈ Pos I:

W ∶= W ∪ {α}

Pozice α se označ́ı jako zpracovaná a vlož́ı se do fronty.

Pokud α ∈ Pos II:

count(α) ∶= count(α) − 1

Pokud count(α) = 0:

W ∶= W ∪ {α}

Pozice α se označ́ı jako zpracovaná a vlož́ı se do fronty.
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Kombinatorické hry — obecný p̌ŕıpad

Neńı těžké si promyslet, že složitost tohoto algoritmu bude zhruba lineárńı
vzhledem k velikosti grafu hry G , tj. O(n +m), kde n je velikost množiny
Pos a m velikost množiny Moves.

Předpokládejme dále, že tento algoritmus pracovat s hrou danou
implicitně, kde množstv́ı paměti poťrebné pro uložeńı jedné pozice bude
O(f (n)) bit̊u, pro nějakou funkci f (n):

Počet pozic (tj. hodnota n) bude 2
O(f (n))

.

Počet tahů (tj. hodnota m) bude 2
O(f (n))

⋅ 2
O(f (n))

,

tj. 2
O(f (n))+O(f (n))

, což je stále 2
O(f (n))

.

Celková časová složitost algoritmu bude v tom p̌ŕıpadě 2
O(f (n))

.

Prostorová složitost algoritmu bude rovněž 2
O(f (n))

.
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Kombinatorické hry — obecný p̌ŕıpad

Uvažujeme verze r̊uzných známých deskových her jako jsou nap̌ŕıklad:

šachy

dáma

GO

zobecněné tak, že se nehraj́ı na hraćı ploše nějaké pevně dané velikosti
(8 × 8 u šachu či dámy, 19 × 19 u GO, apod.), ale na ploše velikosti n × n

pro libovolné n ∈ N.

Uvažujme problémy následuj́ıćıho typu:

Vstup: Pozice α v nějaké takové zobecněné ȟre na ploše n × n,
kde jsou některé figurky, kameny, apod. již rozḿıstěny,
a informace, který z hráč̊u je momentálně na tahu.

Otázka: Má Hráč I v pozici α vyhrávaj́ıćı strategii?
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Kombinatorické hry — obecný p̌ŕıpad

Z p̌redchoźıho plyne, že ve všech p̌ŕıpadech, kdy je množstv́ı paměti
poťrebné pro uložeńı jedné pozice polynomiálńı, bude výše uvedený
problém paťrit do ťŕıdy EXPTIME.

Pro šachy i dámu je známa EXPTIME-obt́ıžnost dané úlohy.
Pro obě tyto hry je tedy daný problém EXPTIME-úplný.

Pro GO je známa PSPACE-obt́ıžnost.

Dá se to dokázat pomoćı p̌revodu z Generalized Geography
(v planárńı verzi).

(Důkaz této PSPACE-obt́ıžnosti je obsahem jednoho z referát̊u.)
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