Ptiklady diikazi NP-uplnosti
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NP-dplnost problému SAT

P¥ipomefime problém SAT:

SAT (splnitelnost booleovskych formulr)

Vstup: Booleovska formule .

Otazka: Je ¢ splnitelna?

Ukdzat, Ze SAT pat¥i do tfidy NPTIME je snadné:

NYd

Nedeterministicky algoritmus ¥e&ici SAT v polynomidlnim &ase pracuje
nasledovné:

@ Nedeterministicky zvoli ohodnoceni v, které p¥ifazuje booleovskou
hodnotu kaZdé proménné vyskytujici se ve formuli ¢.

@ Vyhodnoti ¢ p¥i ohodnocenfi v, tj. spo&itd hodnotu [¢],.

e Pokud [¢], =1, vréti algoritmus odpovéd ANO.
Jinak vrati odpovéd NE.
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NP-tplnost problému SAT

Ukazat, Ze problém SAT je NP-tézky je slozitgjsi.

Je tfeba ukazat, Ze pro libovolny problém P € NPTIME existuje
polynomialni redukce z problému P na problém SAT,
tj. ukdzat, Ze existuje algoritmus, ktery:

@ dostane na svij vstup (libovolnou) instanci problému P,

@ k této instanci vyrobi booleovskou formuli ¢ takovou, Ze ¢ bude
splnitelnd pravé tehdy, kdyz pro danou instanci problému P bude
odpovéd ANO,

@ bude mit polynomialni ¢asovou sloZitost.
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NP-dplnost problému SAT

Jestlize P € NPTIME, musi existovat nedeterministicky Turingiiv
stroj M a polynom p(n) takovy, Ze:

@ Pro libovolnou instanci w problému P (reprezentovanou slovem
v n&jaké abeced® ¥) plati, Ze:

o Pokud je odpovéd pro w ANO, pak existuje alespoi jeden
vypocet stroje M nad slovem w, p¥i kterém stroj M vyda
odpovéd ANO.

o Pokud je odpovéd pro w NE, pak viechny vypotty stroje M nad
slovem w skon&i s odpovédi NE.

@ Stroj M provede p¥i libovolném vypoctu nad slovem w nejvyse
p(|w|) krokd.
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NP-dplnost problému SAT

UkaZeme, jak pro dany nedeterministicky Turinglv stroj
M =(Q,X,T,6, qo, F), polynom p(n) a slovo w € ¥* vyrobit
booleovskou formuli ¢ takovou, Ze:
@ ¢ bude splnitelnad pravé tehdy, kdy? existuje vypocet stroje M nad
slovem w, p¥i kterém M ud&ld nejvyse p(|w|) krokd a vydd odpovéd
ANO.

@ Formuli ¢ bude moZné vyrobit algoritmem v &ase polynomidlnim
vzhledem k délce slova w.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 6. listopadu 2023



NP-dplnost problému SAT

P¥ipomeiime, Ze v definici Turingova stroje M = (Q,X,T,4, qo, F):

@ ( — mnozina stavi ¥idici jednotky

Y — vstupni abeceda (X ¢ T)

" — paskova abeceda

§:(Q-F)XT > P(QRQxXTx{-1,0,+1}) — prechodova funkce
go € Q — po&atedni stav ¥idici jednotky

F € @ — mnoZina koncovych stavii

Déle predpokladame, Ze I obsahuje specidlni prazdny symbol 0O (blank),
pficemz O ¢ .
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NP-tplnost problému SAT

Vzhledem k tomu, Ze se v nasledujici konstrukci budeme zabyvat pouze
stroji, které ¥esi rozhodovaci problémy, budeme predpoklddat, Ze

F= {qaco qrej}

@ Pokud stroj skon&i ve stavu ..., znamend to, ¥e vydal odpovéd ANO.

@ Pokud stroj skonti ve stavu g, znamena to, Ze vydal odpovéd NE.
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NP-tplnost problému SAT

Konfigurace Turingova stroje je dana:
@ stavem Fidici jednotky
@ obsahem pasky

@ pozici hlavy
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NP-dplnost problému SAT

Konfiguraci miizeme zapsat jako slovo v abeced& ' U (Q X I'):

DEREHAEEE

Toto slovo, vZdy obsahuje pravé jeden znak z (Q X I'), ktery vyzna&uje
stav Fidici jednotky i pozici hlavy.
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NP-dplnost problému SAT

Konfiguraci miizeme zapsat jako slovo v abeced& ' U (Q X I'):

DEREHAEEE

Poznamka: Znaky z (Q X I') piseme jako | 7| misto | (g, a) |
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NP-dplnost problému SAT

Konfiguraci miizeme zapsat jako slovo v abeced& ' U (Q X I'):

DEREHAEEE

Ostatni symboly (z I') reprezentuji obsah pasky.
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NP-dplnost problému SAT

Konfiguraci miizeme zapsat jako slovo v abeced& ' U (Q X I'):

DEREHAEEE

Poli¢ka pasky, kterd nejsou ve slové vyznadena, obsahuji symbol @
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NP-tplnost problému

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

cee

Budeme p¥edpokladat, Ze Turingliv stroj pouZivd jednostranné omezenou
pasku.

Poli¢ka pasky si mizeme odislovat &isly 1,2,3, .. ..
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@ Prvni konfigurace je pocateéni konfigurace

do
wi

wo

w3

Wy

Ws

We

kde wiws ... w, jsou jednotlivé symboly slova w, které je vstupem

Turingova stroje M.

o Kazda dalsi konfigurace v posloupnosti je konfigurace, do které se
muiZe stroj dostat z pfedchozi konfigurace provedenim jednoho kroku
podle p¥echodové funkce §.

@ Pokud je vypocet konecny, v posledni konfiguraci musi byt Fidici

......

NP-tplnost problému SAT

Vypolet Turingova stroje je posloupnost konfiguraci, kde:

Wp-1

Wp

jednotka v né&kterém koncovém stavu z mnoZiny F.
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NP-tplnost problému SAT

Predpokladejme nyni, Ze €asova sloZitost stroje M je shora omezena
n&jakou funkei p(n).

(Bez ztraty na obecnosti budeme predpokladat, Ze pro viechna n je
p(n) = n.)

Pokud stroj M dostane jako vstup slovo w délky n, provede béhem
vypoctu nanejvy$ p(n) kroki.

Protoze stroj za¢ina s hlavou na poli¢ku &islo 1, mize se béhem toho
vypottu dostat hlava nanejvy% na politko &islo p(n) + 1 (v kazdém kroku
se posune nanejvys o jedno poli¢ko).
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NP-tplnost problému SAT

Pokud je tedy &asova sloZitost stroje M shora omezena funkci p(n),

muZeme vSechny konfigurace ve vypo&tu nad vstupem velikosti n zapsat
jako slova délky p(n) + 1

Na politka s &isly v&tdimi nez p(n) + 1 se stroj b&hem vypo&tu hlavou
nedostane a tato politka budou obsahovat symbol O (pfipomefime, Ze
predpokladame p(n) = n).
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NP-dplnost problému SAT

Slova popisujici jednotlivé konfigurace ve vypo&tu stroje M nad slovem
w = wywy---w, tedy mizeme zapsat pod sebe do tabulky, kde:
o Radky odpovidaji jednotlivym konfiguracim (zapsanym jako slova
v abeced& T'U (Q X T)).

@ Sloupce odpovidaji poli¢kim pasky s ¢&isly 1,2,...,p(n) + 1.

@ / technickych divodli pfiddme jesté zleva a zprava sloupce obsahujici
jen specidlni oddélovaci znaky #

(pFicemz # ¢ QUT).
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NP-dplnost problému SAT

#ﬁ/01W2W3W4‘ ‘Wn‘lj‘ ‘D#
# #
# #
p(n)+1
# #
p(n) +3
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NP-dplnost problému SAT

@ Jednotliva poli¢ka tabulky tedy budou obsahovat symboly z abecedy
A=TuU(QxT)u{#}

o Rédky tabulky budou mit &isla 0 az p(n) + 1.
(Radek 0 bude obsahovat potate¢ni konfiguraci).

@ Sloupce budou mit &isla 0 az p(n) + 2.
(Sloupce 0 a p(n) + 2 budou obsahovat znaky #.)
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NP-tplnost problému SAT

Poznamka: Vypolet miZe byt kratsi neZz p(n) kroki a v takovém p¥ipad&
by nebyla vyplnéna cela tabulka.

Abychom i v tomto p¥ipad& vyplnili celou tabulku, mizeme udélat to, Ze
posledni konfiguraci, ve které se vypocet zastavil, zopakujeme ve viech
zbylych ¥adcich tabulky.
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NP-tplnost problému SAT

Pokud tedy mame dan (nedeterministicky) Turingiv stroj M s ¢asovou
sloZitosti omezenou shora polynomem p(n) ¥edici problém P a instanci
tohoto problému zapsanou jako slovo w, je pro tuto instanci

odpovéd ANO pravé tehdy, kdyZ existuje n&jaky p¥ijimajici vypotet stroje
M nad slovem w.

Takovy pfijimajici vypocet miZeme vy$e popsanym zpiisobem zapsat do
tabulky o p(n) + 1 ¥adcich a p(n) + 3 sloupcich.

Poznamka: VSimnéte si, Ze velikost tabulky je polynomidlni vzhledem k n.
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NP-dplnost problému SAT

Pro dany stroj M, polynom p(n) a slovo w vytvo¥ime formuli ¢ takovou,
Ze:

@ Riizn3 ohodnoceni v booleovskych prom&nnych ve formuli ¢ budou
reprezentovat viechny mozné (i nesmyslné) obsahy dané tabulky.

@ [¢], =1 bude platit pravé pro ta ohodnoceni v, kterd reprezentuji
takovy obsah tabulky, ktery je zapisem pf¥ijimajiciho vypoc&tu stroje M
nad vstupem w.

Formule ¢ tedy bude splnitelnd pravé tehdy, pokud bude existovat
p¥ijimajici vypolet stroje M nad vstupem w.
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NP-dplnost problému SAT

Formule ¢ bude sloZena pomoci booleovskych spojek z atomickych tvrzeni
typu:

‘

. Poli¢ko (i,j) obsahuje symbol a.’
kde i,j, a budou konkrétni konstanty, napfiklad:

. Politko (9,4) obsahuje symbol . “

Poznamka: KdyZ mluvime o poli¢ku (/,/), mdme tim na mysli politko
v i-tém ¥adku a j-tém sloupci tabulky.
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NP-dplnost problému SAT

Formule ¢ tedy bude obsahovat booleovské proménné x,a kde:
e0=<i=<p(n)+1
e 0=<j=<p(n)+2
eaceA (kde A=T U (QxT)uU{#})
s tim, Ze y(x,-ad-) = 1 znamenad, Ze v reprezentuje obsah tabulky, p¥i kterém
poli¢ko (7, /) obsahuje symbol a,

a v(x7;) = 0 znamen3, Ze v reprezentuje obsah tabulky, p¥i kterém politko
(i,j) neobsahuje symbol a.
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NP-dplnost problému SAT

Ptiklad: Proménna xg’i{b reprezentuje tvrzeni:
. Politko (9,4) obsahuje symbol . “

Poznamka: U hodnot z (Q X I') budeme v indexech radg&ji pouZivat zapis

g, a misto .

Pokud tedy I/(ngb) = 1, znamen3 to, Ze p¥i obsahu tabulky
reprezentovaném v politko (9,4) obsahuje symbol ,

a pokud I/(Xgi{b) = 0, tak p¥i v poli¢ko (9,4) neobsahuje 61735 .
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NP-dplnost problému SAT

Celd formule ¢, kterd jako celek bude Fikat:
Tabulka obsahuje pFijimajici vypocet stroje M nad slovem w,
bude sloZena z mnoha podformuli, kde kazda z téchto podformuli bude

formulovat néjakou jednoduchou podminku, kterd musi byt splnéna, aby
obsah tabulky byl pFijimajicim vypoétem stroje M nad slovem w.

Tyto podformule budou spojeny pomoci konjunkce.

Pokud tedy bude p¥i daném ohodnoceni v nékterd z téchto podminek
porudena, bude celd formule ¢ p¥i v nabyvat hodnoty 0, tj. [¢], = 0.
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NP-tplnost problému SAT

V nasledujicim vykladu si popiseme tyto jednotlivé podformule.

Pokud v dalsim vykladu o né&jaké formuli v fekneme, Ze
. pFidame do ¢, “

mame tim na mysli, Ze ¥ spojime pomoci konjunkce (A) s dosud
vytvoFenou &asti formule .
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NP-dplnost problému SAT

Aby tabulka obsahovala ptijimajici vypolet stroje M nad vstupem w, musi
byt splnény nasledujici podminky:
© Kazdé poli¢ko tabulky obsahuje pravé jeden symbol z A.

@ Radek &islo 0 obsahuje potatetni konfiguraci se slovem w.

© Kazdy ¥adek tabulky (kromé& ¥adku 0) obsahuje bud':

o konfiguraci, ktera je jednim krokem (podle pfechodové funkce §)
dosazitelna z konfigurace zapsané v predchozim ¥adku, nebo

e koncovou konfiguraci shodnou s konfiguraci v pfedchozim ¥adku.

@ Posledni ¥adek tabulky obsahuje konfiguraci se stavem q,cc.
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NP-dplnost problému SAT

Je zfejmé, Ze pokud tabulka obsahuje pFijimajici vypocet, tak jsou tyto
Ctyfi podminky splnény.

Na druhou stranu je rovné&Z ztejmé, Ze pokud budou tyto ¢ty¥i podminky
splnény, tak tabulka opravdu obsahuje pFijimajici vypocet stroje M nad
slovem w.
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NP-dplnost problému SAT

Podivejme se nejprve na prvni podminku:
KaZdé poli¢ko tabulky obsahuje pravé jeden symbol z A.

Tu zajistime tak, Ze pro kazdé politko (i,;) pfiddme do ¢ podformuli,
kterad bude ¥ikat:
Poli¢ko (i, ) obsahuje pravé jeden symbol z A,

coz muzeme formulovat téZ takto:

v ot v s’ ap an ak s,
Pravé jedna z proménnych Xijr Xijr -0 Xij Md hodnotu 1,
kde {ay, as, ..., ax} je mnoZina viech symboli z A.
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NP-tplnost problému SAT

Vyjad¥it tvrzeni, Ze pravé jedna z proménnych xi, xo, ..., X, ma hodnotu 1
(kde x1, x2, . .., xx jsou n&jaké libovolné booleovské prom&nné) neni sloZité.

UkdZzeme si to na priklad&, kde pro jednoduchost budeme mit jen &tyfi
booleovské proménné A, B, C, D:

( AAN=-BA-CA-=D)
(—1A/\ B/\—|C/\—1D)
(mAAN-BA CA=D)
(—1A/\—|B/\—|C/\ D)

< < < <

Neni tézké ové&fit, Ze tato formule nabyva hodnoty 1 pravé pti téch
ohodnocenich, pf¥i kterych ma pravé jedna z proménnych A, B, C, D
hodnotu 1.

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 6. listopadu 2023 26 /125



NP-tplnost problému SAT

Obecn& pro mnozinu prom&nnych X = {x1, xo, ..., xx} mlZeme tuto
podminku zapsat nasledovné:

xi€X x;€X—{x;}

V&imn&me si, Ze pro k prom&nnych ma tato formule velikost (’)(k2).

V na%em ptipadg je k = |A|, takZe velikost podformule, kterou p¥idavdme
pro kazdé politko, je (’)(|A|2) a je to tedy konstanta nezavisla na velikosti
vstupu w.

Poznamka: Existuje zpisob, jak zapsat vyse uvedenou podminku tak, aby
velikost vytvorené formule byla O(k log k), ale my to zde nepotfebujeme.
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NP-dplnost problému SAT

Dalsi podminkou, kterd musi byt splnéna, je:

Radek 0 obsahuje po&dte&ni konfiguraci se slovem w.
Pokud tedy wyw; ... w, jsou jednotlivé symboly slova w, pfi¢emZ n > 1,
musi platit nasledujici:
@ Politko (0, 1) obsahuje symbol (qg, wy), kde qg je poéatedni stav.
e Politka (0,2), (0,3), ..., (0, n) obsahuji symboly ws, ws, ..., w,.
@ Politka (0,n+1), (0,n+2), ..., (0,p(n+ 1)) obsahuji symboly O.
@ Politka (0,0) a (0, p(n) + 2) obsahuji symboly #.
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NP-tplnost problému SAT

Tuto podminku tedy miiZzeme zapsat ndsledujici formuli, kterou p¥idame
do ¢:

n p(n)+1 4 4
qo,W1 Wi O
X071 A /\XO,I A /\ XO,I A X070 A XO,p(n)+2
i=2 i=n+1

Velikost této formule je O(p(n)).

Poznamka: P¥ipad, kdy n = 0, by se liSil jen v tom, Ze misto Xaol’wl by
qo,0

formule obsahovala x;;
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NP-tplnost problému SAT

Asi nejsloZit&jsi je zajisténi tfeti podminky:
KaZdy Fadek (kromé& Fadku 0) obsahuje konfiguraci, ktera vznikne
z pfedchozi provedenim jednoho kroku (a nebo je kopii pFedchozi
koncové konfigurace).

Vezméme si n&jaké dvé& po sobé& jdouci konfigurace.

Tyto dvé konfigurace se vzdy lisi nanejvy3 na dvou pozicich:
@ na pozici, kde se v prvni z nich nachazi hlava,

@ a na jedné z pozic, které s ni bezprostfedné sousedi.

Obsahy dvojic ¥adkil i a i + 1 v tabulce jsou tedy velice (izce svazany.
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NP-dplnost problému SAT

Pokud obsah ¥adku i + 1 neodpovida konfiguraci dosaZzitelné jednim
krokem z konfigurace na ¥adku /i, pak se o tom miZeme presvéddlit tak, Ze
najdeme konkrétni pozici, kde konfigurace do sebe , nepasuji*.

MiZete si rozmyslet, Ze v takovém p¥ipad€ mizeme vZdycky najit v dané
dvojici ¥adkl ,,okénko" velikosti 2 X 3 takové, Ze o tom, Ze ¥adky
neobsahuji dvé po sob& jdouci konfigurace, se miZeme presvédiit jen
prozkoumanim obsahu tohoto okénka (tj. aniZ bychom se museli divat na
obsah ostatnich politek).

j—=2 j-1 j j+1 j+2 j+3 j+4

i+1
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NP-dplnost problému SAT

#ﬁ/01W2W3W4‘ ‘Wn‘lj‘ ‘D#

# #

# #
p(n) +1 okénko

# #

p(n) +3
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NP-dplnost problému SAT

Obsahlim okének, které se mohou vyskytnout ve dvou po sob& jdoucich
konfiguracich budeme ¥ikat korektni a tém, které se nemohou vyskytnout
ve dvou po sob& jdoucich konfiguracich (a které tedy dosvédEuji, Ze dané
dva ¥adky neobsahuji dv& po sob& jdouci konfigurace) budeme Fikat
nekorektni.

P¥esné konkrétni podminky, které musi korektni obsahy okének spliiovat,
zde nebudeme uvadét.

Misto toho si ukdZeme konkrétni pfiklady korektnich a nekorektnich
okének.

Zkuste si v8ak (po prohlédnuti p¥ikladd) tyto podminky sami zformulovat.
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NP-dplnost problému SAT

P¥iklady nekorektnich okének, pfi¢emZ predpokladame, ze
5(q57 a) = {(q87b7 _1)7 (q37 a, +1)}:

as as
a b a a 5 a a a b
b | # | a blala Bl | T
as q
2 | b a aa“ a | b a|b|b
de as
b b a a a b a b a

(VSB-TUO)
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NP-dplnost problému SAT

P¥iklady korektnich okének, p¥i¢emZ ptedpokladame, Ze
5(q57 a) = {(q87b7 _1)7 (q37 a, +1)}:

alb| a a ‘;5 b bl aln
as a3

a b a a a b b a O

as Qacc

Iy b a a a b O O #

b | b | a a | a q%“ oo #

(VSB-TUO)
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NP-tplnost problému SAT

MnoZinu vech Sestic znakd, které tvofi korektni obsah okének (pro dany
konkrétni stroj M) si ozna&ime Corr.

Tj. (a,b,c,d, e, ) € Corr pravé kdyz

je korektni obsah okénka.

Celkovy pocet v8ech moznych obsahli okének je |A|6, cozZ je konstanta

nezavislad na velikosti vstupu w, takZe i pocet prvki mnoziny Corr je
konstanta nezavisld na velikosti vstupu.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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NP-tplnost problému SAT

Pro kazdé okénko v tabulce p¥iddme do ¢ podformuli, ktera tvrdi, Ze
obsah daného okénka je korektni (neboli jinak ¥e¢eno, Ze obsahuje
n&kterou z korektnich Zestic).

Tj. pro kazdé i takové, 2e 0 < i < p(n), a kazdé j takové, e 0 < j < p(n),
pfiddme do ¢ formuli

a b c d e f
\/ (Xi,j A Xij+1 N Xijeo A Xip1j A Xig1je1 A Xi+1,j+2)
(a7 b? C’ d7 e’ f)
€ Corr

Kazda z t&chto podformuli m3 velikost maximalné O(|A|6), tj. omezenou
néjakou konstantou nezavislou na velikosti vstupu w.

Celkovy pocet t&chto podformulf je O(p(n)Z)

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 6. listopadu 2023 37/125



NP-dplnost problému SAT

Nyni zbyva zarudit posledni podminku:
Posledni Fadek obsahuje koncovou konfiguraci, kde stav Fidici jed-
notky je Qacc-

To je opét jednoduché — stal&i pfidat do ¢ podformuli, ktera tvrdi, Ze na
n&které pozici v poslednim ¥adku (tj. ¥adku p(n)) se nachazi dvojice

(Gace» @), kde a je n&jaky symbol z T

Tato podformule vypada takto:

p(n)+1
\/ \/ Xp(n).j
Jj=1 a€el

Velikost této formule je O(p(n)).
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NP-dplnost problému SAT

Z predchoziho vykladu vidime, Ze velikost formule ¢ vytvorené k danému
vstupu w velikosti n je (’)(p(n)2).

Jestlize je p(n) polynom, tak i p(n)? je polynom, takZe velikost ©je
polynomialni vzhledem k n.

Vzhledem k jednoduché a pravidelné struktufe formule ¢ je zfejmé, Ze
Casova sloZitost algoritmu, ktery ke slovu w formuli ¢ vyrobi, je v podstaté
(im&rna velikosti formule ¢, tedy také O(p(n)?).
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NP-tplnost problému SAT

Ukdzali jsme tedy, Ze konstrukce je polynomialni, a nyni stru¢n& shrneme,
pro¢ je korektni:

e Predpoklddejme, Ze pro w je v problému P odpovéd ANO, co?
znamend, Ze existuje vypolet nedeterministického stroje M (ktery
fesi problém P) nad slovem w vedouci k odpov&di ANO.

Tento vypolet miiZeme zapsat do odpovidajici tabulky a prom&nnym
ve formuli ¢ miZeme pfifadit booleovské hodnoty podle obsahu této
tabulky.

Je zFejmé, Ze pfi tomto ohodnoceni bude mit ¢ hodnotu 1, protoZe
v8echny podminky testované ve formuli o budou splnény.
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NP-dplnost problému SAT

o PYedpokladejme nyni, Ze formule ¢ je splnitelnd, tj. pro n&jaké
ohodnoceni v plati [¢], = 1.

Podle ohodnoceni v nyni miZzeme vyplnit tabulku.

Z toho, Ze pFi ohodnoceni v musi byt splnény vSechny podminky
popsané ve formuli ¢, vyplyva, Ze takto vyplnénd tabulka obsahuje
popis vypoltu stroje M nad slovem w, p¥i kterém stroj vyda
odpovéd ANO, a Ye tedy takovyto vypotet existuje.

Vidime tedy, Ze formule ¢ je splnitelna pravé tehdy, kdyZ existuje vypocet
stroje M vedouci k pFijeti slova w, tj. pravé tehdy, kdyZ odpovéd pro w
je ANo.
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P¥evod SAT na 3-SAT

Vidéli jsme, Ze problém SAT je NP-iplny.

UkaZeme si, Ze zistdva NP-Gplny, i kdyZ se omezime jen na formule
urditého specialni typu:
3-SAT

Vstup: Booleovska formule ¢ v konjunktivni normalni formé&, kde
kaZda klauzule obsahuje pravé 3 literdly.

Otdzka: Je ¢ splnitelna?
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P¥evod SAT na 3-SAT

Popigeme polynomialni algoritmus, ktery k zadané formuli ¢ vyrobi formuli
gp' takovou, Ze:

° go' bude v KNF a kaZd3 jeji klauzule bude obsahovat pravé 3 literaly,

e ¢ bude splnitelnd pravé tehdy, kdy? o je splnitelna.

Poznamka: Jednoduchd myslenka — prevést ¢ do KNF — nefunguje.
Problém je v tom, Ze vyslednad formule by mohla byt exponencidlné vétsi
neZ ¢ (a tedy by ji nebylo moZné sestrojit v polynomidlnim Zase).

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 6. listopadu 2023 43 /125



P¥evod SAT na 3-SAT

Algoritmus rozdélime do dvou &asti:
@ Nejprve vyrobime formuli 1, ktera bude v KNF a kterd bude
obsahovat nejvyse 3 literdly v kazdé klauzuli
(a kterd bude splnitelna pravé tehdy, kdyz ¢ je spinitelnd).

@ Poté z p; vyrobime <p', kterd bude v KNF a kterd bude obsahovat
praveé 3 literdly v kazdé klauzuli
(a kterd bude splnitelnd pravé tehdy, kdyz ¢; bude splnitelnd).
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P¥evod SAT na 3-SAT

Formuli ¢ si miiZeme znazornit jako booleovsky obvod, jehoz struktura je
déana (abstraktnim) syntaktickym stromem dané formule:

((x1 A =x3) = =x2) A ((x2 AX3) V x1)
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P¥evod SAT na 3-SAT

Formule ¢ je splnitelnd pravé tehdy, jestliZze existuje néjaky vstup, pro
ktery dostaneme na vystupu 1.

((x1 A =x3) = =x2) A ((x2 AX3) V x1)
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P¥evod SAT na 3-SAT

Formule ¢ je splnitelnd pravé tehdy, jestliZze existuje néjaky vstup, pro
ktery dostaneme na vystupu 1.

((x1 A =x3) = =x2) A ((x2 AX3) V x1)
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P¥evod SAT na 3-SAT

Ve formuli ¢, kterou sestrojime k dané formuli ¢, se budou vyskytovat
ndsledujici proménné:
@ viechny proménné, které se vyskytuji ve formuli ¢
(tj. jedna promé&nnd pro kaZdy vstup obvodu),

@ jedna proménna pro kaZdy vyskyt booleovského operdtoru ve ¢
(tj. jedna promé&nnd pro kazdé hradlo obvodu).
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P¥evod SAT na 3-SAT

P¥iklad: Formule ¢; bude obsahovat proménné xq, xo, . .., xqp.

X1 X2 X3

((x1 A =x3) = =x2) A ((x2 A X3) V x1)
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P¥evod SAT na 3-SAT

Formule ¢ bude sestrojena tak, aby pro libovolné ohodnoceni v platilo, Ze
[¢©1], = 1 pravé tehdy, pokud:

@ v reprezentuje korektni p¥ifazeni booleovskych hodnot véem vstuptim
a vystupim jednotlivych hradel a

@ na vystupu obvodu je hodnota 1.

(Pokud bude n&kterad né&kterd z téchto podminek porusena, bude
[Sol]y = 0)
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P¥evod S na 3-SAT

Zamé&Fme se nyni na jednotlivé hradlo (nap¥. typu A), jehoZ vystupu je

pfifazena promé&nna x; a jehoZ vstupy jsou reprezentovany prom&nnymi Xx;
a Xg.

Z. Sawa (VSB-TUO)

Teoreticka informatika

6. listopadu 2023 49 /125



P¥evod SAT na 3-SAT

Moznd (korektni) p¥iazeni hodnot vstupl a vystupu daného hradla
(typu A) jsou popsana nasledujici tabulkou:

Obsah této tabulky je mozné reprezentovat pomoci nasledujici formule :

( X A aXe X ) A
(=g A x = -x ) A
(x5 A = = =x ) A
( x5 A X = X )
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P¥evod SAT na 3-SAT

Formule ¢ reprezentuje vySe uvedenou tabulku v tom smyslu, Ze v nabyva
hodnoty 1 pravé pro ta pfifazeni, kterd se v této tabulce vyskytuji (a pro
ta, kterd se tam nevyskytuji, nabyvd hodnoty 0).
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P¥evod SAT na 3-SAT

Libovolnou formuli tvaru
AAB - C

je moZné prepsat na ekvivalentni formuli tvaru
-(AAB)Vv C
a tu je dale mozné prepsat na ekvivalentni formuli tvaru

-Av-BvC
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P¥evod SAT na 3-SAT

Formuli
( —X; AN X, D X ) A
(= A X = =x ) A
(g A x> oox ) A
( x A x = x )
tedy miiZeme p¥epsat na ekvivalentni formuli
( X vV X V =x ) A
( X V =Xy V =X ) A
( =xj V X V =x ) A
(=% VvV =x VvV X )
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P¥evod SAT na 3-SAT

Pokud by typ hradla byl v, postupovali bychom analogicky.
K tabulce

bychom dostali formuli

( x; vV X VvV =xi ) A
(X V =xx V. x ) A
( =xj V Xxx V x ) A
(=g Vv o~ v ox )
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P¥evod SAT na 3-SAT

Podobn& bychom mohli reprezentovat i dal3i booleovské operace (—, <,

Pro ilustraci si ukdZeme jesté konstrukci pro hradla typu — (tentokrat
mame jen jeden vstup x;):

Tabulce
Xi | Xi
011
110

odpovida formule
(=x = xi) A (X = =x;)

kterou mizZeme p¥epsat na tvar

(X Vxi) A (=x;V=x)
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P¥evod SAT na 3-SAT

Nyni pFistoupime k vlastni konstrukci formule 1, kterou vytvo¥ime jako
konjunkci nasledujicich formuli:
@ Pro kaZdé hradlo p¥idame jemu odpovidajici formuli sestrojenou vyse

popsanym zplsobem.

o P¥idame formuli x,,:, kde X, je proménna reprezentujici vystup

obvodu.
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P¥evod SAT na 3-SAT

Ptiklad:
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P¥evod SAT na 3-SAT

Ptiklad:

X1 X2 X3

Pro x; p¥iddme do formule o tyto klauzule:
(X]_ V X5 V —|X4), (X]_ V =X5 V —|X4), (—|X]_ V X5 V —|X4), (—|X]_ V =X5 V X4)
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P¥evod SAT na 3-SAT

Ptiklad:

Pro x5 pfiddme do formule 1 tyto klauzule:
(3 V x5), (=x3 V =xs5)
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P¥evod SAT na 3-SAT

Ptiklad:

X1 X2 X3

Pro x5 pfiddme do formule 1 tyto klauzule:
(X4 V X7V X6)7 (X4 V =Xy V X6), (—|X4 V X7 V _'Xﬁ)v (—|X4 V ax7 V X6)
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P¥evod SAT na 3-SAT

Ptiklad:

X1 X2 X3

Pro x; p¥iddme do formule o tyto klauzule:
(2 vV x7), (=32 V =x7)
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P¥evod SAT na 3-SAT

Ptiklad:

X1 X2 X3

Pro xg pfiddme do formule 1 tyto klauzule:
(X2 V X3V —|X8), (X2 V =Xx3 V _‘X8)7 (—|X2 V x3V —|X8), (—|X2 V =Xx3 V Xg)
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P¥evod SAT na 3-SAT

Ptiklad:

X1 X2 X3

Pro x9 p¥iddme do formule 1 tyto klauzule:
(Xg VX1V —|Xg), (Xg V =x1 V Xg)7 (—|X8 VX1V Xg), (—|X8 V =x1 V Xg)
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P¥evod SAT na 3-SAT

Ptiklad:

X1 X2 X3

Pro xq¢ p¥iddme do formule ; tyto klauzule:
(X6 V Xg V —|X]_0), (X6 V —aXg V —|X]_0)7 (—|X6 V X9 V —|X]_0)7 (—|X6 V =Xg VX]_0)
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P¥evod SAT na 3-SAT

Ptiklad:

X1 X2 X3

Nakonec pfiddme do ¢4 klauzuli reprezentujici hodnotu na vystupu:
(x10)
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P¥evod SAT na 3-SAT

Celd formule 1 pak vypada takto:

(x1VxsVaxa) A (g VaxsVaxg) A (axq Vs Vaxg) A (Bxg Vaxs Vxg) A
(x33Vxs) A (Ax3V axs) A

(xaVxsVxs) AN (xaVaxsVxg) A (mxa VX Vaxg) A (mxg Vaxg Vxg) A
(VX)) A (mxVaxg) A

(oVx3Vaxg) A (xoV=ax3Vaxg) A (axoVxzVaxg) A (mx V—axz Vxg) A
(g VXxgVaxg) A(xgVaxiVx) A (mxgVxiVxg) A (mxgVaxgVxg) A
(X6 VXxgV=xip) A (X6V=xgV—xig) A (mxgV X9V axig) A (=X VaxgVxgg) A
(x10)
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P¥evod SAT na 3-SAT

Nyni se ptesvédcime, Ze @1 je splnitelnd pravé tehdy, kdyz ¢ je splnitelna.
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P¥evod SAT na 3-SAT

Nejprve predpoklddejme, Ze ¢ je splnitelnd.

Existuje tedy ohodnoceni v takové, ¥e [¢], = 1. Definujme ohodnoceni v/
nasledujicim zptsobem:

o '(x;) = v(x;) pokud x; je prom&nna ve formuli ¢

o Pokud x; reprezentuje vystup hradla, '(x;) nastavime na hodnotu,
ktera bude na tomto vystupu p¥i ohodnoceni v.

Vzhledem k tomu, e [¢], = 1, musi platit o' (xout) = 1.

Je tedy zfejmé, Ze bude platit [(p1],) = 1, nebot x,,; i véechny klauzule
odpovidajici jednotlivym hradldm budou mit pFi ohodnoceni ' hodnotu 1.
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P¥evod SAT na 3-SAT

Predpokladejme nyni, Ze @1 je splnitelna,
tj. [¢1], = 1 pro n&jaké ohodnoceni /"

N ! , , L4 -~ .
Snadno ov&¥ime, e [¢], = 1, nebot v musi odpovidat n&jakému p¥itazeni

hodnot na vystupech jednotlivych hradel, p¥i kterém je na vystupu celého
obvodu hodnota 1.

Tim jsme ové&fili, Ze konstrukce formule ¢ je opravdu korektni.
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P¥evod SAT na 3-SAT

Nyni k formuli @7 sestrojime formuli <p’ takovou, Ze:
e ¢ bude v KNF,

o kazda klauzule formule go' bude obsahovat pravé 3 literdly,

v 7 . I v 7 , v ,
o v 7adné klauzuli formule ¢ se Zddna prom&nna nebude vyskytovat
vice nez jednou,

° <p' bude splnitelnd pravé tehdy, kdyz ¢ je splnitelna.
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P¥evod SAT na 3-SAT

Nejprve se zbavime nadbyteénych literdld a klauzuli:

o Pokud se v néjaké klauzuli vyskytuje néjaky literal vice nez jednou,
odstranime z této klauzule v8echny jeho vyskyty kromé& jednoho.

o Pokud ng&jaka klauzule obsahuje soutasng literdly x; a —x; (kde x; je
n&jakd prom&nnd), odstranime celou tuto klauzuli
(takova klauzule by méla hodnotu 1 pfi libovolném ohodnoceni).

Je zjevné, Ze upravena formule je ekvivalentni s pivodni formuli.
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P¥evod SAT na 3-SAT

P¥idame dvé nové proménné y a z.

o Klauzule se tfemi literdly ponechdme beze zmény.

o Kazdou klauzuli tvaru (A v B) (tj. klauzuli se dvéma literdly A a B)
nahradime nasledujici dvojici klauzuli:

(AvBvVy) A (AVv BV -y)

o KaZzdou klauzuli tvaru (A) (tj. klauzuli s jednim literdlem) nahradime
ndsledujici &tvefici klauzuli:

(Avyvz) A (AVvyv=z) A (AVayvz) A (AV ayV az)

Neni t&zké ovéfit, Ze vysledna formule go' je splnitelnd pravé tehdy, kdyz je
splnitelna piavodni formule.
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P¥evod SAT na 3-SAT

JestliZe velikost formule ¢ je n, velikost formuli ¢q i go’ bude v O(n).

. ] -y v
Formule ¢ i ¢ snadno sestrojime v &ase O(n).

Popsana redukce je tedy polynomidlni.
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Barveni grafu 3 barvami

3-CG - Problém ,,Barveni grafu 3 barvami*

Vstup: Neorientovany graf G

Vystup: Lze vrcholy grafu obarvit 3 barvami tak, aby Zddné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Ptiklad:
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Barveni grafu 3 barvami

3-CG - Problém ,,Barveni grafu 3 barvami*

Vstup: Neorientovany graf G

Vystup: Lze vrcholy grafu obarvit 3 barvami tak, aby Zddné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Ptiklad:

Odpovéd: ANO
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Barveni grafu 3 barvami

3-CG - Problém ,,Barveni grafu 3 barvami*

Vstup: Neorientovany graf G
Vystup: Lze vrcholy grafu obarvit 3 barvami tak, aby Zddné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Pyiklad:
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Barveni grafu 3 barvami

3-CG - Problém ,,Barveni grafu 3 barvami*

Vstup: Neorientovany graf G

Vystup: Lze vrcholy grafu obarvit 3 barvami tak, aby Zddné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Pyiklad:

Odpovéd: NE
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P¥evod 3-SAT na 3-CG

Hleddme algoritmus, ktery sestroji k zadané formuli v konjunktivni
normalni formé s pravé 3 literdly v kazdé klauzuli graf tak, Ze formule bude
splnitelna pravé tehdy, kdyZ pijde graf obarvit korektn& 3 barvami.
o Graf bude obsahovat vrcholy X, F, T propojené do trojuhelniku
@ Pro kaZzdou proménnou bude graf mit dvojici vrcholl x, =x popojené
hranou. Kazdy z nich bude propojen hranou s X.
@ Pro kaZdou klauzuli pfiddme 6 vrcholi cl,c{,c2, cé, c3, cé a hrany
I ! !
(C17 C2)7 (Cl7 C3)7 (C2> C3)7 (C17 C1)7 (C27 C2)7 (C37 C3)
o P¥iddme hrany mezi c; a xj nebo —x; podle toho, jaky literal se
nachazi na i-té pozici v dané klauzuli
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P¥evod 3-SAT na 3-CG

P¥iklad: UvaZzujme formuli (x; V =xo V x3) A (=x1 V X0 V x3)
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P¥evod 3-SAT na 3-CG

P¥iklad: UvaZzujme formuli (x; V =xo V x3) A (=x1 V X0 V x3)

X1
X1
X2
—1X2 T

X3

—1X3
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P¥evod 3-SAT na 3-CG

P¥iklad: UvaZzujme formuli (x; V =xo V x3) A (=x1 V X0 V x3)

X1
X1
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—Xp X2
X3 X3
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P¥evod 3-SAT na 3-CG

P¥iklad: UvaZzujme formuli (x; V =xo V x3) A (=x1 V X0 V x3)

X1
X1
X1
X2
—1X2 _'X2
X
X3 3
X1
—|X3

X2

X3
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P¥evod 3-SAT na 3-CG

P¥iklad: UvaZzujme formuli (x; V =xo V x3) A (=x1 V X0 V x3)

X1
X1
X1
X2
—1X2 _'X2
X
X3 3
X1
—|X3

X2

X3
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Hamiltonovsky cyklus

HC - Problém , Hamiltonovsky cyklus*

Vstup: Orientovany graf G

Vystup: Existuje v grafu Hamiltonovsky cyklus (orientovand kruznice
prochdazejici kazdy vrchol pravé jednou)?

Ptiklad:
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Hamiltonovsky cyklus

HC - Problém , Hamiltonovsky cyklus*

Vstup: Orientovany graf G

Vystup: Existuje v grafu Hamiltonovsky cyklus (orientovand kruznice
prochdazejici kazdy vrchol pravé jednou)?

Ptiklad:

Odpovéd:NE
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Hamiltonovsky cyklus

HC - Problém , Hamiltonovsky cyklus*

Vstup: Orientovany graf G

Vystup: Existuje v grafu Hamiltonovsky cyklus (orientovand kruznice
prochdazejici kazdy vrchol pravé jednou)?

Ptiklad:
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Hamiltonovsky cyklus

HC - Problém , Hamiltonovsky cyklus*

Vstup: Orientovany graf G

Vystup: Existuje v grafu Hamiltonovsky cyklus (orientovand kruznice
prochdazejici kazdy vrchol pravé jednou)?

Ptiklad:

Odpovéd:ANO
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Hamiltonovsky cyklus

@ Problém pat¥#i do tfidy NP. Sta&i vzit jako svédka mnoZinu hran
a ové&¥it, Ze tyto hrany tvofi cyklus a kazdy vrchol ma pravé jednu
vstupni a vystupni hranu.

@ NP-obtiZnost mizeme ukdzat naptiklad pfevodem z problému VC
nebo SAT

@ Oba diikazy jsou sloZit&j$i na popsani, proto je vynechdme
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Hamiltonovska kruZnice

HK - Problém , Hamiltonovska kruznice"

Vstup: Neorientovany graf G

Vystup: Existuje v grafu Hamiltonovska kruZznice (neorientovand
kruZnice prochdazejici kazdy vrchol pravé jednou)?

Ptiklad:

Odpovéd: NE
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Hamiltonovska kruZnice

HK - Problém , Hamiltonovska kruznice"

Vstup: Neorientovany graf G

Vystup: Existuje v grafu Hamiltonovska kruZznice (neorientovand
kruZnice prochdazejici kazdy vrchol pravé jednou)?

Ptiklad:
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Hamiltonovska kruZnice

HK - Problém , Hamiltonovska kruznice"

Vstup: Neorientovany graf G

Vystup: Existuje v grafu Hamiltonovska kruZznice (neorientovand
kruZnice prochdazejici kazdy vrchol pravé jednou)?

Ptiklad:

Odpovéd: ANO
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Hamiltonovska kruZnice

@ Problém pat¥i do tfidy NP. Sta&i vzit jako svédka mnoZinu hran a
oVé&Fit, Ze tyto hrany tvofi kruznici a kazdy vrchol ma pravé dvé hrany.

o NP-obtiZnost mizeme ukdzat pfevodem z problému HC

o Ke kazdému vrcholu x orientovaného grafu dame do neorientovaného
t¥i vrcholy xq, x2, x3, které spojime hranami (x1, x2), (x2, x3).

o Kazda orientovand hrana (x, y) bude reprezentovdna hranou (x3, y1)
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P¥evod HC na HK
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P¥evod HC na HK
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P¥evod HC na HK
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P¥evod 3-SAT na ILP

Problém ILP (celotiselné linedrni programovani)
Vstup: Celo&iselna matice A a celo&iselny vektor b.
Otazka: Existuje celociselny vektor x, takovy Ze Ax < b?

P¥iklad instance problému:

3 =25 8
A=l 1 0 1 b=| -3
2 1 0 5

Ptame se tedy, zda existuje celodiselné ¥eSeni nasledujici soustavy nerovnic:

3X1 - 2X2 + 5X3 < 8
x1+x3 <= =3
2X1 + X = 5
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P¥evod 3-SAT na ILP

Jednim z FeSeni soustavy

3x1 —2x +5x3 < 8
X1 +Xx3 = -3
2x1+x, < b
je naptiklad x; = =4, x, =1, x3 =1, tj.
—4
X = 1
1
nebot
3-(-4)-2-1+5-1 = -9 < 8
-4+1 = -3 <= -3
2:(-4)+1 = -7 =< 5

Pro tuto instanci je tedy odpovéd ANO.
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P¥evod 3-SAT na ILP

Véta
Problém ILP je NP-t&zky.

NP-obtiZnost problému ILP dokaZeme tak, Ze ukaZeme polynomidlni
redukci z problému 3-SAT.
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P¥evod 3- na ILP

P¥edpokladejme, Ze mame danu néjakou konkrétni instanci problému
3-SAT, napftiklad nasledujici formuli ¢:

(x1VaxoVx3) A (xVax3Vx) A (xpVax3Vaxg) A (mxgV=axo Vxg)
Nasim tkolem je vyrobit k formuli ¢ soustavu linearnich nerovnic takovou,

Ze tato soustava bude mit YeSeni v oboru celych &isel pravé tehdy, kdyz je
formule ¢ splnitelna.
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P¥evod 3 na ILP

(x1VaxoVx3) A (xV-ax3Vx) A (x1Vax3Vaxg) A (mxgV=axo Vxg)

Krok 1:

KaZdé booleovské prom&nné x; ve formuli ¢ bude v soustav& nerovnic
, s s !
odpovidat nezndma x;.

Naptiklad pro formull P uvedenou vySe bude soustava nerovnic obsahovat
neznamé Xl, X2, X3, X4
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P¥evod 3-SAT na ILP

(x1VaxoVx3) A (xV-ax3Vx) A (x1Vax3Vaxg) A (mxgV=axo Vxg)

Krok 2:

H T4 ~ s I o e .

Nejprve do soustavy pfiddme pro kazdou nezndmou x; dvojici nerovnic
I

x;=0ax <1:

Z. Sawa (VSB-TUO)
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P¥evod 3- na ILP

(x1VaxoVx3) A (xV-ax3Vx) A (x1Vax3Vaxg) A (mxgV=axo Vxg)

Krok 2:

H T4 ~ s I o e .
Nejprve do soustavy pfiddme pro kazdou nezndmou x; dvojici nerovnic
I
x;=0ax <1:

xx =2 0 X3 0
x{ < 1 xé < 1
xé > 0 X!; =2 0
xé <1 x!l < 1
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P¥evod 3- na ILP

(x1VaxoVx3) A (xV-ax3Vx) A (x1Vax3Vaxg) A (mxgV=axo Vxg)

Krok 2:

H T4 ~ s I o e .
Nejprve do soustavy pfiddme pro kazdou nezndmou x; dvojici nerovnic
I
x;=0ax <1:

xx =2 0 X3 0
x{ < 1 xé < 1
xé > 0 x!; =2 0
xé <1 x!l < 1

Poznamka: Tyto nerovnice zaru€uji, Ze v libovolném ¥eSeni vysledné
v I . !
soustavy bude muset pro vdechna x; platit x; € {0, 1}.
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P¥evod 3-SAT na ILP

Krok 3:
Pro kazdou klauzuli tvaru (¢1 v ¢ v £3), kde ¢; jsou jednotlivé literdly,
pfiddme do soustavy nerovnic nerovnici
A+h+f=1
kde

o x; pokud ¢; = x;
T (1-x) pokud ¢; = —x;

Z. Sawa (VSB-TUO)
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P¥evod 3-SAT na ILP

Krok 3:

Pro kazdou klauzuli tvaru (¢1 v ¢ v £3), kde ¢; jsou jednotlivé literdly,
pfiddme do soustavy nerovnic nerovnici

A+h+f21
kde
P x; pokud ¢; = x;
"1 1-x) pokud 4 = ~x
P¥iklad: Pro klauzuli (x; V =x3 V =x4) p¥iddme nerovnici

i+ (1=x3) + (1—-x) 21

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika
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P¥evod 3-SAT na ILP

(X]_V—|X2 VX3) A (X2V—|X3VX4) A (X1V—|X3V—|X4) A (—|X]_V—|X2VX4)

Takto vypada celd odpovidajici soustava nerovnic:

x; + (1-x) + x3
I 1 1
X + (1=-x3) + x4
X+ (1=53) + (1-x)
(1-x1) + (1-x) + xa

H = H R 2O R OFRORFRO

&
IV IV IV IV IA IV IA IV IA IV IA IV
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P¥evod 3- na ILP

Krok 4:
Soustavu nerovnic pfevedeme pomoci jednoduchych aritmetickych tprav
do poZadovaného maticového tvaru tak, aby vSechny nerovnice byly tvaru

1 1 I
Xy + X+ -+ cpx,<d

kde ¢1, ¢, ..., ¢, a d jsou konstanty.
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P¥evod 3-SAT na ILP

Krok 4:

Soustavu nerovnic pfevedeme pomoci jednoduchych aritmetickych tprav
do poZadovaného maticového tvaru tak, aby vSechny nerovnice byly tvaru

1 1 I
Xy + X+ -+ cpx,<d

kde ¢1, ¢, ..., ¢, a d jsou konstanty.

Poznamka:
Pokud se v nerovnici vyskytuje nerovnost ‘=" misto ‘<’, mizeme vyuzit
toho, Ze x = y pravé tehdy, kdyz —x < —vy.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 6. listopadu 2023 83 /125



P¥evod 3-SAT na ILP

Ptiklad:

i+ (1=x3) + (1-x;) = 1
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P¥evod 3-SAT na ILP

Ptiklad:

X + (1—X3) + (1—X4'1)

X1—X3—X4+2

v

1 // setteme jednotlivé &leny

\%
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P¥evod 3- na ILP

Ptiklad:
X{ + (1—Xé) + (1—X!1) > 1 // setteme jednotlivé Zleny
X{ — Xé - X"; + 2 = 1 //odetteme 2 od obou stran
X:’l - X:':, - X!; >-1
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Ptiklad:
I I !
X1 + (1—X3) + (1—X4) > 1
! ! !

X1 — X3 — Xg + 2 > 1

! ! I
X1 — X3 — Xy >-1

! ! I

—X1 + X3 + Xa <

// setteme jednotlivé Eleny
// odetteme 2 od obou stran

// vyndsobime ob& strany —1

P¥evod 3- na ILP

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika
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P¥evod 3-SAT na ILP

Ptiklad:
!
X1 + (1 —X3) + (1 —x3) = 1 ]/ setteme jednotlivé leny
X1 — X3 - X4 + 2 = 1 //odetteme 2 od obou stran
] ]
X3 — X3 — X4 =-1 //vyndsobime ob& strany —1
1 ] 1
—X1 + X3 + Xa <

Po doplnéni chybgjicich €lent (s koeficienty 0) tedy vysledna nerovnice
vypada takto:

(-1)-x; + 03 + 1-x3 + 1ox, < 1
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P¥evod 3-SAT na ILP

(X1V—|X2 VX3) A (XQV—|X3VX4) A (X1V—|X3V—|X4) A (—|X]_V—|X2 VX4)

Po dpravé viech nerovnic tedy dostaneme soustavu:

(-1)x; + 0% + O0:-x3 + 0-x, < 0
1xq + 0-x, + 0-x3 + 0-x =< 1
0-xq + (-1):x + 0:x3 + O0-x, =< 0
0-xq + 1lx + 0-x3 + 0-x < 1
0-x + 0 x + (-1)-x5 + 0-xy < 0
0-xq + O0-x + 1l-x3 + O0-x =< 1
0 + 0:x + 0-x3 + (-1):x < 0
0-x; + 0% + 0-x3 + 1lex, < 1
(-1)xq, + 1% + (-1)'x3 + 0:x < 0
0-xq + (-1)'x + 1-x3 + (-1):-x < 0
(-1):x, + 0-x% + 1lexz3 + 1l-x =< 1
1-xq + 1l-x + 0-x3 + (-1):x =< 1

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 6. listopadu 2023
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P¥evod 3-SAT na ILP

(X]_V—|X2 VX3) A (X2V—|X3VX4) A (X1V—|X3V—|X4) A (—|X]_V—|X2VX4)

Tuto soustavu miZeme zapsat maticovym zadpisem jako:

-1 0 0 0 0
1 0 0 O 1
0 -1 0 0 0
0 1 0 0 ’ 1
0 0 -1 0 x| 0
0 0 1 0 X3 |t
0 0 0 -1 x| =] o
0 0 0 1 X, 1
-1 1 -1 0 0
0 -1 1 -1 0
-1 0 1 1 1
1 1 0 -1 1
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P¥evod 3- na ILP

Je zFejmé, Ze tuto konstrukci miZeme provést v Case (’)(n2), kde n je
velikost formule .

Poznamka:

Ve skuteénosti nejvice ¢asu zabere vypliiovani matice A nulami.

Neni t&zké ov&Fit, Ze v3e ostatni (vypln&ni nenulovych prvki v matici A a
vytvoreni vektoru b) je mozné provést v &ase O(n).
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P¥evod 3-SAT na ILP

Je zFejmé, Ze tuto konstrukci miZeme provést v Case (’)(n2), kde n je
velikost formule .

Poznamka:

Ve skuteénosti nejvice ¢asu zabere vypliiovani matice A nulami.

Neni t&zké ov&Fit, Ze v3e ostatni (vypln&ni nenulovych prvki v matici A a
vytvoreni vektoru b) je mozné provést v &ase O(n).

Poznadmka:

Neni tézké si rozmyslet, jak by vypadal algoritmus, ktery by vytvarel
matici A a vektor b pfimo, bez mezikroku s pravami nerovnic.
Tento mezikrok zavddime pro lepsi pochopeni konstrukce.
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P¥evod 3-SAT na ILP

Nyni jest& zbyva ukdzat korektnost konstrukce.

Nejprve si vSimnéme, Ze vzhledem k tomu, Ze vytvorend soustava obsahuje
vz | .
pro kazdé x; nerovnice

X;ZO X,'S].

musi jakékoliv YeSeni celé soustavy (pokud vilbec n&jaké existuje) byt toho
typu, Ze jednotliva x,! nabyvaji pouze hodnot 0 nebo 1.
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P¥evod 3 na ILP

Kazdému ohodnoceni v booleovskych proménnych X1, X, - - Xk ve formuli
!

I
© jednoznadné odpovida ptifazeni hodnot neznamym xl,x2, cey X Ve
vytvorené soustavé nerovnic:

I 0 kdyz v(x;) =0
11 kdyz v(x;) =1
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P¥evod 3 na ILP

Kazdému ohodnoceni v booleovskych proménnych X1, X, - - Xk ve formuli
! I

© jednoznadné odpovida ptifazeni hodnot neznamym xl,x2, cey X Ve

vytvorené soustavé nerovnic:

_ |0 kdyz v(x;) =0
XiT1 kdyz v(x;) =1

Tento vztah je vzdjemné& jednoznadny.

NP4 v , Ny , b , I I I
Ke kazdému pfitazeni celo€iselnych hodnot neznamym xq, x, ..., X,

takovému, Ze pro viechna x; plati x; € {0, 1}, existuje odpovidajici
p¥ifazeni booleovskych hodnot v.
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P¥evod 3- na ILP

Vezméme si nyni n&jaké ohodnoceni booleovskych promennych v a jemu
odpovidajici p¥itazeni hodnot 0 a 1 nezndmym xl,xz, . xk.

P¥ipomeiime, Ze ve vytvofené soustavé nerovnic odpovidd kazdé klauzuli
(01 v £y v £3) vyskytujici se ve formuli ¢ nerovnice tvaru

L+h+H=1

kde f; je tvaru x pokud /; = x;, nebo (1 — XJ’) pokud /; = —x;.

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika
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P¥evod 3-SAT na ILP

Vezméme si nyni n&jaké ohodnoceni booleovskych promennych v a jemu
odpovidajici p¥itazeni hodnot 0 a 1 nezndmym xl,xz, . xk.

P¥ipomeiime, Ze ve vytvofené soustavé nerovnic odpovidd kazdé klauzuli
(01 v £y v £3) vyskytujici se ve formuli ¢ nerovnice tvaru

h+h+f21
kde f: je tvaru x;, pokud ¢; = xj, nebo (1 — XJ’) pokud /; = —x;.

Vidime, Ze at u¥ je literal ¢; tvaru xj nebo —x;, plati, Ze:
e fi=1, pokud [/;], =1
e f; =0, pokud [/;], =0
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P¥evod 3-SAT na ILP

Hodnota vyrazu f; + , + f3 p¥i daném pfifazeni je tedy poltem literall
v klauzuli (41 v 5 v £3), které maji p¥i ohodnoceni v hodnotu 1.

Vzhledem k tomu, Ze [¢1 V ¢> v {3], = 1 prdv& tehdy, kdyZ pro alespofi
jeden z literdll ¢1, (5, (3 plati [¢;], = 1, je o&ividné, Ze nerovnost

i+h+Hh=1

plati p¥i daném pfifazeni pravé tehdy, kdyz

[(1 V£2V£3]l,:1.
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P¥evod 3-SAT na ILP

Tvrzeni

Pokud je formule ¢ splnitelnd, pak existuje celo&iselné ¥eseni vytvorené
soustavy nerovnic.

Diikaz: Jestlize je ¢ splnitelnd, existuje néjaké ohodnoceni v takové, Ze
[p]l, =1, tj. takové, kde [ C;], = 1 pro vechny klauzule C; formule ¢.
Z predchoziho je zfejmé, Ze pokud vezmeme jemu odpovidajici pF¥ifazen{
7 , ! I I v vy , .
hodnot 0 a 1 nezndmym xq, x>, ..., X,, budou p¥i tomto pFitazeni platit
véechny vytvofené nerovnice:
o Nerovnice tvaru x; = 0 a x; < 1 proto, e x; € {0,1}.

@ Nerovnice odpovidajici klauzulim proto, Ze p¥i ohodnoceni v ma kazda
klauzule hodnotu 1.
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P¥evod 3-SAT na ILP

Tvrzeni

JestliZe existuje YeSeni vytvorené soustavy nerovnic, pak je formule ¢
splnitelna.

Dukaz: Je zfejmé, Ze pokud ma soustava nerovnic feSeni, tak musi toto
o v . Ny Iy , !
Fedeni pro vdechna x; spliovat podminku x; € {0,1}.

Tomuto ¥eSeni tedy jednoznalné odpovida né&jaké ohodnoceni v a
z predchoziho je zfejmé, Ze kazda klauzule formule ¢ p¥i tomto
ohodnoceni nabyva hodnoty 1, takZe plati

[(p]u =1

a formule ¢ je tedy splnitelna.
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P¥evod 3- na ILP

Vidime, Ze formule ¢ je splnitelnd pravé tehdy, kdyZ existuje celociselné
FeSeni k ni vytvoFené soustavy nerovnic.

Tim je diikaz korektnosti konstrukce hotov.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 6. listopadu 2023 94 /125



Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Problém SUBSET-SUM

Vstup: Sekvence pFirozenych &isel aq, as, ..., a, a pfirozené &islo s?

Otdzka: Existuje mnoZina | € {1,2,...,n} takova, Ze ) ;.,a; =s?

Jinak Yeeno, ptame se zda z dané (multi)mnoZiny &isel je mozné vybrat
podmnoZzinu, jejiZ soulet je s.

P¥iklad: Pro vstup tvoteny &isly 3,5,2,3,7 a &islem s = 15 je odpovéd
ANO, nebot 3+ 5+ 7 = 15.

Pro vstup tvoreny &isly 3,5,2,3,7 a &islem s = 16 je odpovéd NE, nebot
Zadna podmnoZina téchto &isel nedava soulet 16.
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P¥evod 3- na SUBSET-SUM

Poznamka:
Pofadi &isel a1, as, ..., a, na vstupu neni dileZité.

Vsimnéte si v8ak ur&itého rozdilu oproti tomu, kdybychom problém
formulovali tak, Ze vstupem je mnoZina {a;, a»,...,a,} a &islo s:

V mnoZiné se &isla neopakuji, zatimco v sekvenci se miiZe totéz Cislo
vyskytnout vicekrat.
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

Problém SUBSET-SUM je specidlnim pfipadem problému batohu
(knapsack problem):

Knapsack problem

Vstup: Sekvence dvojic p¥irozenych &isel

(a1, b1), (ap, bo), ..., (an, b,) a dvé& pFirozena &isla s a t.
Otdzka: Existuje mnoZina / € {1,2,...,n} takova, Ze ) ;.,a; < s a
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

Neformalné miZeme problém batohu formulovat takto:

Mdme n ptredmétd, kde /-ty pfedmét vazi a; graml a ma cenu b; K& Do
batohu se vejdou pfedméty o maximalni celkové vaze s gramd.

Otazka zni, zda miZeme z pfedméti vybrat podmnoZinu, kterad by se vesla
do batohu a méla celkovou cenu alespon t K&.

Poznamka:

Zde jsme problém batohu formulovali jako rozhodovaci problém.
B&Znégjsi je formulovat tento problém jako optimalizaéni problém, kde je
cilem najit takovou mnoZinu I € {1,2,...,n}, kde hodnota ) ., b; je
maximalni, p¥i¢emZ oviem musi byt dodrzena podminka ) .., a; < s,

tj. vybrat pfedméty s maximalni celkovou cenou tak, aby nebyla
prekroena kapacita batohu.
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

To, 7e SUBSET-SUM je specidlnim p¥ipadem problému batohu, vidime
z nasledujici (tém&¥ trividlni) redukce:

Rekn&me, %e aj, ay, ..., a,, s je instance problému SUBSET-SUM. Je
ocividné, Ze pro instanci problému batohu, kde mame sekvenci

(a1,a1), (a2,a2),..., (ap,a,), s =51 a t =5y, je odpov&d stejnd jako pro
ptvodni instanci SUBSET-SUM.
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

Pokud chceme studovat sloZitost problémi jako jsou SUBSET-SUM nebo
problém batohu, je dobré si nejprve ujasnit, co povazujeme za velikost
vstupu.

Asi nejpFirozenéjsi je definovat velikost vstupu jako celkovy pocet bitd,
ktery potfebujeme k zapisu instance.

/

Musime v8ak urdit, jakym zptisobem jsou na vstupu zadana pfirozend &isla
— zda bindrn& (p¥ipadn& v jiné &iselné soustavé o zdkladu alespoii 2,
nap¥. desitkové nebo Zestnactkové) nebo undrné.

V dal$im vykladu budeme pfedpokladat, Ze &isla jsou na vstupu zadana
binarné, tj. Ze velikost vstupu je imé&rnd soultu délek bindrnich zapisi
jednotlivych &isel na vstupu.
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

Neni t&zké se presvédiit, Ze SUBSET-SUM i problém batohu (jeho
rozhodovaci varianta) pat¥i do t¥idy NPTIME:

@ Nedeterministicky algoritmus nejprve nedeterministicky zvoli
podmnoZinu prvki sekvence na vstupu a poté (deterministicky) ovéfi,
zda spliiuje spliiuje danou podminku (resp. podminky).

Je zfejmé, Ze toto ovéfeni je mozné provést v Case polynomidlnim
vzhledem k velikosti instance.

Ukazeme si, Ze problém SUBSET-SUM (a tim padem i problém batohu) je
NP-t&zky.

NP-obtiznost problému SUBSET-SUM ukaZeme pomoci redukce
z problému 3-SAT.
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥edpokladejme, Ze mame danu instanci problému 3-SAT, tj. formuli ¢
tvaru

G NG A NGy

kde (i, Gy, ..., Gy jsou jednotlivé klauzule, pficem? kazdd klauzule C; je
tvaru

(Lja VL2 Vi)
kde L;1,L;,L;3 jsou jednotlivé literaly v této klauzuli, pficemz kazdy

z t&chto literdld je bud tvaru x; nebo tvaru —x;, kde x; je n&jaka
booleovskd proménna.

P¥edpokladejme déle, Ze mnoZina vSech proménnych, které se vyskytuji ve
formuli ¢, je

{Xl)X27 ce. aXm}
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

K dané formuli ¢ sestrojime instanci problému SUBSET-SUM, ktera bude
obsahovat multimnoZinu &isel X a &islo s.

Cisla v multimnozing X i ¢islo s budeme popisovat tak, Ze popiseme, jak
budou vypadat jednotlivé &islice daného &isla zapsaného v ¢iselné soustavé
o zakladu d = 10.

Poznamka: Ciselny zdklad d = 10 jsme zvolili pro v&t3i nézornost,
konstrukce bude stejné dob¥e fungovat i s libovolnym jinym zdkladem
d=T.
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

Jesté si pfipomeiime, Ze bybi_1by_>+++b1bg je v &iselné soustavé
o zakladu d zapisem ¢isla

k .

> b-d

i=0

V tomto zapise by, bi_1, ..., by reprezentuji jednotlivé &islice, p¥fi¢emZ pro
véechna b; plati 0 < b; < d.

Budeme-li dale mluvit o ¢&islici na pozici /, mame tim na mysli hodnotu b;
ve vySe uvedeném zapise.

Ptiklad: V ¢&isle 732594 je na pozici 5 &islice 7, na pozici 4 &islice 3 a na
pozici 0 &islice 4.
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥ipomeiime, Ze ptedpokladame, Ze formule ¢ obsahuje promé&nné
X1,X2,...,Xm a sklada se z klauzuli G, G, ..., C,.

V instanci problému SUBSET-SUM, kterou budeme vytvaret, budeme
jednotliva &isla zapisovat jako (m + k)-mistnd &isla v &iselné soustavé

o zakladu d = 10 s tim, Ze:
o Kazdé proménné x; pfidélime jednu pozici v téchto &islech (kazdé
jinou).
o Kazdé klauzuli C; p¥idélime jednu ze zbylych pozic (kazdé jinou).
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

Jak konkrétné toto pfifazeni provedeme, neni pro dalsi konstrukci p¥ilis
podstatné.

Jednou z moZnosti je napfiklad:

e P¥ifadit proménnym xy, x5, ..., X, pozice 0,1,..., m—1
(tj. prom&nné x; je pfitazena pozice i — 1).

e P¥ifadit klauzulim Cy, G, ..., C pozice mm+1,... m+ k-1
(tj. klauzuli C; je pf¥ifazena pozice j + m — 1).

V dalsim vykladu budeme tedy hovofit o pozici odpovidajici proménné x; i
o pozici odpovidajici klauzuli C;.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

Pro ptehledng&jsi vyklad zavedeme nasledujici znadeni:

Reknéme, Ze y je néjaké &islo, a Ze toto &islo zapiSeme v Ciselné soustavé
o zakladu d.
@ y[x;] bude oznatovat &islici na pozici odpovidajici prom&nné x;.

o y[C;] bude oznaovat ¢&islici na pozici odpovidajici klauzuli C;

Ve vySe popsaném konkrétnim pfifazeni pozic bude tedy platit, Ze €islo y
bude zapsano jako

YIC] y[Ch-1] - y[C] y[xm] y[xm-1] -+ y[xa]

neboli

m k )
y=y yIxl-d7t+ )y y[Gl-dT
i1 j=1

Z. Sawa (VSB-TUO)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

Nyni popiseme, jak vytvofFit instanci problému SUBSET-SUM
s multimnoZinou X a &islem s:

@ Pro kazdou prom&nnou x; z mnoziny {xq,xp, ..., Xy} pfiddme do X
dvojici Cisel y; a y,!, jejichz &islice jsou definovany nasledovné:
o yilx]=yilx]=1
o Prox; # x; je yi[x] =yi[x]=0

o Pro kaZdou klauzuli C; je hodnota y;[ C;] rovna pottu vyskyti literdlu
x; v klauzuli ;.

e Pro kaZdou klauzuli C; je hodnota y,'[CJ] rovna poctu vyskyti literdlu
—x; v klauzuli G;.
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

@ Pro kazdou klauzuli C; z mnoziny {C;, Gy, ..., G} pfiddme do X
dvojici Zisel z; a z}, jejichz &islice jsou definovany nasledovné:
° z[G]=1
° z[G]=2

v st . I .
o VZechny ostatni Cislice v z; i z; jsou 0.

@ Vytvofime hodnotu s, kde:
o s[x;] =1 pro viechny prom&nné x;.

o 5[ C;] = 4 pro viechny klauzule C;.
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P¥evod 3 na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C4 C3 C2 C]_ X4 X3 X2 X1
v 0101000 1| x
vi|1 000000 1] -x
v 00100010]| x
yv» |1 001 0010]| —x
v /]0001 0100 x3
vil01 100100/ -x
va |1 0101000 xs
vi |01 00 1000]| =x
z7/00010000| G
zz|00o020000| G
2|[00100000| G
z|00200000| G
z/01000000| G
z/02000000]| G
z2|10000000| G
Z|20000000| G
s |4 4 4 4 1111

(aVaxVxs)A(xV-axaVx)A(qV-axgVaxg)A(ax Voxg Voxg)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C4 C3 C2 C]_ X4 X3 X2 X1
yi |OMMOMOOOM| B
vi|1 000000 1] -x
v»00100010]| x
yv» |1 001 0010]| —x
v /]0001 0100 x3
vil01 100100/ -x
va |1 0101000 xs
vi |01 00 1000]| =x
z7/00010000| G
zz|00o020000| G
2|[00100000| G
z|00200000| G
z/01000000| G
z/02000000]| G
z2|10000000| G
Z|20000000| G
s |4 4 4 4 1111

BAY - Vvxs)A(V-ax3Vx)AEBRY -x3Vax)A(axV-axVxg)

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 6. listopadu 2023 110/125



P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C4 C3 C2 C]_ X4 X3 X2 X1
v |01 010001]| x
viilmoooo0o0o0M| =R
v |00100010| x
yv» |1 001 0010]| —x
v /]0001 0100 x3
vil01 100100/ -x
va |1 0101000 xs
vi |01 00 1000]| =x
z7/00010000| G
zz|00o020000| G
2|[00100000| G
z|00200000| G
z]/01000000| G
z/02000000]| G
z2|10000000| G
Z|20000000| G
s |4 4441111

(V% VXx3)A(VaxaVx)A(qV-axsVaxg)A BV -V xg)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C4 C3 C2 C]_ X4 X3 X2 X1
v 0101000 1| x
vi|1 000000 1] -x
v>|00HMoooMO| A
yv» |1 001 0010]| —x
v /]0001 0100 x3
vil01 100100/ -x
va |1 0101000 xs
vi |01 00 1000]| =x
z7/00010000| G
zz|00o020000| G
2|[00100000| G
z|00200000| G
z/01000000| G
z/02000000]| G
z2|10000000| G
Z|20000000| G
s |4 4 4 4 1111

(i V-xVx3)A IV -x3Vx)A(xqaV-axgVaxg)A(axgVax Vxg)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C4 C3 C2 C]_ X4 X3 X2 X1
v |01 010001]| x
vi|1 000000 1] -x
v |00100010| x
ys» |HHO OHMO O0MO| B
/00010100 x3
vil01 100100/ -x
va |1 0101000 xs
vi |01 00 1000]| =x
z7/00010000| G
zz|00o020000| G
2|[00100000| G
z|00200000| G
z]/01000000| G
z/02000000]| G
z2|10000000| G
Z|20000000| G
s |4 4441111

(i VEEAYV x3) A (3o Vaxg Vxg) A(xgVaxgVoaxg)A(—x VERSV x;)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C4 C3 C2 C]_ X4 X3 X2 X1
v 0101000 1| x
vi|1 000000 1] -x
v 00100010]| x
yv» |1 001 0010]| —x
y3 |00 0MoMOO| B4
vil01 100100/ -x
va |1 0101000 xs
vi |01 00 1000]| =x
z7/00010000| G
zz|00o020000| G
2|[00100000| G
z|00200000| G
z/01000000| G
z/02000000]| G
z2|10000000| G
Z|20000000| G
s |4 4 4 4 1111

(V- VEDA(oV-ax3VX)A(qV-axaVax)A(axV-axVxg)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C4 C3 C2 C]_ X4 X3 X2 X1
v |01 010001]| x
vi|1 000000 1] -x
v |00100010| x
yv» |1 001 0010]| —x
v /]0001 0100 x3
viloBmMo oMo o B3
va |1 0101000 xs
vi |01 00 1000]| =x
z7/00010000| G
zz|00o020000| G
2|[00100000| G
z|00200000| G
z]/01000000| G
z/02000000]| G
z2|10000000| G
Z|20000000| G
s |4 4441111

(V- Vx3)A(VEEIV x3) A (x VBRIV =x3) A (=x1 V =X V Xg)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C4 C3 C2 C]_ X4 X3 X2 X1
v 0101000 1| x
vi|1 000000 1] -x
v 00100010]| x
yv» |1 001 0010]| —x
v /]0001 0100 x3
vil01 100100/ -x
v [HOMOMOOO| EA
vi |01 00 1000]| =x
z27/00010000| G
zz|00o020000| G
2|[00100000| G
z|00200000| G
z/01000000| G
z/02000000]| G
z2|10000000| G
Z|20000000| G
s |4 4 4 4 1111

(V% Vx3)A(xV-x3VEDA(QV-ax3Vax)A(axV-ox VvER
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C4 C3 C2 C]_ X4 X3 X2 X1
v 0101000 1| x
vi|1 000000 1] -x
v 00100010]| x
yv» |1 001 0010]| —x
v /]0001 0100 x3
vil01 100100/ -x
va |1 0101000 xs
va |OBMooMoOOO| A
z/00010000| G
zz|00o020000| G
2|[00100000| G
z|00200000| G
z/01000000| G
z/02000000]| G
z2|10000000| G
Z|20000000| G
s |4 4 4 4 1111

(V% Vx3)A(xVaxaVx)A(qgV-oxg VEEA) A (-xg VX VXxg)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C4C3C2C]_X4X3X2
v |01 01000M| x
yvi |1 00000 0HM| -x
v 00100010]| x
yv» |1 001 0010]| —x
v /]0001 0100 x3
vil01 100100/ -x
va |1 0101000 xs
vi |01 00 1000]| =x
z7/00010000| G
zz|00o020000| G
2|[00100000| G
z|00200000| G
z/01000000| G
z/02000000]| G
z2|10000000| G
Z|20000000| G
s |44 44 111N

(V% VXx3)A(VaxaVx)A(qV-axaVaxg)A(axgV-ax Vxg)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C4C3C2C]_X4X3X1
v 01010001 x
vi|1 000000 1] -x
v 001 000MO| x
yv» |1 001 00MO| —x
v /]0001 0100 x3
vil01 100100/ -x
va |1 0101000 xs
vi |01 00 1000]| =x
z7/00010000| G
zz|00o020000| G
2|[00100000| G
z|00200000| G
z/01000000| G
z/02000000]| G
z2|10000000| G
Z|20000000| G
s |4 4 44 1 1M1

(V% VXx3)A(VaxaVx)A(qV-axaVaxg)A(axgV-ax Vxg)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C4C3C2C]_X4X2X1
v 01010001 x
vi|1 000000 1] -x
v 00100010]| x
yv» |1 001 0010]| —x
yv;|]0001 0MOO0| x3
v 0110 0MOO0| —x3
va |1 0101000 xs
vi |01 00 1000]| =x
z7/00010000| G
zz|00o020000| G
2|[00100000| G
z|00200000| G
z/01000000| G
z/02000000]| G
z2|10000000| G
Z|20000000| G
s |4 444 1W11

(V% VXx3)A(VaxaVx)A(qV-axaVaxg)A(axgV-ax Vxg)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C4 C3 C2 C]_ PN X3 X2 X1
v 01010001 x
vi|1 000000 1] -x
v 00100010]| x
yv» |1 001 0010]| —x
v /]0001 0100 x3
vil01 100100/ -x
va |1 01 0MOO0O0| xs
va |01 00HMOO0 0| —x4
z7/00010000| G
zz|00o020000| G
2|[00100000| G
z|00200000| G
z/01000000| G
z/02000000]| G
z2|10000000| G
Z|20000000| G
s |4 4 4 4W1 11

(V% VXx3)A(VaxaVx)A(qV-axaVaxg)A(axgV-ax Vxg)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C4 C3 C2 Cl X4 X3 X2 X1
v |01 OMOOGO0 1| x
vi|1 000000 1] -x
v 00100010]| x
y» |T00HO0O0 10| -x
y; |]O0OOMO100| x3
vil01 100100/ -x
va |1 0101000 xs
vi |01 00 1000]| =x
z|00O0OHMOO0O00O0]| G
27|00 0B O0O0O00]| G
2|[00100000| G
z|00200000| G
z/01000000| G
z/02000000]| G
z2|10000000| G
Z|20000000| G
s |4 4 4@ 1111

(x1 V=x V x3) V) A(xy VaxsVax)A(axg Vaxe Voxg)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C4C3C]_ X4 X3 X2 X1
v 01010001 x
vi|1 000000 1] -x
v» O OO O0O0T10]| x
yv» |1 001 0010]| —x
v /]0001 0100 x3
v |0 1HO0 0100 —x3
va |T OO 100 0| xs
vi |01 00 1000]| =x
z7/00010000| G
zz|00o020000| G
2 |00MOO0O0O00| G
z|00OHAOO0000| G
z/01000000| G
z/02000000]| G
z2|10000000| G
Z|20000000| G
s |4 4@ 4 1111

(X1 V=x0 Vx3) A[CRBEPRBBINA (x1 V-oxzVaxg)A(axgVoxg Voxg)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C4C2C]_ X4 X3 X2 X1
v (OO 1 000 1| x
vi|1 000000 1] -x
v 00100010]| x
yv» |1 001 0010]| —x
v /]0001 0100 x3
v /OB 100100 -x3
va |1 0101000 xs
ye [OBM O 0 100 0| —x
z7/00010000| G
zz|00o020000| G
2|[00100000| G
z|00200000| G
z |OMO00O0000| G
z OB 000000| G
z2|10000000| G
Z|20000000| G
s 4@ 4 4 1111

(1 V= Vx3)A(xV-axgVx) ACSRARPSRAERMI A (-x; V =X V Xg)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C3C2C]_X4X3X2X1
v |01 010001]| x
viIm000000T1]| -x
v |00100010| x
vy MO 010010 -x
/00010100 x3
vil01 100100/ -x
ya [l 01 0100 O0| x
vi |01 00 1000]| =x
z7/00010000| G
zz|00o020000| G
2|[00100000| G
z|00200000| G
z]/01000000| G
z/02000000]| G
z |[H000O0000O0| G
zZ |[B000000O0| G
s |B4 4 4 1111

(1 V= Vx3)A(xVaxaVx)A(gV-axgVax) A GRRAEr oy
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P¥evod 3 na SUBSET-SUM

P¥iklad instance problému SUBSET-SUM odpovidajici nize uvedené
formuli:

C4 C3 C2 C]_ X4 X3 X2 X1
v 0101000 1| x
vi|1 000000 1] -x
v 00100010]| x
yv» |1 001 0010]| —x
v /]0001 0100 x3
vil01 100100/ -x
va |1 0101000 xs
vi |01 00 1000]| =x
z7/00010000| G
zz|00o020000| G
2|[00100000| G
z|00200000| G
z/01000000| G
z/02000000]| G
z2|10000000| G
Z|20000000| G
s |4 4 4 4 1111

(aVaxVxs)A(xV-axaVx)A(qV-axgVaxg)A(ax Voxg Voxg)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

Vysledna instance vytvorend k formuli

(x1VaxoVx3) A (xVax3Vx) A (xVax3Vaxg) A (mxgVaxo Vxg)

bude tedy vypadat takto:

X = {1010001, 10000001, 100010, 10010010, 10100, 1100100,

10101000, 1001000, 10000, 20000, 100000, 200000, 1000000,
2000000, 10000000, 20000000}

s = 44441111
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

Vsimnéme si jesté, Ze vySe popsanou konstrukci mizeme struéné& popsat
pomoci ndsledujicich vztahi:

k k
yi=d 4y (i) dTTT yi=d T ey )T
j=1 J=1

j -1 I j -1
z = dj+m = 9. dJ+m
m k
i—1 +m—1
s=ydl+)y a.-d"
i=1 j=1

kde c(/,j) udava pocet vyskyti literdlu x; v klauzuli C; a
c'(i,j) potet vyskyt literalu —x; v klauzuli C;.
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

Je zfejmé, Ze konstrukci je mozné provést v polynomialnim ¢ase.

Zbyva ukazat, ze konstrukce je korektni, tedy, Ze z X je mozné vybrat
podmoZzinu, jejiZz prvky davaji soulet s, pravé tehdy, kdyz je pdvodni
formule ¢ splnitelna.
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Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Nez pFistoupime k vlastnimu diikazu korektnosti, vSimnéme si nejprve, jak
vypadaji jednotlivé sloupce &islic, kdyZ zapiSeme &isla v X pod sebou:
@ Ve sloupcich odpovidajicich proménnym x; jsou vzdy pravé dvé
jednicky (v y; a y;').
@ Ve sloupcich odpovidajicich klauzulim C; je soutet v daném sloupci

pfes viechna y; a y,-' vzdy roven 3 (tj. je to celkovy polet literdld
v klauzuli G;), a déle z; a z} obsahuji vZdy ¢&islice 1 a 2

@ VSechny ostatni hodnoty jsou 0.
Vidime, Ze soulet v kazdém sloupci je maximalné 6, a Ze vzhledem

k tomu, Ze d = 7, nikdy pFi sou¢tu zddné podmnoziny nedojde k pfenosu
z jednoho sloupce do druhého.
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Prevod 3-SAT na SUBSET-SUM

Predpokladejme nejprve, Ze formule ¢ je splnitelna.

Pak tedy existuje néjaké ohodnoceni booleovskych proménnych v, pfi
kterém [¢], = 1.

Budeme vytvdfet (multi)mnoZinu Y € X takovou, aby soucet hodnot v Y
byl roven s:
@ Pro kaZdou promé&nnou x; takovou, ?e [x;], = 1, pfiddme do Y
&islo y;.
@ Pro kazdou prom&nnou x; takovou, Ze [x;], = 0, pfiddme do Y
&islo y;.
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

KdyZ neni se¢teme hodnoty &isel, které jsme zatim p¥idali do Y, budou
soucty v jednotlivych sloupcich vypadat takto:

@ Ve sloupcich odpovidajicich prom&nnym x; bude sou&ty vZdy 1, nebot
do Y jsme dali vZdy pravé jednu z hodnot y,-,y,-'.

V téchto sloupcich tedy soulet souhlasi s poZadovanou hodnotou s.

@ Ve sloupcich odpovidajicich klauzulim C; bude vZdy soucet roven
poctu literdld v dané klauzuli, které maji p¥i ohodnoceni v hodnotu 1.

P¥i ohodnoceni v pro viechny klauzule C; plati, e [C;], = 1 a tedy
alespoi jeden literdl v klauzuli C; musi mit p¥i ohodnoceni v
hodnotu 1.

Soulet v daném sloupci tedy bude &islo v intervalu 1 az 3.
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

Pro kazdy sloupec odpovidajici n&jaké klauzuli C; pfiddme do Y jedno

v/ v v Ny I . v
nebo pFipadn& obg z &isel z;, z; tak, abychom dorovnali soucet v tomto
sloupci na 4.

(V8iméte si, Ze vzhledem k tomu, Ze soulet je v intervalu 1 az 3, tak je
toto dorovndni na soulet 4 vidy mozné.)

Cisla zii zJ' maji na v8ech ostatnich pozicich hodnoty 0, takZe soutty

v ostatnich sloupcich neovlivni.

Vidime tedy, Ze pokud je formule ¢ splnitelnd, je mozné z X vybrat
podmnoZzinu, kterd ddva soudet s.
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

P¥edpoklddejme nyni, Ze existuje n&jakd (multi)mnoZina Y € X, jez dava
soucet s.

Je z¥ejmé, Ze pro kazdé i € {1,2,..., m} musi Y obsahovat prdvé jednu
z hodnot y,-,y,!.
Zvolme tedy nésledujici ohodnoceni v:

@ Pokud Y obsahuje y;, polozme v(x;) = 1.

e Pokud Y obsahuje y;, polozme v(x;) = 0.

Podobné jako v pfedchozim pt¥ipadé udavaji souéty ve sloupcich
odpovidajicich klauzulim po odetteni pfipadnych z; a z;, ktera se mohou
v Y vyskytovat, pocty literdld v dané klauzuli C;, které maji pfi
ohodnoceni v hodnotu 1.
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

Pro kazdou klauzuli C; musi byt tento pocet roven mimaln& 1, protoZe
pokud by byl 0, nebylo by ho moZné pomoci z; a z; dorovnat na 4.

V libovolné klauzuli C; ma tedy p¥i ohodnoceni v alespoi jeden literal
hodnotu 1, takze [¢], = 1 a ¢ je tedy splnitelna.

Tim je dikaz korektnosti hotov.
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

V problému SUBSET-SUM jde o to, rozdélit &isla v dané multimnoZiné do
dvou podmnoZin takovych, Ze soudet Cisel v jedné je s a soucet v druhé je
s'=M-—s, kde M je soulet vSech &isel v dané multimnoZziné.

Je otividné, Ze podmoZzinu se souétem s je mozné vybrat pravé tehdy, kdyz
. vz v v I
je mozné vybrat podmoZinu se sou¢tem s.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

Specidlnim p¥ipadem problému SUBSET-SUM je p¥ipad, kdy s = s, kdy je

cilem rozdélit zadanou multimnoZinu do dvou podmnoZzin se stejné velkym
souctem:

SUBSET-SUM-1,/2

Vstup: Sekvence p¥irozenych &isel aj, a, ..., a,.

Otazka: Existuje mnozina /| € {1,2,..., n} takova, Ze
=1y o9
Yierai = 2 D ic1 i

Z. Sawa (VSB-TUO)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

| tento problém SUBSET-SUM-1/2 je NP-t&Zky, jak je vidét z nasledujici
snadné redukce ze SUBSET-SUM:

Do multimnoZiny X p¥iddme novy prvek v = s — s (pokud s < s') nebo
v=s—s (pokud s >s).
(Pokud s = s', nemusime dglat nic.)
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P¥evod 3-SAT na SUBSET-SUM

Je zFejmé, Ze pokud multimnoZinu X rozsifenou o novy prvek v rozdélime
na dvé podmnoZiny se stejnym sou¢tem, musi tento prvek padnout do
jedné z téchto podmnoZzin, a po jeho odebrani ndm zbydou podmnoZiny se
soulty s a s

Vidime tedy, Ze YeZeni takto vytvorené instrance SUBSET-SUM-1/2
existuje pravé tehdy, kdyZ existuje ¥eSeni pdvodni instance SUBSET-SUM.
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NP-uplné problémy

Znamou knihou zabyvajici se problematikou NP-lplnych problémi je

Michael R. Garey, David S. Johnson: Computers and Intractabi-

lity: A Guide to the Theory of NP-Completeness, W. H. Freeman,
1979.

Kniha mimo jiné obsahuje katalog rliznych NP-(plnych problémi:
@ Je v ném uvedeno pres 300 problémd.

@ U jednotlivych problém jsou uvedeny jejich definice, odkazy na
literaturu a poznamky tykajici se naptiklad toho, které varianty
problému jsou FeSitelné v polynomidlnim Case a které uZ jsou
NP-té&zké, apod.
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NP-uplné problémy

@ Tento katalog je rozdélen do nasledujicich sekci podle oblasti,
do kterych uvedené problémy spadaji:

Graph Theory

Network Design

Sets and Partitions

Storage and Retrieval
Sequencing and Scheduling
Mathematical Programming
Algebra and Number Theory
Games and Puzzles

Logic

Automata and Language Theory
Program Optimization
Miscellaneous

Open Problems
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