Vzajemna simulace mezi riznymi druhy
stroju
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Simulace vypoctu

v s /v . . . - . I
Vysvétleni toho, co to znamend, Ze stroj M je simulovan strojem M

o Vypotet stroje M pro vstup w je (kone&nad nebo nekonena)
posloupnost konfiguraci stroje M

oy — g — Qap — -

@ Tomuto vypoctu odpovidd vypolet stroje M tvoteny konfiguracemi
Po— P1— Bp—> -+

kde kazdé konfiguraci a; odpovidd n&jaka konfigurace (¢ (;), kde
f N —= N je funkce, pro kterou plati f(i) < f(j) pro kazdé i a j, kde
i <.

o Existuje relace mezi vzdjemné si odpovidajicimi konfiguracemi
stroje M a jim odpovidajicimi konfiguracemi stroje M.

o Existuji funkce mapujici vstup w na odpovidajici po¢ateéni
konfigurace o a [y a analogicky funkce mapujici koncové konfigurace
na vysledek vypod&tu.
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Simulace vypoctu

M M
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Oboustranné nekoneénd paska pomoci jednostranné

Oboustrann& nekone&nd paska:

6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Jednostranné nekoneénd paska:
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Abeceda {0, 1}

Cinnost stroje s libovolnou paskovou abecedou I miize byt simulovéna
strojem s paskovou abecedou {0, 1}.

Stadi zvolit né&jaké vhodné kddovani symbolli abecedy I' pomoci k-bitovych
sekvenci.

P¥iklad: Paskova abeceda I' = {0, a,b,c,d, e, f, g}

000
001
010
011
100
101
110
111

r1t11t1t11e

| Hh o Qoo o e O
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Abeceda {0,1}

Stroj s paskovou abecedou I

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

5(q77 C) = (q127 a, +1)
6(q127f) = (Q5,b, _1)

Stroj s abecedou {0, 1}:
7 8 10 1 12
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Abeceda {0,1}

Stroj s paskovou abecedou I

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

5(q77 C) = (q127 a, +1)
6(q127f) = (Q5,b, _1)

Stroj s abecedou {0, 1}:
7 8 9-10 1 12

1;11

di12

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 24. ¥{jna 2023



Abeceda {0,1}

Stroj s paskovou abecedou I

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

5(q77 C) = (q127 a, +1)
6(q127f) = (Q5,b, _1)

Stroj s abecedou {0, 1}:
7 8 9 1 12

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 24. ¥{jna 2023



Abeceda {0,1}

Stroj s paskovou abecedou I

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

5(q77 C) = (q127 a, +1)
6(q127f) = (Q5,b, _1)

Stroj s abecedou {0, 1}:
7 8 9 1 12

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 24. ¥{jna 2023



Abeceda {0,1}

Stroj s paskovou abecedou I

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

5(q77 C) = (q127 a, +1)
6(q127f) = (Q5,b, _1)

Stroj s abecedou {0, 1}:
7 8 9-10 1 12

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 24. ¥{jna 2023



Abeceda {0,1}

Stroj s paskovou abecedou I

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

5(q77 C) = (q127 a, +1)
6(q127f) = (Q5,b, _1)

Stroj s abecedou {0, 1}:
7 8 9-10 1 12

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 24. ¥{jna 2023



Abeceda {0,1}

Stroj s paskovou abecedou I

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

5(q77 C) = (q127 a, +1)
6(q127f) = (Q5,b, _1)

Stroj s abecedou {0, 1}:
7 8 10 1 12

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 24. ¥{jna 2023



Abeceda {0, 1}

P¥i vySe uvedené simulaci je jeden krok plvodniho stroje simulovan
k + 1 kroky, kde k je pocet bitl kddujici jeden symbol abecedy T.

Pokud tedy plvodni stroj provede b&hem vypoctu t kroki, simulujici stroj
provede O(t) krokd.
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7 7

Zmenseni poctu stavi Fidici jednotky

Poznamka: Tak, jako je mozné zmensit paskovou abecedu na pouhé dva
symboly za cenu ndristu velikosti po¢tu stavil fidici jednotky, je rovnéz

//////

mozné sniZit polet stavi Fidici jednotky:
o Cinnost libovolného Turingova stroje je mozné simulovat Turingovym

strojem, ktery ma pouze dva nekoncové stavy Fidici jednotky

(a pFipadn& n&jaké koncové stavy), oviem za cenu nardstu velikosti
paskové abecedy.

Podobné jako v pfedchozim p¥ipadé je jeden krok plvodniho stroje
simulovan s kroky, kde s je konstanta zavisejici pouze na poltu stavi Fidici
jednotky ptivodniho stroje (tj. na velikosti mnoZiny Q).

Opét zde tedy plati, Ze pokud plvodni stroj provede b&hem vypo&tu
t kroki, simulujici stroj provede O(t) krokd.
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Simulace vice hlav na pasce pomoci jedné

Vice hlav na péasce:

- [[ofafala]ela]e]b]a]a]e]a]ajala] -

1234

Paska s jednou hlavou:
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Simulace vice pasek pomoci jedné

Vice pasek:

EE B SEEEEE

[i[d]dfeli]djofo]d]

[of=]oli o] s ]]e]a]

Jedna péska s vice hlavami:

O(O|lala|b|la|b|b|O
1({1(1(0|1|1(0]|0]|1
O|# |0 |1 |0 |#|O|O|0O
A 4 v A 4
2 1 3
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Simulace vice pasek pomoci jedné

Vice pasek:

EE B SEEEEE

[i[d]dfeli]djofo]d]

[of=]oli o] s ]]e]a]

Jedna paska s jednou hlavou: varianta, kde se posunuji znacky hlav

v
O(O|lala|bla|b|b|O
v
111110 10|01
v
O|# |0 |1 |0 |# |O|O|0O
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Simulace vice pasek pomoci jedné

Vice pasek:

EE B SEEEEE

[i[d]dfeli]djofo]d]

[of=]oli o] s ]]e]a]

Jedna paska s jednou hlavou: varianta, kde se posunuji obsahy pdsek

v
o|lo|lo|%|alalblalb|b]|$
o|$|/ojo|1|1f1]0|1]|1]O
#/0|1|o|#|o|%|o|jo|lo|O

v
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Simulace vice pasek nebo vice hlav pomoci jedné

@ VZechny vyse uvedené simulace vice pasek (nebo jedné pasky s vice
hlavami) pomoci jedné pasky s jednou hlavou vyZaduji pro simulaci
jednoho kroku v nejhorsim p¥ipad& az O(m) kroki, kde m je
maximalni polet poli¢ek, které piivodni stroj navstivil na libovolné
z pdsek.

@ Pokud plvodni stroj proved| t krokd, mohl na kterékoli pasce
navstivit maximalné t policek.

@ Simulace vypo&tu, p¥i kterém bylo provedeno t kroki, tedy vyZaduje
nejvyse (’)(tz) krokd.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 24. ¥ijna 2023 11/124



Simulace vice pasek nebo vice hlav pomoci jedné

Doplfiujici pozndmky:

o Existuji algoritmické problémy, které se daji Turingovym strojem se
dvéma paskami (nebo se dvéma hlavami na jedné pédsce) snadno Fesit
v linedrni &ase (tj. potet provedenych kroki je v O(n), kde n je
velikost vstupu), ale p¥itom se pro n& dé dokazat, Ze jakykoli Turinglv
stroj s jednou paskou a jednou hlavou, ktery by je ¥esil, musi alespori
AL 2 y C 2 o
pro n&které vstupy provést minimalng& Q(n”) krokd.

P¥iklad:
Rozpozndvani palindromi, tj. slov jazyka

{we{ab} | w=uw"}
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Simulace vice pasek nebo vice hlav pomoci jedné

e Existuji (komplikované a netrividlni) zplsoby, jak &innost pasky s vice
hlavami simulovat pomoci vice pasek, kde ale kazda paska ma pouze
jednu hlavu, p¥icemz jeden krok plvodniho stroje je simulovan jednim
krokem simulujiciho stroje.

e Existuje (komplikovany a netrividlni) zptsob, jak k pasek simulovat
pomoci dvou pések (kde kazdd ma jen jednu hlavu) takovym
zplsobem, Ze pokud vypodet plvodniho stroje trva t kroki, simulujici
stroj celkem provede nanejvy¥ O(tlogt) krokd.
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Stroj RAM a Turinglyv stroj

Kazdy program v kazdém programovacim jazyce by mohl byt realizovan
jako program stroje RAM.

Neni sloZité (i kdyZ je to trochu pracné) si rozmyslet, Ze libovolny

algoritmus provadény strojem RAM je moZné realizovat také Turingovym
strojem.

Turingtiv stroj je schopen realizovat libovolny algoritmus, ktery by bylo
mozZné zapsat jako program v né&jakém programovacim jazyce.

Poznamka: A samozfejmé& naopak je moZzné strojem RAM simulovat
¢innost libovolného Turingova stroje.
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Turingtv stroj simulujici ¢innost stroje RAM

P¥i popisu toho, jak simulovat &innost stroje RAM pomoci Turingova
stroje, budeme postupovat po mensich krocich:

o UkaZeme, jak Cinnost stroje RAM ve varianté, kterou jsme si popsali,
simulovat variantou stroje RAM s ponékud jednodus$imi instrukcemi.

o UkaZeme, jak Cinnost této jednodussi varianty stroje RAM simulovat
vicepdskovym Turingovym strojem.

o Uz dfive jsme vidéli, jak &innosti vicepaskového Turingovat stroje
simulovat pomoci jednopdskového Turingovat stroje.
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Jednodussi varianta stroje RAM

Tato jednodussi varianta stroje RAM bude mit kromé& pracovni paméti t¥i
registry:

o registr A — témé&¥ vSechny instrukce pracuji s timto registrem,
vysledky v&ech operaci se uklddaji do tohoto registru

Poznamka: Tento druh registru se ¢asto oznaluje jako akumulator.

o registr B — tento registr slouZi k uloZeni druhého operandu pro
aritmetické instrukce (prvni operand je vzdy v akumuldtoru)

o registr C — tento registr slouZi k uloZeni adresy, na kterou bude
zapisovat instrukce store
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Jednodussi varianta stroje RAM

P¥ehled instrukei:

A:=c — pFifazeni konstanty

B:=A — prifazeni do registru B

C:=A — p¥ifazeni do registru C

A = [A] — load (&teni z paméti)

[C]:=A — store (zapis do pamé&ti)

A:=AopB — aritmetické instrukce, op € {+, —, *, [}
if (A rel 0) goto ¢ — podmin&ny skok, rel € {=, #,<,>,<,>}
goto / — nepodminény skok

A := READ () — &teni ze vstupu

WRITE (A) — zapis na vystup

halt — zastaveni programu
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Jednodussi varianta stroje RAM

Naptiklad instrukce
R5 = 42

muize byt nahrazena posloupnosti instrukci:

A:i=5
C:=A
A= 42
[C]:=A
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Jednodussi varianta stroje RAM

Naptiklad instrukce
R12 = R3

muize byt nahrazena posloupnosti instrukci:

A =12
C:=A
A =3
A= [A]
[C]:=A
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Jednodussi varianta stroje RAM

Naptiklad instrukce
Rg := [R]

muize byt nahrazena posloupnosti instrukci:

A:=38
C:=A
A:=2
A= [A]
A= [A]
[C]:=A

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika

24. ¥ijna 2023



Jednodussi varianta stroje RAM

Naptiklad instrukce

[Ris] := Rg
muize byt nahrazena posloupnosti instrukci:

:= 15
[A]
= A
9
= [A]
= A

'R')>.J?ﬁ)>)>
1
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Jednodussi varianta stroje RAM

Naptiklad instrukce

R; := R3 + Rg

muize byt nahrazena posloupnosti instrukci:

A:=7
C:=A
A:i=6
A= [A]
B:=A
A:=3
A = [A]
A:=A+B
[C]:=A
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Jednodussi varianta stroje RAM

Nap¥iklad instrukce
if (R4 = Ry1) goto ¢

muize byt nahrazena posloupnosti instrukci:

=11

= [A]

= A

4

[A]

A-B

> 0) goto ¢

>>> T > >

=;
>

(
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Jednodussi varianta stroje RAM

Naptiklad instrukce

R>3 := READ ()

muize byt nahrazena posloupnosti instrukci:

A =23
C:=A

A 1= READ ()
[C]:=A

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Jednodussi varianta stroje RAM

Naptiklad instrukce
WRITE (Ry7)

muize byt nahrazena posloupnosti instrukci:

A =17
A := [A]
WRITE (A)
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Turingtv stroj simulujici ¢innost stroje RAM

Turingiiv stroj pracuje se slovy nad né&jakou abecedou, zatimco stroj RAM
s &isly. Cisla ale miZeme zapisovat jako sekvence symbolli a naopak
symboly néjaké abecedy miZeme zapisovat jako &isla.

Naptiklad nasledujici vstup stroje RAM

muize byt v pfipadé Turingova stroje reprezentovan jako

[#[e]o]s]e[e]s]ofs]e]-[a]s][#]o]#]1]1]o]#]

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Turingdv stroj simulujici ¢innost stroje RAM

Turingtiv stroj simulujici ¢innost stroje RAM bude mit nékolik pasek:

@ Pasku, na které bude uloZen obsah pracovni paméti stroje RAM.

T¥i pasky, na kterych budou uloZeny hodnoty registri A, B a C.

(Hodnoty registri A, B a C budou na téchto paskach zapsany bindrng
bez vedoucich nul a zleva a zprava budou ohraniteny symboly #.)

Pdasku reprezentujici vstupni pasku stroje RAM.

Pésku reprezentujici vystupni pasku stroje RAM.

Jednu pomocnou pésku pouzivanou pfi implementaci simulace
jednotlivych instrukci.
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Turingtv stroj simulujici ¢innost stroje RAM

Turingtiv stroj si bude v Fidici jednotce pamatovat, kterd instrukce stroje
RAM se pravé provadi.
Provedeni vé&tsiny instrukci nenfi slozité:

e A:=c

zapiSe jednotlivé bity konstanty ¢ na pasku registru A

@ B:=Anebo C := A
zkopiruje obsah pasky registru A na pasku registru B nebo C

@ goto /

s

zméni se jen stav Fidici jednotky Turingova stroje

o if (A rel0) goto ¢, kde rel € {=,#,<,2,<,>}

snadno se otestuje obsah registru A a podle vysledku se zmé&ni stav
Fidici jednotky Turingova stroje
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Turingtv stroj simulujici ¢innost stroje RAM

@ A:=READ()

zkopirovani hodnoty (ohranitené znaky “#") ze vstupni pasky na
pasku registru A

@ WRITE (A)

zkopirovani hodnoty registru A na vystupni pasku.

o halt

vypodlet se zastavi
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Turingtv stroj simulujici ¢innost stroje RAM

Také aritmetické instrukce jsou pomérné jednoduché, i kdyZ o néco
sloZit&jsi nez predchozi instrukce:

o A := AOPB. kde OPE{+7_7*7/}

P¥islusnou operaci (nap¥. s¢itani nebo od&itani) provede Turinglv
stroj bit po bitu, vysledek je ukladan do registru A.

Poznamka: Nasobeni a déleni je mozné realizovat pomoci série s¢itani,
odd¢itani a bitovych posund.

P¥i implementaci nasobeni a déleni miZe byt potfeba pouZit pomocnou
pasku k ukladani mezivysledkd.
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Turingdv stroj simulujici ¢innost stroje RAM

Asi nejsloZitéjsi je realizace pracovni paméti stroje RAM.

Jednou z moZnosti je pamatovat si jen obsah t&ch bunék, se kterymi stroj
RAM v prib&hu své &innosti nékdy pracoval.

Ptiklad: Stroj RAM zatim pracoval jen s burikami 2, 3 a 6:
@ Burika 2 obsahuje hodnotu 11.
@ Burika 3 obsahuje hodnotu —1.
o Burtika 6 obsahuje hodnotu 2.

Obsah pasky Turingova stroje reprezentujici buiiky pamé&ti stroje RAM
bude nasledujici:

sl fol= o lela = ele]= =]t ]o] -] o]#]s]
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Turingtv stroj simulujici ¢innost stroje RAM

Instrukce load, tj. A := [A]:

@ Turingiv stroj bude hledat pFislusnou adresu uloZenou v registru A na
pasce reprezentujici obsah paméti stroje RAM.
(Pokud ji nenajde, p¥idd ji na konec, s tim, Ze obsahuje hodnotu 0.)

@ P¥isludnou hodnotu zkopituje na pasku registru A.
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Turingtv stroj simulujici ¢innost stroje RAM

Instrukce store, tj. [C] := A:

@ Podobné jako u instrukce load se najde pfislusné misto na pdsce
reprezentujici pracovni pamé&t, kde se nachdzi obsah bufky, jejiz
adresa je v registru C.

@ Zbytek pasky s obsahem paméti stroje RAM se zkopiruje na
pomocnou pasku.

@ Na pfislusné misto se zkopiruje obsah pasky registru A.

o Zbytek pasky, ktery byl zkopirovdn na pomocnou pasku, se zkopiruje
zp&t (za nov& zapsanou hodnotu).

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 24. ¥ijna 2023 26 /124



Turingdv stroj simulujici ¢innost stroje RAM

Neni tézké si promyslet, Ze p¥i vySe popsané simulaci vypoétu stroje RAM
Turingovym strojem, je polet krokili provedenych Turingovym strojem
polynomidlni (zhruba kvadraticky) vici dob& vypo&tu plvodniho stroje
RAM v logaritmické mite.

Poznamka: U stroji RAM, které nemaji operaci ndsobeni, je tento polet
krok( simulujiciho Turingova stroje polynomidlni i vii¢i dobé vypoctu stroje
RAM potitané v jednotkové mife.

Pokud pivodni stroj RAM provede t instrukci, simulujici Turingliv stroj
provede zhruba (’)(t3) instrukci.

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika 24. ¥ijna 2023 27 /124



Pdsky, zasobniky a &itace

V8echny nasledujici stroje maji kone¢nou ¥idici jednotku doplnénou
o néjaky druh neomezené velké paméti.

Tato pam&t miiZe byt tvorena jednou nebo vice strukturami, jako jsou
tfeba:

o Paska — ¢teni a zapis symbolu na aktudlni pozici, posun hlavy
doleva a doprava

Poznamka: Piska mize byt jednostranné nebo oboustranné
nekoneéna.

@ Zasobnik — push, pop, test prazdnosti zasobniku

o Citat — hodnotou je pFirozené &islo, operace p¥itteni nebo odedteni
hodnoty jedna, test rovnosti nule
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Na zdsobnik je moZné se divat jako na specidlni p¥ipad jednostrann&
nekonetné pasky.

Z3asobnik:

[Flefela]c]a]a]p]

Paska:
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Na zdsobnik je moZné se divat jako na specidlni p¥ipad jednostrann&
nekonetné pasky.

Z3asobnik:

[Fle]ele]cla]a]r]e]

Paska:
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Na zdsobnik je moZné se divat jako na specidlni p¥ipad jednostrann&
nekonetné pasky.

Z3asobnik:

[Flefela]c]a]a]p]

Paska:
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Na zdsobnik je moZné se divat jako na specidlni p¥ipad jednostrann&
nekonetné pasky.

Z3asobnik:

[Flefela]c]=]a]

Paska:
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Na zdsobnik je moZné se divat jako na specidlni p¥ipad jednostrann&
nekonetné pasky.

Z3asobnik:

[Flefela]<]z]

Paska:
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Zasobnik

Oboustrann& nekone&nou pasku je mozné simulovat pomoci dvou
zasobniki:

Stroj se dv&ma zasobniky:

[Ele]e]e]

2[efele]e=]H]

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Zasobnik

Oboustrann& nekone&nou pasku je mozné simulovat pomoci dvou
zasobniki:

Stroj se dv&ma zasobniky:

[E[=]vl=]c]

plafv]e]a]]

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Citad

s

Cita¢ — hodnotou &itale miiZe byt libovoln& velké pFirozené ¢&islo,

tj. prvek mnoziny N = {0,1,2,3,...}.

Zakladni operace:

@ zvySeni hodnoty o jedna:

x+1

X
1]

@ sniZeni hodnoty o jedna:

Il
X

I
—_

X

o test, jestli je hodnota &itale nula:

if (x =0) goto ¢
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Citad

Na &ital je mozné se divat jako na specidlni p¥ipad zasobniku &i pasky.

Z3asobnik:

EEHEHEEH

Paska:
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Citad

Na &ital je mozné se divat jako na specidlni p¥ipad zasobniku &i pasky.

Z3asobnik:

EEHEBHBEHE

Paska:

Teoreticka informatika 24. ¥ijna 2023 32/124

Z. Sawa (VSB-TUO)



Citad

Na &ital je mozné se divat jako na specidlni p¥ipad zasobniku &i pasky.

Z3asobnik:

EEHEHEEH

Paska:
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Citad

Na &ital je mozné se divat jako na specidlni p¥ipad zasobniku &i pasky.

Z3asobnik:

EEHEEBHE

Paska:
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Citad

Na &ital je mozné se divat jako na specidlni p¥ipad zasobniku &i pasky.

Z3asobnik:

HlI|I|I|I|I
FIEEEEG)

Paska:

Teoreticka informatika 24. ¥ijna 2023
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Minského stroj

Minského stroj — stroj, ktery ma koneénou Fidici jednotku a konegny
pocet &italll xq, X0, ..., Xg:

70 928 14 0 1024 0

X1 X> X3 Xq X Xp

Poznamka: Pro oznaleni ¢&ita¢l budeme kromé symbolid xq, x5, . ..
pouzivat také symboly jako x,y, z, ...
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Minského stroj

Na Minského stroj se miZeme divat jako na program tvoteny posloupnosti
instrukci nasledujicich péti typa:

@ zvySeni hodnoty daného &itade o jedna:
x; = x;+1
@ snizeni hodnoty daného ¢&itace o jedna:
x; = x;—1
o test, jestli je hodnota daného &itace nula:
if (x; =0) goto ¢
@ nepodminény skok:

goto /

@ zastaveni programu:

halt
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Minského stroj

Vynulovani &itale x:

=> [y :if (x=0) goto L,
x:=x-1

goto L4

Ly: ... X y z
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Minského stroj

Vynulovani &itale x:

Ly :if (x =0) goto L,
— x:i=x-1

goto L4

Ly: ... X y z
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Minského stroj

Vynulovani &itale x:

Ly :if (x =0) goto L,
x:=x-1

— goto L, 2 14 2

Ly: ... X y z

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 24. ¥ijna 2023



Minského stroj

Vynulovani &itale x:

=> [y :if (x=0) goto L,
x:=x-1

goto L4

Ly: ... X y z
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Minského stroj

Vynulovani &itale x:

Ly :if (x =0) goto L,
— x:i=x-1

goto L4

Ly: ... X y z
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Minského stroj

Vynulovani &itale x:

Ly :if (x =0) goto L,
x:=x-1

— goto L, 1 14 2

Ly: ... X y z
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Minského stroj

Vynulovani &itale x:

=> [y :if (x=0) goto L,
x:=x-1

goto L4

Ly: ... X y z
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Minského stroj

Vynulovani &itale x:

Ly :if (x =0) goto L,
— x:i=x-1

goto L4

Ly: ... X y z
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Minského stroj

Vynulovani &itale x:

Ly :if (x =0) goto L,
x:=x-1

— goto L, 0 14 2

Ly: ... X y z
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Minského stroj

Vynulovani &itale x:

=> [y :if (x=0) goto L,
x:=x-1

goto L4

Ly: ... X y z

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 24. ¥ijna 2023



Minského stroj

Vynulovani &itale x:

Ly :if (x =0) goto L,

x 1= x—1

goto L4

i L22 X y z
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Minského stroj

P¥i¢teni obsahu &itate z k &itadi y (a vynulovani &itale z):

=» [,:if (z=0) goto L3

z:=z-1

e 0| |14 |2

gotoL1 X y z
L3:

24. ¥ijna 2023
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Minského stroj

P¥i¢teni obsahu &itate z k &itadi y (a vynulovani &itale z):

L, :if (z=0) goto L3

— z:=z-1
BN 0| 14| |2
goto L X y z
L3:

24. ¥ijna 2023
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Minského stroj

P¥i¢teni obsahu &itate z k &itadi y (a vynulovani &itale z):

L, :if (z=0) goto L3

z:=z-1
goto L X y z
L3:

24. ¥ijna 2023
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Minského stroj

P¥i¢teni obsahu &itate z k &itadi y (a vynulovani &itale z):

L, :if (z=0) goto L3

z:=z-1
e 0| |15 |1
—> goto L X y z
L3:

24. ¥ijna 2023
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Minského stroj

P¥i¢teni obsahu &itate z k &itadi y (a vynulovani &itale z):

=» [,:if (z=0) goto L3

z:=z-1

S 0| |15] |1

gotoL1 X y z
L3:

24. ¥ijna 2023

Z. Sawa (VSB-TUO) Teoreticka informatika



Minského stroj

P¥i¢teni obsahu &itate z k &itadi y (a vynulovani &itale z):

L, :if (z=0) goto L3

— z:=z-1
e 0| |15 |1
goto L X y z
L3:
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Minského stroj

P¥i¢teni obsahu &itate z k &itadi y (a vynulovani &itale z):

L, :if (z=0) goto L3

z:=z-1
goto L X y z
L3:
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Minského stroj

P¥i¢teni obsahu &itate z k &itadi y (a vynulovani &itale z):

L, :if (z=0) goto L3

z:=z-1
e 0 |16 |0
—> goto L X y z
L3:

24. ¥ijna 2023
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Minského stroj

P¥i¢teni obsahu &itate z k &itadi y (a vynulovani &itale z):

=» [,:if (z=0) goto L3

z:=z-1

SRR 0 |16 |0

gotoL1 X y z
L3:

24. ¥ijna 2023
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Minského stroj

P¥i¢teni obsahu &itate z k &itadi y (a vynulovani &itale z):

L, :if (z=0) goto L3

z:=z-1

e 0 |16 |0

goto L X y z
— L3:

24. ¥ijna 2023
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Minského stroj

Vyndsobeni hodnoty &itade x &islem 5:

Ly :if (x =0) goto L,

x =x-1
yi=y+1
yi=y+1
yi=y+1
yi=y+1
yi=y+1
goto L,
L, :if (y =0) goto L3

yi=y-1
x =x+1
goto L,
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Minského stroj

Vydéleni hodnoty &itace x &islem 5 a zjisténi zbytku po déleni:

Z. Sawa (VSB-TUO)

L]_Z

if (x =0) goto M,
x:=x-1

if (x =0) goto M,
x:=x-1

if (x =0) goto M,
x:=x-1

if (x =0) goto M3
x:=x-1

if (x =0) goto M,
x:=x-1
yi=y+1
goto [,

Teoreticka informatika
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Minského stroj

Zasobnik je mozné simulovat pomoci dvou &itaéli — hodnota jednoho
Citale reprezentuje obsah zasobniku jako &islo, jehoZ zéapis v &iselné
soustavé o zakladu k = |I'| + 1 (kde I' je zdsobnikovd abeceda) odpovida
obsahu zdsobniku.

@ Symbol na vrcholu zasobniku — zbytek po déleni &islem k
o Pop — vydélit &islem k

@ Push — vynasobit &islem k a pfidist kod prislusného symbolu

Druhy ¢&ita€ slouzi jako pomocny pfi provadéni vySe uvedenych operaci.
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Minského stroj

Ptiklad:

ae—1
be 2
ce3
de—4
ee—b5
f—6
ge 7
h < 8
ie9

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Minského stroj

Ptiklad:

ae—1
be 2
ce3
de—4
ee—b5
f—6
ge 7
h < 8
ie9

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Minského stroj

Ptiklad:

ae—1
be 2
ce3
de—4
ee—b5
f—6
ge 7
h < 8
ie9

Z. Sawa (VSB-TUO)

[#]c]efalc]a]n]p]

63513182
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Minského stroj

Ptiklad:

ae—1
be 2
ce3
de—4
ee—b5
f—6
ge 7
h < 8
ie9

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Minského stroj

Ptiklad:

ae—1
be 2
ce3
de—4
ee—b5
f—6
ge 7
h < 8
ie9

Z. Sawa (VSB-TUO)
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635131
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P¥ipomeiime, Ze oboustranné nekoneénou pasku je moZné simulovat
pomoci dvou zasobniki.

V Minského stroji miZe byt obsah kaZdého z téchto zasobniki
reprezentovan jemu odpovidajicim &itaem.

Navic potfebujeme jesté jeden pomocny ¢&ital pro implementaci operaci

nasobeni a déleni na téchto &italich reprezentujicich obsahy zdsobniki.

Vidime, Ze Turinglv stroj s k paskami je mozné simulovat Minského
strojem s 2k + 1 ¢&itadi.
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Minského stroj

N

Libovolny konegny podet &italli je mozné simulovat pomoci dvou &itaéi:

@ Jeden &itat (oznatme jej C) reprezentuje hodnoty viech &itada —
napf. hodnoty t¥i &itakd x, y, z mohou byt v &ita&i C reprezentovany
. Ny XAYpZ
jako ¢&islo 27375".

@ Druhy ¢&itat je pouZivan jako pomocny pfi provadéni operaci nasobeni
a déleni na ¢itadi C.

o P¥itteni jednitky k &itaci x je simulovano jako vynasobeni &itate C
hodnotou 2, pFic¢teni jedni¢ky k &itadi y jako vyndsobeni
hodnotou 3, atd.

@ Analogicky je odecteni jedni¢ky od &itate x simulovdno pomoci

vydéleni &itate C hodnotou 2, odeéteni jedni¢ky od &itale y
vydélenim hodnotou 3, atd.

@ Test podminky x = 0 odpovida testu, Ze hodnota C neni délitelna
dvéma, atd.
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Vidime, Ze &innost libovolného Turingova stroje je moZné simulovat
Minského strojem s dvéma ¢&itadi.

Tato simulace je v8ak mimo¥adné neefektivni:

o Uz simulace pédsky Turingova stroje pomoci tfi &itacli vyZaduje
exponencialné vétsi polet krokd, neZ kolik by jich vykonal tento
Turingiiv stroj.

@ Simulace &innosti téchto t¥i ¢itacd pomoci dvou &itadd tento pocet
krok(i dale exponencidlné zvysuje.
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Vypocet Turingova stroje jako data

UvaZujme nyni libovolné Turingovy stroje — tj. s libovolnym po&tem
pasek, hlav, atd.

Neni tézké si rozmyslet, Ze s konfiguracemi daného stroje M miiZeme
pracovat jako s daty.

Napfiklad jsme vidéli, Ze konfigurace jednopaskového Turingova
stroje M = (Q,X%,T, 6, qo, F) mizeme kédovat jako slova nad abecedou
A=Tu(QxTI):

@ V zdpisu konfigurace je pravé jeden symbol z mnoziny (Q X I') —
reprezentuje stav ¥idici jednotky a pozici hlavy.

@ Zbylé symboly (z mnoZiny I') reprezentuji obsah pésky.

Podobn& miZeme navrhnout n&jaky konkrétni zplisob kédovani konfiguraci
ve formé& dat (nap¥. ve formé& slov nad n&jakou abecedou) i pro dal3i typy
Turingovych stroji.
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Vypocet Turingova stroje jako data

Na vypocet (resp. na popis tohoto vypoctu) daného stroje M nad
néjakym vstupem w tak rovn&Z miZeme nahlizet jako na ur&ity druh dat.

Vypolet je mozné reprezentovat jako posloupnost konfiguraci oddé&lenych
n&jakym specidlni symbolem, nap¥iklad # ¢ A.
Ve vypottu
Qg = Q1 —Qp —> Qa3 T T ] T Qp
se dv& po sobé jdouci kofigurace a;_1 a «;j, tj. takové, Ze
Qi1 — Q;j

mezi sebou lisi vZdy jen v nékolika malo mistech.
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Kdéd Turingova stroje jako data

Popis libovolného Turingova stroje M (& jiného vypotetniho modelu)
miZeme rovnéZ reprezentovat ve formé& dat — nap¥. ve formé& slova nad
néjakou abecedou.

Zapisem Code(M) ozname takovouto reprezentaci stroje M (v n&jakém
konkrétnim formatu).

@ Zipis Code( M) bude obsahovat informace o stavech Fidici jednotky,
o prechodové funkci, atd.

e Na Code(M) miZzeme nahlizet jako na kéd programu.
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Univerzalni Turinglv stroj

Univerzalni Turingiv stroj U je stroj, ktery kdyZ dostane jako vstup
Code(M) a slovo w € ¥* (kde X je vstupni abeceda stroje M), za¥ne
simulovat &innost stroje M nad vstupem w.

(Vstup Code(M) a w miZe dostat stroj U naptiklad ve form& slova
Code(M)#w.)

UniverzdIni Turinglv stroj je tedy schopen vykondvat &innost libovolného
jiného Turingova stroje (jehoZ popis dostane jako sou&ast vstupu).

Poznamka: Odpovida to situaci, kdy mdme:

e hardware potitate (stroj U), ktery je schopen vykonavat libovolny
algoritmus

@ kéd programu (Code(M)) spousténého na tomto potitadi

@ vstupni data pro tento program (slovo w)
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Nerozhodnutelné problémy
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Algoritmicky fesitelné problémy

Pt¥edpokladejme, Ze mame dén né&jaky problém P.

Jestlize existuje n&jaky algoritmus, ktery ¥esi problém P, pak fikdme, Ze
problém P je algoritmicky FeSitelny.

JestliZze P je rozhodovaci problém a jestliZze existuje n&jaky algoritmus,
ktery problém P ¥esi, pak ¥ikdme, Ze problém P je (algoritmicky)
rozhodnutelny.

KdyZ chceme ukazat, Ze problém P je algoritmicky YeSitelny, sta&i ukazat
n&jaky algoritmus, ktery ho ¥esi (a p¥ipadné ukazat, Ze dany algoritmus

N4

problém P skute¢né Yesi).
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Algoritmicky nefeSitelné problémy

Problém, ktery neni algoritmicky FeSitelny, je algoritmicky nefesitelny.

Rozhodovaci problém, ktery neni rozhodnutelny, je nerozhodnutelny.

Kupodivu existuje ¥ada algoritmickych problémd (pfesn& definovanych),
o kterych je dokazano, Ze nejsou algoritmicky FeSitelné.
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Halting Problem

Vezméme si n&jaky libovolny obecny programovaci jazyk L.

Navic p¥edpoklddejme, Ze programy v jazyce £ b&Zi na néjakém
idealizovaném stroji, kde maji k dispozici (potencidln&) neomezené

mnoZstvi paméti — tj. kde alokace paméti nikdy neselZe kvili nedostatku
paméti.

P¥iklad: N&sledujici problém zvany Problém zastaveni (Halting
problem) je nerozhodnutelny:

Halting problem

Vstup: Zdrojovy kéd programu P v jazyce L, vstupni data x.

Otazka: Zastavi se program P po néjakém kone¢ném poctu kroki,
pokud dostane jako vstup data x?
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Halting Problem

Ptredpokladejme, Ze by existoval néjaky program, ktery by rozhodoval
Halting problem.

Mohli bychom tedy vytvofit podprogram H, deklarovany jako
Bool H(String kod, String vstup)

kde H(P, x) vréati:
@ true pokud se program P zastavi pro vstup x,

o false pokud se program P nezastavi pro vstup x.

Poznamka: Rekn&me, e podprogram H(P, x) by vracel false v p¥ipadg,
Ze P neni syntakticky spravny kéd programu, nebo pokud by doslo
k néjaké chybé za b&hu programu P na vstupu x.
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Halting Problem

S pouZitim podprogramu H bychom vytvo¥ili program D, ktery bude
provadét nasledujici kroky:

o Nat&te svilj vstup do prom&nné x typu String.
@ Zavold podprogram H(x, x).

@ Pokud podprogram H vratil true, sko&i do nekoneéné smycky
loop: goto loop

V pfipadg, ze H vratil false, program D se ukondi.

Co udéla program D, pokud mu p¥edlozime jako vstup jeho vlastni kéd?
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Halting Problem

Pokud D dostane jako vstup sviij vlastni kéd, tak se bud zastavi nebo
nezastavi.

@ Pokud se D zastavi, tak H(D, D) vrati true a D sko& do nekone&né
smy¢ky. Spor!

@ Pokud se D nezastavi, tak H(D, D) vrati false a D se zastavi. Spor!

V obou p¥ipadech dosp&jeme ke sporu a dalsi moznost neni. NemiiZe tedy
platit pfedpoklad, Zze H ¥esi Halting problem.
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Castecné rozhodnutelné problémy

Problém je ¢astecné rozhodnutelny, jestlize existuje algoritmus, ktery:

@ Pokud dostane jako vstup instanci, pro kterou je odpovéd ANO, tak
se po kone¢ném poctu kroki zastavi a vypise "ANQ".

@ Pokud dostane jako vstup instanci, pro kterou je odpovéd NE, tak se
bud zastavi a vypide "NE" nebo se nikdy nezastavi.

Je otividné, Ze naptiklad HP (Halting problem) je &aste¢n& rozhodnutelny.

Nékteré problémy vsak nejsou ani ¢asteéné rozhodnutelné.
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Postova véta

Dopliitkovy problém k danému rozhodovacimu problému P je problém,
kde vstupy jsou stejné jako u problému P a otdzka je negaci otazky
z problému P.

Postova véta

JestliZze problém P i jeho dopliikovy problém jsou &asteéné rozhodnutelné,
pak je problém P rozhodnutelny.
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P¥evody mezi problémy

Pokud mame o n&jakém (rozhodovacim) problému dokazano, Ze je
nerozhodnutelny, mizeme ukazat nerozhodnutelnost dalSich problémii
pomoci redukci (p¥evodi) mezi problémy.

Problém Py je pfeveditelny na problém P,, jestliZe existuje
algoritmus Alg takovy, Ze:

@ Jako vstup miiZe dostat libovolnou instanci problému P;.

e K instanci problému P, kterou dostane jako vstup (oznatme ji w),
vyprodukuje jako svij vystup instanci problému P, (ozna&me ji
Alg(w)).

e Plati, Ze pro vstup w je v problému P; odpovéd ANO pravé tehdy,
kdy? pro vstup Alg(w) je v problému P, odpovéd ANO.
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P¥evody mezi problémy

vstupy problému P; vstupy problému P,
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P¥evody mezi problémy

vstupy problému P; vstupy problému P,

Alg
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P¥evody mezi problémy

Rekn&me, e existuje redukce Alg problému P na problém Ps.

Pokud by problém P, byl rozhodnutelny, pak i problém Py je
rozhodnutelny.

ReZeni problému P; pro vstup x:
@ Zavoldme Alg se vstupem x, vrati ndm hodnotu Alg(x).
@ Zavoldme algoritmus Yesici problém P, se vstupem Alg(x).

@ Hodnotu, kterou ndm vrati vypiseme jako vysledek.

Je zfejmé, Ze pokud P; je nerozhodnutelny, tak P, nemiiZe byt
rozhodnutelny.
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Halting problem

Pro t&ely ditkazii se Halting problem nejcastéji pouziva v nasledujici
podobé:

Halting problem
Vstup: Popis Turingova stroje M a slovo w.

Otédzka: Zastavi se stroj M po n&jakém koneéném poctu krokd,
pokud dostane jako sviij vstup slovo w?
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Halting problem

Tento problém je nerozhodnutelny i v pFipadé, kdy pfedpokladame, Ze
vstupem pro stroj M je prazdné slovo &:

Halting problem (kde vstup je ¢)
Vstup: Popis Turingova stroje M.

Otazka: Zastavi se stroj M po né&jakém kone¢ném poctu krokd,
pokud dostane jako svij vstup slovo €7

Redukce ze standardniho Halting problému na tuto variantu je jednoducha.

K danému stroji M se vstupem w sestrojime stroj M, ktery:

@ ZapiSe na pasku slovo w a prfesune hlavu zpét na zalatek.

@ Zalne se chovat jako M.
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Halting problem

U Halting problému pouZivaného p¥i redukcich, které slouZi k diikazim
nerozhodnutelnosti dalsich problémi, mize byt nékdy vyhodné
predpokladat riizna dalsi omezeni na dany Turingtv stroj M, napf¥.:

a

@ Ze pouZziva jen jednu pasku, kterd je jednostranné nekonelna

Ze pouziva paskovou abecedu {0,1}

Ze po skonceni vypoctu se hlava nachazi na stejné pozici,
na jaké se nachazela na zadatku

Ze po skonéeni je obsah pdsky prazdny
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Halting problem

Halting problém se také pfi redukcich ¢asto pouzivd ve varianté, kdy je
misto Turingova stroje pouzit Minského stroj:

Halting problem (pro Minského stroj)

Vstup: Popis Minského stroje M.

Otdzka: Zastavi se dany stroj M po kone&ném poctu krokli pokud
zacne v konfiguraci, kde vSechny &itace budou na zadatku
obsahovat hodnotu 07?

Poznamka: Také zde miiZe byt vyhodné pouZzivat rizné zjednodusujici
predpoklady, nap¥.:

@ Ze se stroj nikdy nepokusi sniZit o 1 &itad, jehoZ hodnota je O

@ Ze &itae jsou jen dva

@ Ze po skonceni vypoltu vSechny &itae obsahuji hodnotu 0
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Kachli¢kovani roviny

UkaZeme si jiny pfiklad nerozhodnutelného problému.

Vstupem je mnoZina typ( kachli¢ek, jako tfeba:

< X

Otéazka je, zda je moZné pouZitim danych typl kachli¢ek pokryt celou
nekonenou rovinu tak, aby v8echny kachli¢ky spolu sousedily stejnymi
barvami.

Poznamka: MizZeme ptedpokladat, Ze mame v zasobé neomezené
mnoZstvi kachli¢ek vech typd.

Kachli¢ky neni dovoleno otdcet.
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Kachli¢kovani roviny
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Kachli¢kovani roviny

Vice formaln& miZeme tento problém popsat takto:

o Ptedpokladejme, Ze C je né&jakd kone¢nd mnoZzina barev.

@ Mnozina {N,S,E, W} predstavuje &ty¥i sméry — sever, jih, vychod,
zapad.
o Typ kachli¢ky je dan jako pfifazeni barev jednotlivym smérim,
tj. jako funkce 7 : {N,S,E,W} - C.
o Ptedpokladejme, Ze mame danu mnoZinu typt kachli¢ek
T = {7_177_27 s 7Tn}-
o Pokryti roviny kachlitkami je funkce p : Z X Z — T spliiujici
ndsledujici dv& podminky pro kazdé i,j € Z:
o Pokud p(i,j) =7ap(i+1,j) =7, tak 7(E) = 7 (W).
o Pokud p(i,j) =7ap(i,j+1) =17, tak 7(N) = 7'(8).
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Kachli¢kovani roviny

UvaZujme ndsledujici variantu problému:

Vstup: MnoZina typl kachlitek 7 = {71, 7>,...,7,} a po&ate¢ni
kachli¢ka 79 € T .

Otdzka: Existuje n&jaké pokryti roviny p kachlickami z mnoZiny T
takové, ze p(0,0) = 797

V této varianté je tedy jeden z typl kachli¢ek vy&lenén jako specidlni
a ptame se, zda je mozné pokryt celou rovinu tak, aby byl tento typ pouZit.
(Ostatni typy kachlicek mohou a nemusi byt pouZzity.)
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Kachli¢kovani roviny

Nerozhodnutelnost tohoto problému (resp. doplitkového problému
k tomuto problému) je mozné dokazat nap¥iklad pomoci redukce z Halting
problému v nasledujici varianté :

Vstup: Turinglv stroj M = (Q,X,T,6, qo,{gr}).
Otdzka: Zastavi se Turinglv stroj M po kone&ném poctu krokd,
pokud jako vstup dostane prazdné slovo ¢ ?

Popiseme algoritmus, ktery:

@ Dostane jako vstup popis Turingova stroje M = (Q,X,T,4, g0, {qr}).

e K danému stroji M vyrobi (a vyda jako vystup) mnoZinu typl
kachli¢ek T se specialni vy&len&nou kachli¢ckou 79 € 7.

o Bude platit: Celou rovinu bude mozné pokryt pouZitim kachli¢ek z T
tak, aby na pozici (0,0) byla kachli¢ka g, pravé tehdy, kdyZ se
stroj M na vstupu ¢ nikdy nezastavi (tj. jeho vypoZet bude
nekoneny).
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Kachli¢kovani roviny

Algoritmus pro dany stroj M vyrobi kachli¢ky nasledujicim zpisobem

(v ndsledujicim popisu kachli¢ek jsou misto barev pouzity Sipky a zna&eni
pomoci prvkii z mnozin Q, I a (Q X I') — nahrazeni t&chto $ipek

a znakeni barvami je pfimocaré):

o Prokazdé q,q € Qaa,a €T, kde §(q,a) = (g, a,—1), ptiddme
nasledujici typ kachli¢ky:

I

A

q,a

o Prokazdé q,q € Qaa,a €T, kde §(q,a) = (g, a, +1), p¥iddme
nasledujici typ kachli¢ky:

!

A

— g

q,a
Z. Sawa (VSB-TUO)
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Kachli¢kovani roviny

@ Pro kaZzdé q' € Q a a € I pfidame nasledujici dva typy kachli¢ek:

@ Pro kaZzdé a € ' p¥idame nasledujici typ kachli¢ek:
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Kachli¢kovani roviny

o P¥idame nasledujici t¥i typy kachli¢ek
(prostfedni z nich bude vy¢len&na jako pocateéni kachlitka 7p):

? i ?

(Symbol O € T zde reprezentuje symbol blank Turingova stroje.)

@ Nakonec pfiddme také , prazdny" typ kachli¢ky:
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Kachli¢kovani roviny

Rekn&me, %e vypolet Turingova stroje nad prazdnym slovem je tvoten
posloupnosti konfiguraci

Qp, O, A2, - . .
Neni téZké si promyslet nasledujici ohledné vypliiovani roviny kachli¢kami
vyZe popsanych typl (kdyZ na pozici (0,0) bude uvedend kachlitka 7p):
@ Barvy na hornich okrajich kachli¢ek v ¥adku 0 budou muset odpovidat
konfiguraci ay.
@ To vynuti, Ze barvy na hornich okrajich kachli¢ek v ¥adku 1 budou
muset odpovidat konfiguraci «;.

@ To vynuti, Ze barvy na hornich okrajich kachli¢ek v ¥adku 2 budou
muset odpovidat konfiguraci as.
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Kachli¢kovani roviny

Obecné tedy bude muset platit pro kazdé /, kde i = 0:

@ Barvy na hornich okrajich kachli¢ek v ¥adku i odpovidaji
konfiguraci «;.

To je ale mozZné, jen pokud je vypoclet stroje M nad vstupem e nekoneny.

V pFipad&, Ze bude dosaZena koncovd konfigurace (nap¥. na ¥adku t),
nasledujici ¥adek (t + 1) nebude moZné doplnit.
Pokud vypolet bude nekonecny:

@ mame moznost vyplnit viechny ¥adky 7, kde i = 0.

Bez ohledu na to, jestli je vypocet koneény nebo nekonetny a jak presné
bude vypadat vyplnéni ¥adka 0, 1, 2, ..., ¥adky —1, =2, =3, ... je mozné
vyplnit ,,prazdnymi* kachli¢kami.
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Kachli¢kovani roviny

Vidime tedy, Ze plati nasledujici:

o Jestlize je vypolet M nad € nekoneény, je mozné sestrojenou sadou
kachli¢ek vyplnit celou rovinu.

o Jestlize se vypocet M nad € po kone¢ném poctu kroki zastavi, celou
rovinu danymi kachlickami vyplnit nelze.

Pokud by tedy existoval algoritmus, ktery by umél pro libovolnou sadu

kachlitek (a danou potatetni kachli¢ku) urtit, zda je mozné pomoci ni
vyplnit celou rovinu, bylo by mozné tento algoritmus pouZit i pro feSeni
Halting problému.

To ale nelze (uZ vime, Ze neexistuje algorimus, ktery by ¥e%il Halting
problém), takZe zadny takovy algoritmus existovat nemuZe.
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Kachli¢kovani roviny

Poznamka: D3 se dokazat, Ze problém kachli¢kovani roviny je
nerozhodnutelny i ve variantg, kdy nenfi specifikovdna Zadna , pocate¢ni”
kachli¢ka:

Vstup: MnoZina typl kachlitek 7 = {71, 7,...,7h}.
Otazka: Existuje néjaké pokryti roviny kachli¢kami z mnoziny 7 7

Diikaz je technicky komplikovangjsi, ale je také postaven na podobnych
myslenkach, jaké byly uvedeny vy$e — tj. kddovani vypoctu Turingova
stroje, kdy je rovinu moZné pokryt jen v pfipadé, Ze je vypolet daného
stroje nekonelny.
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Postiiv korespondenéni problém

Vstupem je mnoZzina typl karti¢ek, jako tfeba:

abb a bab baba aba

bbab aa ab aa a

Otézka je, zda je mozné z téchto typu karti¢ek vytvoFit neprazdnou
kone¢nou posloupnost, kde zfetézenim slov nahote i dole vznikne totéz
slovo. Kazdy typ karti¢ky je moZné pouzivat opakované.

a abb abb baba abb aba

aa bbab bbab aa bbab a

Nahote i dole vznikne slovo aabbabbbabaabbaba.
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Postiiv korespondenéni problém

Tento problém se oznaluje jako Postiiv korespondenéni problém
(Post Correspondence Problem — PCP):

Postlv korespondentni problém (PCP)

Vstup: Posloupnosti slov uy, uy, ..., u, a vi, vs, ..., v, nad néjakou
abecedou ¥.
Otazka: Existuje né&jaka posloupnost iy, i, . .., iy, kde m = 1, kde pro

kazdé ij; plati 1 < i; < n, a kde

Uj Upy-=Uj = Vi Vi,** Vi ?

m
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Postiiv korespondenéni problém

Nerozhodnutelnost tohoto problému se dd dokdzat redukci z Halting
problému.

P¥i popisu této redukce je vyhodné pouZit jako mezikrok nasledujici
variantu Postova korespondenéniho problému, kde je jedna z karticek
predepsdna jako podatedni:

Inicidlni Postiiv korespondenni problém (IPCP)

Vstup: Posloupnosti slov uq, us, ..., u, a v1, Vo, ..., v, nad né&jakou
abecedou .
Otazka: Existuje néjaka posloupnost iy, io, - . ., iy, kde m = 1, kde pro

kazdé ij; plati 1 < ij; < n, a kde
ul']_ul'g‘”ul.m = Vfl Vi2”'Vi,,,

a kde navic plati i; =17
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Postiiv korespondenéni problém

Redukce HP na IPCP:

@ Algoritmus dostane jako vstup popis Turingova stroje
M= (Q,%,T,d,qo, F) a jeho vstupu w = aja,...a,.

@ Algoritmus vytvofi instanci IPCP, tj. sadu karticek.
@ Vytvorend instance IPCP bude mit Feeni pravé tehdy, kdyZ se

stroj M nad vstupem w zastavi.
Toto ¥eSeni bude vypadat tak, Ze spole¢né slovo vytvorené v hornim
i doInim ¥adku v tomto ¥eSeni bude v podstaté popis vypoltu
stroje M nad slovem w:
e bude to posloupnost zapisii jednotlivych konfiguraci
o jednotlivé konfigurace budou oddéleny specidlnim znakem #
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Postiiv korespondenéni problém

@ Prvni karti¢ka, kterou se bude muset zalit, bude vypadat takto:

#
#qoaia---ap#

o Prokazdé q.q € Qaa,a €T, kde §(q,a) = (¢, a, +1),

se prida kartic¢ka:
qa
alql
I

o Proka?dé q,q € Qaa,a,ber, kde 6(q,a) = (¢, 4, -1),

se prida kartic¢ka:
bga
qlbal
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Postiiv korespondenéni problém

@ Pro kazdé a € I se pfida karti¢ka:

a
a
# #
# o#
@ Pro kazdé a € [ a gr € F se p¥idaji karticky:

5 [¥

o Pridaji se karticky:
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Postiiv korespondenéni problém

Redukovat IPCP na PCP je pak moZné nasledujicim zpisobem:

o Misto kazdé karti¢ky tvaru

dido- - -dk
byby---by
se pfida karti¢ka tvaru
kajpkapk-eokay
bl*bz*“'*bg*
@ Pro prvni karti¢ku, kterou je tfeba zalit, se pfida také karti¢ka tvaru

kajkapk-okagy
%k bykbyke--xbyx
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Postiiv korespondenéni problém

o P¥ida se karti¢ka

Poznamka: PYedpokldda se, Ze znaky * a & jsou néjaké nové specialni
znaky, které nejsou pouZzity v pivodni instanci IPCP.

Z. Sawa (VéB—TUO) Teoreticka informatika 24. ¥ijna 2023



Postiiv korespondenéni problém

Redukci z Postova korespondenéniho problému se da napfiklad snadno
ukdzat nerozhodnutelnost nékterych problémi z oblasti bezkontextovych

gramatik:

Problém
Vstup: Bezkontextové gramatiky G; a G,.

Otazka: Je £(G1) N L(Go) = @7

Problém
Vstup: Bezkontextova gramatika G.

Otazka: Je G nejednoznacnd?
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik

Také nasledujici dva problémy tykajici se bezkontextovych gramatik jsou
nerozhodnutelné:

Problém

Vstup: Bezkontextové gramatiky G; a G,.
Otazka: Je L£(G1) = L(G»)?

Problém

Vstup: Bezkontextova gramatika G generujici jazyk nad abecedou Y.
Otézka: Je £(G) = £*7?
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik

Diikaz nerozhodnutelnosti je mozné opét provést pomoci redukce z HP.

K danému Turingové stroji M a jeho vstupu w se vyrobi bezkontextova
gramatika G takova, Ze:
@ pokud se stroj M na w zastavi, bude £(G) obsahovat v&echna slova
s vyjimkou slova, které bude zapisem vypo&tu stroje M nad slovem w
ve formé posloupnosti konfiguraci

@ pokud se stroj M na w nezastavi, bude £(G) obsahovat viechna
slova
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Ekvivalence bezkontextovych gramatik

Gramatika G tedy bude generovat pravé ta slova, kterd nejsou zapisem
vypoltu stroje M nad slovem w;, tj.:

@ vilbec nemaji tvar posloupnosti konfiguraci, nebo

@ nezadinaji pocate¢ni konfiguraci

@ nekonéi koncovou konfiguraci

@ existuje v nich n&jaka dvojice po sobé jdoucich konfiguraci, ktera
neodpovida tomu, jaky krok by udélal dany Turinglv stroj M

Aby bylo moZné pomoci bezkontextové gramatiky popsat &tvrtou z vyse
uvedenych podminek, je tfeba pouZit ndsledujici ,trik":

@ sudé konfigurace budou zapisovany b&Znym zplisobem zleva doprava

@ liché konfigurace budou zapisovany pozpatku, tj. zprava doleva
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Vstup: Uzav¥end formule predikatové logiky (prvniho ¥adu), ve které
mohou byt pouZity jako predikatové symboly pouze = a <,
jako funkéni symboly pouze + a - a jako konstantni symboly
pouze 0 a 1.

Otazka: Je dand formule pravdiva v oboru pf¥irozenych &isel (pfi

pFirozené interpretaci v8ech funkénich a predikatovych
symboli)?

P¥iklad vstupu:

Vx3dyVz((x-y=z)A(y +1=x))

Poznamka: Uzce souvisi s Godelovou vétou o neliplnosti.
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Aritmetika na pfirozenych &islech

UkdZeme, Ze tento problém je nerozhodnutelny.

Pro tento dikaz pouZijeme redukci z problému zastaveni pro Minského
stroj:

Vstup: Popis Minského stroje M.

Otdzka: Zastavi se dany stroj M po kone&ném poctu krokli pokud
zalne v konfiguraci, kde vSechny &itace budou na zadatku

obsahovat hodnotu 07
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Popiseme algoritmus, ktery:

@ Dostane jako vstup popis Minského stroje M.
e K danému stroji M sestroji formuli ¢ a tuto formuli vyda jako vystup.

@ Pro tuto formuli bude platit nasledujici:

Formule ¢ bude pravdiva (ve standardni interpretaci na pfirozenych
Cislech) pravé tehdy, kdyz se stroj M se zastavi po konetném pottu
krokd.

Poznamka: Formuli ¢ budeme vytvaret postupné.

Budeme ji sklddat z jednodussich formuli.
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Ozna&me Var nekone&nou spofetnou mnoZinu viech proménnych, které
se mohou vyskytovat ve formulich — Var = {x,y,z,...}

Termy jsou definovany nasledovné:
o Kazdad proménnd x z mnoziny Var je dobfe utvoreny term.
@ Konstanty 0 a 1 jsou dobfe utvofené termy.
o Pokud t; a tp jsou dobfe utvotené termy, tak i t; + t, a t; - £, jsou
dob¥e utvofené termy.

Formule jsou definovdny ndsledovné:

o Pokud t; a t, jsou dobfe utvofené termy, tak t; = t, je dobte
utvotrena formule.

@ Pokud (7 a ¢, jsou dobfe utvorené formule, tak i =1, 1 A @2,
V1V o, 1 = P2 a 1 <> o jsou dobfe utvorené formule.

@ Pokud ¢ je dobfe utvofena formule a x proménna z mnoziny Var,

tak i Vx.0 a dx.¢ jsou dobfe utvorené formule.
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Poznamky:
@ Formule budou interpretovany nad mnoZzinou pFirozenych &isel
N={0,1,2,...}.
o Konstanty 2, 3, 4, ... miZeme chépat jako zkratky pro 1 + 1,
1+1+1, 1+1+1+1,...
e Zapis t; < t, budeme brat jako zkratku pro
Ax.(t1 +x = 1)
(P¥edpoklddame, Ze x se nevyskytuje v t;, ani v t,.)
@ Podobné zépis t; < t, budeme brat jako zkratku pro
ElX.(tl +x+1= 1.'2)

@ Analogicky miZeme definovat také t; = t, a t; > t».

01/124
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Aritmetika na pfirozenych &islech

e DIvIDES(x,y) — x je d&litelem y:
Jk.(x-k =y)

e PRIME(p) — p je prvodislo:
p>1 A Vx.(DIVIDES(x,p) = (x=1)V (x=p))
@ PRIME-POWER(p, x) — x je mocninou prvotisla p _
(tj. existuje i € N takové, ¥e x = p'):

PRIME(p) A (x=1) A
Vy.(DIvIDES(y, x) A PRIME(y) — (y = p))
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Rekn&me, 7e madme dan Minského stroj M:
@ MnoZina stavi ¥idici jednotky stroje M je S ={0,1,...,s}.
o Pocétedni stav je 0
@ Koncovy stav je s.

@ Stroj ma r &itall oznalenych xq, xo, ..., X,.

Konfigurace stroje M miiZe byt popsana jako (r + 1)-tice pFirozenych
¢isel

(q7 Vi, .- .,V,-)
kde g reprezentuje aktudlni stav Fidici jednotky a vy, ..., v, jsou hodnoty
¢itall xi, ..., X,.
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Rekn&me pro konkrétnost, Ze stroj M bude pouZivat napt. 3 &itade,
tj. r=3.

MiZeme snadno vytvofit formule charakterizujici po¢atecni a koncové
konfigurace:

e INITIAL-CONF(q, v1, vo, v3) — jedna se o potate&ni konfiguraci:
(g=0) A (1 =0) A (rr=0) A (r3=0)
e FINAL-CONF(q, vq, Vo, v3) — jednd se o koncovou konfiguraci:

qg=s
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Podobné neni p¥ili§ komplikované vytvofit k danému Minského stroji M
formuli, kterd bude charakterizovat, kdy je moZné pfejit z jedné
konfigurace do druhé:

e STEP(q, v1, 2, v3,q, vi, Vi, v3) — stroj M miiZe prejit jednim

krokem z konfigurace (g, vi, v, v3) do konfigurace (q', vi, v, v3)

Bude se jednat o disjunkci mnoha formuli, kdy kaZzda z téchto formuli
bude popisovat &innost jedné instrukce stroje M, napf¥.

(q=7) A (¢ =13)A ,
Xp 1= xp + 1 (vi=wvi) A(va=v2+1) A (v3=v3)

©
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Aritmetika na pfirozenych &islech

(g =14) A
(((v3=0) A (¢"=5)) v
[xs = 0] Da#0] (> 0) A (¢ = 15)) A

(vi=v) A (v2=w) A (=)
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Vypolet stroje M miZeme popsat jako posloupnost konfiguraci

Qp, 1,00, ...

Tuto posloupnost mizeme popsat jako nékolik samostatnych posloupnosti:

posloupnost stavi Fidici jednotky

posloupnost hodnot &itate xq

posloupnost hodnot &itate x»

posloupnost hodnot &itale x,

Obecné je moZné jakoukoli kone¢nou posloupnost p¥irozenych &isel
kédovat jednim pf¥irozenym &islem.

Pokud se tedy stroj M zastavi, tak miZeme kaZdou z vySe uvedenych
posloupnosti reprezentovat jako jedno pfirozené &islo.
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Pokud mame napfiklad posloupnost pfirozenych &isel

ag, a1, .-+, at
miZeme ji kédovat jako &islo
at-bt+at_1~bt_1+ +az-b2+al~b1+ao~b0
kde b je n&jaké dostatetné velké &islo, tj. takové &islo,
kde pro viechna a; (kde 0 </ < t) plati
0<aj<b
Posloupnost ag, a1, ..., a; tedy mize byt kédovana jako jednotlivé &islice

v zapisu Cisla v &iselné soustavé o zakladu b.
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Aritmetika na pfirozenych &islech

@ Pokud A je &islo kédujici sekvenci ag, a1, ..., a; vySe uvedenym
zplsobem, tak hodnotu a; miZeme vyjadFit takto:

JuAv.((A=(u-b+a)-b +v) A (v<b))
Zde je ale problém v tom, jak vyjad¥it b
o Jako zdklad miiZzeme zvolit néjaké dostateéné velké prvocislo p.
@ Ve skutenosti pro nase lcely nepotfebujeme pracovat pfimo
sindexy i (kde 0 </ < t).

Misto toho postadi, pokud budeme pracovat s mocninami prvoéisla p,
tj. s hodnotami pO, pl, p2, p3,

Misto i tedy budeme pouZivat hodnotu pi.
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Reknéme tedy, Ze p je prvolislo, a Ze posloupnost ag, ay, ..., as je
kédovana &islem

-1 2 1
A=aipta p i tayp tap tagp
(P¥edpokladame, Ze pro kazdé i plati 0 < a; < p.)
e DicIT(p,d, A, c) — pro n&aké i € N plati d = pi a v posloupnosti
ag, ai, . . ., a; kdédované &islem A je a; = c:

PRIME-POWER(p,d) A (c<p) A
JuaAv.((A=(u-p+c)-d+v) A (v<d))
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Vypolet stroje M tedy miiZeme popsat pomoci nasledujicich proménnych
(pro konkrétnost predpokladame, Ze polet &itaci je r = 3):

@ p — dostate&n& velké prvotislo (v&tsi nez polet stavi s a vétsi nez
jakdkoli hodnota kteréhokoli &itate b&hem vypottu)

@ T — hodnota pt, kde t je celkovy polet krokii provedenych
strojem M b&hem vypoctu

@  — lislo kédujici posloupnost stavi Fidici jednotky
@ X; — &islo kédujici posloupnost hodnot &itake xq
@ X, — Cislo kédujici posloupnost hodnot ¢itace x,

@ X3 — Cislo kédujici posloupnost hodnot &itace x3
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Aritmetika na pfirozenych &islech

° CONF(p7 d7 Q)X17X27X3a q,Vvi, Vo, V3):
— konfigurace «;, kde d = p’', je rovna (g, vi, vo, v3)

DiciT(p,d, Q,q) A DicIT(p,d, X1, v1) A
DiciT(p,d, X5, v5) A DiGIT(p, d, X3, v3)

o CHECK-INITIAL(p, @, X1, X2, X3):
— kontrola toho, Ze dany vypocet za&ind po&ateéni konfiguraci

3q.3v1.3v,.3v3.(CoNF(p, 1, Q, X1, X2, X3, q, v1, V2, v3) A

INITIAL-CONF(g, vi, Vo, v3))

e CHECK-FINAL(p, T, Q, X1, X5, X3):
— kontrola toho, Ze dany vypocet kon&i koncovou konfiguraci

3g.3v;. 3. 3v3.(CONF(p, T, Q, X1, X2, X3, G, vi, va, v3) A
FINAL-CONF(g, v1, V2, v3))
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Aritmetika na pfirozenych &islech

e CHECK-ONE-STEP(p, d, Q, X1, X2, X3):
— kontrola toho, Ze v daném vypoctu stroj korektné prejde
z konfigurace «; do konfigurace .1, kde d = p'

3g.3v1.3v,.3v5.3¢ . Fvy. Fvs. Fvs.(
CoNF(p,d, Q, X1, X5, X3, q, vi, vo,v3) A
ConF(p,d - p, Q, X1, Xo, X3, 4, v1, V3, v3) A
STEP(q7 Vi, V2, V3, q’7 V{a Véa Vé))

e CHECK-ALL-STEPS(p, T, Q, X1, X2, X3):
— kontrola toho, Ze v8echny kroky jsou v pofadku

Vd.((d < T) A PRIME-POWER(p,d) —
CHECK-ONE-STEP(p, d, Q, X1, X2, X3))
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Aritmetika na pfirozenych &islech

© MACHINE-HALTS:
— kontrola toho, Ze existuje kone&ny vypocet daného stroje

PRIME(p) A

PRIME-POWER(p, T) A
CHECK-INITIAL(p, Q, X1, X5, X3) A
CHECK-ALL-STEPS(p, T, Q, X1, X2, X3) A
CHECK-FINAL(p, T, Q, X1, X2, X3))

Neni tézké ovéFit, Ze tato formule je pravdiva pravé tehdy, pokud se
vypocet stroje M zastavi po né&jakém konecném poctu kroki.
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Pokud by tedy existoval algoritmus, ktery by pro kazdou takovou formuli
umozZiioval zjistit, zda je pravdiva, dostali bychom algoritmus Yesici Halting
problem. To ale neni mozné.

Poznamky:

o Je zajimavé, Ze analogicky problém, kde ale misto p¥irozenych &isel
uvazujeme Cisla redlnd, je algoritmicky rozhodnutelny (i kdyZ popis
daného algoritmu a dikaz jeho korektnosti jsou zna&n& netrividlni).

@ Rovné&Z pokud uvaZujeme pFirozena nebo celd &isla a stejné formule
jako v ptedchozim pfipadé, ale s tim rozdilem, Ze v nich nesmi byt
pouZit funk&ni symbol - (ndsobeni), tak je problém algoritmicky
rozhodnutelny.
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Aritmetika na pfirozenych &islech

Pokud miZeme pouzivat -, je ve skute¢nosti nerozhodnutelny uz velmi
omezeny ptipad:

Desaty Hilbertliv problém

Vstup: Polynom f(xq, xo,...,X,) vytvofeny z prom&nnych
X1, X0, ..., Xy a celotiselnych konstant.
Otazka: Existuji p¥irozena &isla xq, xo, . . ., x,, takova, Ze
f(x1,x0,...,%x,)=07?

Ptiklad vstupu: 5x2y - 8yz + 322 - 15
Tj. ptdme se, zda
IxAyIz(5-x-x-y+(-8)-y-z+3-z-z+(-15) =0)

plati v oboru pfirozenych &isel.
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Dal$i nerozhodnutelné problémy

Také nasledujici problém je algoritmicky nerozhodnutelny:

Problém

Vstup: Uzavfena formule ¢ predikatové logiky prvniho ¥adu.
Otédzka: Plati F ¢7?

Poznamka: Zapis F ¢ znamend, Ze formule ¢ je logicky platna,
tj. pravdiva v kazdé interpretaci.
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Dal$i nerozhodnutelné problémy

Redukci z Halting problému se da ukazat nerozhodnutelnost celé fady
problémd, které se tykaji ovéfovani chovani programi:

e Vyd4 dany program pro n&jaky vstup odpovéd ANO?

@ Zastavi se dany program pro libovolny vstup?

o Davaji dva dané programy pro stejné vstupy stejny vystup?
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Riceova véta

Rekn&me, e P je n&jaké vlastnost Turingovych stroji.

Vlastnost P je:
@ netrividlni — pokud existuje alespofi jeden stroj, ktery vlastnost P
m4, a alespoii jeden stroj, ktery vlastnost P nema
@ vstupné-vystupni — pokud kaZdé dva stroje, které se zastavi pro
stejné vstupy, a pro stejné vstupy davaji stejné vystupy, vzdy oba
vlastnost P maji nebo oba nemaji

Kazdy problém tvaru

Vstup: Turinglv stroj M.
Otazka: M3 stroj M vlastnost P?

kde P je netrivialni vstupné-vystupni vlastnost, je nerozhodnutelny.
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Riceova véta

Diikaz:
@ Dikaz bude proveden redukci z Halting problému.
@ Nejednd o jednu konkrétni redukci, ale o obecné schéma popisujici,
jak pro kazdou konkrétni netrividlni vstupné-vystupni vlastnost P

vytvofit ptislusnou redukci Halting problému na jeden z nasledujicich
dvou problémi:

o Otazku zda dany Turingiiv stroj danou vlastnost P ma.

o Otazku zda dany Turingiiv stroj danou vlastnost P nema3.
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Riceova véta

Algoritmus provadéjici tuto redukci:

@ Dostane jako sviij vstup instanci Halting problému (M, w)
(kde M je Turingiv stroj a w jeho vstup).

o K dané dvojici vyrobi Turinglv stroj M.

Pro danou redukci bude vzdy platit jedna z nasledujicich dvou moZnosti:

@ Stroj M' bude mit vlastnost P pravé tehdy, kdyz se stroj M nad
vstupem w zastavi.

@ Stroj M' bude mit vlastnost P pravé tehdy, kdyz se stroj M nad
vstupem w nezastavi.

Ktera moZnost to bude, zavisi na dané vlastnosti P.
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Riceova véta

Oznatme Mg Turinglv stroj, ktery se pro Zadny vstup nikdy nezastavi
a nikdy nevygeneruje Zadny vystup, tj. pro kazdy vstup vzdy jen béZi do
nekonedna.

Mohou nastat dvé moZnosti:

@ Stroj M vlastnost P ma.

@ Stroj M vlastnost P nema.

Budeme se soustfedit na druhou mozZnost, tj. kdyz Mg vlastnost P nema.
(Dakaz pro prvni moznost, tj. kdyz My vlastnost P ma, bude podobny.)

ProtoZe je vlastnost P netrividlni, musi existovat néjaky alespoii jeden
stroj M, ktery tuto vlastnost ma.
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Riceova véta

Algoritmus provadgjici redukci k dané instanci Halting problému (M, w),
kterou dostane jako vstup, vyrobi Turinglv stroj M, ktery se bude chovat
nadsledovné:

[ [ o e 1 [ W oy
@ Necha si na pasce uloZeny sviij vstup w a zbylou , prazdnou” &ast
pdsky pouZije pro simulaci &innosti stroje M na vstupu w.

@ V okamZiku, kdy tato simulace vypot&tu stroje M na vstupu w skonéi,
tak:
o smaze v8echna poli¢tka pasky pouZitad p¥i této simuluci
(tj. pfepie je symboly blank),
o zajede hlavou na zadatek slova w,

o zatne se chovat jako stroj M;.
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Riceova véta

Je zjevné, Ze:

o Pokud se vypocet stroje M na vstupu w zastavi:

Stroj M' se z hlediska vstupu a vystupu bude chovat naprosto stejné
jako stroj M;.
Stroj M’ tedy bude mit vlastnost P
(protoZe je to vstupné&-vystupni vlastnost a stroj M tuto vlastnost
mad).

@ Pokud se vypolet stroje M na vstupu w nezastavi:

Simulace &innosti stroje M na vstupu w provadéna strojem M' se
nikdy nezastavi.

Stroj M' se tedy z hlediska vstupu a vystupu bude chovat naprosto
stejn& jako stroj M.

Stroj M' proto nebude mit vlastnost P

(protoZe je to vstupn&-vystupni vlastnost a stroj M tuto vlastnost
nema).
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Riceova véta

P¥ipad, kdy stroj M ma vlastnost P, bude podobny:
o Jako M zvolime stroj, ktery vlastnost P nem3.

o Pokud se M na w zastavi, bude se M’ chovat stejné jako M,
a nebude tedy mit vlastnost P.

o Pokud se M na w nezastavi, bude se M' chovat stejné jako Mg
a bude tedy mit vlastnost P.
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Castec¢na rozhodnutelnost

P¥ipomeinime, Ze dany rozhodnovaci problém P je ¢asteéné
rozhodnutelny, pokud existuje algoritmus A, ktery:
@ Pokud dostane jako vstup instanci problému P, pro kterou je spravna

odpovéd ANO, tak se na tomto vstupu po kone&ném pottu krokii
zastavi a d4 odpovéd ANO.

@ Pokud dostane jako vstup instanci problému P, pro kterou je spravna
odpovéd NE, tak se na tomto vstupu nikdy nezastavi.

Poznamka: Obecné je také mozné, Ze pro nékteré vstupy, kde je spravna
odpovéd NE, se miiZe algoritmus A zastavit a dat tuto spravnou odpovéd.

Pro jednoduchost budeme ale pfedpokladat, Ze pro vstupy, kde je
odpovéd NE, se algoritmus A nikdy nezastavi, tj. e misto vraceni
odpovédi NE vZdy skoéi do nekoneéné smycky.
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Castec¢na rozhodnutelnost

Castecnou rozhodnutelnost problému P je alternativné moZné
charakterizovat ndsledujicim zptsobem:

o Prtedpokladejme, Ze In je mnoZina vstupt problému P.

o PYedpokladajme dile, Ze W je mnoZina potencialnich svédki toho,
e pro danou instanci x € In je sprdvnd odpovéd ANO:

Problém P je ¢astecné rozhodnutelny pravé tehdy, kdyz existuje
algoritmus A, ktery pro kaZdou dvojici (x, w), kde x € Ina w € W, po
kone¢ném poctu kroki urci, zda w je skute€énym svédkem dosvéd&ujicim,
e odpoved pro x je skute¢n& ANO, tj.

odpovéd pro x € In je ANO
—

existuje néjaky skuteény svédek w € W
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Castec¢na rozhodnutelnost

Pro jednoduchost ptedpokladejme, Ze In i W jsou mnoZiny slov nad
n&jakou abecedou ¥ (nap¥. {0,1}).

o PYedpoklddejme, Ze pro problém P existuje algoritmus A, ktery se
zastavi (a vydd vystup ANO) pravé pro ty vstupy x € In, pro které je
odpoved ANO:

o Jako mnoZinu potencialnich sv&dkl VW m(iZeme uvaZovat zapisy
vypottl algoritmu A nad riznymi vstupy (ve formé& posloupnosti
konfigurac).

o Posloupnost konfiguraci w bude (skute&nym) svédkem pro x
pravé tehdy, bude-li w korektnim zapisem koneéného vypoctu
algoritmu A nad vstupem x, ktery da vystup ANO.
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Castec¢na rozhodnutelnost

o Ptedpokladejme, Ze pro problém P existuje mnoZina potencidlnich
sv&dkd W a algoritmus A, ktery pro kazdou dvojici (x, w), kde x € In
a w € W umi rozhodnout, zda je w skute¢nym svédkem toho, Ze pro
x je odpovéd ANO.
MiZeme pak sestrojit algoritmus A’ ktery bude ¢aste¢né rozhodovat
problém P:

o Algoritmus A" dostane vstup x € In.

o Algoritmus A' bude postupné generovat vdechny potencialni
svédky, tj. v8echny prvky z mnoziny W, jako posloupnost
Wp, Wy, Wa, . .. (nap¥. v8echna slova nad danou abecedou v po¥adi
podle délky a v rdmci stejné délky v lexikografickém potadhi)

o Pro kaZzdého vygenerovaného potencidlniho svédka w; zavold pro
dvojici (x, w;) jako podprogram algoritmus A.
Pokud ten vriti odpovéd ANO, algoritmus A’ skon&
s odpovédi ANO.
Jinak bude pokracovat generovanim dal$iho potencialniho svédka.
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Castec¢na rozhodnutelnost

Jesté jina charakterizace ¢aste¢né rozhodnutelnych problémi vypada takto:

Problém P je ¢astecné rozhodnutelny pravé tehdy, pokud existuje
algoritmus A, ktery:
@ lgnoruje sviij vstup.
@ BéZi do nekonecdna.
@ Jako sviij vystup postupné vypisuje posloupnost instanci problému P:
X0y X1y X2y« « -
Jednotlivé instance jsou od sebe oddéleny né&jakym vhodnym
zplsobem, nap¥. néjakym specidlnim znakem, aby bylo poznat,
kdy bylo dokon&eno vypsani kazdé jednotlivé instance.

@ Tato posloupnost je tvorena pravé témi instancemi problému P, pro
které je odpovéd ANO, tj. kazdd takovd instance se po n&jakém
kone&ném po&tu kroki algoritmu A v této posloupnosti objevi.
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Castec¢na rozhodnutelnost

Pokud mame takovy algoritmus A generujici (potencidn& nekone¢nou)
posloupnost véech instanci problému P, pro které je odpovéd ANO,
miZeme pomoci n&j snadno sestrojit algoritmus A’ ktery Castetné
rozhoduje problém P:

o Algoritmus A' natte vstup x a uloZi si jej do paméti.
o Algoritmus A' zagne simulovat jednotlivé kroky algoritmu A.
o Vidy, kdyZ A vygeneruje daldi instanci x; problému P, je simulace

pFerudena a A' otestuje, zda x; = x.

Pokud plati x; = x, &innost programu A' skon&i a A' vyd3
vystup ANO.

Pokud plati x; # x, bude A' pokraovat v simulaci algoritmu A,
dokud nebude vygenerovana dal%i instance, pro kterou je
odpovéd ANO, a cely cyklus se znova opakuje.
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Castec¢na rozhodnutelnost

Naopak, pokud mdme algoritmus A, ktery &aste¢n& rozhoduje problém P
(tj. zastavi se a vrati odpov&d ANO pravé pro ty vstupy, pro které je
odpov&d ANO), je moZné vytvorit algoritmus A', ktery pob&# do
nekonecna a bude postupné generovat posloupnost vSech instanci
problému P, pro které je odpovéd ANO:

o Algoritmus A' bude postupné generovat v8echny instance problému P
z mnoZiny In

o Algoritmus A" bude simulovat &innost algoritmu A na téchto
instancich.

o Algoritmus A’ to ale nemiize délat tak, Ze by zac¢al simulovat &innost
algoritmu A na dané instanci x; a simuloval ho tak dlouho, aZ tento
vypolet skondi, protoZe dany vypodet nemusi skondit nikdy, a Al by se
k dalsim instancim nikdy nedostal.
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Castec¢na rozhodnutelnost

o Algoritmus A’ to bude d&lat tak, Ze &nnost algoritmu A bude
simulovat na mnoha vstupech paralelné.
Bude donekonetna opakovat cyklus, kdy v jedné iteraci tohoto cyklu
provede vZdy nasledujici:

o Odsimuluje jeden krok vypo&tu pro kazdy dosud simulovany
vypocet.

o MnoZinu dosud bézicich simulovanych vypocti rozsifi o dalsi
simulovany vypocet algoritmu A, kdy jeho vstupem bude
ndsledujici vstup z mnoziny /In.

o Jakmile néktery ze simulovanych vypoctl skonéi
s odpovédi ANO, algoritmus A vypi¥e vstup tohoto vypo&tu na
vystup.

(Aby mohl tento vystup vypsat, musi si algoritmus A" u kazdého
z momentalné simulovanych vypoltl pamatovat, jak vypadal
vstup tohoto vypo&tu.)
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V literatufe se b&Zné pouziva také ndsledujici terminologie:
Reknéme, Ze A je mnozina té&ch instanci problému P, pro které je
odpovéd ANO.

e MnoZina A se nazyva rekurzivné spocetna (recursively
enumerable), jestliZe existuje algoritmus, ktery bude postupn&
vypisovat v8echny tyto instance, tj. pokud je ¢aste¢né rozhodnutelné
pro kaZdou instanci x, zda dand instance patf¥i do mnoZiny A.

@ Mnozina A se nazyva rekurzivni (recursive), jestlize existuje
algoritmus, ktery pro kaZdou instanci x uréi, zda x pat¥ do A,
tj. jestlize je problém P algoritmicky rozhodnutelny.
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