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Dva kompletné reSené priklady
Uvod

V této ptiloze uvedeme uplné a podrobné feseni dvou her pocinaje jejich slovnim
neformalnim popisem a konce jejich uplnym exaktnim vyfesenim. Jednd se o tyto hry:
e jednoducha odebiraci hra (simple take-away game)
e jednoducha karetni hra typu poker (simple poker game, Meyerson's card
game)

Reseni v obou p¥ipadech probiha v nasledujicich krocich:
e neformalni slovni zadani hry
e formalni definice dané hry v rozvinutém tvaru (extensive form game - efg)
e normalizace hry — transformace na normalni (strategicky) tvaru (normal form
game, nfg)
e standardni feSeni hry v normalnim tvaru
e piimé feSeni hry v rozvinutém tvaru - je-li to mozné
e pozndmky - diskuse

Tato ptiloha rekapituluje podstatné body uciva 1. a 2. kapitoly u¢ebnich texti na dvou
konkrétnich ptikladech. Obrazky her ve tvaru efg v tomto textu jsou vytvoreny pomoci
programového systému Gambit.

1. Jednoducha odebiraci hra
1.1 Popis hry:

Uvazujme hromadku n pfedméta (n>1) predméti (napi. zapalek, kaminkd,...). Z této
hromadky odebiraji dva hraci stfidavé po jednom nebo dvou predmétech. Hrac, ktery je na
fad¢ ma dvé moznosti: odebrat jeden nebo dva pfedméty (zbyl-1i v hromadg¢ jiz jen jeden
predmét, pak ma ovsem moznost jedinou). Hra konéi, nezbyl-li v hromad¢ zddny predmét.
Vyhrava ten hrac, ktery z hromady odebral posledni predmét.

Pro urcitost budeme predpokladat n=5.

1.2 Model hry v rozvinutém tvaru

Hra v extenzivnim tvaru, odpovidajici popisu z piedchoziho odstavce, je exaktné
definovéna grafem pozic na nasledujicim obr.1.1

Graf je orientovanym grafem typu strom. Uzly grafu reprezentuji pozice hry, hrany
vychézejici z uzli reprezentuji alternativni akce z kterych si hrac, ktery je v dané pozici na
tahu mtize vybrat. Kofen stromu pfedstavuje pocatecni pozici stromu ve kterém hra zacina,
listy stromu pak koncové (terminalni) pozice hry ve kterych hra kon¢i. Popiska umisténa
pod kazdym uzlem (s vyjimkou termindlnich) je tvofena dvojici pfirozenych ¢isel
oddélenych dvojteckou; prvé Cislo je pofadové ¢islo hrace, ktery je v dané pozici na tahu a
druhé ¢islo je pofadové Cislo informacni mnoziny do které dand pozice patii. Popisky
umisténé nad hranami jsou potfadova ¢isla akci (rozhodovacich alternativ), které maji hraci
v té ¢i oné pozici k dispozici. Kone¢né popisky umisténé vpravo od terminalnich pozic jsou
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tvoteny vektory redlnych ¢isel udavajicimi vyplaty jednotlivych hracd, skonci-li hra v dané
termindlni pozici. Dimenze vektori je rovna poctu hraci

8=
-
-

Obr.1.1

Uvazovana hra ma dva hrace. Kazdy z obou hraci je na tahu v 6 pozicich a kazda
pozice tvoii jednoprvkovou informa¢ni mnozinu — jedna se tedy o hru s dokonalou
informaci (hrac, ktery je na tahu vi pfesné v které pozici nenachazi). Prvy hra¢ ma v péti
pozicich 1:1, 1:2, 1:4, 1:5, 1:6) dvé¢ alternativni moZznosti (rozhoduje se mezi dvéma
moznymi akcemi: odebrat 1 nebo 2 pfedméty) a v jedné pozici 1:3 moznost jedinou
(odebrat 1 pfedmét). Druhy hra¢ méa dvé moznosti ve tfech pozicich 2:1, 2:2, 2:5 a jedinou
moznost ve tiech pozicich 2:3, 2:4, 2:6. Popisky nad hranami mizeme chapat jako pocty
odebranych predméth (akce s pofadovym c¢islem 1 znamené odebrani 1 pfedmétu a akce
s Cislem 2 odebrani 2 predmétii). Popisky umisténé nad pozicemi udavaji pocet predméta,
které jsou v jednotlivych pozicich v hromadé. V pocatecni pozici je to 5 a v terminalnich
pozicich 0.

1.3 Normalizace hry - transformace hry na normalni tvar

K tomu abychom pro danou hru nalezli jeji normalni (strategicky) tvar je nutné urcit
mnozinu vSech strategii 1. 1 2. hrace a stanovit vyplaty obou hract pro vSechny mozné
kombinace strategii 1. a 2. hrace. Strategie hrace je funkce, ktera pfirazuje ke kazdé
informacni mnozin¢ hrace (v naSem ptiklad¢ informa¢ni mnozina = pozice). Z poctu
informac¢nich mnozin a z poctu alternativnich akci na kazdé mnozing, vyjmenovanych v
piedchozim odstavci, vyplyva, ze strategie 1. hrace je dana 6-rozmérnym vektorem jehoz
kazda soutadnice je bud’ 1 nebo 2 s vyjimkou 3. soutadnice, kterd ma vzdy hodnotu 1 a
strategie 2. hrace je opct dana 6-rozmérnym vektorem, jehoz 1., 2. a 5. soutradnice jsou
obsazeny 1 nebo 2, zatimco zbyvajici 3., 4. a 6. soufadnice jsou obsazeny vzdy hodnotou
1. Odtud dale plyne, ze 1. hra¢ ma celkem 2x2x1x2x2x2 = 32 rliznych strategii a 2. hra¢
jen 2x2x1x1x2x1 = 8 strategii.

Ve skute¢nosti mnohé z téchto 32 resp. 8 strategii jsou totozné a a¢ podle definice
ruzné, fakticky predstavuji naprosto stejné chovani (rozhodovani) 1. resp. 2. hrace.
Ukazeme to na dvou piikladech.

Uvazujme napf. strategii 1. hrace danou vektorem (1,1,1,1,1,1), tj. strategii, kdy ve
vSech pozicich, ve kterych je 1. hra¢ na tahu, odebird z hromady 1 pfedmét. Pohledem na
obr.1.1. snadno zjistime, ze tato strategie je ekvivalentni (z hlediska ucinku na prab¢h hry)
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se tfemi dal$imi strategiemi (1,1,1,1,1,2), (1,1,1,1,2,1), (1,1,1,1,2,2). Mnozinu téchto 4
navzdjem ekvivalentnich strategii miizeme oznacit zapisem (1,1,1,1,*,*); hvézdicky
naznacuji, ze pii odebrani 1 predmétu v prvych 4 pozicich 1:1, 1:2, 1:3, 1:4 se 1. hra¢ do
pozic 1:5, 1:6 viibec nedostane a tedy nezalezi na tom kolik pfedméta k odebrani pro tyto
pozice strategie piedepisuje.

V druhém ptiklad€ uvazujme strategii 2. hrace danou vektorem (2,2,1,1,2,1), kdy 2.
hra¢ odebira ve vSech svych pozicich (tj. pozicich ve kterych je na tahu) maximalni pocet
predmétl odebratelnych podle pravidel hry. Pohledem na graf hry na obr. ... snadno
zjistime, Ze vSechny strategie tvaru (2,*,*,1,2,*), kde hvézdi¢ky oznacuji pozice do
kterych se 2. hra¢ nikdy nemiize dostat a tedy na tom jaké akce jsou predepsany pro tyto
pozice viibec nezaleZzi.

Vypoctéme jesteé na ukazku, jaké budou vyplaty obou hraci, jestlize hraci voli vySe
analyzované strategie (1,1,1,1,*,*) a (2,*,*%,1,2,*). Prvnim tahem 1. hra piejde z vychozi
pozice 1:1 do pozice 2:1 (odebran 1 pfedmét), odtud 1. tahem 2. hrace do pozice 1:4
(odebrany 2 ptedméty), dale 2. tahem 1. hrace do pozice 2:4 (odebran 1 predmét) a
konecné 2. tahem 2. hrace (odebran 1 pfedmét) do termindlni pozice s vyplatami (-1, 1).
Pti uvedenych volbach strategii tedy 1. hra¢ prohrava a 2. vyhrava. Vypocet, ktery jsme
provedli odpovida vypoctu prvku v prvém fadku a poslednim sloupci bimatice zobrazené
v tab. 1.1.

Pracujeme-li se vSemi kombinatoricky myslitelnymi strategiemi dostaneme vyplatni
matici typu 32x8, reprezentujeme-li vSak skupiny ekvivalentnich strategii vzdy jednou
jedinou strategii (libovoln¢ vybranou ze skupiny) mizeme rozmér vyplatni matice
podstatné zmensit. Vysledkem je pak redukovana vyplatni bimatice typu 6x6 z tab. ...
reprezentujici normalni (strategickou) hru v redukovaném tvaru. Hra v redukovaném
tvaru se vyznacuje tim, ze zadné dva fadky vyplatni matice 1. hrace nejsou stejné a stejné
tak zadné dva sloupce vyplatni matice 2. hrace.

Vyplatni matice

bl =
(LL,L*1,1)

b2 =
(1,1,1,*,2,*)

b3 =
(1,2,1,*,1,1)

bd =
(192)1’*)29*)

b5 =
(29*3*a19191)

@

b6 =
9*9*a1929*)

al =
(191)1’1)*)*

1 -1

-1 1

-1 1

-1 1

a2 =
(17]‘91’27*9*

1 -1

a3 =
(152!*’19*!*

a4 =
(1’2,*’2’*’*

ad =
(2)*)*’*)191)

a6 =
(25*!*’*92’1)

1.4 ReSeni hry v normalnim tvaru

Pti pohledu na tab.1.1 nebo (nebo jiz na obr. 1.1) je zfejmé, Ze se jedna

o antagonistickou hru (hru s nulovym souctem — soucet vyplat obou hraci je vzdy
nulovy). Hru mtizeme tedy jednoduseji definovat matici zadanou v tabulce 1.2
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bl b2 b3 b4 b5 b6
al 1 1 -1 -1 -1 -1
a2 1 1 -1 -1 1 1
a3 -1 -1 -1 -1 -1 -1
a4 -1 -1 -1 -1 1 1
as -1 1 -1 1 -1 1
a6 1 1 1 1 1 1
Tab. 1.2

Reseni maticové hry definované tabulkou 1.2 je nasnadé. Strategie a6 1. hrade ostie
dominuje vSechny jeho ostatni strategie al,...,a5. Voli-li 1. hra¢ tuto strategii (je-li
racionalni, pak ji voli), potom vzdy vyhrava nezéavisle na tom, jakou strategii voli 2. hrac.
Voli-li 1. hra¢ jakoukoliv jinou strategii, pak vzdy dava 2. hra¢i ptilezitost vyhrat. Voli-li
1. hrac strategii a3, pak dokonce 2. hra¢ nemuze prohrat, byt by se o to i snazil.

Doporuceni pro racionalniho 1. hrace je: hraj strategii a6 = (2,*,*,*,2,1) a vyhru mas
zaru¢enu. Doporuceni pro racionalniho 2. hrace (predpokladajiciho racionalitu 1. hrace) je:
muzes-li, nehraj tuto hru; musis-li, vzdej ji hned na zacatku.

1.5 Primé feSeni hry v rozvinutém tvaru

Studovana hra je natolik jednoducha a ptehledna, Ze ji 1ze snadno vyiesit i na bazi
jejiho prvotniho zobrazeni v rozvinutém tvaru (tj. bez nutnosti ptechodu k normalnimu
tvaru). UkaZeme to na obr. 1.2, ktery je vznikl z obr. 1.1 malym doplnénim. Popisky
umisténé nad uzly (zobrazujicimi pozice hry) sestdvaji nyni nikoliv z jedné, ale ze dvou
polozek oddélenych stfednikem: prva polozka — stejné tak jako na obr 1.1 — udava pocet
pfedmét v hromad¢ a druha — nova polozka je tvofena symbolem vybranym z mnoziny
{w.f,-}. Symbolem w (win) jsou oznaceny pozice s vlastnosti: hrac, ktery je v takto
oznacenych pozicich na tahu ma zaruc¢enou vyhru, bude-li si poc¢inat racionalné. Je-li
pozice oznacena symbolem f'(fail), pak to znamena, Ze hrac, ktery je v této pozici na tahu,
je odsouzen k prohfe, bude-li jeho protivnik postupovat racionalné. Terminalni pozice,
v nichz zadny hra¢ neni na tahu, jsou ozna¢eny symbolem ,,-,,.
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Obr. 1.2
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Vysvétlime nyni postup jak pridélit symboly w, f neterminalnim pozicim grafu hry.
Postupujeme ptitom z pohledu obr.1.2 zprava doleva, od listil stromu smérem ke kotenu,
zpét od termindlnich pozic smérem k pocatecni pozici. Je ziejmé, ze pozice ve kterych
hromada obsahuje 1 nebo 2 pfedméty jsou vitézné, tj. typu w (hrag, ktery je v nich na tahu
odebranim 1 nebo 2 pfedméti hromadu vyprazdnuje a tedy vyhrava). Je rovnéz ziejmé, ze
pozice ve kterych hromada obsahuje 3 pfredméty jsou prohravajici, tj. typu f (hrac, ktery
je v nich na tahu musi volit mezi odebranim 1 nebo 2 pfedmétti a ob¢ tyto volby uvadéji
protivnika do vitézné pozice). Pozice se 3 predméty v hromadé mizeme nyni povaZovat
za nové termindlni pozice zjednodusené, ale ekvivalentni hry (viz obr.1.3): hrac, ktery do
nich vstoupi vyhrava, protoze ten kdo by z nich mé&l pokradovat prohraje. Reseni hry

-
-
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352
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Obr.1.3

-

z obr.1.3 je nasnadé: 1.hra¢, ktery je na tahu v pocatecni pozici s 5 pfedméty odebranim 2
piredméti dosahne terminalni pozici se 3 predméty a tedy vyhrava (nejen hru z obr.1.3, ale
1zobr.1.2).

Postup, ktery byl zde na ptikladé vysvétlen, se nazyva zpétnou indukci (backward
induction) a miZe byt pouzit vzdy, je-li hra kone¢na (graf hry méa kone¢nou mnozinu
uzld), je s dokonalou (perfect) informaci (kazdéd informa¢ni mnozina je tvoiena jedinou
pozici) a je s tplnou (complete) informaci (ve hie se nevyskytuji ndhodové tahy).
Takovou hrou jsou napf. i Sachy.

1.6. Specialni zobrazeni a feSeni hry

UvaZovana odebiraci hra (popsand v odstavci 1.1.) mize byt formalné popsana a
exaktn¢ fesSena jeste jednoduseji nez bylo ukazano v odstavei 1.5. Umoznuje to nasledujici
specialni vlastnost této hry: stav hry je jednozna¢né popsan poctem piedméti v hromadg.

V riznych pozicich hry se stejnym poctem predméti ma kazdy hrac a nebo i rizni hraci
vzdy naprosto stejné moznosti. Podstromy definované témito pozicemi jsou z hlediska
grafové struktury identické. Tak napft. v obr. 1.2 vSechny podstromy definované pozicemi
2:2, 1:4, 1:5 (v8echny se 2 ptredméty) maji stejnou strukturu, nebo oba podstromy
definované pozicemi 1:2, 2:5 (oba se 3 pfedméty) maji opét identickou strukturu. Tyto
opakujici se podstromy, uvniti stromu zobrazujiciho celou hru, reprezentuji podhry dané
hry (subgames), které sta¢i vytesit jen jednou.

Vzhledem k vySe uvedené specialni vlastnosti 1ze uvazovanou hru zobrazit jednoduseji
pocty predmétii, hrany grafu predstavuji tahy a jejich popisky pocty odebranych predméti.
Terminalni stav je zobrazen krouzkem s ¢ernou vyplni, prohravajici pozice krouzky s Sedou
vyplni a vyhravajici pozice bez vyplng. Hra zobrazend orientovanym grafem (grafovd hra,
graph game) se hraje takto. 1.hra¢ voli jednu z hran vychazejicich z poc¢atecniho uzlu (je-li
pocatecni pocet predmétl 5 — jak jsme dosud predpokladali - pak je to uzel oznaceny 5) a
tim urcuje nasledujici stav (uzel) ve kterém voli 2.hra¢ jednu z hran z né¢ho vychazejicich,
atd. Hraci se stfidaji tak dlouho az néktery z nich ,,dosdhne* zvolenou hranou na koncovy
stav (uzel). Tento hra¢ je vitézem hry.
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Obr. 1.4

Determinovanost vysledku hry pocate¢nim stavem vyplyva z nasledujicich
skute¢nosti: 1) z kazdé vyhréavajici pozice 1ze dosahnout na prohravajici (nebo terminélni)
pozici, 2) z zadné prohravajici pozice nelze dosdhnout na prohravajici (nebo terminalni)
pozici. Neboli: je-li hrad¢ ve vyhravajici pozici, vzdy miize protivnikovi vnutit prohravajici
pozici a je-li hra¢ v prohravajici pozici, nikdy se ji nezbavi (pokud protivnik neudéla
chybu). Prohravajici pozice se vyznacuji poctem piredméti, ktery je ndsobkem tii.
Universalni rada pro hrace tedy je: vzdy odeber tolik predméti, aby zbyly pocet predmétt
byl nasobkem tii; pokud to nejde hru vzde;j.

Zpusobem popsanym v tomto odstavci Ize zobrazit a feSit mnoho riznych variant
odebiracich a i jinych her. Daleko vice her vSak timto zplisobem zobrazit a fesit nelze, napf.

Sachy (proc¢?).

1.7. Poznamky

e Hru popsanou v odstavci 1.1 (s 5 nebo obecné s n predméty, n=>1) lze zobecnit
v mnoha smérech:

(o]
(o]

hrac¢i mohou odebirat z hromady i vice nez dva predméty

hromad mize byt vice; hra¢, ktery je na tahu, mize odebirat jen z jedné jim
zvolené hromady; vitézem je hrac, ktery odebere posledni pfedmét - po
jeho tahu jsou vSechny hromady prazdné

hraci nemusi mit stejné moznosti (napt. 1.hra¢ mize odebirat 1 nebo 4
pfedméty a 2.hra¢ 2 nebo3 predméty)

hract muze byt vice nez dva

hra mtize byt u€inéna spravedlivou nebo spravedlivéjsi viozenim
nahodnych tahi (ndhodné odebrani predméti z hromady nebo ndhodna
volba hrace zacinajiciho nebo pokracujiciho ve hie)

e Hra je nespravedliva a nezajimava; jeji vysledek je urcen jesté diive nez se zacne
hrat (tuto vlastnost maji i Sachy, které¢ jsou vSak tak slozité, Ze raciondlni strategie
a vysledek nejsme schopni urcit).

(6]

Hra maze byt u€inéna spravedlivou, jestlize prvni tah bude nahodny a

s pravdépodobnostmi po 1/2 urci za pocatecni pocet predméta ¢islo 3k a

s pravdépodobnostmi po 1/4 ¢isla 3k+1 a 3k+2, kde k=>1. Hra vSak zGstava
nezajimavou - vysledek prvniho a ndhodného tahu urci vysledek celé hry.
Hra mtize byt u¢inéna zajimavou (s predem neptfedvidatelnym vysledkem)
jestlize ndhodné tahy tzv. 0-tého hrace se budou pravidelné stfidat s tahy
raciondlnich hracu (1., 2. a ptipadné dalSich hract)

e Porovnani a zhodnoceni metod feSenti:

(o]

(o]

normalizace a feSeni hry v normalnim tvaru — tato metoda je v principu
pouzitelna pro vSechny kone¢né hry;

feSeni hry pfimo v rozvinutém tvaru — tato metoda je pouzitelna jen pro
kone¢né hry s dokonalou a uplnou paméti
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0 transformace (zjednodusSeni) hry v rozvinutém tvaru na jednodusi tvar
grafové hry - tato metoda je pouZitelna na hry u kterych dalsi vyvoj
nezalezi na minulém prubehu, ale jen na okamzitém stavu

e [ze dokazat, ze kazda konecna hra s dokonalou informaci ma vzdy feSeni (Nashiiv
rovnovazny bod) v ryzich strategiich. Hry tohoto typu jsou tedy v principu snadno
resitelné. Praktickou prekazkou vSak muze byt rozsahlost hry (napt. Sachy).

2. Jednoducha hra typu poker

2.1. Popis hry

Jedna se o velmi jednoduchou variantu karetni hry typu poker (Meyerson’s card

game).

Uvazujme mnozinu karet, které mohou byt rozttidény do dvou stejn¢ pocetnych
skupin, napf. na ¢ervené (Red, typu R) a na ¢erné (Black, typu B). Soubor vSech karet je
dokonale zamichan, takze pravdépodobnosti, ze karta sejmuté s vrchu hromadky
promichanych karet je typu R nebo B jsou stejné a rovné 2. Hru hraji dva hré¢i, z nichz
prvy hraje na ¢ervenou (R-hrac) a druhy na ¢ernou (B-hrac). Na zacatku hry vlozi oba hraci
do banku (potu - hrnce) po 1 dolaru. Hru zaciné prvy hra¢ (R-hra¢) zdvihnutim prvé
(vrchni) karty a ma dvé moznosti:

e Alternativa fold: hra¢ zdvizenou kartu obrati (ukédze ji protivnikovi) a tim hra
skon¢i, aniz by se druhy hra¢ dostal k jakékoliv akei. Je-li karta typu R, vyhrava
castku v banku (potu) prvni hra¢ (hrac typu R), je-li karta typu B, vyhrava castku
v banku (potu) druhy hra¢ (hrac typu B).

e Alternativa raise: zdvizenou kartu neukéaze protivnikovi, ale navrhne mu zvysit
castku v banku o dal$i dolar, coz mize ud¢lat beze slov napft. tak, ze pied zraky
protivnika do banku tento dalsi dolar vlozi.

Zvolil-1i 1. hrac alternativu raise je na tahu druhy hrac a ten ma dvé moznosti:

e Alternativa meet: druhy hra¢ pfijme navrh na zvySeni ¢astky a vlozi do banku také
jeden dolar. Tim hra kon¢i. Karta se odkryje a je-1i typu R, vyhradva obsah potu
prvni hra¢ (hrac typu R), je-li karta typu B, vyhrava obsah potu druhy hrac¢ (hrac
typu B).

e Alternativa pass: druhy hra¢ nepfijme navrh na zvyseni ¢astky, coz beze slov mize
dat najevo tak, ze odkryje taZzenou kartu aniz by do potu vlozil dalsi dolar. Tim opét
hra kon¢i a obsah potu ziskava prvni hra¢ a to bez ohledu na typ (barvu) karty.

2.2. Model hry v rozvinutém tvaru

Neformalni popis hry z odstavce 2.1. vyjadiime nyni formalné piesné pomoci grafu
pozic této hry zobrazeného na obr.2.1. Graf definuje hru v rozvinutém tvaru (efg).
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meet R,r,m
$® 2 2
R,r,p
ass
b ® 1 1
1 1
meet B.,r,m
| & . e
raise
pass B,rf
® 1 1
® 11

Obr.2.1 Jednoduchy poker — zobrazeni hry v rozvinutém tvaru

Jedna se o orientovany graf typu strom, kde uzly zobrazuji herni pozice a hrany
vychézejici z uzlu zobrazuji rizné akce, které hrac, jsouci na tahu v daném uzlu, mtze
provést. Nejlevéji zobrazeny uzel, do kterého Zadné hrany nevstupuji, predstavuje
pocatecni pozici, ve které se hra nachazi, pred tim nez zacala, tj. pred uskutecnénim akce
v prvém tahu. Nejpravéji zobrazené uzly zobrazuji koncové (termindlni) pozice, ve
kterych se hra nachéazi po tom kdyz skoncila, tj. po uskute¢néni posledniho tahu.

Zobrazené pozice (uzly) 1 akce (hrany) jsou na obrazku opatfeny inskripcemi —
popiskami. Popisky akeci (nad hranou) jsou jména akci pouzivana a vysvétlend jiz
pii neformalnim popisu hry; pokud jsou akce ndhodné, pak jsou uvedeny i
pravdépodobnosti jednotlivych akci (pod hranou). Pozice maji dvé popisky horni a dolni.
Horni inskripce obsahuje kod posloupnosti akei vedoucich z pocatecni pozice do dané
pozice. Dolni inskripce sestava ze dvou polozek oddélenych dvojteckou: prvni polozka
identifikuje hrace, ktery je v dané pozici na tahu (pismeno C /chance/ zna¢i nahodu;
prirozené Cislo znaci poradové Cislo hrace), druha polozka udava potradové ¢islo
informacni mnoziny hrace, ktery je v dané pozici na tahu. V termindlnich pozicich neni
zadny hrac jiz na tahu, udaje uvadéné v dolni popisce nejsou definovany a tedy dolni
popisky schézi. Misto nich jsou v inskripci vpravo vedle termindlnich pozic uvadény
vyplaty hraci (v nasem piikladé 1. a 2. hrace).

Z obr.2.1 je patrno, Ze hra ma celkem 6 moznych prab¢ehii zapsanych posloupnostmi
akci v horni inskripci termindlnich pozic. Ukazeme jak se pocitaji vyplaty hraci pro
jednotlivé prabéhy a jim odpovidajicim vysledkiim hry. Uvazujme napt. prabéh (R,r,m),
tj. byla taZzena Cervena karta, 1.hra¢ zvysil sazku (ptidal dalsi dolar do potu, do kterého jiz
pii zahdjeni hry oba hraci po dolaru vlozili) a 2. hra¢ na zvyseni ¢astky ptistoupil (piidal
dalsi dolar do potu). Tazena karta byla ¢ervena, obsah potu, tj. 4 dolary, bere 1.hrac.
Protoze oba hraci vlozili do potu po dvou dolarech je vyplata (zisk) 1.hrace je 4-2 =2
dolary a vyplata (ztrata) 2.hrace je 0-2 = -2 dolary. V pripad¢ prubehu (R,r,p) dospivame
obdobnymi usudky k vysledkiim: vyplata 1.hrd¢e = 3-2 = 1 dolar, vyplata 2.hrac¢e = 0-1 =
= -1 dolar. V pripad¢ dalSich prubéhi hry je vypocet vyplat obdobny.

1.hra¢, kdyz si vezme kartu, tak si ji prohlédne (vi jak dopadl ndhodny tah, zda barva
karty je R nebo B). Rozhodne-li se pak pro variantu zvysit ¢astku, pak kartu 2.hraci
neukazuje a 2.hra¢ se rozhoduje o tom, zda také zvysit ¢astku nebo nepfistoupit na
variantu zvyseni, aniz by véd¢l zda barva tazené karty je R nebo B. Tato skute¢nost je na
obr.2.1 reflektovéna tak, Zze dvé rizné pozice do kterych se hra dostane po pribéhu (R,r) a
(R,f) patii do téze informacni mnoziny (2,1). 2.hra¢ se rozhoduje na této informac¢ni
mnozing; vi, Zze v jedné z obou pozic je, ale nevi v které.
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2.3. Normalizace hry — transformace hry na normalni tvar

Hru v rozvinutém tvaru definovanou v ptedchozim odstavci grafem z obr.2.1
prevedeme nyni do normalniho (strategického) tvaru. Musime definovat mnoziny strategii
obou hracl a pro v§echny mozné kombinace strategii 1. a 2.hrace (strategické profily)
urcit o¢ekavané vyplaty obou hrac¢i. Hra v normalnim tvaru mize byt zadana realnou
bimatici, ve které fadky odpovidaji strategiim 1.hrace, sloupce strategiim 2.hrace a dvojice
realnych ¢isel na prisecicich fadkl a sloupcti udévaji ocekavané vyplaty 1. a 2.hrace pfi
ptisluSnych volbéch strategii.

Strategie hrace je funkce, kterd ke kazdé informacni mnoziné hrace ptifazuje jednu
z akci, kterou hrac¢ na této mnoziné mize volit.

Z obr.2.1 je patrné, ze 1.hra¢ ma dv¢ informa¢ni mnoziny 1:1 a 1:2, které miizeme oznacit
také R a B (po taZeni Cervené resp. cerné karty). Obé mnoZiny jsou jednoprvkové (kazda
je tvofena jedinou pozici). V obou informa¢nich mnozinach ma 1.hra¢ dve stejné
moznosti: r (raise: neodkryvat kartu, ptidat dolar do potu, pokracovat ve hie) nebo f (fold:
odkryt kartu, ukoncit hru). Mnozina A strategii 1.hrac¢e obsahuje tedy 4 nasledujici prvky:
e a; =(rg, 1) ... pokraCovat ve hie nezavisle na tom, jaka karta byla tazena
e a,=(rIg, fp) ... pokraCovat ve hie, byla-li tazena Cervenad karta (R karta); jinak
hru ukoncit
e a3 =(fg, 1r) ... pokracovat ve hte, byla-li tazena Cerna karta (B karta); jinak
hru ukon¢it
e a;=(fp, fp) ... ukoncit hru nezavisle na tom, jaka karta byla tazena

2.hra¢ ma jedinou informacni mnozinu 2:1 tvofenou dvéma pozicemi oznacenymi R,r
nebo B,r. Na této informa¢ni mnozin€ ma 2.hra¢ dvé moznosti: m (meet: pfistoupit na
zvySeni Castky) nebo p (pass: nepfistoupit na zvyseni ¢astky). Mnozina B strategii 2.hrace
obsahuje tedy pouze 2 prvky:

e b; =(m) ... pfistoupit na zvySeni
e by, =(p) ... nepfistoupit na zvyseni

Kartézsky souc¢in mnozin AxB je mnozina vSech strategickych profili dané hry.
Zbyva vypocitat vyplatni bimatici hry
(H,G) = (hj.gy)

hij = h(ai, b)), g7 = g(ai, b))
Jsou vyplaty 1. a 2.hrace pro strategicky profil (a;, b;), tj. pro ptipad, kdy 1.hrac hraje svou
i-tou a 2.hrac¢ svou j-tou strategii, i=1,2,3,4; j=1,2.

Vyplaty hj;, g pocitame jako stfedni hodnoty pies ndhodny pokus predstavovany
prvnim tahem, tahem pii némz oba mozné vysledky (R nebo B, tj. vybrani ¢ervené nebo
¢erné karty) mohou nastat se stejnou pravdépodobnosti 1/2. Nasleduje vypocet prvkl
vyplatni bimatice pro jednotlivé strategické profily:

typu 4x2, kde

(a1, b)=((rr, r8),m): A= (1/2)x(2) + (1/2)x(-2) =0  gn=(1/2)x(-2) + (1/2)x(2) =0
(a1, bo)=((rr, B),p):  h12=(1/2)x(1) + (1/2)x(1) =1 gi2= (172)x(-1) + (1/2)x(-1) = -1
(a2, by)=((rr, f),m): A= (1/2)x(2) + (1/2)x(-1) = 1/2  g21= (1/2)x(-2) + (1/2)x(1) = -1/2
(a2, bo)=((rr, f8),p):  hoo=(12)x(1) + (1/2)x(-1) =0 goo=(1/2)x(-1) + (1/2)x(1) =0
(a3, b1)=((fr, r8),m):  h31= (1/2)x(1) + (1/2)x(-2) =-1/2  gz31= (1/2)x(-1) + (1/2)x(2) = 1/2
(as, b2)=((fr, r8),p):  A3=(1/2)x(1) + (1/12)x(1) =1 23= (172)x(-1) + (1/2)x(-1) = -1
(as, b)=((fr, f8),m):  h4y= (172)x(1) + (1/2)x(-1)=0  gu1=(1/2)x(-1) + (1/2)x(1) =0
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(a4, b2)=((fr, fB).p): A= (1/22)x(1) + (122)x(-1) =0 gap=(1/2)x(-1) + (1/2)x(1) = 0

Vypoctené vysledky zapiSeme do tvaru bimatice — viz tab.2.1 — ziskdvame tak
reprezentaci hry v normalnim (strategické) forme.

bimatice 2. hrac
(H,G) = (hyj,gi) bj=m b=p
ar= (I'R, I'B) 0 0 1 -1
1. hrac a,= (1R, 1) 05 -0.5 0 O
az= (fR, I‘B) -0.5 0.5 1 -1
aq= (fR, fB) 0 0 0 0

Tab. 2.1 Jednoduchy poker — definice hry v normalnim tvaru

2.4. ReSeni hry v normalnim tvaru

Z tab.2.1 je patrno, Ze se jednd o bimaticovou hru s nulovym sou¢tem — mizeme ji
tedy reprezentovat jako jednodusi hru maticovou — viz tab.2.21.

matice 2. hrac
(H) = (hij) bi=m bo=p
a;= (g, 1B) 0 1
1. hra¢ ar— (I'R, fB) 0.5 0
as= (fR, I'B) -0.5 1
as= (fR, fB) 0 0

Tab. 2.2 Jednoduchy poker — definice hry v maticovém tvaru

Vsimnéme si, Ze strategie a; dominuje strategie az, a4 ; tyto strategie nebudou
racionalnim hracem nikdy pouzivany a mizeme je proto z dalSich uvah vyloucit.
Dostdvame tak definici hry v redukovaném maticovém tvaru - tab.2.3.

matice 2. hrac
(H) = (hi) bij=m bo=p
ar= (I'R, I'B) 0 1
1. hrac a,= (rg, fp) 0.5 0

Tab. 2.3 Jednoduchy poker — definice hry v redukovaném tvaru

Hra nema sedlovy bod a tedy ani feSeni v ryzich strategiich; musime tedy hledat feSeni
ve smiSenych strategiich. Vzhledem k tomu, Ze redukovana hra je typu 2x2 sta¢i pouzit
elementarni metodu feseni ulohy prostfedky analytické geometrie (viz kap.2 ucebnich
texttl). Reeni je zobrazeno na obrazcich 2.2 a 2.3. Na obr.2.2 hledame optimalni
(rovnovaznou) smiSenou strategii 1.hrace. V kartézské rovin€ jsou nakresleny Ctyti
piimky zobrazujici ryzi strategie obou hracu:

1.hrac: a: x=0; a: x=1

2.hrac: b y=.5x; by y=1-x
Potadnice (y-ové soutfadnice) priseciki pfimek a; a b; udavaji hodnotu vyplatni funkce 4;
uvedené v tab.2.3. Obr 2.2. je tak jen jinym (analytickym) zobrazenim dat z tab. 2.3.
SmiSené strategie 1.hrace jsou dvojice pravdépodobnosti (p1, p2), p1,p2 20, pitpr=1, kde
p1 resp. pa je pravdépodobnost se kterou 1.hra¢ hraje strategii a; resp. a,. Tyto strategie 1ze
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na obr.2.2 zobrazit pfimkami o rovnicich x=p», 0< p»<1, tj. svazkem rovnobéznych piimek
rovnobéznych s piimkami a,, a; alezicich v pasu mezi nimi. Specidln¢ smiSena strategie
(1,0) je totozna s ryzi strategii a; a smiSena strategie (0,1) je totozna s ryzi strategii a,.
Pro optimalni strategii 1.hrace plati: p, je x-ova soufadnice praseciku P piimek b; a b, (a
tedy p1=1- p») a y-ova soufadnice je cena hry v. Pohne-li se totiz 1.hra¢ od své optimalni
smiSen¢ strategie doleva (p,-A) nebo doprava (p,+A4), umoznuje tim 2.hraci snizit vyplatu
1.hré&ce.

V nasem konkrétnim ptiklad€ feSenim soustavy rovnic y=.5x, y=1-x nalezneme
soufadnice prisediku téchto piimek x=p,=2/3, y=v=1/3.Re$enim hry zadané tab.2.3
z pohledu 1.hrace tedy je

(p1, p2)V) = (113, 2/3), 173).

Ay
\_. 1 1__
15 5 / b1:y=.5x
P
)2 L D X
0 NG
a;: x=0 ay: x=1 bt y=1-x

Obr.2.2 — Vypocet smiSen¢ strategie 1.hrace

Reseni z pohledu 2.hrace (hry zadané tabulkou?2.3) ziskame obdobnym. Pro optimalni
strategii 2.hrace plati: ¢, je x-ova soutadnice praseciku Q ptimek a; a a, (a tedy g;1=1- ¢2)
a y-ova soufadnice je cena hry v. Z obr. 2.3 je patrno, Ze pohne-li se totiz 2.hra¢ od své
optimalni smisSené strategie doleva (g,-A) nebo doprava (g,+4), umoziuje tim 1.hraci
zvysit jeho vyplatu. Bod Q ma soufadnice (1/3,1/3) - jak zjistime feSenim rovnic y=x,
¥=0.5-0.5x. Odtud ¢,=1/3, ¢;=2/3 a v=1/3. ReSenim hry zadané tab.2.3 z pohledu 2.hrace
tedy je

(g1, 42, v) = ((2/3, 1/3), 1/3).
Cena hry v musi vyjit pii obou vypoctech stejné, pro 1. hra¢e znamena vyhru, pro 2.hrace
prohru. Redukovand maticova hra ma tedy feSeni:
((p1, p2)s (g1, 42), v) = ((1/3, 2/3), (2/3, 1/3), 1/3).
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ar: y=x
4 1 1 /

g | ‘Al

0 1 ap: y=.5-5x
bli x=0 bzi x=1

Obr.2.3 — Vypocet smiSené strategie 2.hrace

X

»
»

Reseni hry zadané tabulkou 2.2 (neredukovana hra véetn& dominovanych strategii) lze
standardné zapsat takto:
((p1, P2, p3, pa), (q1, g2), v) = ((1/3,2/3. 0, 0), (2/3, 1/3), 1/3)
Konec¢né feseni vychozi hry zadané tabulkou 2.1 (tj. bimaticové hry vzniklé
normalizaci hry plivodné zadané v rozvinutém tvaru) ma standardni zépis:

(21, P2, P3, pa), V1), ((q1, 92), v2)) = (173, 2/3, 0, 0), 1/3), ((2/3, 1/3), -1/3))

Hraci, ktefi jsou racionalni (a pfedpokladaji také racionalitu svého protivnika) hraji
tedy takto:

e 1.hra¢ nikdy nevoli strategie a;= (fz, rs), a4= (fr, {s) a strategie a;= (r, ),

a,= (Ir, fg) voli ndhodné v poméru 1:2, tj. s pravdépodobnostmi 1/3 a 2/3.
Ptelozeno do termint hry v rozvinutém tvaru to znamena:
O je-li odebrana karta Cervend, pak nikdy neukoncuje hru (fold), ale vzdy
zvysuje sazku (raise)
O je-li odebrana karta ¢ernd, pak s pravdépodobnosti 1/3 zvysuje ¢astku
(raise) a s pravdépodobnosti 2/3 ukoncuje hru (fold)

e 2. hrac voli své strategie b; = m, b= p ndhodné v poméru 2:1, ;.

s pravdépodobnostmi 2/3 a 1/3. To znamenad, ze s pravdépodobnosti 2/3 ptistupuje
na zvyseni ¢astky (meet) a s pravdépodobosti 1/3 na ni nepfistupuje a hru konci
(pass).

Vypoctené feseni je rovnovaznym (Nashovym) bodem: zadny z hrac¢i nemiize zvysit
svou vyplatu tak, ze se od tohoto feSeni odchyli a druhy na tomto feSeni setrvava. Hra je
nespravedliva: stfedni (o¢ekavand) hodnota vyplaty 1.hrace je 1/3 (vyhra) a 2.hrace -1/3
(prohra).

2.5. Primé reSeni hry v rozvinutém tvaru

Graf pozic hry na zobrazeny na obr.2.1 Ize zjednodusit (redukovat). Piedpokladejme,
ze byla taZena Cervena karta a hra se nachéazi v pozici oznacené R. V této pozici je na tahu
1.hra¢ a ma dvé moznosti: r nebo f. Voli-li r, pak hra miize skoncit v terminalnich
pozicich (R,r,m) nebo (R,r,p) s vyplatami 2 nebo 1 pro 1.hrace. Voli-li f, pak hra skonci
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v terminalni pozici (R,f) s vyplatou 1 pro 1.hrace. Je zfejmé, ze volba f (vyplata 1) je
dominovana volbou r (vyplata alespoil 1, mozna i 2). Racionalni hra¢ alternativu f tedy
nikdy volit nebude. Redukovany graf pozic (po eliminaci alternativy fv pozici R) je
zobrazen na obr.2.4.

meet

Red R raise

-

LG ¥ 2:1 pass

Obr.2.4 — Redukovana hra v rozvinutém tvaru

Redukovana hra (obr.2.4) mé z pohledu racionalnich hract stejné feSeni jako ptivodni
neredukovana hra (obr.2.1), jeji feSeni je vSak snazsi, nebot’ od pocatku se pracuje jen se
dvéma strategiemi 1.hrace.

Kompletni feSeni hry v rozvinutém tvaru (at’ jiz podle obr.2.1 nebo obr.2.4) metodou
zpétné indukce (viz odst.1.5 této prilohy) je vzhledem k pocate¢nimu ndhodnému tahu a
dvouprvkové informaéni mnozing 2.hra¢e nemozné.




