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3. Koneé¢né hry vice hraca

V této kapitole se budeme zabyvat konecnymi hrami nékolika racionalnich hracu. Jedna se o hry
v normalnim tvaru

<L{A; iel),{H;: iel}>
e s kone¢nou mnozinou hraca I = {1,2,...n}, n>2,
e s konec¢nymi prostory strategii A, A,,...,A; jednotlivych hracu,
e svyplatnimi funkcemi H,(a),H,(a),....H, (a), kde a=(a,, a,,...,a,) €A xA,x..xA, =A.

U her s vice hrac¢i nema valného smyslu rozliSovat hry s konstantnim a nekonstantnim souc¢tem. Jedna-1
i se o hru s konecnym souctem, tj. je-1i
(Fkonst)(VacA)[H,(a)+H,(a)+...+H, (a)=konst],
pak sice plati, Ze ztrata (chyba) jednoho hrd¢e znamena zvySeni souctu ziskt ostatnich hracd, ale to nemusi
nutné znamenat zvysSeni zisku kazdého jiného hrace. Mize dokonce nastat situace, kdy “nevinny” hrac je za
chybu jiného hrace postizen mnohem citelnéji nez vinik.

Podobné jako u her 2 hract, budeme i u her vice hracu rozliSovat dvé varianty:
e Nekooperativni hry u nichz se nepiipousti zavazné dohody o volbé strategii.
e  Kooperativni hry u nichz zdvazné dohody o volbé¢ strategii (a nasledné i o prerozdéleni vyher) jsou
pfipustné.

3.1. Nekooperativni hry

Predmétem této kapitoly je zobecnéni pojmu a vysledki uvedenych v kap. 2.1. a to ze specidlniho
pfipadu n=2 na obecny piipad n>2. Toto zobecnéni je pfimocaré. Je v§ak nutné se vratit k obecné
notaci (zopakované v ivodu této 3. kapitoly) a je také ucelné zavést nékteré nové pojmy a notace
umoznujici struénéjsi a prehlednéjsi vyjadrovani:

a, b,, ... - strategie i-tého hrdce,
A; ... mnozina strategii i-té¢ho hrace, a; € A,
a=(a;a,,.., a,) ... strategicky profil hry (volba strategii vSech hracn),
A =A;xA,x... XA, .. mnozina vSech strategickych profil hry, a € A,
a;=(a;ay..., 4;_;,0;; ..., Qy) ... strategicky profil hry s vyjimkou i-tého hrdce (volba strategii
vSech hraci s vyjimkou i-tého hrace),
A =AxAyx. A xA;1%... XA, ... mnoZina vSech strategickych profild hry s vyjimkou i-tého
hrace, a; xA ;.
Ponékud nepiesné, ale bez nebezpeéi nedorozuméni, budeme také pouzivat zapisy:
a=(a,a;)edA;xA;=A
H(a) = H((a; a_;)) = H(a; a_;)

Definice 3.1.1:
Strategie a; € A; i-tého hracCe (slabé) dominuje strategii b; € A; téhoz hrace, jestlize
V(a;c€A ) [Hla; a;) = Hy(b, a)l.
Strategie a; € A; i-tého hrice silné dominuje strategii b; € A; téhoz hrace, jestlize
V(a_€A) [Hfa; a) > H(b, a )]
Strategie a; € A; i-tého hrdce je (slabé) dominantni strategii tohoto hrice, jestliZe slabé
dominuje vSechny strategie i-tého hrace, tj. jestlize plati:
V(b;eA) V(acA ) [Ha; ,a;) > H(b, ,a)].
Strategie a; € A; i-tého hrdce je silné dominanini strategii tohoto hrace, jestlize silné
dominuje vSechny strategie i-t¢ho hrace, tj. jestlize plati:
V(ble(Al—{bl})) V(a_ieA_i) [Hl(a1 ,a_i) > Hl(bl ,a_i)].
Strategicky profil @ = (aj,a,,..., a,) € A je (slabé) dominantnim rovnovdZnym bodem hry, jestlize
pro vSechny hrace iel = {1,2,...,n} plati, Ze a; je slabé dominantni strategii i-t€ho hrace.
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Strategicky profil @ = (aj,a,,..., a,) € A je silné dominantnim rovrnovdinym bodem hry, jestlize
pro vSechny hrace iel = {1,2,...,n} plati, Ze a, je silné dominantni strategii i-t¢ho hrace.

Uvazujme hru G = <[{A;: iel},{H;: iel}>. Zipisem DW(G) pak oznaCujeme mnoZinu vSech
dominantnich rovnovdznych bodi hry G (dominated weakly) a obdobné zédpisem DS(G) mnoZinu viech silné
dominantnich rovnovdznych bodi hry G (dominated strongly).

Poznamky 3.1.1:

1. Aby relace (slabé) dominance nebyla reflexivni (tj. aby Zadna strategie nedominovala sebe sama)
pozadujeme Casto vedle platnosti formule V(a_;€A ) [H(a;,a_;) = H(b; ,a_)] jesté navic také platnost
formule:

I(a ;€A ) [Hia;,a;) >H,(b;,a_)].
2. Z definice 3.1.1 okamzité vyplyva, Ze:
e silné dominovani je specialnim pfipadem (slabého) dominovani,
e silné dominantni strategie je také (slab&) dominantni strategii,
e siln¢ dominantni rovnovazny bod hry je také (slab¢) dominantnim rovnovaznym bodem,
e DS(G) c DW(G).
e silné dominantni strategie je nejvyse jedna, silné dominantni rovnovazny bod hry je nejvyse jeden,
mnozina DS(G) je nejvyse jednoprkova

3. Jestlize hra¢ ma svou dominantni strategii, coz je vzacny pripad, pak hrac tuto strategie voli, aniz by byl
nucen analyzovat hru i z pohledu ostatnich hract. Jestlize vSichni hraci maji svou dominantni strategii a hra
ma tedy dominantni rovnovazny bod - coz je v praxi velice vzacny pripad - pak hracdi tyto strategie voli a
dominantni rovnovazny bod pfedstavuje optimalni feseni hry. V tomto pfipadé¢ fikame, Ze hra je reSitelnd
analyzou dominovdni.

4. Raciondlni hra¢ nikdy nepouziva dominovanou strategii a mize ji proto vyloucit (eliminovat) z mnoziny
svych strategii. Jestlize vSichni hraci jsou racionalni a vSichni védi, ze vSichni jsou racionalni, pak kazdy
hra¢ pfedpokladd, ze totéz ucini i vSichni spoluhraci. Pritom pfi vylouceni dominanych strategii jednoho
hrace vznikaji nové moznosti pro eliminaci dalSich stratgegii ostatnich hract. Vznika tak proces eliminace
strategii, pfi kterém se mnoziny strategii jednotlivych hraca v libovolném poradi zmensuji. Existuje-li silné
dominantni rovnovazny bod, pak vysledkem tohoto iteracniho procesu eliminace strategii je pravée tento
bod. Nemé-1i hra dominantni rovnovazny bod, pak vysledkem itera¢niho elimina¢niho procesu je
zmenSeni hry, tj. zmenseni pocetnosti mnozin A; a tedy i A4, a tim i ulehceni dalsiho feSeni.

Definice 3.1.2:
Uvazujme hru G = <I,{A;: iel},{H;: iel}>. Vektor strategii (strategicky profil)
a’ = (al*, az*, ,an*) €A xAy)x.. XA, = A
nazyvame Nashovym (slabé) rovnovdznym bodem hry, jestlize plati
(Viel) (Va;ed) [H(a, a;) <H(a;",a;")].
Mnozinu vsech Nashovych (slab€) rovnovaznych boda hry G oznacujeme NW(G ) a nebo jen N(G ).
Vektor strategii (strategicky profil)
a’=(a;" ay, ....,a,") € AyxAyx... xA, = A
nazyvame Nashovym silné rovnovaZnym bodem hry, jestlize plati
(Viel) (Vae(Arla;) [ Hl ay a) < H{a )]
Mnozinu vSech Nashovych silné rovnovaznych boda hry G oznacujeme NS(G ).
Nashtiv rovnovéazny bod b* = (b, * b," ... ,b,") je dominantnim Nashovym rovnovdinym
bodem, jestlize plati
(Viel) (Va"eNW(G)) [ H(a*)< H(b"].

Poznamky 3.1.2:
1. Z definice 3.1.1 ihned vyplyva NS(G ) < NW(G ). Dominantni rovnovazné body jsou specialnimi pripady
Nashovych rovnovaznych bodi a tedy plati také DS(G ) = NS(G ), DW(G ) < NW(G ). Spojime-li tyto
vztahy se vztahem DS(G ) € DW(G ) - viz poznamky 3.1.1 - dostavame shrnuti:
DS(G) < DW(G) c NW(G),
DS(G) < NS(G) < NW(G).
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Tyto relace jsou zobrazeny mnozinovym diagramem na obr. 2.2.1.
2. Podobné jako u her 2 hraca, také feseni her vice hraca spociva ve hledani Nashovych rovnovaznych bodu.
Mohou nastat nasledujici pripady:
o Existuje jediny Nashiiv rovnovdZny bod. Potom jeho souradnice predstavuji raciondlni volby
strategii jednotlivych hract. Nashiiv rovnovazny bod reprezentuje optimalni feseni hry.
o Existuje nékolik Nashovych rovnovaZnych bodii. V tomto piipadé tieba rozlisSovat dva
podpripady:
0 V mnoziné Nashovych bodu existuje dominantni bod. V tomto pfipadé
dominantni Nashtiv bod pfedstavuje optimélni feseni hry.
0 V mnoziné Nashovych bodu neexistuje dominantni bod. V tomto pfipadé je tieba hledat
feSeni hry mezi smiSenymi strategiemi, tj. pfejit k obecnéjSimu smisenému
rozsifeni hry.
e  Neexistuji Zddné Nashovy rovrovazné body. V tomto piipade je opét nezbytny pfechod k smiSeny
m strategiim a smiSenému rozsifeni hry.
Jsou-li prostory strategii konecné, 1ze vzdy zjistit, ktery z vySe uvedenych pfipadl nastane.
3. Nalézt feseni hry v poslednich dvou pfipadech (neexistence dominantniho Nashova bodu) muze byt velmi
obtizné. V nékterych pripadech muze pomoci vyuziti specidlnich vlastnosti vyplatnich funkci dané hry.
Vzdy je cenné zmenseni velikosti hry vylou¢enim dominovanych (a tedy nehranych) strategii.

3.2. Kooperativni hry

V této kapitole uvazujeme hry vice raciondlnich hra¢i s neomezenymi moznostmi kooperace. Ucastnici
konfliktni situace mohou vytvéret libovolné koalice, v ramci koalic uzavirat dohody o volbach strategii a o pfer
ozdéleni celkového souctu vyher mezi ¢leny koalice .

Definice 3.2.1:

Uvazujme hru s mnozinou hract I={1,2,...,n}, n>2. Koalice K={i,i,,...,i;}, 1<s<n, je jakdkoliv
neprazdnd podmnozina mnoziny hra¢ vyznacujici se tim, zZe jeji ¢lenové spolupracuji pfi volbé strategit,
@#Kcl. Mnozinu vSech koalic dané hry s mnozinou hracu I oznac¢ime K(I).

Koalicni struktura dané hry je rozklad K na mnoziné hracu I, tj. systém mnozin

K= {KK,,.. K.}

spliujici podminky:
i VieD[K;=zD], ie{l2,.r}
() KuK,u..UK-=1I,
(i) (Vi,jeD iz = K; N K= 1.
Poznamky 3.2.1:

1. Mezi koalice zahrnujeme i dva mezni (trividlni) pfipady:

e  Elementdrni (jednoclennou) koalici tvorenou jedinym hracem, K={i}, s=1.
e Velkou (uplnou) koalici tvofenou vSemi hraci hry, K=1, s=n.

2. Celkovy pocet vS§ech moznych koalic ve hie s n hraci je 2" -1 .

3. Vedle disjunktnich koali¢nich struktur splnujicich podminky (i)-(iii), kdy kazdy hrac je clenem
pravé jedné koalice, se nékdy uvazuji i nedisjunktni koali¢ni struktury, kdy existuje aspon jeden
hrac, ktery je clenem aspon dvou koalic. V dalsim budeme uvazovat pouze disjunktni koali¢ni
struktury a pfivlastek “disjunktni” nebudeme uvadet.

Definice 3.2.2:
Koaliéni hra je dvojice <I, v>, kde I={1,2,...,n} je mnozina hracu a v je funkce (tzv. charakteristickd
Junkce koali¢ni hry) pritazujici kazdé koalici K e K(I) realné ¢islo v(K) s nasledujici vlastnosti superaditivity:
VK, LcI)[KNL=0 = w(K)+v(L) < v(KUL) ] (*)
Koalic¢ni hra s nepodstatnymi koali¢nimi konflikty je hra jejiz charakteristicka funkce je aditivni, tj.
hra pro kterou plati



Markl: Konecné hry vice hracu /TEH_3_2006.doc/ Strana 4

WVKLcD[KNL=Z = v(K)+v(L) =v(KUL)]. (%)
Koaliéni hra s podstatnymi koaliénimi konflikty je hra jejiz charakteristicka funkce je superaditivni,
ale nikoliv aditivni, tj. hra pro kterou plati (*) a (#*x*):
@KLcD[ KNL=Z = vK)+v(L)<wKUL)]. (k)

Poznamky 3.2.2:

1. Hodnota funkce v(K) je interpretovana jako zarucena vyplata se kterou koalice K mize pocitat pri
racionalni volbé své strategie. Vyplata koalice je soucet vyplat vSech ¢lent koalice a strategie koalice
je dana vektorem strategii jednotlivych ¢lent koalice.

2. Smysl formule (*) vyjadfujici vlastnost superaditivity mnozinové funkce v(K) je tento: zarucend vyhra
koalice vzniklé spojenim dvou (disjunktnich) koalic je pfinejmensim rovna souctu zarucenych vyher obou
nespojenych koalic. Specidlnim piipadem superaditivity je aditivita vyjadiena formuli (**). V pfipad¢, ze
charakteristicka funkce hry je aditivni, nevede tvorba koalic ke vzniku vyssich vyher oproti pripadu, kdy
kazdy hrac vystupuje ve hie samostatné (hra s nepodstatnymi koali¢nimi konflikty). Naproti tomu u her
s podstatnymi koalicnimi konflikty 1ze vytvarenim netrividlnich koalic (vytvorenim aspon jedné aspon
dvouclenné koalice) dosahnout zvyseni vyher hrac¢u sdruzenych v koalici.

3.V koali¢nich hrach <I, v> je charakteristicka funkce danym vychozim udajem. Déle - viz definice 3..2.3 -
je ukazano, jak lze charakteristickou funkci stanovit (odhadnout) na zakladé vyplatnich funkci H; hry
v normdlnim tvaru <I{A;: iel},{H: icl}>.

Definice 3.2.3:
Uvazujme kone¢nou hru vice hrd¢ti v normalnim tvaru <I,{A;: iel},{H;: iel}> a ozna¢me:
AK) ... mnozina vSech strategii koalice K, tj. mnozina vSech vektoril a tvofenych strategiemi

hrac, ktefi jsou ¢leny koalice K,
A(I-K) ... mnoZina vSech strategii antikoalice I - K, tj. mnozina vSech vektorli a_g tvofenych
strategiemi hraci, ktefi nejsou ¢leny koalice K.
Plati: (aga ) = a, ageA(K), a xcA(I-K), acA, A = (A(K),A(I-K)).
Maximinovd charakteristickd funkce je charakteristickd funkce hry zadand vzorcem
Vim(K) = maxy ) miny g ) 2 o Hi@y, ags.,ap)
Neurcitostni charakteristickd funkce je charakteristicka funkce hry pocitana podle vzorce
Voo(K) = max g avery ;g Yicx Hiay, ay,....ap) =
= max, g, (1/N(ZA(I_K) Yicx Hi(ay, ay,....a;)), kde
aver, k) je stfedni hodnota (pfi rovnomérném rozloZeni) pfes vSechny mozné kombinace strategii
hrac¢a z nekoalice I-K
N e je pocet vSech strategii antikoalice I - K, tj. pocet vektorti tvofenych vSemi moznymi
kombinacemi strategii hraca, ktefi nejsou ¢leny koalice,
)3 A(I-K) - J& soucet pro vSechny mozné kombinace strategii a_g hraci, ktefi nejsou ¢leny koalice.

Poznamky 3.2.3:

1. Maximinova charakteristicka funkce predpoklada, Ze vSichni hraci, ktefi nejsou ¢leny koalice K utvofi
antikoalici /-K a tato antikoalice se snazi koalici K co nejvice poskodit. Tento predpoklad je na misté, je-li
vychozi nekoali¢ni hra <I,{A;: iel},{H;: iel}> hrou s nulovym souctem, takZe koali¢ni hra s koalicemi
K, I-K je antagonistickou hrou. Jestlize vychozi nekoali¢ni hra neni hrou s nulovym souctem, pak je
uvedeny predpoklad zbytecné pesimisticky, protoze spole¢nym cilem nekoali¢nich hraci neni co nejvice
poskodit koalici, ale dosahnout co nejvétsi individualni vyhry.

2. Neur¢itostni charakteristicka funkce vychdzi naopak z toho, ze nelze nic urcitého fici o chovani hraca, ktefi
nejsou v koalici K a proto predpoklada, ze hraci z I-K voli své strategie ndhodné s rovhomérnym
pravdépodobnostnim rozlozenim.

3. Jestlize koalice je specialné tvofena vSemi hraci, tj. je-li K=I (velka koalice), pak oba vzorce z definice 3.2.3

dévaji stejnou hodnotu charakteristické funkce:
v(I) =max, X, [ Hi(a;, a,,...a;) .
4. Cilem normativni teorie kooperativnich her s vice hraci je poskytnout odpovédi na nasledujici otazky:
(1) Kdy ma smysl vytvaret koalice?
(2) Do jakeé koalice vstoupit?
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(3) Jaka je optimdlni koali¢ni struktura?

(4) Jaké strategie uvnitt jednotlivych koalice volit?

(5) Jakrozdélit koali¢ni vyhry jednotlivych koalic mezi jejich ¢leny?
Na prvou otdzku jiz odpovéd zndme: Tvorba koalic je uzite&nd, je-li charakteristicka funkce superaditivni,
ale nikoliv aditivni.

Definice 3.2.4 (podminky stability velké koalice):

Uvazujme hru, kdy vsichni hraci spolupracuji, tj. pripad utvoreni velké koalice. V tomto pripadé 1ze do
sahnout vyhry (viz 3. bod poznamky 3.2.3)

v(I) =maxy X, Hla,, ay,....a,)
a této maximalni mozné vyhry bude dosazeno pii volbé strategii a® = (a%,, a%,,...,a%,) pro kterou plati
ZZEI Hl(aol, aoz,...,aon) = maXA ZZEI Hl(al, az,...,ak).
Rozdéleni vyher je vektor
h= (hl’ hz,...,hn),

kde h; je ¢astka, ktera bude po pierozdéleni koali¢ni vyhry vyplacena i-tému hraci.

Jddro hry J je mnozina vsech vektorti b = (hy, h,,...,h,)), spliujicich podminky:

@) 2icrhi=v(I) podminka racionality,
(ii)  h;=v({i}) pro vSechnaiel, podminky individudlni stability,
(i) 2, g h; > Vv(K) pro vsechna KclI, podminky kolektivni stability.

Je-li jadro hry neprazdné, pak strategie dané vektorem a® = (a0}, 0,....,a%,) nazveme
optimdlnimi strategiemi, sttedni hodnotu k0 = (h0,, h9,,...,h%,) rovnomémého rozlozeni vektoru k na jadie J
nazveme optimdlnim rozdélenim vyher a dvojici (a°, h°) optimdlnim FeSenim hry.

Poznamky 3.2.4:

1. Podminka kolektivni racionality stanovi, ze celd koali¢ni vyhra bude rozdélena mezi hrace.

2. Podminka individualni stability pozaduje, aby podil kazdého hrace na koali¢ni vyhie byl aspon tak velky
jako je jeho zarucend vyhra pfi samostatném (koali¢ni smlouvou se nefidicim) rozhodovani. Kdyby pro
nékterého hrace platilo &; < v({i}), tj. pfi déleni by na ného zbylo méné, nez si miZe zajistit sam bez ohledu
na jedndni ostatnich hract, pak by tento hra¢ jednal iraciondlné, kdyby v koalici setrval. Velka koalice
racionalnich hracu je tedy v tomto pfipadé nestabilni.

3. Podminka kolektivni stability zarucuje, Ze nejenom pro jednotlivého hrace, ale i pro jakoukoliv skupinu

hract neni vyhodné vystoupeni z koalice. To by bylo vyhodné jediné tehdy, jestlize existuje skupina hraca
KclI takova, Ze 2 g h; < v(K). Jsou-li hraci této skupiny raciondlni, pak vystoupi z velké koalice a utvori
vlastni koalici, ktera jim zaruci vétsi celkovou vyhru a tim i vétsi individualni podily.

4. Podminka (ii) je specialnim pfipadem podminky (iii) protoze jediného hra¢e mizeme formalné povazovat
za jednoclennou koalici.

5. Podminka (i) je tvofena jedinou rovnici, podminka (ii) # linearnimi nerovnostmi, n=|I|, a podminka (iii)

2" - 2 linearnimi nerovnostmi. Jadro hry je tedy tvofeno konvexnim polyedrem v n-rozmérném prostoru a
nebo je prazdné (podminky (i)-(iii) nelze soucasné splnit).

6. Je-li jadro hry neprazdné, J#=J, pak je velka koalice stabilni koali¢ni strukturou a odpovédi na vsechny
otazky (1)-(5) jsou obsazeny v definici 3.2.4.

7. Je-li jadro hry prazdné, J=J, pak velka koalice neni stabilni koali¢ni strukturou a je tfeba hledat jiné
koali¢ni struktury. Stabilni koali¢ni struktura je takova struktura jejiz vSechny koalice jsou stabilni -
viz nasledujici definice 3.2.5.

Definice 3.2.5:
Koalice K={i}, i,,...,i,} je stabilni, jestlize soustava podminek
@ 2k hi=v(K) podminka kolektivni racionality,
(b) ;o h;=Vv(L) pro viechna LcK, podminky stability,

je splnitelnd. Zde &; jsou soufadnice vektoru (h;,h;,...., ;) rozdéleni koali¢ni vyhry mezi Cleny koalice.
Mnozinu vektori (A;,h;5,...., ;) spliujicich podinky (a), (b) nazyvame jddrem koalice K (jadrem vnitr
okoali¢ni hry koalice K). Jadro velké koalice K = I nazyvame také jadrem hry.
Koalicni struktura K={K,K,, ... K.} je stabilni, jestlize kazd4 koalice této struktury je
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stabilni.

Poznamky 3.2.5:

1. Podminka (a) pozaduje rozdéleni celé koali¢ni vyhry mezi ¢leny koalice. Podminka (b) pozaduje,
aby v zadné podkoalici L (v¢éetné jednoprvkovych podkoalic) koalice K nebylo mozné ¢leniim podkoalice
zarucit vétsi soucet vyher nez v koalici K. Pro zddnou podmnozinu ¢lent koalice K neni pak vyhodné koalic
i opustit. Koalice K je tedy stabilni.
2. Podminky (a),(b) jsou zobecnénim podminek (i),(iii), resp. (i),(ii),(iii), z definice 3.2.4. Jestlize specialné
K=I={1,2,...k} (4.je-li K velka koalice), pak splnitelnost podminek (a),(b) vyjadfuje skutecnost, ze velka
koalice pfedstavuje stabilni (optimalni) koali¢ni strukturu.
V soustavé podminek je jedna rovnice a 25 - 2 nerovnosti.
4. Jednoclenné koalice jsou vzdy stabilni: soustava podminek se redukuje na jedinou rovnici (a), ktera je vzdy
splnitelna. Nebo jinak: z jednoclenné koalice nelze vystoupit.
5. Stabilni koali¢ni strukturu nalezneme timto postupem:
e  Ur¢ime jadro J hry - viz definice 3.2.4.
Je-li J=J, pak velka koalice I={1,2,...,k} predstavuje stabilni koali¢ni strukturu.
Je-li J=, pak prejdeme k nasledujicimu bodu.
e Hledame nejveétsi (tj. s nejvetsim poctem cleni) stabilni koalici, tj. testujeme splnitelnost podminek
(a), (b) nejdfive pro vSechny (k-1)-Clenné koalice, dale pro vSechny (k-2)-Clenné koalice, atd.,
dokud nenalezneme stabilni koalici, ktera podminky (a), (b) spliuje. Je-li takovych koalic vice,
pak vezmeme tu koalici K, ktera ma nejvyssi hodnotu charakteristické funkce.
e  Hraci, ktefi se nedostali do koalice K zjistuji zda koalice I-K je stabilni. Je-li, pak K={K,I-K}
stabilni koali¢ni strukturou. Neni-1i I-K stabilni koalici, pak hraci z I-K hledaji nejvétsi moznou
e stabilni podkoalici LcI-K. Po jejim nalezeni zbyli nezafazeni hraci z I-K-L postupuji stejné jako v
predchozim kroku hraci z I-K. Atd.,atd.,... dokud vSichni hraci nejsou zarazeni.
Nasleduje formalni popis algoritmu.

w

Algoritmus 3.2.1 (nalezeni stabilni koali¢ni struktury):
Stavové veli¢iny algoritmu:
e N....mnozina hra¢t dosud nezarazenych do zadné koalice
[N] ... pocetnost mnoziny N
¢ I pocet ustavenych stabilnich koalic
o j..... pocetnost koalic pravé testovanych na stabilitu

Vlastni algoritmus:

(1) Polozime N :=I={1,2,...,n}, r:=1 a prejdeme k bodu (2).

(2) Polozime j := |N] a piejdeme k bodu (3).

(3) Hledame stabilni j-Clenné koalic vybrané z hract mnoziny N, tj. testujeme vSechny tyto koalice
na podminky (a), (b).

(4) Je-li mnozina stabilnich koalic nalezenych v bod¢ (3) prazdna, pak polozime j := j-1 a vratime se
k bodu (3).
Je-1i mnozina stabilnich koalic nalezenych v bodé (3) neprazdna, pak z této mnoziny vybereme
koalici s nejvyssi hodnotou charakteristické funkce a oznacime ji K,. Ddle polozime N := N-K,.
a prejdeme k bodu (5).

(5) Je-li N # O, pak polozime r := r+1 a vratime se k bodu (2).
Je-li N = &, pak algoritmus ukonc¢il svou praci a hledana stabilni koali¢ni struktura je

K={K,K,, ... K,}.

Poznamky 3.2.6:

1. Testovani viceclennych koalic zda spliuji podminky (a), (b) mize byt obtizné a numericky narocné.

Véta 3.2.1 (Existence stabilni koali¢ni struktury):

Existuje-1i charakteristicka funkce hry, pak existuje talé stabilni koali¢ni struktura (vzhledem k dané
charakteristické funkci).
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Dukaz:

Platnost véty plyne z nasledujicich skutecnosti:

e Popsany algoritmus vySetfuje stabilitu moznych koalic a hled4 stabilni koalice metodou shora dold, tj.
od nejpocetnéjsi velké koalice az po nejméné pocetné jednoclenné koalice.

e Jednoclenné koalice jsou stabilni.

Algoritmus 3.2.2 (nalezeni feseni hry):

(1) Nalezneme stabilni koali¢ni strukturu K={K,K,, ... ,K,} podle algoritmu 3.2..1.

(2) Pro kazdou koalici K={iy,iy,....i;}, K€K, ur¢ime strategie a®x=(a®;,a°,,....,a%,) jejich ¢lent tak, aby bylo
dosazeno zarucené koali¢ni vyhry v(K).

(3) Pro kazdou koalici K={i,i5,...,i;}, K€K, ur¢ime rozdéleni vyher Ko K= (hoil,hoiz,...,hois) jako stfedni hodnotu
rovnomérného pravdépodobnostniho rozlozeni na mnoziné vektort rozdéleni vyher hg=(h;;,h;5,....h;)
spliiujicich podminky:

(@) ZieK hi =v(K),

(b) 2. h;=Vv(L) pro vSechna LcK .

(4) Re$enim hry (optimalnim fesenim hry) je trojice
<A K},Ky,o K, 1601,0055,.,0%%, ), 1ROk B0k, 00 ) >, kde
{K|,K5,....K,} je (disjunktni) rozklad na mnoziné hrach pfedstavujici stabilni koali¢ni strukturu,
{a%%,a%.,...,a%,} je mnozina optimélnich strategii jednotlivych koalic koali¢ni struktury a
{hO%,h%,....,h .} je mnozina optimalnich rozdéleni koali¢nich vyher uvnit jednotlivych
koalic koali¢ni struktury.

Poznamky 3.2.7:
1. Reseni hry miizeme ekvivalentnim zptisobem definovat také jako mnozinu trojic
(<K, a%% s B>, <Ky, @, Ogp> ..oy <K, @O, Oy >)

a pri vypoctu feseni s vyhodou postupovat tak, ze ke kazdé prave ustanovené stabilni koalici K; podle
algoritmu 3.2.1 se ihned nalezne optimalni koali¢ni strategie a® Kja optimalni rozdéleni koali¢ni vyhry hO K-

2. Tkdyz volba koali¢ni strategie je pro kazdou koalici K takova, aby byla zaruc¢ena aspon vyhra v(K) udana
charakteristickou funkci v, mize se pfi realizaci hry stat, ze skutecna koali¢ni vyhra v’(K) je vétsi nez v(K).
Potom v bodé¢ (3) algoritmu 3.2.2 v podmince (a) nahradime zaruc¢enou vyhru v(K) skute¢nou vyhrou v’(K),
tj. mezi ¢leny koalice rozdélujeme nikoliv zaru¢enou, ale vyssi skute¢nou celkovou koali¢ni vyhru.

3. Vypocet stiedni hodnoty rovnomérného rozlozeni na konvexnim polyedru definovaném vztahy (a), (b) -
viz bod (3) algoritmu 4.2.2 - maze byt obtizny. Pro pfiblizny pocitacovy vypocet se zde nabizi uziti metody
Monte Carlo.

Véta 3.2.2 (Existence feseni hry):

Existuje-1i charakteristicka funkce hry, pak existuje také feSeni hry (vzhledem k dané charakteristické
funkeci).

Dukaz:

Existuje-li charakteristicka funkce hry v(K), pak existuje i stabilni koali¢ni struktura K={K,,K,,....K,}
- véta 3.2.1. Existuje-li stabilni koali¢ni struktura {K;,K,....,K,}, pak také existuje feSeni hry
<{Ky,Ky, K}, {801,000 00%, ) (RO 1 H0 e O, } >,
nebot optimalni strategie koalic {a%;,a....,a%,} a optimalni rozdéleni koali¢nich vyher {h0y;,h0,....h0, }
mezi ¢leny koalic jsou jednoznacné uréeny koali¢ni strukturou K={K,,K,,...,K,} a charakteristickou funkci
hry v(K).

Priklad 3.2.1:
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Uvazujme tfi¢lennou vybérovou komisi (ve sloZeni: pfedseda (1.¢len) a dva obyéejni ¢lenové (2. a 3.¢1
en)) , ktera hlasuje o pfidéleni vefejné zakdzky jedné ze dvou firem: firmé o nebo firmé B. Kazdy ¢len komise
(véetné predsedy) ma jeden hlas, zadny se nesmi zdrzet hlasovani a zakdzka bude pridélena té firmé pro kterou
hlasovali aspon dva ¢lenové.

V ptipadé, ze zakazka bude pfidélena firmé o, budou ¢lenové komise, ktefi pro firmu o hlasovali,
firmou o odménéni takto: predseda 4, ¢len komise 2. Bude-li zakdzka pridélena firmé 3, budou ¢lenové komise,
ktefi pro firmu f hlasovali, firmou f odménéni takto: predseda 6, ¢len komise 1.

Popsanou situaci budeme formalizovat jako konec¢nou hru 3 hraca <I,{A;: iel},{H;: iel}>, kde
I={1,2,3}, A;=A,=A;={a, B} a hodnoty vyplatnich funkci H;, H,, H; jsou zadany zaramovanou Casti
tabulky 3.2.1. VSichni hraci jsou racionalni (Uplatni) a snazi se maximalizovat svou vyplatu a to i tvorbou koalic.

predseda a2 o | « o o B B B p
¢len ay: o o B B o o B B
¢len a3 o | Bl o | B lal| B | al|6B
H(ay,a,,a5): 4 4 4 0 0 6 6 6
H,(a,a,,a5): 2 2 0 1 2 0 1 1
Hi(a,a,,05): 2 0 2 1 2 1 0 1
vitéznd firma: o a o B o B B B
ZHI.(317512,Q3 ): 8 6 6 2 4 7 7 8
Tab. 3.2.1

Vypocet charakteristickych funkci koalic¢ni hry:

Existuje celkem 23-1=7 koalic, a to: {1,2,3},{1,2},{1,3},{2,3},{1},{2},{3}. Vypoéteme hodnoty obou
charakteristickych funkei v, (K) a v, (K) (viz definice 2.3.3) pro tyto koalice. Vzhledem k tomu, Ze se nejednd
o hru s nulovym (konstantnim) souctem je uZiti maximinové charakteristické funkce v, (K) nevhodné.
Paralelni vypocet vypocet obou charakteristickych funkci slouzi jen k porovnani.

Z posledniho fadku tab. 3.2.1 vyplyvd, ze

Vi ({1,2,3}) = v, (11,2,3}) = max,y 5 o3 [Hi(a},a5,03) +Hy(ay,a;,a3) +Hs(ay,ap,a3)]= 8.

V tabulkdch 3.2.2.a,b,c,d,e,f jsou jsou pocitany postupné hodnoty obou charakteristickych funkci pro koalice
{L2},{1,3}1,{2,3}1,{1},{2},{3}.

A((1,21) VA({3)) a B Vinm Vay
o, 4+2=6 4+2=6 6 (6+6)/2=6
op 4+0=4 0+1=1 1 (4+1)2=2.5
Bl 0+2=2 6+0=6 2 (2+6)2=4
BB 6+1=7 6+1=7 7 (7+7))2=7
| v (11,21)=7 | v, (11,2))=7 |
Tab. 3.2.2.a
A((1,3D)\A({2)) a B Vinm Vina
o, 4+2=6 4+2=6 6 (6+6)/2=6
op 4+0=4 0+1=1 1 4+1)2=2.5
Bl 0+2=2 6+0=6 2 (2+6)2=4
BB 6+1=7 6+1=7 7 (7+7))2=7
| v (11L3D=7 | v, (11,3)=7 |
Tab. 3.2.2.b
A(12,3D)\A({1)) a B Vium Vina
o0 2+2=4 2+2=4 4 (4+4)2=4
op 2+0=2 0+1=1 1 (+1)2=1.5
B.o. 0+2=2 1+0=1 1 Q+D)2=1.5
B.B 1+1=2 1+1=2 2 (2+2)/2=2
| v (12,3D)=4 | v, (12,3))=4 |

Tab. 3.2.2.c
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A{IHVA{2,3}) | o, o,f B,a B.B Vimm Vav
o 4 4 4 0 0 (4+4+4+0)/4=3
B 0 6 6 6 0 (0+6+6+6)/4=4.5
v, ({1})=0 v, (11D=4.5 |
Tab. 3.2.2.d
A2ZHVA({L3)) | o, o,f B,a B.B Vimm Vay
a 2 2 2 0 0 (2+2+2+0)/4=1.5
B 0 1 1 1 0 (0+1+1+1)/4=0.75
v, (12})=0 v, (12)=1.5 |
Tab. 3.2.2.e
A3PNAQL2Y | o, o,f B,o B.B Vimm Vav
a 2 2 2 0 0 (2+2+2+0)/4=1.5
B 0 1 1 1 0 (0+1+1+1)/4=0.75
| v (3D=0 [ v (13D=15 |
Tab. 3.2.2.f

Vysledky ziskané vypocty v tabulkach 3.2.2.a-f jsou sumarizovany v nasledujici tab. 3.2.3.

K 11,23} | {12} {1,3} 2,3} {1} {2} {3}
Vn(K) 8 7 7 4 0 0 0
v, (K) 8 7 7 4 4.5 1.5 1.5
Tab. 3.2.3
Reseni koali¢ni hry s maximinovou charakteristickou funkci Voum(K):
e stabilita velké koalice K={1,2,3}
hy+hy+hy;=38 podminka racionality
hy+hy > 7 podminka stability: L={1,2}
hy+  +hy2T7 podminka stability: L={1,3}
hy+hy> 4 podminka stability: L={2,3}
hy >0 podminka stability: L={1
hy >0 podminka stability: L={2}
hy 20 podminka stability: L={3}

Soucet prvych tii podminek stability ddva 2(h; + h, + hy) > 18 a tedy hy + hy + h3 > 9 a tedy nemiiZe byt
splnéna podminka racionality (z celkové koali¢ni vyplaty nelze uspokojit pozadavky vsech tfi
dvouprvkovych koalic). Jadro hry je prazdné a tedy velkd koalice je nestabilni.

e  Stabilita koalice {1,2}:

hy+hy, =717 podminka racionality
hy >0 podminka stability: L={1}
hy >0 podminka stability: L={2}

Vnitrokoali¢ni jadro je neprazdné a tedy koalice {1,2} je stabilni.
Optimalni strategie je (a%;, a%)=(B, B) a vyplaty ¢lenim koalice jsou (h%,, h9,)=(3.5, 3.5).

e  Stabilita koalice {1,3}:

hy +hy=7 podminka racionality
hy >0 podminka stability: L={1}
hy 20 podminka stability: L={3}

Vnitrokoali¢ni jadro je neprazdné a tedy koalice {1,3} je stabilni.
Optimalni strategie je (a%;, a%)=(B, B) a vyplaty ¢lenim koalice jsou (K9, h%4)=(3.5, 3.5).

e  Stabilita koalice {2,3}:
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hy+hy= 4 podminka racionality
hy >0 podminka stability: L={2}
hy = 0 podminka stability: L={3}

Vnitrokoali¢ni jadro je neprazdné a tedy koalice {2,3} je stabilni.

Optimdlni strategie je (a%,, a®;)=(a, o) a vyplaty ¢lenim koalice jsou (h0,, h%)=(2, 2).
o  Tri stabilni feseni koali¢ni hry:

e Koali¢ni struktura:  {{1,2}, {3}}

Strategie: ((aolaaoz)a a03) = ((B’ B)’ B)

Vyplaty: ((hol,hoz), h03) = ((3.5,3.5), 1)
o Koali¢ni struktura:  {{1,3}, {2}}

Strategie: ((001,003), 1102) = ((Bo B)o B)

Vyplaty ((h013h03)’ hOZ)) = ((353 35)9 1)
e Koali¢ni struktura:  {{2,3}, {1}}

Strategie: ((@%,a%), a%) = ((a, @), o)

Reseni koalicni hry s neurcitostni charakteristickou funkci v, (K):

e  stabilita velké koalice K={1,2,3}

hy+hy+hy;=38 podminka racionality
hy+hy > 7 podminka stability: L={1,2}
hi+  +hy27 podminka stability: L={1,3}
hy+hy> 4 podminka stability: L={2,3}
hy > 4.5 podminka stability: L={1}
hy > 1.5 podminka stability: L={2}
hy 2 1.5 podminka stability: L={3}

Soucet prvych tii podminek stability dava 2(h; + h, + hy) > 18 atedy hy + hy + h3 > 9 a tedy nemiiZe byt

splnéna podminka racionality (z celkové koali¢ni vyplaty nelze uspokojit pozadavky vsech tfi dvouprvkovy

ch koalic). Jadro hry je prazdné a tedy velka koalice je nestabilni.
e  Stabilita koalice {1,2}:

hy+hy, =17 podminka racionality
hy > 4.5 podminka stability: L={1}
hy > 1.5 podminka stability: L={2}

Vnitrokoali¢ni jadro je neprazdné a tedy koalice {1,2} je stabilni.
Optimdlni strategie je (a%;, a%)=(B, B) a vyplaty ¢lenim koalice jsou (h0;, h0,)=(5, 2).

e  Stabilita koalice {1,3}:

hy +hy =17 podminka racionality
hy > 4.5 podminka stability: L={1}
hy > 1.5 podminka stability: L={3}

Vnitrokoali¢ni jadro je neprazdné a tedy koalice {1,3} je stabilni.
Optimdlni strategie je (a°;, a03)=([3, B) a vyplaty ¢leniim koalice jsou (h9}, h03)=(5, 2).

e  Stabilita koalice {2,3}:

hy+ hy= 4 podminka racionality
hy > 1.5 podminka stability: L={2}
hy > 1.5 podminka stability: L={3}

Vnitrokoali¢ni jadro je neprazdné a tedy koalice {2,3} je stabilni.
Optimalni strategie je (a%, a%;)=(a, ) a vyplaty ¢lentim koalice jsou (05, h%)=(2, 2).

e  Tii stabilni feseni koali¢ni hry:
o  Koali¢ni struktura:  {{1,2}, {3}}
Strategie; ((aoluaoz)v (103) = ((ﬁaB )aB )
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Vyplaty ((holshOZ)’ h03) = ((57 2)7 1)
e Koali¢ni struktura:  {{1,3}, {2}}
Strategie: ((@%,a%), a%) = ((B, B).B)
o Koali¢ni struktura:  {{2,3}, {1}}
Strategie: ((@%,a%), a%) = (o, @), o)
Vyplaty ((h023h03)’ hOl) = ((27 2)7 4)
Diskuse:

Otazkou zistava, kterou hru ze tii vyse uvedenych variant budou racionalni hraci hrat. Z rozdéleni

vyplat pro tfi uvedené koali¢ni struktury vyplyva:

e Pro kazdého hrace je vyhodné byt v koalici s jednim ze spoluhraci, lhostejno s kterym. Pro
zadného hrace neni vyhodné zustat sam mimo koalici: vyplata 1. hrace (pfedsedy) se zmensi
z 5 na 4, vyplata 2. nebo 3. hrace (¢lena komise) se zmensi ze 2 na 1. Pokud nedojde k dohodé
o prerozdéleni vyplat v koalicich, pak zalezi na nahodé, ktera ze tfi uvedenych variant hry se bude
hrat.

e  Vsechny koalice maji prostor na prerozdéleni vyplat. Prerozdéleni vyplat koalice {2,3} je
kontraproduktivni: vzdy musi poskodit jednoho ¢lena komise, pro kterého pak bude vyhodné jit
do koalice s predsedou. Naproti tomu prerozdéleni vyplat koalice {1,2} nebo {1,3} je produktivni:
slevi-1i pfedseda jen nepatrné ze své vyplaty, napf. z 5 na 4.9, pak to znamena zvysSeni vyplaty
koali¢niho ¢lena z 2 na 2.1 a to staci, aby prislusny ¢len komise Sel radéji do koalice s pfedsedou
nez s druhym ¢lenem komise.

Priklad 3.2.2:

Uvazujme situaci, ktera se od situace popsané v predchozim prikladé 3.2.1, 1isi zptisobem odménovani
¢lent komise. Kvalitativni odlisnost je dvoji: 1) firmy odmeénuji vSechny ¢leny komise podle stejnych principt
(nerozliSuji mezi predsedou a prostym ¢lenem), 2) firmy odménuji nejenom za vysledek hlasovani (pridéleni
zakazky), ale i za snahu (hlasovani pro pfidéleni zakdzky), byt neuspésnou.

Konkrétné a kvantitativné: jestlize firma a zakazku ziskd v jednomyslném hlasovani (3:0) pak kazdému
¢lenu vyplati 1, jestlize ji ziska po “bojovém"” hlasovani (2:1), pak tém, ktefi pro ni hlasovali vyplati 3, jestlize ji
neziskd po "bojovém” hlasovani (1:2), pak jedinému ¢lenu, ktery pro ni hlasoval, vyplati 1 a konecné jestlize ji

jednomyslné neziska (0:3), pak nikomu neda nic. Firma 3 postupuje obdobné s jedinym rozdilem: pfi ziskani
zakazky po bojovém hlasovani vyplati tém, ktefi pro ni hlasovali nikoliv 3, ale 4.

Popsanou situaci formalizujeme jako konec¢nou hru 3 hraca <I,{4;: iel},{H;: iel}>, kde I={1,2,3},
A=A,=A3={a, B} a hodnoty vyplatnich funkci H,, H,, H; jsou zadany zardmovanou casti tabulky 3.2.4.
Vsichni hraci jsou racionalni (uplatni) a snazi se maximalizovat svou vyplatu a to i tvorbou koalic.

¢len  a: o | a | o | «a B B B B
¢len ay: o o B B o [o! B B
¢len ay: o B o B o B a B
Haanap: | 1 | 3 | 3 | 1 | 1| 4 | 4 | 1
Hyaapa). | 1 | 3 | 1 | 4 | 3 | 1] 4|1
Hyaanay: | 1 | 1 | 3 | 4 | 3 | 4 | 1 | 1
vitézna firma: a a o B o B B B
Y H{(a,,a5,a5 ): 3 7 7 9 7 9 9 3
Tab. 3.2.4

K dané hfe v normélnim tvaru budeme konstruovat hru v koali¢nim tvaru a to ve dvou variantdch:
s maximinovou charakteristickou funkci a s neurcitostni charakteristickou funkci. Z posledniho fadku
tabulky 3.2.4 vyplyva:
v({1,2,3}) = 9.
Z rovnopravného (symetrického) postaveni vSech hrac¢a vyplyva
v({L2}) = v({1,3}) = v({2,3}),
v({1}) = v({2}) = v({3})
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a staci tedy vypocitat pouze napt. v({1}) a v({1,2}) pro v=v,,, a pro v=v,,, coZ je provedeno v nasledujicich
dvou tabulkach 3.2.5a,b.
A({L,2})\VA({3}) o B Vinm Vav
a,0 1+1=2 3+3=6 2 (2+6)/2=4
a,p 3+1=4 1+4=5 4 (4+5)/2=4.5
B,o 1+3=4 4+1=5 4 (4+5)12=4.5
B,B 4+4=8 1+1=2 2 (8+2)/2=5
Van(11021)=4 | v, ({1,2))=5 |
Tab.3.2.5.a
AQIHNA({2,3)) | a0 | op B, BB Vim Vav
o 1 3 3 1 1 (1+3+3+1)/4=2
B 1 4 4 1 1 (1+4+4+1)/4=2.5
v, ({11)=1 v, ({1H=2.5 |
Tab.3.2.5.b

Vysledky vypoctl jsou sumarizovany v nasledujici tabulce 3.2.6.

K {1,2,3} | {1,2} {1,3} {2,3} {1} {2} {3}
v, (K) 9 4 4 4 1 1 1
v, (K) 9 5 5 5 25 25 25

Tab.3.2.6

Nejdiive vyfesime koalicni hru s maximinovou charakteristickou funkci, tj. hru <I, v
stability velké koalice {1,2,3} jsou (viz definice 3.2.4):

>. Podminky

mm

hi+hy+hy=9 podminka racionality
hy+ hy >4 podminka stability: L={1,2}
hi+ +hy3=>4 podminka stability: L={1,3}
hy+hy > 4 podminka stability: L={2,3}
hy > 1 podminka stability: L={1}
hy > 1 podminka stability: L={2}
hy 21 podminka stability: L={3}

Secteme-li Sest nerovnosti vyjadiujicich podminky stability dostdvame 3.(h; + hy + h3) = 15, neboli
hy+ hy+ hy 25, coz znamena, Ze vSechny podminky stability mohou byt splnény, aniz by byly vycerpany
zdroje zarucené podminkou racionality. Jadro hry (=jadro velké koalice hry) je tedy neprazdné a velka koalice
je stabilni.

Jadro hry je zobrazeno na obr 3.2.1. Trojice bodt (9,0,0), (0,9,0), (0,0,9) zadava rovinu vyjafujici
podminku racionality. Body (7,1,1), (1,7,1), (1,1,7) jsou vrcholy trojihelnika leziciho v této roviné a vSechny
body tohoto trojuhelnika spliiuji kromé podminky racionality také podminky stability pro L={1},{2},{3.}
Konecné sestiuhelnik vykresleny na obrazku zobrazuje jadro hry, tj. mnozinu bodu spliujicich jak podminku
racionality, tak i vSechny podminky stability.
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Obr.3.2.1

Na obr.3.2.2 je trojuhelnik o vrcholech (7,1,1), (1,7,1), (1,1,7) zobrazen podrobnéji v tzv.
barycentrickych souradnicich. Strany pravidelného Sestithelnika, pfedstavujiciho jadro hry, lezi na pfimkach
hy=1,hy=1,h3=1,h; =5 (neboli, coZ je totéz h, + hy = 4), h, =5 (neboli hy + h; =4), h; = 5 (neboli
hy + h, =4) - porovnej s podminkami stability.
h3=1 \\\
& (7.1,1)

(117) & v ¢ »
/// (1,3,5) \\ (1,5,3) (11711)
,/ h2=1 . h3=5
'\ h1+h2=4 Obr.3.2.2

Resenim koali¢ni hry <I, V,un> S maximinovou charakteristickou funkci je ndsledujici trojice:
e Koali¢ni struktura: {{1,2,3}}
b Strategie: {(aol’aoz’ao) } = {(a’ Ba B)a (Ba a, B)a (Ba Ba (X)] - viz tab. 3249
e Vyplaty: (hO,h%,h0%) = (3,3,3)

Nyni vyfeSime koali¢ni hru s neurcitostni charakteristickou funkci, tj. hru <I, v, >. Podminky stability
velké koalice {1,2,3} jsou (viz definice 3.2.4):

hi+hy+hy =9 podminka racionality
hy+h,y >5 podminka stability: L={1,2}



Markl: Konecné hry vice hracu /TEH_3_2006.doc/ Strana 14

hy+ +hy3=5 podminka stability: L={1,3}
hy+hy =5 podminka stability: L={2,3}
hy > 2.5podminka stability: L={1}
hy >25 podminka stability: L={2}
hy = 2.5 podminka stability: L={3}

Sectenimi Sest nerovnosti vyjadiujicich podminky stability dostdvame 3.(/1; + h, + hy) 2 22.5, neboli
hy+ hy+ hy > 7.5, coZ znamend, Ze vSechny podminky stability mohou byt splnény aniz by byla porusena
podminka racionality. Jadro hry (=jadro velké koalice hry) je neprazdné a velka koalice je tedy stabilni. Jadro
hry je zobrazeno rovnostrannym trojuhelnikem na obr. 3.2.3.

h1=2.5

Obr. 3.2.3
Resenim koali¢ni hry <I, v,,> s neurcitostni charakteristickou funkci je néasledujici trojice:
e  Koali¢ni struktura: {{1,2,3}}
s Strategie: {(a017a027a0) } = {(a’ B’ B)’ (B’ Qa, B)a (B) Ba (X.)} - ViZ tab 3247
e Vyplaty: (holshozsh%) =(3,3,3)
Priklad 3.2.3:

Uvazujme hru tfi hra¢ti s dvouprvkovymi mnozinami strategii A;=A,=A;={1, 2} a s hodnotami
vyplatnich funkci H,, H,, H; zadanymi v zardmované ¢asti tabulky 3.2.7.

ap: 1 1 1 1 2 2 2 2

a: 1 1 2 2 1 1 2 2

as: 1 2 1 2 1 2 1 2
H\(a1,a,,a5): 2 1 1 10 -1 -4 12 -1
H,(ay,a,,a3): 1 -4 3 -5 -2 2 -6 3
Hi(a,a,,35): 1 3 -4 -5 3 2 -6 -2
ZHi(al’az,a?,); 0 0 0 0 0 0 0 0

Tab. 3.2.7

Z tabulky 3.2.7 je zfejmé - viz posledni fadek - Ze se jedna o hru s nulovym souctem. K jejimu pfevod
u do koali¢niho tvaru pouzijeme tedy maximinovou charakteristickou funkci. Z posledniho fadku tab. 3.2.7
vyplyva, ze
Vm(11,2,31) = 0.
Hodnoty maximinové charakteristické funkce pro ostatni koalice jsou pocitany v tabulkach 3.2.8.a-f.



Markl: Konecné hry vice hracu /TEH_3_2006.doc/

A{1,2)\V ({3 1 2 Vimm
1,1 2+1=-1 1-4=-3 -3
1,2 1+3=4 10-5=5 4
2,1 -1-2=-3 -4+2=-2 -3
22 12-6=6 -1+3=2 2
V(1,21
=4
Tab. 3.2.8.a
AGL3IH\N({2D 1 2 Vium
1,1 2+1=-1 1-4=-3 -3
1,2 1+3=4 10-5=5 4
2,1 -1+3=2 12-6=6 2
2,2 -4+2=-2 -1-2=-3 -3
Vinm {1’3})
Tab. 3.2.8.b
A({2,3h\ ({1} 1 2 Vinm
1,1 1+1=2 2+3=1 1
1,2 -4+3=-1 2+2=4 -1
2,1 3-4=-1 -6-6=-12 -12
2,2 -5-5=-10 3-2=1 -10
V({121
=1
Tab. 3.2.8.c
A{1PDVA{2,3}) 1,1 1,2 2,1 2,2 Vium
1 2 1 1 10 2
2 -1 -4 12 -1 -4
v (1)=2
Tab. 3.2.8.d
A(2H\VA{1,3}) 1,1 1,2 2,1 2,2 Voun
1 1 -4 2 2 -4
2 3 -5 -6 3 -6
v (2D=4]
Tab. 3.2.8.¢
A{BHVA({L,2}) L1 1,2 2,1 2,2 Voum
1 1 -4 3 -6 -6
2 -5 2 -2 -5
Vo ({3H)=-5
Tab. 3.2.8.f

Vysledky vypoctu hodnot charakteristické jsou sumarizovany v nésledujici tabulce 3.2.9.

K

{1,2,3}

{1,2}

{1,3})

12,3}

{1}

{2}

{3}

VoK)

0

4

4

1

-2

-4

-5

Tab. 3.2.9

Podminky stability velké koalice {1,2,3} jsou (viz definice 3.2.4):
hi+hy+hy =0 podminka racionality
hy+h,y >4 podminka stability: L={1,2}
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hy+ +hy >4

hy+hy > 1
hy >-2
hy > -4
hy =-5

podminka stability: L={1
podminka stability: L={2
podminka stability: L={1
y: L={2
y: L={3

31
»31

podminka stabilit
podminka stabilit;

Velka koalice je evidentné nestabilni. Zddnému jednotlivému hraci se sice nevyplati z velké koalice
vystoupit, ale kazdé dvouclenné koalici ano. Vzhledem k zdpornym zaruc¢enym vyplatdm jednotlivych hraca
se nevyplati vystupovat ani z dvouclennych koalic (vSechny maji kladnou hodnotu zarucené vyplaty). Existuji

tedy tfi stabilni koali¢ni struktury

{{L2}, {3}}

e  Koali¢ni struktura:

Strategie: ((a°1,a%), @%)) = ((1,2),2)
V}"platy ((holahoz)s h03) = ((27 2)’ _4)

e Koali¢ni struktura: {{1,3}, {2}}
Strategie: ((@°1,a%), a%) = ((1,2),2)
Vyplaty ((h013h03)’ h02) = ((23 2)3 '4)

¢ Koaliéni struktura: {2,3}, {1}}
Strategie: ((@%,a%), a%) = ((1,1),2)
Vyplaty: ((hoz,h03), hol) = ((0.5,0.5), -1)

Porovname-li uvedené tfi varianty z hlediska vyplat jednotlivych hracu je zfejmé, Ze je vyhodné byt
v koalici s 1. hracem, tj. 1. hra¢ si mize vybirat koali¢niho partnera, kdezto 2. a 3. hra¢ spolu soutézi o to byt
v koalici s 1. hrd¢em. V této soutézi mohou tito hraci nabidnout 1. hraci asymetrické rozdéleni koali¢ni vyhry
ve sviij neprospéch a ve prospéch 1. hrace, napi. misto rozdéleni (2, 2) rozdéleni (3, 1). V kazdém pripadé bude

se hrat prvni nebo druhd varianta.



