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1. MATEMATICKE MODELY ROZHODOVACICH SITUACI

Popis obecné rozhodovaci situace (rozhodovaciho procesu) vyzaduje zadani nasledujicich udajt:

Nk W=

Vycet vSech ucastniki rozhodovaci situace (procesu).

Souhrn vsech predstavitelnych vysledkd, ve které muze rozhodovani vyustit.
Popis moznosti jednotlivych ucastniki jak ovlivnit vysledek rozhodovani.
Popis zavislosti vysledku na jedndni ucastnika.

Subjektivni hodnoceni moznych vysledki z pohledu jednotlivych ucastnikd.

Je-li pocet ucastniki rozhodovaci situace alespon dva, pak se zpravidla jedna o situaci konfliktni.

Matematickou formalizaci intuitivni pfedstavy o rozhodovaci situaci ¢i procesu) jsou nasledujici dva

poj

my:

Hra v normadlnim (strategickém) tvaru. Tento pojem modeluje jednorazové rozhodovaci situace
bez ¢asového priabéhu (statické rozhodovanti).

Hra v rozvinutém (extenzivnim) tvaru. Tento pojem reflektuje rozhodovaci procesy probihajici v
case (dynamické rozhodovéni).

1.1. Hry v normalnim tvaru bez ucasti nahody

Definice 1.1.1:

Hra v normadlnim tvaru (s preferenénimi systémy) je pétice

<L, Q, {A;iel}, p, {Uj: iel}>, kde
I je kone¢nd a neprazdnd mnozina nazyvana mnoZinou hrdci,
Q) je neprazdna mnozina nazyvana prostorem vysledkii,
A, i€l, jsou neprazdné mnoZiny, tzv. prostory strategii jednotlivych hracd,
p je zobrazeni typu A xAyx...xA,—Q nazyvané vysledkovou funkci.
Uj, iel, jsou bindrni totalni relace na mnoziné Q, tzv. preferencni systémy jednotlivych hracd,
systém relaci {U;: iel} nazyvame preferencnim schematem hry.

Poznamky 1.1.1:

1.

Hréace (ucastniky konfliktni situace) oznacujeme zpravidla pfirozenymi ¢isly, tj. klademe
I={1,2,...,n}.
Prvek a;e A; nazyvdme strategii i-t¢ho hrace a interpretujeme ji jako pfesny a uplny popis jedndni
hrace v celém prubéhu konfliktu (v kazdé mozné pozici ¢asové rozvinuté hry). Ruzné strategie
i-tého hrace budeme rozliSovat hornimi indexy.
Vysledkovou funkci ¢asto zapisujeme ve tvaru p(a)=p(aj,ay,...,a,), kde a=(ay,a;,...,a,), a;€A; , je
vektor strategii zvoleny jednotlivymi hraci. Mnozinu A=A | xA,x...xA, vSech vektor( strategii
budeme nazyvat prostorem vektorii strategii, neboli prostorem profilii strategii. Trojici
<{Q, A;: iel},p> nazyvame pravidly hry (v normalnim tvaru).
Relace U; interpretujeme takto: vztah oU;w’ znamend, Ze i-ty hrac slabé preferuje vysledek o
oproti vysledku o’. Ke kazdé relaci U, jsou pfidruzeny relace indiference ~; arelace ostré
preference >; definované takto:

o~ < oUijo’ A o’Uo,

0>’ < oUjo’ A = o~o’,
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kde o, ®’€Q. Je-li relace U; uplnym uspofadanim, pak relace ~; je ekvivalenci a relace >;
ostrym usporadanim.

5. Ctvefici <LQ,{A;: iel},p> nazyvame nékdy objektivni bdzi hry, zatimco preferenéni schema hry

{U;: iel} charakterizujici vlastni konflikt z4jm{ nazyvame subjektivni bdzi hry.

6. Formdlni pétici <I, Q, {U;: iel}, {A;: iel}, p> interpretujeme v souladu s ndsledujicimi principy:
Princip realizace hry: kazdy hra¢ i€l voli nékterou svou strategii a;€A; aniZ znd volby
ostatnich hracti. Tim je urcen vektor strategii a=(aj,ay,...,a,)), kterému je pfifazen vysledkovou
funkci p vysledek p(a)=p(aj,ay,...,a,;) €.

Princip motivace jedndni: jednani kazdého hrace i€l je uréeno vyhradné jeho preferenénim
systtmem U;, tj. kdyZz se z néjakého diivodu domniva, Ze volba strategie a;eA; povede k
vysledku o a volba strategie a;’€A; k vysledku «’, pficemz ostfe preferuje vysledek o proti
vysledku o, tj. ®’<;m, pak nikdy nezvoli strategii a;’.
Poznamka: Princip motivace ma negativni charakter: nefika nic o tom, kterou strategii hrac zvoli,
ale kterou za popsanych okolnosti nikdy nezvoli. Princip motivace nema nic spolecného s
racionalitou jednani, nebof divody k ocekavani urcitych vysledki mohou mit iraciondlni
charakter.

Definice 1.1.2:
Utitkovd funkce u; i-tého hrdce pro preferencni systém >; je zobrazeni u;: Q—R (kde R je mnozina
realnych cisel) s nasledujici vlastnosti:

(*) 007 & o) <uo”).

Poznamky 1.1.2:

1. Symbol “<;” je ve formuli (*) uZit ve dvojim rizném vyznamu: nejdiive ve vyznamu uspofadani
na mnozing vysledki Q a potom ve vyznamu usporadani na mnoziné realnych cisel R.

2. Hodnotu veli¢iny u;(w) interpretujeme jako uzitek pfisuzovaného i-tym hra¢em vysledku o. Pokud
neklademe na uzitkovou funkci jiné podminky nez (*), pak hodnoty uzitkové funkce vypovidaji
pouze o usporadani vysledku, nepoddvaji v§ak zadnou informaci o tom, "o kolik” nebo “kolikrat”
je jeden vysledek lepsi nez druhy. Aby uzitkova funkce méla i tuto vypovidaci schopnost, je nutné
pridat k podmince (*) jesté jednu podminku, a to:

() u((1-Me’ + Ae””) = (1-My(0’) + Auy(0’), kde A €<0,1>.

Vlastnost (**) pozaduje, aby uzitek smési vysledkt byl roven téze smési uzitki sméSovanych
vysledki. Tento pozadavek vyjadruje tzv. hypotézu (axiom) o stiednim uZitku a je ekvivalentni s
pozadavkem, aby uzitek byl aditivni veli¢inou, tj. aby “soucet uzitka byl roven uzitku souctu”.
Uzitkovou funkci spliujici podminku (*) nazyvame ordindlni uZitkovou funkci a ordindlni funkci
spliujici navic podminku (**) nazyvame kardindlni uZitkovou funkci. Preferencni systém s jen
ordindlni uzitkovou funkci nazyvame ordindlnim preferencnim systémem a preferencni systém
vyjadfitelny kardinalni uzitkovou funkci nazyvame kardindlnim preferenénim systémem.

3. Pomoci pojmu uzitkové funkce 1ze vyrazné zjednodusit pojem hry v normélnim tvaru a usnadnit
tak jejich matematické zpracovéni. SloZime-li vysledkovou funkci p: A=A xA,x..xA —>Qa
uzitkovou funkci i-tého hrace u;: Q@—>R dostdvame tzv. vyplatni funkci i-tého hrace H;: A=A x
Ayx..xA,—R. Neboli H;(a)=u;(p(a)), neboli Hi(a},ay,...,a)=u;(p(ay,ay,...,a,)). Viz déle definice
1.1.3.

Véta 1.1.1:
1. Nechf u;(w) je uzitkovd funkce pro ordindlni preferen¢ni systém >;. Potom také funkce
;' (@) = f(u;(w)),
kde f je libovolna realna rostouci funkce je rovnéz uzitkovou funkci pro dany preferen¢ni systém.
2. Nechf u;(w) je uzitkové funkce pro kardindlni preferencni systém ;. Potom také funkce
;' (0) = oui(w) + B,
kde a, B jsou redlna ¢isla, a > 0, je rovnéz uzitkovou funkci pro dany preferencni systém.
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Dukaz:
1. UkaZeme, Ze ma-li funkce u; vlastnost (*), pak ji ma i funkce u;’":
020" < gyo)2yo”’) < o)) 2 fge”) < u(@) 2y ().
2. Ukazeme, Ze ma-li funkce u; vlastnosti (*) a (**), pak je ma i funkce u;":
® 020" < y)2yo’) < ag@)fay@)Hf < @) 2y ().
() ' [(1-Mo’” + A0”’] = ay[.. ][+ = o(l-A)y(e0’) + aruy(@”’) + (1I-A+A)B =
=(1-M) y (@) + Ay (©).

Definice 1.1.2:

Hra v normdlnim tvaru s vyplatnimi funkcemi je trojice
<I, {A;:iel}, {H;: iel}>, kde
I je kone¢nd a neprazdnad mnozina nazyvand mnozinou hrdci,
A, i€l, jsou neprazdné mnoZiny, tzv. prostory strategii jednotlivych hracd,
Hj, i€l, jsou zobrazeni typu A xA,x...xA —R, kde R ozna¢uje mnozinu redlnych ¢isel,
nazyvané vyplatnimi funkcemi.

Poznamky 1.1.3:

1. Formdlni trojici <I, {A;:iel}, {H;: iel}> interpretujeme v souladu s ndsledujicimi principy:
Princip realizace hry: kazdy hra¢ i<l voli nékterou svou strategii a;eA; aniZ znd volby
ostatnich hraci. Tim je urcen vektor strategii a=(a(,ay,...,a,,), ke kterému jsou pfifazeny
vyplatnimi funkcemi vyplaty jednotlivych hrd¢ H;(a)=H;(ay,as,...,a,) €R, i€l.

Princip motivace jedndni: jednani (tj. volba strategie) kazdého hrace i<l je ur¢eno vyhradné
jeho vyplatni funkei H;, tj. kdyZ se z néjakého diivodu domniva, Ze volba strategie a;eA;
povede k (osti'e) vétsi vyplaté nez volba strategie a;’€A; , pak nikdy nezvoli strategii a;’.
2. Kazdou hru v normélnim tvaru lze prevést na tvar s vyplatnimi funkcemi (kanonickd, standardni
forma) - viz 2. bod poznamek 1.1.2.

Priklad 1.1.1:
Uvazujme hru dvou hract spocivajici v tom, Ze kazdy hra¢ ukaze jeden nebo dva prsty. Je-li soucet
poctu ukdzanych prstl lichy (sudy), pak prvy (druhy) hra¢ vyplati druhému (prvému) sumu rovnajici
se tomuto souctu. Zde:
. I1={1,2}
e APRAY=(Gd), A=A A= () GDMd). ()
. Q={s2, 83, s4)}
. p: P(.i)=s2, p(j,d)=p(d,j)=s3, p(d,d)=s4
. Uj: s4>1s2>s3
Uj: s3>582>5 54
. up: u(s2)=2, uy(s3)=-3, u;(s4)=4
Uy: Uy(s2)=-2, uy(s3)=3, uy(s4)=—4
. H;: H,(.)=2, H,(,d)=H,(d,j)=-3, H,(d,d)=4
H,: H,(j,j)=-2, Hy(j,d)=H,(d,j)=3, Hy(d,d)=—4

1.2. Hry v normalnim tvaru s ucasti nahody

V této kapitole zobecnime model z predchazejici kapitoly pro pripad, kdy vysledek rozhodovaci
(konfliktni) situace je urcen nejenom jednorazovymi volbami jednotlivych ucastnikd, ale navic i
jednorazové provedenym nahodnym pokusem. Provedeni nahodného pokusu muzeme povazovat za
zasah prirody, kterou formdlné muzeme povazovat za 0-tého hrace (pseudohrace). Tento O-ty hrac se
lisi od ostatnich skutecnych hraci (i=1,2,...,n) ve dvou bodech:
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« nemd preferencni systém (vysledky hry jsou mu lhostejné, vsechny vysledky jsou v relaci
indiference),

« jeho strategie (tj. vysledky nahodného pokusu) se realizuji v souladu s jistym pravdépodobnostnim
rozdélenim.

Hra vzdy objektivné skon¢i v urcitém konkrétnim vysledku z jisté uplné mnoziny navzajem
se vylucujicich elementarnich vysledki. Tuto mnozinu nazyvame prostorem elementdrnich vysledki
E a jeji prvky elementdrnimi vysledky ecE. Zdny hrac a ani kooperace vsech hra¢ti nemiize predem
zaruCit predem zvoleny elementdrni vysledek. Volba kazdého hrace v§ak miize ovlivnit
pravdépodobnostni rozlozeni na mnoziné elementarnich vysledki smérem k zddoucimu rozdéleni z
pohledu daného hrace. Mnozinu vsech pravdépodobnostnich rozlozeni na mnoziné elementarnich
vysledkil nazyvadme prostorem smiSenych vysledkii Q a jeho prvky smiSenymi vysledky oeQy .

Necht E={e,e,,....; } je mnozina elementarnich vysledkli a o=(w(e),m(e,)....0(e})) Qg
smiSeny vysledek nad prostorem elementarnich vysledkl E. Soufadnice w(e;) vektoru o uddva
pravdépodobnost, Ze nahodny pokus skon¢il vysledkem e;. Protoze {e;,e,,...,6;} je uplny systém
navzdjem se vylucujich udalosti, musi platit:

0<m(e)<l proi=1,2,..Xk,
o(eq)+m(ey)+..+o(e)=1

Prostor smiSenych vysledkii QO ma ndsledujici vlastnosti:

o 0,0,€Qp A0SAL] = (0=(1-M) o +rw,) €Qp, tj. patii-li do mnoZiny Qp dva vysledky, pak
do ni patfi i jejich konvexni kombinace, tj. mnoZina smiSenych vysledki Qp pfedstavuje linedrni
konvexni prostor.

«  Obecnéji plati:

OOy 0, Qs A 0SS A 2 A=l = 21._1.7\3‘0)' € Q.
. Kazdy smiseny vysledek 1ze povazovat za smes (konvexni kombinaci) ellementzirnich vysledku:
o= ZeEE o(e)e .
- Kazdy elementéarni vysledek lze povazovat za smiSeny vysledek: o, = e.

Definice 1.2.1:
Hra v normadlnim tvaru (s preferencnimi systémy) a s vlivem ndhody je pétice
<I, Qp, <Z,p>,{A;:iel}, pg, {Uj:iel}>, kde
[={1,2,...n} je mnoZina hrdci,
. Qg je prostor smiSenych vysledkid nad prostorem elementdrnich vysledkii E={e,e,,....6\ },
«  {Uj:iel} jsou preferencni systémy jednotlivych hraci; U; jsou jsou libovolné totdlni relace na
mnoziné smiSenych vysledk Qp
. 2={0,05,...,0;} je prostor stavii ’(”strategii”) pfirody a p=(py.py....p;) je pravdépodobnostni
rozdéleni na tomto prostoru X; dvojici <X,p> nazyvame pravdépodobnostnim prostorem stavi
pfirody, p(c;)=p; je pravdépodobnost stavu c;;
- {A;:i€l} jsou prostory strategii jednotlivych hraci,
«  PgJje zobrazeni (tzv. elementdrni vysledkovd funkce) typu ZxA—E , kde A=A | xAyx...xA s
vlastnostmi
(VeeE)(JoeX)(FacA)[pg(c,a)=¢] @
(VoeX)(VacA)(FecE)[pg(c,a)=¢] (ii)

Poznamky 1.2.1:
1. Vlastnosti (i), (ii) zabezpecuji, ze mnozina E pfedstavuje pravé vsechny mozné konkrétni
vysledky hry, tj. E={pg(c,a): c€X,acA}.
2. JeliZ={o}, pak p(c,)=1, Q=Q=E, pg(c,a)=p(a) a jednd se o hru v normdlnim tvaru s
preferen¢nimi systémy a bez vlivu ndhody podle definice 1.1.1.
3. Formalni Sestici
<LQE,{Uj: iel}, <Z,p>,{A;: iel},pp>
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interpretujeme v souladu s principy:
Princip realizace hry: kazdy hrac il voli nékterou svou strategii a;€A; aniZ znd volby
ostatnich hract a vysledek o nahodného pokusu reprezentujiciho stav pfirody. Tim je ur¢en
vektor strategii (G,aq,ay,...,a,), kterému je pfifazen vysledkovou funkci pg vysledek p(c,a)=p
(o,ay,ay,...,ap) €E.
Princip motivace jedndni: jednani kazdého hrace i€l je uréeno vyhradné jeho preferencnim
systémem Uj, tj. kdyZ se z néjakého ditvodu domnivd, Ze volba strategie a; € A; povede k
smiSenému vysledku o a volba strategie a;’€A; k smiSenému vysledku »’, pficemz ostie
preferuje vysledek  proti vysledku o’, tj. ®’<;o, pak nikdy nezvoli strategii a;.
4. Kazdou hru v normalnim tvaru s vlivem nahody 1ze pfevést na (z pohledu hracy) ekvivalentni
hru bez ndhody, tj. na hru ve tvaru <I, Q, {A;: i€l}, p, {Uj: iel}> - viz definice 1.1.1. K tomu
staci polozit Q=CQp a symbolicky definovat vysledkovou funkci takto

P@) = Lyes PO)(PE(0.)).

V tomto symbolickém zépisu p(a) zna¢i smiSeny vysledek (®,®,,...,0;), kde ®; je
pravdépodobnost jevu pg(c,a) = e;. Eliminace ndhody je tak vykoupena pfechodem od
elementarnich ke smisenym vysledkim.

5. Mozny je i pfevod na normalni hru bez nahody a s vyplatnimi funkcemi, tj. na hru ve tvaru
<I, {A;: iel}, {H;: iel}> - viz definice 1.1.3. K tomu sta¢i definovat vyplatni funkce hraci takto:

H;(a) = y(p(a)) = ui(ZceZ p(0).(pp(c,2))) = 2062 p(0).y;(pg(c,a)), i€l,
neboli

H(ay,ap,..,a,) = ... = 2062 p(0).u;(pp(0,a1,3,...,ap)), i€l.
Eliminace nahody je v tomto pfipadé vykoupena prechodem od konkrétnich realizaci nahodnych
velicin k jejich o¢ekavanym (stfednim) hodnotam.

Priklad 1.2.1:
Tento priklad je rozsifenim pfikladu 1.1.1. Uvazujeme hru dvou hract spocivajici v tom, ze kazdy hracé
ukaze jeden (j) nebo dva (d) prsty. Oproti pfikladu 1.1.1 zde navic hraje i ndhoda (“pfiroda”, “0-ty
hrac¢”), kterd maze "ukazat” jeden (j), dva (d) nebo zadny, tj. nula (n) prstd, a to s pravdépodobnostmi
1/4, 1/4 a 1/2. Je-li soucet poctu vSech ukdzanych prstl (véetné téch “ukazanych” pfirodou) lichy, pak
prvy hrac vyplati druhému ¢astku rovnajici se tomuto souctu. Je-li soucet poctu vsech ukdzanych prstt
sudy, pak naopak druhy hra¢ vyplati prvému castku rovnajici se souctu. Zde:
. Hraci: 1={1,2}
. Pradépodobnostni prostor <X,p>: X =A;={n, j,d}, p=(1/2, 1/4, 1/4).
. Strategie hract: A =A,={j, d},
. Profily strategii: A=A{xA>={(,}), (,d), (d,]), (d, d)}
. Prostor vysledki: Q={s2, s3, s4, s5, s6}, zde napf. sk znaci "soucet = k"
. Elementarni vysledky: E = XxA|xAy={(n,j,j), (n,j,d), (n,d,j), (n,d,d),
Gadad)> G D), G:dsp), (.d,d),
(d.js)s (d,j,d), (d,d.j), (d.d,d)}

. Elementarni vysledkovd funkce pg : funkce je zaddna tabulkou ve které fddky odpovidaji
stavam piirody a sloupce strategickym profilim hraca
G, J) G, d) @) d d
n 05 (m, ], ) @, j, d) (, d, j) (n, d, d)
j 0.25 G, J» ) G,3-d) G-d.j) G, d,d)
d 0.25 d,j,)) d,j, d d,d,j (d,d,d)

. Prostor smiSenych vysledkii Qg : { 0.5(n, j, j) + 0.25@, j, j) + 0.25(d, j, j),
0.5(n, j, d) + 0.25(, j, d) + 0.25(d, j, d),
0.5(n, d, j) + 0.25(j, d, j) + 0.25(d, d, j),
0.5(n, d, d) + 0.25(, d, d) + 0.25(d, d, d) }

. Vysledkova funkce p: pG,)=0.5(, j, j) + 0.25(, j, j) + 0.25(d, j, j),
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p(,d)= 0.5(n, j, d) + 0.25(, j, d) + 0.25(d, j, d),
p(d,j)= 0.5(n, d, j) + 0.25(j, d, j) + 0.25(d, d, j),
p(d,d)=0.5(n, d, d) + 0.25(j, d, d) + 0.25(d, d, d).
. Preferencni systém U :
d,d,d) >1 (n,d, d) ~ G,j, d) ~1 G, d,]) ~1 (da.]s.l) >1(Il,j,j) >1(Il, ja d) ~1 (n, d, ]) ~1
~1 (]=J9J) >1 (j’ du d) ~1 (daja d) ~1 (da d’ J)
Preferencni systém U,:
(d,d,d <1 (n,d, d) ~1 G9j’ d) ~1 (ja d’.]) ~1 (d,],]) <l(naj’j) <1(Il, ja d ~1 (n, d, J) ~1
~10:3,0) <1 G, d )~ (d, j,d) ~ (d, d, )

¢ up: u;(s2)=2, u;(s3)=-3, u,(s4)=4
Uy: Uy(82)=-2, uy(s3)=3, uy(s4)=—4

. Vyplatni funkce 1. hrd¢e H:
Hl(jaj) = ul(p(i’j))= ul(o-s(n:j’ .]) + 025(]7 jv .]) + 025(d7 j’ .])) =
= 0.5.u;(n, j, j) + 0.25.u,G, j, ) + 0.25.u,(d, j, j) =
=05.2 +025.(-3)+025.4=125
Hl(jad) = ul(p(iad))= ul(o's(na j’ d) + 025(]9J’ d) + 025(d’.]a d)) =
= 0.5.u,(n, j, d) + 0.25.u,(, j, d) + 0.25.u,(d, j, d) =
=0.5.(-3) +0.25.4+025.(-5)=-1.75
Hl(ds.]) = ul(p(daj))= ul(O'S(n9 da J) + 025(]9 d’ _]) + Ozs(da d7 J)) =
=0.5.u,(n, d, j) + 0.25.u,(, d, j) + 0.25.u,(d, d, j) =
=05.(3) +025.4+0.25.(-5)=-1.75
H,(d,d)= u,(p(d,d))= u;(0.5(n, d, d) + 0.25(j, d, d) + 0.25(d, d, d)) =
= 0.5.u;(n, d, d) + 0.25.u,(j, d, d) + 0.25.u,(d, d, d) =
=05.4 +025.(-5)+0.25.6=2.25
Vyplatni funkce 2. hrace H:
HZ(j:j) = u2(p09j))= u2(0'5(n9 j’ J) + 025(]7 j7 J) + 025((15 ja J)) =
=0.5.uy,(n, j, j) + 0.25.u5(, j, j) + 0.25.u,(d, j, j) =
=05.(2) +025.3+0.25.(-4)=-1.25

Hy(j.d) = ... = 1.75
Hy(d,j) = ... = 1.75
H,(d,d)= ... = -2.25

1.3. Hry v rozvinutém tvaru s dokonalou informaci

Model konfliktni situace popsany v predeslé kapitole nereflektuje skutecnost, ze konfliktni situace
zpravidla probihd v ¢ase a zZe jeji ucastnici mohou do ni postupné zasahovat v jisté casové
posloupnosti. V této kapitole, nahradime jednoduchy matematicky model pravidel hry slozitéjSim a
podrobnéjsim matematickym popisem vyplyvajicim z nasich predstav o ¢asovém prubéhu konfliktu.

V této kapitole se omezime na specialni jednodussi pfipad her v rozvinutém tvaru a to na
strategické hry s dokonalou informaci. Tyto hry se vyznacuji tim, ze kazdy hra¢ v okamziku, kdy ma
provést zasah do hry (je na tahu) zna pozici, ve které se nachazi, z ¢ehoz vyplyva ( - viz nasledujici
definice grafu hernich pozic), ze zna cely dosavadni prabéh hry (tj. vSechny zdsahy své i ostatnich
hracu, které byly dosud provedeny).

Definice 1.3.1:
Graf (hernich) pozic je dvojice <Z,I'>, kde
Z je neprazdna konecna mnozina nazyvana prostorem pozic,
I je zobrazeni typu Z—2Z s nasledujicimi vlastnostmi:
(1) Existuje pravé jedna pozice z (9) eZ, pro kterou plati -1z (0) =,
(2) Je-lizeZ az#z(0) pak !z obsahuje pravé jeden prvek.
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(3) Je-li zeZ a z#z(0) pak existuje celé kladné cislo k a pozice 21 2(2) Z(k1) 7 (k)
takové, ze z (K)=za z () =1z (-D pro j=1,2,...k.

Poznamky 1.3.1:

1. Dvojice <Z,I'>, kde I je zobrazeni typu Z—2Z reprezentuje orientovany graf: Z je mnozina uzlt a
zobrazeni I pfifazuje ke kazdému uzlu mnozinu uzli I'z, do kterych vede orientovana hrana z
daného uzlu. Zapis z’ €Tz znadi, Ze z uzlu z vede hrana do uzlu z’. Zapis Iz ozna¢uje mnozinu
viech téch prvki mnoziny Z, ze kterych vede hrana do uzlu z, tj. Ilz={z’: zel'z’}.

2. Pozice zeZ predstavuje okamzity stav v casovém vyvoji hry. Prostor pozic Z zahrnuje vSechny a
priori mozné stavy hry. Dvojici pozic (z,2’), kde z’ €I’z (neboli zeI'"12’) nazyvame tahem hry,
pozici z pozici bezprostiedné predchdzejici pozici z’ a pozici z’pozici bezprostiedné ndsledujici
za pozici z.

3. Pozici z(0) o které hovoii podminka (1), nazyvame vychozi pozici. Této pozici nepredchazi
zadna jina pozice. Podminka (2) fika, ze kazda pozice (s vyjimkou vychozi) ma pravé jedinou
bezprostfedné predchazejici pozici. Podminka (3) vyjadiuje pozadavek, aby kazda pozice zeZ
byla dosazitelnd z vychozi pozice z (0) posloupnosti tahi.

4. Pozice zeZ na daném grafu pozic <Z,I'> se nazyva vyslednou pozici, jestlize nema zadné
nasledujici pozice, tj. plati-li ['z=. Z ptedpokladu (1) - (3) o grafu pozic vyplyva, Ze existuje
aspon jedna vyslednd pozice. Dikaz: kdyby graf pozic neobsahoval zadnou vyslednou pozici, pak
by mnozina pozic nemohla byt kone¢na, jak se predpoklaca.

5. Trajektorie (délky k, kde k je nezdporné celé ¢islo) na grafu pozic je posloupnost (z(,z1,...,Zy)
pozic splnujicich podminku zj el"zj_l pro j=1,2,....k. Pojem trajektorie je zobecnénim pojmu tahu:
tah je trajektorie délky 1.

6. Partie hry o k tazich je trajektorie (z(),z,...,Z|) takova, Ze z)=z O)ar 7.=. Tah (zj_l,zj)
nazyvame j-tym tahem této partie. Mnozinu vSech partii (na daném grafu pozic) oznac¢ime
symbolem P a jeji prvky generickym symbolem = (s pfipadnymi rozliSovacimi indexy).

7. Z predpokladi (1) - (3) o grafu pozic vyplyva, ze v kazdé partii (a obecnéji v kazdé trajektorii) se
kazda pozice vyskytuje nejvyse jednou. Ditkaz sporem: partie by musela obsahovat cyklus a aspon
jedna z pozic, které se v partii vyskytuji vice nez jednou, by musela mit dva rizné predchidce; to
vsak podle predpokladu (2) neni mozné.

Priklad 1.3.1:

Obvykly pojem pozice Sachové hry (pouhé rozmisténi figur na Sachovnici spolu s uvedenim, ktery
z hracu je na tahu) spliuje sice podminku (3) ( kazdou Sachovou pozici lze odvodit posloupnosti tahti
z vychozi pozice), ale nespliuje ani podminku (1) (neni pravda, Ze vychozi pozici nepfedchéazi zddna
pozice) ani podminku (2) (neni pravda, ze kazda pozice ma pravé jednu bezprostiedné predchazejici
pozici).

Ad (1): Vychozi Sachové pozice muize vzniknout z nékolika riiznych nevychozich pozic ndvratem
koni na vychozi postaveni.

Ad (2): Do téze Sachové pozice se lze Casto dostat mnoha riiznymi posloupnostmi tahii a to i
takovymi, které se li$i poslednim tahem a tim i posledni predchazejici pozici.

Jednoduchymi modifikacemi obvyklého pojmu $achové pozice 1ze docilit, aby graf nové pojatych
Sachovych pozic vyhovél vSem pozadavkim (1) - (3) z definice 1.2.1. Toho dosdhneme, jestlize napf.
Sachovou pozici budeme nové definovat jako nasledujici skupinu udaji:

(a) sachova pozice v puvodnim smyslu, tj. rozmisténi figur na Sachovnici spolu s oznacenim hrace,
ktery je na tahu

(b) udaj, zda je mozné provést rosadu ( zda dosud nebylo tazeno krdlem nebo vézi)

(c) udaj, zda je mozné provést brani péScem mimochodem

(d) posloupnost vsech sachovych pozic (v pivodnim smyslu) od posledniho brani nebo od posledniho
tahu péscem, spolu s udajem kolikrat se pozice opakovaly.

Udaje (b) a (c) zabezpecuji jednozna¢né uréeni mnoziny I'z pro kazdou pozici z. Udaj (d) zabezpecuje

splnéni obou podminek (1) a (2) pro nové definované pozice a také splnéni podminky (3), je-li tato
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podminka splnéna pro pozice v puvodnim smyslu (a to je). Konecnost mnoziny vSech pozic je
zaru¢ena pravidlem o nepfipustnosti vice nez tfikrat opakované pozice (v puvodnim obvyklém
smyslu).

Véta 1.3.1:

Libovolny koneény graf spliiujici pozadavky (1) a (3) pro néktery prvek z (0) €Z (viz definice 1.2.1) je
mozné nahradit grafem, ktery vyhovuje vsem tfem predpokladim (1),(2),(3) s vychozi pozici z (0)
tak, Zze obsahova interpretace grafu zistane zachovana. Je nutné pouze vhodné definovat pojem pozice.

Dukaz:

Kazdou pozici nahradime trajektorii vedouci z vychozi pozice do dané pozice (v pivodnim smyslu).
Po této transformaci pojmu pozice graf pozic zajisté spliuje podmiku (2). V konkrétnich pripadech
postaci upravit pojem pozice méné radikdlnim zpisobem - viz napf. priklad 1.2.1.

Definice 1.3.2:
Hra v rozvinutém tvaru s dokonalou informaci a bez nahodovych tahii je Sestice
<I, Q,<Z,I'>, pp, h, {U;: iel}>, kde
I je mnozina hrac¢t (viz definice 1.1.1),
Q je prostor vysledki (viz definice 1.1.1),
{U;: iel} je preferencni schéma hry (viz definice 1.1.1),
<Z,I'> je graf pozic (viz definice 1.3.1),
pp je zobrazeni typu P—>Q (kde P je mnozina vSech partii nad grafem pozic <Z,I'> - viz
poznamky 1.3.1, 6.bod) , nazyvané vysledkovou funkci pro rozvinuty tvar,
h je zobrazeni typu Z’—I (kde Z’ je mnozina vSech nevyslednych pozic) zvané index tahu.

Poznamky 1.3.2:
1. Vysledkova funkce pp pfifazuje kazdé partii neP vysledek pp (n) €Q. Index tahu h pfifazuje
kazdé pozici zeZ hrace h(z) €], ktery je v této pozici na tahu.
2. Trojice <<Z,I'>,pp, h> piedstavuje pravidla hry s iplnou informaci.
3. Princip realizace hry:
Je-li vychozi pozice z (0) také vyslednou pozici, tj. je-li ['z (0) =@, pak (z (0)) je partie a
vysledek hry je pp((z (0)y),
Neni-li z (0) také vyslednou pozici, pak hra¢ h(z (0)) voli nékterou ze svych alternativ, které
maé k dispozici v pozici z (00, tj. nékterou pozici z(1)eI'z(0). Tim stav hry piejde v pozici z(1,
a pokud tato pozice neni vysledna, hra¢ h(z (1)) voli nékterou pozici z@erz(. Hra
pokracuje tak dlouho, dokud pro néjaké n neni pozice z () | zvolena hracem h(z (n-1)),
vyslednou pozici. V tomto pfipadé je posloupnost n=(z (0) z(1) | z(M)y partie a vysledek
hry je pp (7).
Princip motivace jedndni:
V kazdé pozici zeZ se hra¢ h(z) fidi ve svém jednani vyhradné podle svého systému preferenci
Uy, (z) - Ocekavi-li z néjakého divodu, Ze volba alternativy z’ €'z povede k vysledku o’ a volba
alternativy z’ €'z povede k vysledku ®”’, pficemz preferuje vysledek o’ pred vysledkem ®”’, tj.
©”’<p, () @, pak nikdy nezvoli alternativu z”’.

Véta 1.3.2:

Kazdou strategickou hru s uplnou informaci v rozvinutém tvaru lze normalizovat, tj. pfevést ji do
ekvivalentniho normalizovaného tvaru.

Dukaz:
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Na zéakladé pravidel hry v rozvinutém tvaru <<Z,I'>,pp, h> stanovime pravidla ekvivalentni hry v
normalnim tvaru <{A;: i€l},p>. Strategii a;€ A, pro vSechna i<l definujeme jako zobrazeni Z;—Z, kde
Zi={zeZ: h(z)=i A I'z#J},
je definic¢ni obor zobrazeni (mnozina vSech nevyslednych pozic ve kterych je i-ty hrd¢ na tahu) a které
splnuje podminku
z'=aj(z)el’z
((z,z") je tah provedeny i-tym hrd¢em v pozici z). Normalizovand vysledkova funkce p(a)=p(ay,...,a,)
je pak dana vyrazem
p(@)=pp (n(a)) =pp (m(@r,....ap)) ,
kde n(a)) =n(ay,...,a,) je partie, kterd probéhne pfi realizaci vektoru strategii a=(ay,...,a,).

Poznamky 1.3.3:

1. Funkci a; definovanou v dikazu véty 1.3.2 nazyvdme rozvinutou strategii hrace icl ve hie s
uplnou informaci. Rozvinutd strategie i-tého hrace stanovi pro kazdou pozici zeZ, ve které je i-ty
hr4¢ na tahu a kterd soucasné neni vyslednd jaky tah (z,a;(z)) z moznych tah, tj. tahli splfujicich
podminku a;(z) eI'z, u€ini.

2. Pismenem A; oznacujeme mnoZinu vSech (rozvinutych) strategii hrdce i a pismenem A prostor
vektorti (rozvinutych) strategii. To je v souladu se znacenim zavedeném pro hry v normalnim
tvaru.

Priklad 1.3.1:

Hra "Nim”. Hry se zucastni dva hraci, ktefi se stfidaji v tazich. Na zac¢atku mame nékolik hromddek s
obecné riznym poctem piedméti téhoz druhu (napf. zapalek). Hraé, ktery je na tahu voli jednu
hromadku a odebere z ni libovolny nenulovy pocet predméti. Vyhrava ten hrac, ktery odebere
posledni predméty tak, ze vsechny hromadky jsou prazdné.

Pocatecni stav (pozice) hry je charakterizovana poctem hromadek n, pocty predmétt v kazdé z
nich  (kjp,kpq,-...k,0) a stanovenim hrace iy, ktery hru zahajuje. Tah hrice je popsdn dvojici Cisel
(r, s), kde r je pradové ¢islo hromadky a s je pocet odebranych predméti. Volba Cisel r, s je omezena
podminkou, Ze volit je nutno pouze neprazdnou hromédku a odebrat alespon jeden predmét. Pozice hry
je charakterizovdna (n+1)-tici (i,k},ky,...,k,,) , kde i je pofadové Cislo tahu a vektor (kp,k,...,k,,) udava
aktuadlni pocty predméta v jednotlivych hromadkach.

Kvili urcitosti a jednoduchosti analyzy pfedpokladejme n=2, k;=k,=2. Na obr.1.3.1 je zobrazen
graf pozic této hry a to ve tvaru orientovaného stromu (vSechny hrany jsou orientovdny smérem
vzhiru). Kofen stromu, vyznaceny tuénym krouzkem, reprezentuje vychozi pozici a listy stromu,
vyznacené plnym krouzkem, oznacuji vyslednou pozici. Kazdé vétvi stromu odpovidd jedna partie hry.

(-(0,0)) (-(0,0)) (-.(0,0)) (-(0,0)) (-(0,0)) (-,(0,0))
02 02 02 02 O2 02
(21)  |2,1) (1,1) 21 (1,1 J1.1)
-(00)  (-00) k2.(0.1)]2.0.1) |2.(1.0) (-0,0) (-(0,0) 2,(0,1))|(2,(1.00§2,(1,0)) (-,(0,0)) (-,(0,0))
O1 O1 @, O O O1 O1 Q O Q @, O1
(2,1) (2,2) 21 @1 2,1) 1,1) (21 (1,1 20 AN f1.2 1.1)
(-(0,0)) (-,(0,0))
Q2 Q(1,(0,1)  Q1.(0,2)) Qu.(1,1)) O1,(1,0) Q(1,0,1)  O1,(1,1) O1.20)  O1.(1,0) O2
(2.2) (2.1) (.1 21)  /(2,2) (1,2) a1 A1) (11 1.2)
(02:0:2)) O2.(1.2)) @ 2,205
(1.2 , 1) 22)
@

(1.22))
Obr. 1.3.1
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Priklad 1.3.2:

Specidlni pripad hry Nim (viz priklad 1.3.1) s jedinou hromadkou obsahujici 5 pfedmétii a a moznosti
odebirat maximalné dva pfedmeéty v jednom tahu. Graf pozic je zobrazen stromem na obr. 1.3.2.
Pozice je identifikovana s trajektorii, ktera spojuje dany stav s pocatecnim stavem. Tak napf. pozice
oznacena 5431 predstavuje trajektorii (5,4,3,1) spojujici pocatecni stav “5 predméti” s koncovym
stavem “1 pfedmét”. Ohodnoceni hran vyjadiuje pocet odebranych predméti.

1. vyhral 1. vyhral

543210

1. vyhrél
Obr. 1.3.2

Rozklad mnoziny pozic:

- Vychozi pozice: 5

- Z1={5, 543, 542, 532, 531, 54321} ... pozice, ve kt. je na tahu 1. hra¢ (trajekt. s lichou délkou)

- Zp={54, 53, 5432, 5431, 5421, 5321} ... pozice, ve kt. je na tahu 2. hrd¢ (trajekt. se sudou délkou)

- Vysledné pozice, ve kterych vyhrava 1.hra¢ ={543210, 5420, 5320, 5310}

- Vysledné pozice, ve kterych vyhrava 2.hrac¢ ={54320, 54310, 54210,53210}

1.4. Hry v rozvinutém tvaru s nahodnymi tahy a nedokon. informaci

V této kapitole se budeme zabyvat nasledujicimi obecnéjsimi typy her v rozvinutém tvaru:

o Hry s ndhodovymi tahy. V téchto hrach je vysledek hry urcen nejenom jednanim racionalnich
hracu 1,2,...,n , ale i vysledky ndhodnych pokust provadénych v prubéhu hry, neboli “jednanim”
nahody personifikované tzv. “nultym” hra¢em. Tento pseudohrac, na rozdil od redlnych
racionalnich hract, nema zadny zajem na vysledku hry a své alternativy realizuje v souladu s
danym pravdépodobnostnim rozlozenim

«  Hry s nedokonalou informaci. V téchto hrach nemusi hra¢ v okamziku svého zdsahu do priabéhu
hry znét presné herni pozici ve které se nachazi. Ma pouze informaci o tom, ze skute¢na okamzita
pozice hry se nachézi v ur¢ité mnoziné pozic. Informovanost hrace o pribéhu hry je tedy
nedokonala.

Definice 1.4.1:
Hra v rozvinutém tvaru s dokonalou informaci a bez ndhodovych tahii je sedmice
<1, Q, <ZI>, pp, <Zy,{(I'z,p,): z€Zy}>, h, {U;: iel}>,
kde prvky I, <Z,I'>, pp, h, {U;: iel} maji podobny vyznam jako v definici 1.3.2. Novy prvek
<Zy{(T'z,p,): zeZy}> je definovany takto:
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» Zjje podmnozina mnoziny nevyslednych pozic (Zy = Z - Z, kde Z ={zeZ: I'z=J}) ve kterych
neni na tahu zadny z hra¢i mnoziny I={1,2,...,n} a ve kterych o nasledné pozici rozhoduje
nahodny pokus (“pfiroda”, “nulty hrac").

» D, je pravdépodobnostni rozloZeni na mnozZiné I'z ndsledniki pozice z€Z, ve které je provadén
nahodny pokus, tj. p, (z') je pravdépodobnost, Ze z mnoziny ndslednik@i I'z bude vybrana pravé
pozice z’, tj. pravdépodobnost ndhodného tahu (z,2"). Dvojice (I'z,p,) piedstavuje
pravdépodobnostni prostor pozic bezprostfedné nasledujicich za pozici z.

Poznamky 1.4.1:

1. Systém mnozin {ZyZ,,Z,,....Z,.Z.} je rozklad na mnoziné pozic Z. Z je mnozina pozic, ve
kterych se provadi nahodny pokus (na tahu je “nulty” hrac¢, hra¢ bez preferenci - pfiroda).
Z;,iel={1,2,...,n}, je mnozina pozic, ve kterych je na tahu i-ty hrd¢ s preferencemi U;. Z je
mnozina vyslednych pozic, v nichz hra kon¢i a na tahu neni nikdo.

2. Formalni sedmici z definice 1.4.1 interpretujeme v souladu s nasledujicimi principy

Princip reallzace hry: Necht z! Je pozwe ve které se hra nachdzi. Je-li z { eZ , 4.
je-li 'z (k) =, pak (z z(1) .. zK)) je ukoncena partie 7 a vysledek hry

je pp(m pP((z 1> soonsz (K))) Jeli 2 (K) €Z, pak se nzisledujici pozice z!
nahodnym pokusem v pravdépodobnostnim prostoru (I'z (K ,pZ k). Je-liz! eZ iel, pak

k+1) yrei
nasledujici pozici z (¥*1) uréi i-ty hra¢ vybérem z mnoziny I'z (K) |

Princip motivace jedndni: V kazdé pozici zeZ;, i€l, se hra¢ h(z)=i fidi ve svém jedndni
vyhradné podle svého systému preferenci U;. Oc¢ekava-li z né¢jakého diivodu, ze volba
alternativy z’el'z povede k vysledku ’ a volba alternativy z’’ €'z povede k vysledku ”’,
pficemz preferuje vysledek o’ pred vysledkem ®’’, tj. ®’’<;®’, pak nikdy nezvoli alternativu

LX)

zZ .

Véta 14.1:

Kazdou hru v rozvinutém tvaru a s nahodovymi tahy 1ze normalizovat, tj. pfevést do ekvivalentniho
normalniho tvaru podle definice 1.2.1 a nasledné i do normalizovaného tvaru podle definice (viz véta
1.4.1).

Dukaz:

Na zdkladé pravidel hry v rozvinutém tvaru <Z,I'>, pp, <Z, {(I'z,p,): z€Zy}>, h stanovime pravidla
ekvivalentni hry v normélnim tvaru <X,p>, {A;:i€l}, pg - viz definice 1.2.1.

Necht Z;={zeZ: h(z) =i } je mnoZina vSech pozic ve kterych je i-ty hra¢ na tahu. Strategii

a;€ A, pro vechna iel={1,2,...,n} definujeme jako zobrazeni (funkci) Z;—Z, spliiujici podminku
z'=aj(z)el'z.

Vektor funkci a=(aj,...,a,)) z prostoru A=A x...xA,, urCuje jednoznac¢né chovéni vSech ticastniki

konfliktni situace.

Piiroda je na tahu v pozicich zeZ,. V téchto pozicich se provadi ndhodné pokusy v
pravdépodobnostnich prostorech (I'z,p,): z€Z,,. Pfedstavme si, Ze globdlni nahodny pokus spocivajici
v souc¢asném provedeni vSech téchto pokust. Tento pokus je pokusem v pravdépodobnostnim prostoru
<Z,p> popisujici celkové chovani (“strategii”) pfirody v konfliktu. Jeho konkrétni vysledek ceX
urcuje spolu s konkrétnim vektorem strategii hraci a€ A jedinecny pribéh hry, tj. partii

n(c,a)) = n(o,ay,...,ap).
Elementdrni vysledkova funkce je pak dana vztahem
pr(c,a)=pp (n(c,a)) =pp (n(c,a1,...,a,)) .
kde n(a) = m(ay,...,a,) je partie, kterd probéhne pfi realizaci vektoru strategii a=(ay,...,a,).

Definice 1.4.2:
Hra v rozvinutém tvaru s nedokonalou informaci a bez ndhodovych tahii je sedmice
<I, Q, <Z,I'>, pp, h, <J,A>, {U;: iel}>,
kde prvky L,Q,{U;: iel},<Z,I">,pp, h maji tyZ vyznam jako v definici 1.2.2 a J, A jsou nové prvky
definované takto:
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J je rozklad na mnoZziné vSech nevyslednych pozic Z-Z, kde Zo={zeZ: I'z=J}. Prvky (tfidy,
bloky) rozkladu JeJ nazyvame informacénimi mnoZinami. Predpokladame, ze rozklad J ma
nasledujici vlastnosti:

) z,2’€JeJ = h(z)=h(z’), tj. v pozicich patficich do informacni mnoziny je na tahu
vzdy jeden a tyz hrac,
2) (z,z’€Jed) A (z#z’) = (v grafu pozic <Z,I'> neexistuje trajektorie spojujici pozice

z a z’), tj. kazda trajektorie hry ma s kazdou informa¢ni mnozinou spolec¢nou nejvyse
jedinou pozici (podminka isovalence).
A je funkce pfifazujici kazdé informacni mnoziné J rozklad AJ na mnoziné nasledniki vsech
jejich pozic, tj. na mnoziné
'Y = {z2e€Z: 3ze))[z’=T"z]}.
Prvky rozkladu AJ = {A,A,, ... ,Ay} nazyvime alternativami p¥islu§nymi k inform. mnoZiné J.
Predpokldddme, ze rozklad AJ spliuje podminku:
3) (AeA)) A (ze]) = (ANTz jejednoprvkova mnozina ), tj. kazdd alternativa
obsahuje pravé jednoho naslednika kazdého prvku informa¢ni mnoziny.

Poznamky 1.4.2:

1.

S.

Ctvefice <<Z,I>,pp, h, <J,A>> pfedstavuje uplnd pravidla hry (s neuplnou informaci a bez
nahodovych taht1) . Dvojice <J,A> je tzv. pravidlo pro volbu alternativ.
Hra s uplnou informaci je specidlnim pfipadem hry s neuplnou informaci pro kterou plati:
. J={{z}: z€Z},tj. vSechny informacni mnoziny jsou jednoprvkove,
« A{z} ={{z’}: z’el'z}, tj. mnozina alternativ pfislusna k dané pozici splyva s mnozinou
nasledniku této pozice.
Z vlastnosti (1) plyne, ze kazdé informaéni mnoziné J €J mtzeme pfifadit hrace
h*(J)=h(z) pro nékteré (libovolné) zeJ,
ktery je na dané informac¢ni mnoziné na tahu. Oznac¢ime-li symbolem Z; mnoZinu vSech pozic, v
nichz je na tahu i-ty hrac , tj.
Zi={zeZ: h(z)=i},
pak systém informacnich mnozin
J; = {JeJ: h*(J)=i}
predstavuje rozklad mnoziny Z;. Tento rozklad, tvofeny vSemi informacnimi mnozinami v nichz
je i-ty hra¢ na tahu, nazyvame informacnim schématem i-tého hrace.
Z podminky (3) vyplyva:
o Izy| = Tzy| = ... = [z
=AY = A = =AY
Situace je ilustrovana na obr. 1.4.1.

Obr.1.4.1

Princip realizace hry:

. Vychozi informaéni mnozina je jednoprvkova mnozina {z@}. Je-li A{z@}=@, tj. je-li
I'z=Q, pak (z©) je partie a pp (z©) je jeji vysledek.

o Jeli A{zOD} =@, pak hra¢ h(z©) voli nékterou alternativu A1={z(1)} ze svych alternativ
A{zO} =I'z0). Piedstavme si, ze partie jiz probéhla pozicemi z(0 z(D, . 2K Je-li r
2®=, pak z(K) je vysledna pozice, pak n=(z(9,z(1),... 2(%)) je partie a pp (1) je jeji vysledek.
Jestlize TzW=, pak hra¢ h(z(®¥), rozhodujici se na informaé¢ni mnoziné J,, jednoznaéné
ur¢ené pozici zX), md k dispozici neprdzdnou mnozinu alternativ AJy ze které voli nékterou
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alternativu A, Naslednd pozice z&*1) hry je jednozna¢né déna jednoprvkovym prinikem A,
ALz® ={zk+ 1)y
6. Princip motivace jedndni:
Na kazdé informacéni mnoziné J se hra¢ i=h*(J) rozhoduje pouze podle svého systému preferenci
U;. Ocekadva-li, Ze alternativa A€ AJ vede k vysledku o a alternativa A’eAJ vede k vysledku o’ a
pfitom » >; »’, potom nikdy nezvoli alternativu A’.

Véta 1.4.2:

Kazdou hru v rozvinutém tvaru s nedokonalou informaci a bez nahodovych taht Ize normalizovat, tj.
prevést do ekvivalentniho normalizovaného tvaru.

Dikaz:
Na zdkladé pravidel hry v rozvinutém tvaru <<Z,I'>,pp, h, <J,A>> stanovime pravidla ekvivalentni hry
v normdlnim tvaru <{A;: iel},p>. Symbolem
Ji ={JeJ: W ()=i, A=)

ozna¢me mnoZzinu informac¢nich mnozin ve kterych je i-ty hra¢ na tahu. Na kazdé mnoZiné J;, i€l,
definujeme funkci a; € A; pfifazujici ke kazdé informac¢ni mnoziné i-tého hrice J €Jj jistou alternativu
aj(J)eAJ z mnoziny jeho alternativ AJ. Funkce a; popisuje tedy jednoznacné zpiisob chovani i-tého
hrace v pribéhu hry a vektor funkci a=(a1,a),...,a5) jednoznaéné determinuje cely priibéh hry.
Volba alternativy na libovolné informa¢ni mnoziné J€J je tedy dana funkci a(J)=ah*(J)(J). Pro
skuteény konkrétni priubéh hry n=(z0), z(D,...,z®) plati

z0=J0 A zG*D=Tz0na(J) pro j=0,1,...k-1 a Iz®=@.
Ke kazdému vektoru strategii ac A=A xA,x...xA, existuje tedy pravé jedna partie n(a).
Normalizovana vysledkovd funkce je pak definovédna takto: p(a)=pp(n(a)).

Priklad 1.4.1:

V tomto pfikladu uvadime ruzné varianty dale popsané hry v rozvinutém tvaru. V prvém kroku této
hry voli pfiroda (provedenim nahodného pokusu) jedno z ¢isel 0, 1 a to se stejnou pravdépodobnosti,
tj. s pravdépodobnostmi 1/2, 1/2. V druhém kroku voli 1.hra¢ jedno z ¢isel 1,2 a ve tfetim (a
poslednim) kroku voli 2.hra¢ opét jedno z ¢isel 1, 2. Je-li soucet vSech zvolenych ¢isel sudy, vyhrava
1.hrac tento soucet a 2.hrac tento soucet prohrava. Je-li soucet vsech zvolenych ¢isel lichy, pak naopak
2.hra¢ vyhrava tento soucet a 1.hrac tento soucet prohrava.

Na vSech déle uvedenych obrdzcich 1.4.2-5 je zobrazen graf pozic této hry. Horni uzel
zobrazuje pozici, kdy je na tahu pfiroda, dva uzly v dalsim fadku jsou pozice 1.hrace, Ctyfi uzly v
dalsim fadku jsou pozice ve kterych je nahu 2.hra¢ a konecné uzly v nejnizsi radku predstavuji tzv.
terminalni pozice vekterych jiz neni na tahu nikdo a hra skoncila. Ohodnoceni hran uddvaji ¢isla
volena hraci, ktefi jsou na tahu v horni pozici hrany. Dvojice ¢isel ohodnocujicich termindlni pozice
jsou vyhry (hodnoty vyplatni funkce) pro 1. a 2. hrace v pripadé, ze partie skoncila v dané termindlni
pozici.

Varianty zobrazené na obrazcich 1.4.2-5 se navzajem li$i zpiisobem rozkladu mnoziny pozic
v nichzZ jsou na tahu 1. a 2. hrd¢ na systém informacnich mnozin, tj. podle miry informovanosti téchto
hracu o stavu hry v okamzicich, kdy se rozhoduji. Informaéni mnoziny 1. hrace jsou na obrazcich
zobrazeny ¢arkovanymi ovaly a informacni mnoziny 2. hrace teckovanymi ovaly. VSimnéme si, ze
rozklady na vsech obrazcich spliuji podminky (1), (2), (3) z definice 1.4.2.
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pfiroda

terminalni
_5 5 Pozice

4,-4 Obr.1.4.2

Na obr.1.4.2 je zobrazen pripad, kdy ani tah pfirody ani tah 1. hrace neni zvefejnén. V tomto
pripadé 1. hra¢ v okamziku své volby nevi v které ze dvou moznych pozic se hra nachazi a 2. hra¢ v
okamziku svého rozhodovdni nevi v které ze ¢tyf moznych pozic se hra nachazi. VSichni ucastnici hry,
priroda a oba racionalni hraci, provadi své volby nezavisle na volbach zbyvajicich dvou ucastniku. Je
to totéz jakoby se vSichni ucastnici hry rozhodovali soucasné (a nebo v libovolném poradi).
Informovanost obou hrac¢i o stavu hry je nulova.

pfiroda

—————————————————————————————— 2. hrag

® termi.nélni
2,2 3,3 3,3 4,-4 3,3 4.4 4.-4 5,5 Pozice
Obr.1.4.3

Na obr.1.4.3 je zobrazen piipad, kdy tah pfirody (vysledek nahodného pokusu) zvefejnén
neni, ale nasledujici tah 2. hrace zvefejnén je. Mira informovanosti 2. hrace se zlepsila: v okamziku,
kdy je na tahu, vi v které ze dvou informa¢nich mnozin se nachazi. Nicmén¢ jeho informovanost neni
dokonald, nebof tyto informacni mnoziny jsou dvouprvkové a on nevi v které ze dvou pozic se hra
nachazi.

pfiroda
1(1/2)
1. hrac
,,,,,,,,,,,,, «) Cé 7 ‘/\ 2. hraé
2 1
é terminalni
ozice
2,2 3.3 33 44 33 4-4 4,4 -5,5P%% Obr.1.4.4

Na obr.1.4.4 je zobrazen opacny pripad vzhledem k predchozimu, kdy vysledek ndhodného
pokusu (tah pfirody) zvertejnén je, ale volba (tah) 1. hrdce zvefejnéna neni. V tomto pfipadé je 1. hra¢
dokonale informovan, ale druhy jen ¢aste¢né (vi v které ze dvou dvouprvkovych informacnich mnozin
se nachazi, ale nevi v které ze dvou pozic té ¢i oné informa¢ni mnoziny).
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pfiroda

terminalni
ozice

55 Obr.1.4.5

Na obr.1.4.5 je zobrazen piipad, ktery je protikladny k prvému pripadu zobrazenému na
obr.1.4.2: volby vSech ucastnikii rozhodovaciho procesu jsou vefejné a oba hraci v okamzicich
rozhodovani znaji pfesné pozici, ve které se hra nachazi, tj. disponuji dokonalou informovanosti.
Vsechny informacni mnoziny jsou jednoprvkové.

Obrazky 1.4.2-5 (grafy pozic spolu se zobrazenim informacnich mnozin) definuji ¢tyfi rizné
hry v rozvinutém (extenzivnim) tvaru. Pfevedte tyto hry do normalniho tvaru. Jedna se o
antagonistické hry (konec¢né hry dvou hracu s nulovym souctem maticové hry) a az s naucite tyto hry
fesit (viz kap. 2.1 téchto textl) feste je, tj. popiste racionalni jednani obou racionalnich hrac¢a v
uvedenych Ctyfech situacich.

Definice 1.4.3:
Hra v rozvinutém tvaru s nedokonalou informaci a s nahodovymi tahy je osmice
<L, Q, <Z,I'>, pp, <Zy,{(I'z,p,): z€Zy}>, h, <J,A>, {U;: iel}>,
kde vyznam prvki LQOg,{U;: i€l},<Z,I'>,pp,<Zy,{(I'z,p,): z€Zy}>, h je objasnén v definici 1.4.1 a
vyznam prvku <J,A> v definici 1.4.2.

Pouzitim postupt vysvétlenych v kapitolach 1.3-1.4 1ze hry v rozvinutém tvaru s nedokonalou
informaci a s ndhodovymi tahy normalizovat, tj. eliminovat z nich nahodu, neurcitost i as.
Normalizace jakékoliv konecné hry je tedy v principu vidy moZnd, prakticky je vsak proveditelna jen v
pripadé velmi jednoduchych her. Cenu, kterou za pojmové zjednoduseni platime, spociva totiz v
podstatném zvétseni prostoru vysledkll a prostortt moznych strategii jednotlivych hraca.

V piipadé redlnych her (napf. karetnich) jsou vétSinou graf pozic, systém informacnich
mnozin a sdruzend pravdépodobnostni rozdéleni natolik slozitymi objekty, ze jejich uplné zobrazeni
(a natoz pak analyza hry) jsou mimo soucasné moznosti vypocetni techniky.



