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Zdeněk Sawa

Verze: 19. dubna 2021



ii



Obsah

1 Úvod 1
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Kapitola 1

Úvod

Tento text by měl sloužit jako studijńı opora pro předmět Teorie her v kombinované formě. Neńı
zamýšlen jako samostatný studijńı text, ale jako detailńı pr̊uvodce obsahem jednotlivých tutoriál̊u.
Jsou zde stručně shrnuta jednotlivá témata spolu s odkazy na př́ıslušné kapitoly (resp. části kapitol
nebo konkrétńı stránky) v jednotlivých učebńıch textech a seznamy konkrétńıch př́ıklad̊u, které
by si měl student k danému tématu vyřešit.

Hlavńım studijńım materiálem je učebńı text

Thomas S. Ferguson — Game Theory [3],

který je volně dostupný na webové adrese http://www.math.ucla.edu/~tom/math167.html a
který slouž́ı jako učebńı text pro předmět Game Theory na University of California at Los Angeles.

Daľśı zdroje jsou uvedeny v seznamu literatury.

1.1 Tutoriály a samostatná práce student̊u

Na tutoriálech budou jednotlivá témata prob́ırána spolu s diskuśı ohledně řešeńı některých uve-
dených př́ıklad̊u. Předpokládá se, že př́ıslušné části jednotlivých text̊u si studenti samostatně
nastuduj́ı doma.

Veškeré body za zápočet dostávaj́ı studenti za zápočtovou ṕısemku, která se bude psát na
4. tutoriálu. Kromě této ṕısemky nemuśı plnit studenti žádné daľśı bodované úkoly. Předpokládá
se však, že kromě vlastńı výuky na tutoriálech studenti samostatně studuj́ı př́ıslušné texty a
zkouš́ı samostatně řešit př́ıklady, které se na tutoriálu nestihnou probrat. Také se předpokládá,
že na tutoriálech maj́ı studenti možnost prob́ırat s tutorem jakékoliv př́ıpadné problémy, na které
při studiu text̊u a samostatném řešeńı př́ıklad̊u naraźı.

Celkem se předpokládá 5 tutoriál̊u.

Podrobný obsah jednotlivých tutoriál̊u je popsán v následuj́ıćıch kapitolách.

1.2 Podmı́nky uděleńı zápočtu

Na 4. tutoriálu se bude psát zápočtová ṕısemka. Tato ṕısemka bude hodnocena maximálně 30 body,
přičemž pro źıskáńı zápočtu je třeba źıskat z těchto 30 bod̊u minimálně 15 bod̊u.

1.3 Podmı́nky vykonáńı zkoušky

Zkouška bude formou ṕısemky, za kterou je možné źıskat až 70 bod̊u. Pro absolvováńı předmětu
je třeba źıskat z těchto 70 bod̊u minimálně 30 bod̊u.
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Kapitola 2

Tutoriál 1

Prob́ıraná témata: Úvod – č́ım se zabývá teorie her. Kombinatorické hry, grafové hry.

2.1 Č́ım se zabývá teorie her

Obecně se dá ř́ıci, že teorie her jako vědńı obor je podoblast aplikované matematiky, která se
zabývá studiem konfliktńıch situaćı z matematického hlediska. V teorii her se takovým konfliktńım
situaćım ř́ıká hry , ale slovo

”
hra“ je zde chápáno v poněkud širš́ım významu a ve významu,

který je poněkud posunutý proti tomu, jak slovu
”
hra“ rozumı́me v běžné řeči. Takové konfliktńı

situace (hry) jsou charakteristické t́ım, že v nich figuruje několik účastńık̊u (tj. v́ıce než jeden) —
v teorii her se těmto účastńık̊um ř́ıká hráči , kteř́ı se snaž́ı dosáhnout určitých ćıl̊u, přičemž ćıle
jednotlivých hráč̊u jsou většinou r̊uzné, často pak př́ımo protikladné.

Tito hráči voĺı mezi r̊uznými akcemi, které mohou provádět. Jaké akce může daný hráč provádět
(tj. mezi jakými možnostmi voĺı), je stanoveno pravidly dané hry. Důležité je, že výsledek, jakého
hráč nakonec v dané hře dosáhne, nezáviśı čistě jen na akćıch, které provedl tento hráč, ale je
určen také t́ım, jaké akce provedli ostatńı hráči. V závislosti na pravidlech dané hry může být
tento výsledek také ovlivněn náhodou.

Typickými otázkami, které se v teorii her studuj́ı, jsou otázky týkaj́ıćı se vlastnost́ı stra-
tegíı , které mohou jednotliv́ı hráči v dané hře použ́ıt. Strategíı se zde rozumı́ konkrétńı postup,
podle kterého hráč voĺı své akce v závislosti na akćıch ostatńıch hráč̊u. Zejména se zkoumaj́ı
strategie, které jsou v nějakém smyslu optimálńı nebo něco danému hráči zaručuj́ı bez ohledu
na akce ostatńıch hráč̊u, apod. Otázky se týkaj́ı např́ıklad zkoumáńı existence takových strategíı,
hledáńım takových optimálńıch strategíı, toho jakými r̊uznými zp̊usoby se dá definovat, jaké stra-
tegie považujeme za

”
optimálńı“, atd.

Pokud např́ıklad může být výsledkem každé partie dané hry jen to, že jeden z hráč̊u vyhraje a
druhý prohraje, může mı́t např́ıklad smysl ptát se, jestli má určitý hráč v dané hře vyhrávaj́ıćı
strategii , tj. strategii, která mu zaruč́ı pokaždé v́ıtězstv́ı bez ohledu na to, jak hraje protihráč.
Pokud hra může skončit i remı́zou, můžeme se ptát třeba na existenci neprohrávaj́ıćı strategie,
tj. strategie, která danému hráči zaruč́ı, že nikdy neprohraje (tj. vždy vyhraje nebo uhraje alespoň
remı́zu), bez ohledu na to, jak hraje protihráč.

Následuje několik př́ıklad̊u oblast́ı, ve kterých je možné některé jevy popisovat a studovat jako
hry (ve smyslu teorie her) a využ́ıvat při jejich zkoumáńı prostředk̊u teorie her:

a) Hry v běžném slova smyslu — společenské hry jako např́ıklad šachy, go, pǐskvorky, poker,
bridge, člověče nezlob se, kámen-n̊užky-paṕır, apod.

Poznámka: Pokud výsledek záviśı pouze na náhodě (jako např́ıklad u loteríı), o hru ve smyslu
teorie her se nejedná. Také hry, které hraje jen jeden hráč sám se sebou (např. pasiáns), nejsou
typickým předmětem studia teorie her.
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b) Ekonomie — celou řadu r̊uzných ekonomických vztah̊u je možné popisovat jako hry — vztahy
mezi vzájemně si konkuruj́ıćımi firmami, vztahy mezi nakupuj́ıćımi a prodávaj́ıćımi, vztahy
mezi zaměstnanci a zaměstnavateli, vztahy, které se týkaj́ı využ́ıváńı nějakého sd́ıleného zdroje
v́ıce účastńıky, apod. Historicky je teorie her velmi silně propojena právě s ekonomíı.

Poznámka: Nakolik jsou však výsledky teorie her relevantńı pro popis a zkoumáńı ekonomické
skutečnosti (např. pro předpov́ıdáńı skutečného vývoje trh̊u apod.) silně záviśı na tom, do
jaké mı́ry př́ıslušné matematické modely odpov́ıdaj́ı skutečnosti. Zkoumané modely jsou oproti
skutečnosti často velmi idealizované a mnohdy pracuj́ı s r̊uznými předpoklady, které v realitě
splněny nejsou.

c) Dalš́ı společenské vědy — např́ıklad politologie (volby, hlasováńı, tvorba koalic, . . . ), his-
torie (např́ıklad modelováńı možných pr̊uběh̊u válečných konflikt̊u, bitev, apod.), sociologie
(konflikty mezi r̊uznými sociálńımi skupinami) či psychologie (modelováńı některých druh̊u
mezilidských vztah̊u).

d) Biologie — např́ıklad modelováńı (konfliktńıch) vztah̊u mezi r̊uznými druhy (vztahy mezi
predátorem a kořist́ı, parazitem a hostitelem, apod.), mezi r̊uznými populacemi téhož druhu,
mezi jedinci téhož druhu, mezi určitými variantami genu v rámci populace, apod.

e) Matematika — řadu matematických problémů, které na prvńı pohled nemaj́ı nic společného
s hrami, může být výhodné přeformulovat jako otázky týkaj́ıćı se např́ıklad existence určitého
druhu strategíı v nějakém určitém typu her. Často to bývá formulováno např́ıklad tak, že
určitý abstraktńı matematický objekt existuje právě tehdy, pokud má v odpov́ıdaj́ıćı hře jeden
z hráč̊u vyhrávaj́ıćı strategii. Nezř́ıdka jsou hry použ́ıvané v matematice poněkud abstraktńı
v tom smyslu, že skutečńı živ́ı hráči by takové hry nemohli nikdy hrát, protože daná hra
např́ıklad vyžaduje provedeńı nekonečného množstv́ı tah̊u, apod. Různé typy her se např́ıklad
často využ́ıvaj́ı v logice a v teorii množin.

f) Informatika — podobně jako v předchoźım bodě jsou mnohé problémy, které se objevuj́ı
v teoretické informatice, často formulovány jako otázky týkaj́ıćı se určitých typ̊u her, i když
dané problémy na prvńı pohled s hrami nijak nesouviśı. Postupy využ́ıvaj́ıćı hry se použ́ıvaj́ı
např́ıklad při zkoumáńı korektnosti programů nebo při zkoumáńı chováńı komunikačńıch a
śıt’ových protokol̊u. Typickým př́ıkladem je třeba použit́ı her pro zkoumáńı vlastnost́ı krypto-
grafických protokol̊u (např́ıklad útočńık má možnost dostat se k určité informaci, ke které by se
dostat neměl, právě tehdy, když v odpov́ıdaj́ıćı hře existuje nějaká strategie s nějakou určitou
vlastnost́ı).

Specifickou oblast́ı, která lež́ı na hranici mezi informatikou a teoríı her, je algoritmická te-
orie her . Zde se zkoumaj́ı hry z algoritmického hlediska. Zejména se zkoumá rozhodnutelnost a
výpočetńı složitost r̊uzných problémů týkaj́ıćıch se her, např́ıklad, jak výpočetně náročné je pro
určitý typ her zjǐstěńı, jestli má daný hráč v́ıtěznou strategii, jaká je výpočetńı složitost problému
nalezeńı optimálńı strategie, apod.

Poznámka: V předmětu Teorie her se konkrétńımi aplikacemi teorie her př́ılǐs zabývat nebudeme.
Mı́sto toho se budeme soustředit na teorii her jako takovou s t́ım, že se občas dotkneme otázek
týkaj́ıćıch se algoritmů pro řešeńı některých problémů z teorie her.

2.2 Různé typy her

Hry se daj́ı v teorii her rozdělovat podle r̊uzných kritéríı:

a) Počet hráč̊u — Z hlediska analýzy jsou nejjednodušš́ı hry, kde hraj́ı dva hráči. Analýza her,
kde je hráč̊u tři a v́ıce, je obecně složitěǰśı. Většinou ale pak už neńı velký rozd́ıl v tom, jestli
jsou hráči tři, čtyři nebo je jich v́ıc. Pokud je hráč̊u velmi velký počet, může být někdy výhodné
mı́sto toho uvažovat hry, ve kterých hraje nekonečný počet hráč̊u.
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V předmětu Teorie her se budeme z velké části zabývat hrami dvou hráč̊u, v menš́ı mı́̌re pak
hrami, kde hraje libovolný, ale konečný, počet hráč̊u. Hrami s nekonečným počtem hráč̊u se
zabývat nebudeme.

b) Výše výhry — Z hlediska analýzy jsou nejjednodušš́ı hry, kde výsledkem partie v dané hře je
to, že jeden z hráč̊u vyhraje a druhý prohraje. Př́ıpady, kdy hra může skončit také remı́zou,
jsou jen mı́rně komplikovaněǰśı.

Složitěǰśı jsou hry, kdy hráči źıskávaj́ı určitou výši výhry, která se podle výsledku hry může
lǐsit. Většinou se výše výhry vyjadřuje jako reálné č́ıslo — kladné hodnoty znamenaj́ı zisk,
záporné hodnoty ztrátu.

Zde se rozlǐsuj́ı dva př́ıpady:

• hry s nulovým součtem — jedná se o hry, kde součet zisk̊u jednotlivých hráč̊u v každé
partii je vždy 0, tj. co jeden hráč vyhraje, to musel jiný hráč (resp. hráči) prohrát. Analýza
těchto typ̊u her je obecně jednodušš́ı, zejména v př́ıpadě, kdy jsou hráči pouze dva, protože
v takovém př́ıpadě nemá pro hráče nikdy smysl spolupracovat (zisk jednoho je vždy ztrátou
druhého).

• hry s nenulovým (obecným) součtem — zisky hráč̊u mohou být zcela libovolné.
Tyto hry jsou obecně komplikovaněǰśı, protože v takových hrách může být někdy pro
hráče výhodné spolupracovat. V některých hrách se může dokonce stát, že pokud hráči
zvoĺı strategie, které jsou optimálńı z hlediska každého jednotlivého hráče, ve výsledku na
tom mohou být všichni hráči h̊uř než pokud by zvolili strategie, které nejsou optimálńı.

c) Role náhody — Někdy je náhodný prvek př́ımo součást́ı pravidel dané hry (např. házeńı kost-
kou nebo mı́cháńı karet). Při analýze takovýchto her bývá tento náhodný prvek reprezentován
jako pseudohráč, kterému se ř́ıká př́ıroda nebo náhoda . Tento pseudohráč provád́ı r̊uzné akce
podobně jako ostatńı hráči, ale na rozd́ıl od ostatńıch hráč̊u nesleduje žádný konkrétńı ćıl a
výběr akćı, které provád́ı, se ř́ıd́ı nějakým daným pravděpodobnostńım rozděleńım.

Kromě náhody, která vyplývá z pravidel hry, mohou hráči vnést náhodný prvek do svého
chováńı tak, aby nebylo zcela deterministické a předv́ıdatelné. (Toto se týká i her, které
z hlediska pravidel žádnou náhodnost neobsahuj́ı.) V takovém př́ıpadě se pak rozlǐsuj́ı ryźı
(pure) strategie, které představuj́ı jednotlivé možnosti, jak hráč může (deterministicky) hrát,
a smı́šené (mixed) strategie, které odpov́ıdaj́ı pravděpodobnostńım rozděleńım na množině
ryźıch strategíı, které může hráč hrát. Hráč pak (deterministicky) voĺı př́ıslušnou smı́̌senou
strategii a na základě této smı́̌sené strategie náhodně vyb́ırá v každé jednotlivé partii některou
konkrétńı ryźı strategii.

V př́ıpadě smı́̌sených strategíı se hodnota zisku jednotlivých hráč̊u stává náhodnou veličinou a
pro zkoumáńı takových her se pak použ́ıvaj́ı prostředky z teorie pravděpodobnosti.

d) Mı́ra spolupráce mezi hráči — Jednou variantou jsou hry, kde se hráči nemohou mezi
sebou domlouvat. Takovým hrám se ř́ıká nekooperativńı . V těchto hrách sice nemohou hráči
př́ımo spolupracovat, ale v př́ıpadě her s nenulovým součtem může mı́t pro hráče smysl volit
svou strategii na základě předpokladu, že ostatńı hráči jsou racionálńı a jde jim v prvé řadě
o dosažeńı svých vlastńıch ćıl̊u, ne o co největš́ı poškozeńı daného hráče.

Hry, ve kterých se mohou hráči před vlastńı hrou domlouvat, se označuj́ı jako kooperativńı .
Zde se hráči předem domluv́ı na strategíıch, které budou hrát. Vlastńı jádro konfliktu mezi
hráči se tak přesouvá do fáze dohadováńı se o tom, jaké strategie budou hrát a jestli se v̊ubec
dohodnou. Rozlǐsuj́ı se zde dva př́ıpady — hry s přenosnou výhrou a hry bez přenosné
výhry . U her bez přenosné výhry jsou zisky hráč̊u dány pravidly hry a hráči se dohodnou jen
na tom, jaké strategie budou hrát. U her s přenosnou výhrou se nav́ıc mohou dohodnout na
tom, jak si své výhry přerozděĺı. Jeden z hráč̊u např́ıklad může druhého motivovat ke spolupráci
t́ım, že mu zaplat́ı část ze své výhry.
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e) Mı́ra informace, kterou maj́ı hráči k dispozici — V předmětu Teorie her se budeme
zabývat prakticky výhradně hrami s úplnou informaćı (complete information). Tı́mto
pojmem se označuj́ı hry, kde se předpokládá, že všichni hráči znaj́ı

”
pravidla“ dané hry, tj. znaj́ı

předem všechny možné akce, které mohou provést oni sami i všechny akce, které mohou provést
jejich protivńıci, znaj́ı výše výher všech hráč̊u pro všechny možné př́ıpady, které mohou nastat,
a znaj́ı také pravděpodobnostńı rozděleńı všech náhodných tah̊u, které provád́ı

”
př́ıroda“.

Opakem her s úplnou informaćı jsou hry s neúplnou informaćı (incomplete information),
kde někteř́ı hráči nemuśı některou z výše uvedených informaćı znát. Např́ıklad si hráč nemuśı
být vědom některé možné akce, kterou může jeho protivńık provést (např́ıklad nev́ı, že jeho
protihráč má schované eso v rukávu). Takové typy her maj́ı velký význam např́ıklad v ekono-
mii, kde je obvyklé, že mnoźı účastńıci trhu maj́ı jen omezené množstv́ı informaćı a jsou tak
v nevýhodě proti těm, kteř́ı maj́ı informace přesněǰśı. V předmětu teorie her se však hrami
s neúplnou informaćı zabývat nebudeme.

I u her s úplnou informaćı mohou být v pr̊uběhu hry před některými hráči některé informace
skryty. Typickým př́ıkladem jsou třeba karetńı hry, kdy např́ıklad hráč sice zná své karty,
ale nev́ı, jaké karty maj́ı jeho protihráči, ani jaké karty jsou v baĺıčku na stole. Jedná se ale
o omezeńı, která jsou dána pravidly hry a kterých jsou si všichni hráči vědomi. Hráč tak sice
třeba přesně nev́ı, jaké karty má protihráč, ale může např́ıklad určit pravděpodobnosti, s jakými
mohou jednotlivé př́ıpady nastat.

Hry, ve kterých neńı žádná informace před hráči skryta (tj. každý hráč v́ı vše o aktuálńı situaci,
zná všechny předchoźı tahy svých protivńık̊u, zná výsledky všech náhodných tah̊u, atd.), se
označuj́ı jako hry s dokonalou informaćı (perfect information)

Text k prostudováńı: úvod v textu [3] (str. 3 – 8)

Doplňková literatura: Kapitola 1 — Basic Solution Concepts and Computational Issues (E. Tardos,
V. Vazirani) v knize [6] (str. 3 – 28)

2.3 Kombinatorické hry

Kombinatorické hry jsou nejjednodušš́ım typem her. Jedná se o hry dvou hráč̊u s dokonalou
informaćı, kde žádným zp̊usobem nefiguruje náhoda, a kde výsledkem partie je to, že jeden hráč
vyhrál a druhý prohrál, př́ıpadně v obecněǰśım př́ıpadě může být výsledkem remı́za. V kombinato-
rických hrách tedy nefiguruj́ı výše výher. Nav́ıc se předpokládá, že oba hráči se v taźıch pravidelně
stř́ıdaj́ı. Hráč, který je momentálně na tahu, má tedy veškeré informace o aktuálńı pozici a o všech
předchoźıch pozićıch a taźıch, jak svých, tak protivńıkových.

Př́ıklady kombinatorických her jsou třeba šachy, dáma, go nebo pǐskvorky. Zvláště jedno-
duchými př́ıklady takových her jsou r̊uzné odeb́ıraćı hry, kdy hráči stř́ıdavě odeb́ıraj́ı nějaké
předměty (např. sirky, kamı́nky, žetony nebo něco podobného) z hromádky nebo hromádek těchto
předmět̊u podle určitých pravidel. (Pro jednoduchost budeme mluvit v následuj́ıćım o sirkách, ale
je jasné, že to, o jaké předměty se jedná, neńı podstatné.)

Můžeme zač́ıt např́ıklad hrou, kdy hráči stř́ıdavě odeb́ıraj́ı sirky z hromádky sirek, přičemž
hráč, který je momentálně na tahu, může odebrat jednu až tři sirky. Vyhrává hráč, který vezme
posledńı sirku.

U této hry neńı těžké přij́ıt na to, pro které počty sirek má vyhrávaj́ıćı strategii hráč, který je
momentálně na tahu, a pro které počty sirek má vyhrávaj́ıćı strategii jeho protihráč.

Toto vede přirozeně k rozděleńı možných pozic (tj. v tomto př́ıpadě počt̊u sirek) na:

• N-pozice — kde má vyhrávaj́ıćı strategii hráč, který je momentálně na tahu,

• P-pozice — kde má vyhrávaj́ıćı strategii hráč, který neńı momentálně na tahu.
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Řešeńı této hry můžeme zkusit zobecnit. Můžeme uvažovat jiná pravidla pro odeb́ıráńı sirek
i jiná pravidla pro určeńı v́ıtěze (např. ten, kdo vezme posledńı sirku, prohrál, a jeho protivńık
vyhrál).

Tyto úvahy přirozeně vedou k reprezentaci hry pomoćı (orientovaného) grafu . Vrcholy grafu
představuj́ı jednotlivé dosažitelné pozice ve hře, hrany vedoućı z vrcholu pak odpov́ıdaj́ı tah̊um,
které je možné v dané pozici provést. Pro koncové pozice (tj. pro vrcholy grafu, které nemaj́ı žádné
následńıky), muśı být stanoveno, kdo v dané pozici vyhrál.

Pokud uvažujeme jednoduchý př́ıpad, kdy se v grafu nevyskytuj́ı cykly ani nekonečné cesty, daj́ı
se vrcholy grafu snadno rozdělit na N-pozice a P-pozice postupem, kdy zač́ınáme od koncových
pozic a postupujeme pozpátku směrem k předchoźım pozićım. Neńı těžké si rozmyslet, že v takovém
př́ıpadě je pro každou pozici v grafu jednoznačně určeno, zda se jedná o N-pozici či P-pozici a že
jedna z těchto možnost́ı muśı pro každou pozici nastat.

Nav́ıc máme algoritmus, který toto rozděleńı urč́ı v čase, který je zhruba úměrný velikosti
grafu.

Pokudmáme vrcholy grafu rozdělené na N-pozice a P-pozice, snadno na základě tohoto rozděleńı
vytvoř́ıme v́ıtěznou strategii pro hráče, který ji v dané pozici má. Speciálně pro každou N-pozici
urč́ıme v́ıtězný tah, který hráči, který je na tahu, zaruč́ı v́ıtězstv́ı. Z těchto konstrukćı je také
vidět, že v tomto typu her v́ıtězná strategie nezáviśı na historii — v́ıtězný tah je možné určit čistě
na základě aktuálńı pozice bez ohledu na to, jak se hráči do této pozice dostali.

Tyto úvahy se daj́ı relativně snadno zobecnit na př́ıpady, kdy je graf nekonečný, obsahuje
cykly, kdy partie může skončit remı́zou, apod., i když ve všech těchto př́ıpadech je situace o něco
komplikovaněǰśı než ve výše uvedeném př́ıkladu se sirkami. Dostáváme tak algoritmus, kterým
lze (alespoň v principu) analyzovat velkou část kombinatorických her. Dává nám to postup, jak
analyzovat třeba šachy, je však zjevné, že v př́ıpadě šachu je graf př́ılǐs obrovský na to, aby se dal
t́ımto zp̊usobem v nějakém rozumném čase zpracovat.

Pokud chceme pro danou kombinatorickou hru analyzovat, jak vypadaj́ı N-pozice a P-pozice,
ale př́ıslušný graf je velmi velký nebo dokonce nekonečný, nemuśı to být v̊ubec snadné. Je např́ıklad
známo, že zjǐstěńı, o jakou pozici se jedná, je EXPTIME-úplný problém pro šachy, dámu i go
zobecněné na př́ıpady, kde může mı́t herńı plocha libovolnou velikost n× n.

I zdánlivě velmi jednoduché hry mohou vést na relativně komplikované kombinatorické problémy.
Př́ıkladem jsou třeba hry ve Cvičeńı 1.5.7 (str. I-7) v [3].

Pěkným př́ıkladem je třeba hra Chomp! popsaná v př́ıkladu 1.5.6 (str. I-6) v [3]. U této hry
existuje jednoduchý d̊ukaz toho, že počátečńı pozice je N-pozice (tj. hráč, který zač́ıná, má vždy
vyhrávaj́ıćı strategii). Tento d̊ukaz je však nekonstruktivńı, ukazuje pouze existenci této strategie,
ale nedává žádnou informaci o tom, jak by taková v́ıtězná strategie měla vypadat. (Úkolem v tomto
cvičeńı je přij́ıt na tento nekonstruktivńı d̊ukaz). Obecně neńı znám efektivńı algoritmus pro
nalezeńı v́ıtězné strategie v této hře, který by umožňoval tuto hru řešit i pro velmi velké počátečńı
pozice.

Text k prostudováńı: kapitola
”
Take-Away Games“ v textu [3] (str. I-3 – I-8)

Doplňková literatura: přehledový článek [5]

Př́ıklady: Cvičeńı 1.5.1, 1.5.2, 1.5.3, 1.5.4, 1.5.5, 1.5.6, 1.5.7 (a) v textu [3] (str. I-6 – I-7)

Daľśı nepovinné př́ıklady: Cvičeńı 1.5.7 (b) v textu [3] (str. I-7)



8



Kapitola 3

Tutoriál 2

Prob́ıraná témata: Hra NIM. Sprague-Grundyova funkce. Sumy her a jejich řešeńı pomoćı Sprague-
Grundyovy funkce.

3.1 Hra NIM

Hra NIM je jednou z nejvýznamněǰśıch kombinatorických her. Jedná se o hru, kdy dva hráči
stř́ıdavě odeb́ıraj́ı sirky z hromádek sirek, přičemž těchto hromádek může být libovolný (konečný)
počet a každý hromádka může obsahovat libovolný (konečný) počet sirek. Tah hráče vypadá tak,
že muśı zvolit libovolnou hromádku a z ńı odebrat libovolný (nenulový) počet sirek. Vyhrává hráč,
který vezme posledńı sirku.

Tato hra je významná z několika d̊uvod̊u. Na jednu stranu má velmi jednoduchá pravidla, ale
jej́ı analýza (tj. určeńı, které pozice jsou N-pozice a které P-pozice) zdaleka tak jednoduchá neńı
(pokud nev́ıme, jak na to). Tato hra má však řešeńı, které je poměrně jednoduché (když už ho
člověk zná), elegantńı a překvapivé.

Toto řešeńı spoč́ıvá v tom, že pokud zaṕı̌seme počty sirek v jednotlivých hromádkách binárně
a provedeme na nich operaci, kterou bychom mohli nazvat bitový XOR (v textu [3] je tato operace
nazývána

”
nim-sum“), plat́ı, že daná pozice je P-pozićı právě tehdy, když je výsledkem dané

operace hodnota 0.

Důkaz toho, že tomu tak skutečně je, neńı úplně očividný (i když neńı ani př́ılǐs složitý). Každý
student by si měl tento d̊ukaz detailně proj́ıt a promyslet, protože pochopeńı tohoto d̊ukazu je
d̊uležité pro pochopeńı daľśıho výkladu.

Hra NIM je zaj́ımavá i sama o sobě, ale ještě mnohem d̊uležitěǰśı je to, že jak uvid́ıme později,
myšlenky, na kterých je založena analýza této hry, se daj́ı výrazným zp̊usobem zobecnit. Ukazuje
se, že analýza celé řady r̊uzných kombinatorických her, které třeba na prvńı pohled v̊ubec jako
NIM nevypadaj́ı, se dá převést na analýzu určité zobecněné varianty hry NIM.

Několik př́ıklad̊u her, které sice na prvńı pohled jako NIM nevypadaj́ı, ale u kterých se jedná
v podstatě jen o určité

”
zamaskované“ varianty NIMu, je uvedeno ve cvičeńıch.

Text k prostudováńı: kapitola
”
The Game of Nim“ v textu [3] (str. I-9 – I-13)

Př́ıklady: cvičeńı 2.6.1, 2.6.2, 2.6.3, 2.6.4, 2.6.5, 2.6.6, 2.6.7 v textu [3] (str. I-11 – I-13)

3.2 Sprague-Grundyova funkce a sumy her

Představme si dva hráče, kteř́ı současně hraj́ı n r̊uzných kombinatorických her G1, . . . , Gn (tyto
hry mohou mı́t stejná nebo r̊uzná pravidla). Předpokládejme nav́ıc, že tahy hráč̊u vypadaj́ı tak,

9
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že hráč, který je na tahu, si vybere jednu z her G1, . . . , Gn a v ńı provede tah podle pravidel této
hry. Celková hra konč́ı v okamžiku, kdy se v žádné z her G1, . . . , Gn nedá táhnout. Hráč, který je
v tom okamžiku na tahu, prohrál a jeho protivńık vyhrál.

Hra, která vznikne t́ımto zp̊usobem z her G1, . . . , Gn se nazývá sumou těchto her.

Jednotlivé hry G1, . . . , Gn mohou být mnohem jednodušš́ı než hra, kterou dostaneme jako
jejich sumu.

Důležitá (a poměrně nečekaná) myšlenka je to, že na každou takovou sumu her se můžeme
pod́ıvat jako na určité zobecněńı hry NIM. Z určitého pohledu se můžeme d́ıvat na každou d́ılč́ı hru
Gi jako na jednu hromádku ve hře NIM. Každé pozici v každé d́ılč́ı hře Gi bychom chtěli přǐradit
přirozené č́ıslo, které by odpov́ıdalo počtu sirek v dané hromádce ve hře NIM, tak, abychom pro
určeńı N-pozic a P-pozic mohli použ́ıt stejný postup, jako u hry NIM.

Když si promysĺıme d̊ukaz ohledně hry NIM, uvědomı́me si, že aby d̊ukaz
”
fungoval“, jsou

d̊uležité dvě věci: a) každým tahem se počet sirek změńı (tj. nemůže z̊ustat stejný) a měńı se
v právě jedné hromádce, b) počet sirek v libovolné hromádce je možné jedńım tahem sńıžit na
libovolné menš́ı č́ıslo.

Chtěli bychom tedy naj́ıt funkci, která by každé pozici v každé d́ılč́ı hře přǐrazovala přirozené
č́ıslo, a která by měla podobné vlastnosti jako ty, co jsou uvedeny v bodech (a) a (b).

Tyto úvahy přirozeně vedou k definici tzv. Sprague-Grundyovy funkce, která koncovým
pozićım přǐrazuje hodnotu 0 a všem ostatńım pozićım nejmenš́ı přirozené č́ıslo, které neńı přǐrazeno
bezprostředńım následńık̊um dané pozice.

Důkaz, který byl použit u hry NIM, se pak dá př́ımočaře zobecnit na př́ıpad, kdy mı́sto počt̊u
sirek uvažujeme libovolné pozice ve hrách G1, . . . , Gn a hodnoty, které jsou jim přǐrazeny Sprague-
Grundyovou funkćı. Nav́ıc se dá ukázat, že hodnotu Sprague-Grundyovy pro sumu her dostaneme
pomoćı operace bitový XOR z hodnot Sprague-Grundyových funkćı d́ılč́ıch her G1, . . . , Gn. Dále
plat́ı, že daná pozice je P-pozićı právě tehdy, když hodnota Sprague-Grundyovy funkce je pro tuto
pozici 0.

Toto nám dává velmi mocný prostředek pro analýzu těch kombinatorických her, které jsme
schopni rozložit na jednoduché hry, ze kterých vznikne p̊uvodńı hra jako jejich suma. Obecně
může být určeńı hodnot Sprague-Grundyovy funkce obt́ıžné (je jasné, že nemůže být jednodušš́ı
než určeńı N-pozic a P-pozic). Pokud ale můžeme hru rozložit hru na hry, které jsou natolik
jednoduché, že pro ně už Sprague-Grundyovu funkci spoč́ıtat umı́me, můžeme hodnotu Sprague-
Grundyovy funkce pro celkovou pozici spoč́ıtat z hodnot Sprague-Grundyových funkćı pro jednot-
livé d́ılč́ı hry.

Důležité také je, že nav́ıc můžeme výše zjǐstěné postupy použ́ıvat i induktivně, tj. uvažovat
hry, které vzniknou jako sumy her, které jsou samy sumami her, které jsou samy sumami her,
atd. Pěkným př́ıkladem tohoto př́ıstupu je třeba analýza tzv. Laskerova NIMu, která je uvedena
v textu [3] na str. I-23 až I-24. Problém, který na prvńı pohled vypadá velmi komplikovaně, se
dá za použit́ı výše uvedených myšlenek velmi elegantně vyřešit (i když i tak neńı d̊ukaz úplně
triviálńı).

Výše uvedené úvahy funguj́ı bez problémů ve hrách, kde neexistuj́ı v př́ıslušném grafu ne-
konečné cykly, kde z žádného vrcholu nevede nekonečná cesta, a kde má každá pozice konečný
počet následńık̊u. Pokud tyto podmı́nky splněny nejsou, je situace podstatně komplikovaněǰśı. Po-
kud v grafu existuj́ı cykly nebo nekonečné cesty, Sprague-Grundyova funkce nemuśı pro danou hru
existovat nebo nemuśı být dána jednoznačně. I když existuje, může se v takových hrách stát, že
př́ıslušná strategie založená na dané Sprague-Grundyově funkci nemuśı být v́ıtěznou strategíı.

Pokud některé pozice maj́ı v grafu nekonečný počet následńık̊u, nemuśı stačit poč́ıtat Sprague-
Grundyovy funkce v přirozených č́ıslech, ale může být potřeba úvahy poněkud zobecnit a přej́ıt do
oboru ordinálńıch č́ısel. Př́ıkladem jednoduché hry, kde je třeba při analýze poč́ıtat s ordinálńımi
č́ısly, je ve Cvičeńı 3.5.6 v textu [3] (str. I-19 – I-20).

Text k prostudováńı: kapitoly
”
Graph Games“ a

”
Sums of Combinatorial Games“ v textu [3]

(str. I-14 – I-28)
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Př́ıklady: cvičeńı 3.5.1, 3.5.2, 3.5.4 (a), 3.5.4, 3.5.5, 3.5.6, 3.5.7, 3.5.8, 3.5.9 v textu [3] (str. I-18
– I-20), cvičeńı 4.5.1, 4.5.2, 4.5.3, 4.5.4, 4.5.5, 4.5.6, 4.5.8, 4.5.9 v textu [3] (str. I-26 – I-27)

Doplňková literatura: kapitoly
”
Coin Turning Games“ a

”
Green Hackenbush“ v textu [3] (str. I-29

– I-46)



12



Kapitola 4

Tutoriál 3

Prob́ıraná témata: Hry dvou hráč̊u s nulovým součtem ve strategickém tvaru, maticové hry, domi-
nované strategie, sedlové body, smı́̌sené strategie. Řešeńı maticových her ve smı́̌sených strategíıch
převodem na lineárńı programováńı.

4.1 Hry dvou hráč̊u s nulovým součtem ve strategickém
tvaru

Ve hrách ve strategickém tvaru má každý z hráč̊u množinu strategíı, které může použ́ıt. Tyto
strategie nemaj́ı žádnou daľśı strukturu, jsou to prostě prvky př́ıslušné množiny. Hra vypadá tak,
že všichni hráči najednou zvoĺı své strategie, tj. každý hráč vybere nějakou strategii ze své množiny
strategíı. Pokud máme n hráč̊u, po tomto výběru dostaneme n-tici strategíı. Pro každého hráče je
určena tzv. výplatńı funkce, která každé takové n-tici strategíı přǐrazuje reálné č́ıslo. Hodnota
této funkce udává zisk daného hráče v př́ıslušné hře.

V této části se zaměř́ıme na speciálńı př́ıpad takovýchto her a to hry dvou hráč̊u s nulovým
součtem. Prvńıho a druhého hráče budeme označovat jako Hráče I a Hráče II. Jestliže se jedná
o hru s nulovým součtem a zisk Hráče I je x, tak zisk Hráče II je −x. Proto stač́ı pro danou hru
stanovit jen výplatńı funkci pro Hráče I a výplatńı funkci pro Hráče II dostaneme jako jej́ı opačnou
hodnotu.

Ve většině př́ıpad̊u se v následuj́ıćım výkladu také budeme omezovat jen na hry, kde jsou
množiny strategíı obou hráč̊u konečné. V takovém př́ıpadě můžeme hru reprezentovat matićı, kde
řádky matice odpov́ıdaj́ı strategíım Hráče I a sloupce strategíım Hráče II. Prvek matice pak udává
zisk Hráče I a ztrátu Hráče II (tj. částku, kterou Hráč II zaplat́ı Hráči I) v př́ıpadě, kdy Hráč I
zvolil daný řádek a Hráč II daný sloupec. Takové hry se označuj́ı jako maticové hry .

V takovýchto hrách se dá snadno určit maximálńı výše minimálńıho zisku Hráče I, který si
je schopen zajistit bez ohledu na to, jak hraje Hráč II, a také minimálńı výši maximálńı ztráty
Hráče II, kterou si je schopen zajistit bez ohledu na to, jak hraje Hráč I. Pokud se tyto dvě hodnoty
rovnaj́ı, znamená to, že ve hře existuje tzv. sedlový bod . V takovém př́ıpadě žádný z hráč̊u nic
lepš́ıho dosáhnout nemůže a př́ıslušné strategie jsou t́ım nejlepš́ım, co může hráč hrát. Hry, kde
existuje sedlový bod, se tedy daj́ı snadno zanalyzovat, ale z hlediska nějakého daľśıho zkoumáńı
jsou dost nezaj́ımavé.

Mnohem zaj́ımavěǰśı jsou hry, kde neexistuje sedlový bod. Pokud bychom se soustředili jen
na deterministickou volbu strategíı a na zisk nebo ztrátu, kterou jsou si hráči schopni zajistit
v jednotlivé partii, snadno dojdeme k tomu, že v takovém př́ıpadě optimálńı strategie nemuśı
existovat.

Hráči ale mohou vnést do svého rozhodováńı náhodu a zač́ıt vyb́ırat ze svých strategíı náhodně.
Původńı strategie, ze kterých hráči vyb́ıraj́ı, tj. strategie, které odpov́ıdaj́ı řádk̊um a sloupc̊um
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př́ıslušnématice, se označuj́ı jako ryźı (pure) strategie. Pokud hráč vyb́ırá ze svých ryźıch strategíı
náhodně, př́ıslušné pravděpodobnostńı rozděleńı na množině těchto ryźıch strategíı se označuje jako
smı́šená (smı́šená) strategie.

Pokud hráči použ́ıvaj́ı smı́̌sené strategie, výsledek každé jednotlivé partie je náhodný. Pokud ale
známe př́ıslušné pravděpodobnosti, s jakými hráči své ryźı strategie voĺı, můžeme spoč́ıtat středńı
hodnotu zisku Hráče I (která je samozřejmě rovna středńı hodnotě ztráty Hráče II), tj. hodnotu,
ke které bude po odehráńı velkého množstv́ı partíı konvergovat pr̊uměrná hodnota zisku z jedné
partie.

Úkolem je ted’ naj́ıt nějaké co nejoptimálněǰśı smı́̌sené strategie, které Hráči I zaruč́ı co nejvyšš́ı
středńı hodnotu zisku a Hráči II co nejmenš́ı středńı hodnotu ztráty.

Jak uvid́ıme později, v př́ıpadě maticových her vždy existuje optimálńı smı́̌sená strategie
Hráče I, která mu zaruč́ı určitou co největš́ı středńı hodnotu zisku bez ohledu na to, jak hraje
Hráč II, a podobně vždy existuje optimálńı smı́̌sená strategie Hráče II, která mu zaruč́ı určitou
co nejmenš́ı středńı hodnotu ztráty bez ohledu na to, jak hraje Hráč I. Nav́ıc se tyto dvě hodnoty
(zaručený minimálńı zisk Hráče I a zaručená maximálńı ztráta Hráče II) rovnaj́ı. Tato hodnota se
označuje jako cena hry . (Pokud je cena hry kladná, je v dané hře zvýhodněn Hráč I, pokud je
záporná, je zvýhodněn Hráč II).

Cı́lem analýzy her dvou hráč̊u s nulovým součtem ve standardńım tvaru je tedy určit cenu
hry a naj́ıt optimálńı strategie obou hráč̊u. Všechny tyto hodnoty jsou v př́ıpadě maticových her
dobře definovány a tyto optimálńı smı́̌sené strategie vždy existuj́ı.

4.2 Jednoduché př́ıstupy k řešeńı maticových her

V př́ıpadě maticových her, kde má matice velikost 2 × 2 (tj. každý z hráč̊u vyb́ırá jen ze dvou
strategíı), je řešeńı velmi jednoduché. V takových hrách bud’ existuje sedlový bod nebo neexistuje,
ale v takovém př́ıpadě maj́ı optimálńı strategie obou hráč̊u podobu tzv. ekvalizuj́ıćıch strategíı.

Hodnoty pravděpodobnost́ı v těchto ekvalizuj́ıćıch strategíıch neńı těžké spoč́ıtat a snadno se
daj́ı odvodit i obecné vzorce pro výpočet těchto hodnot, do kterých pak stač́ı dosadit př́ıslušné
hodnoty. Podobně se dá snadno odvodit i vzorec pro cenu hry.

V př́ıpadě větš́ıch matic se může někdy ukázat, že některá ryźı strategie je dominovaná
nějakou jinou strategíı, což znamená, že výsledek při použit́ı této dominované strategie je pro
daného hráče vždy (tj. bez ohledu na to, jak hraje protihráč) horš́ı, než kdyby použil strategii,
která ji dominuje. Takové dominované strategie nemá pro daného hráče v̊ubec smysl hrát a proto
můžeme př́ıslušný řádek nebo sloupec z matice úplně vypustit a analyzovat menš́ı hru.

Vypouštěńım dominovaných strategíı se mohou stát dominovanými i strategie, které předt́ım
dominované nebyly. Dominované strategie tedy můžeme vypouštět tak dlouho, dokud se v př́ıslušné
matici nějaké dominované strategie nacházej́ı. Nav́ıc strategie nemuśı být dominovaná jen jednou
strategíı, ale může být dominovaná i pravděpodobnostńı kombinaćı v́ıce strategíı (toto je ovšem
o něco složitěǰśı zjistit).

V některých př́ıpadech je možné postupným odstraňováńım dominovaných strategíı matici
zmenšit až na velikost 2× 2 a tu pak vyřešit.

Obecně nalezeńı optimálńıch strategíı pro matice libovolné velikosti neńı úplně jednoduché. Co
je ale velmi snadné, je ověřit pro libovolné smı́̌sené strategie (které nám např́ıklad někdo dá nebo
které nějak odvod́ıme), jestli jsou optimálńı.

Pro hry, kde jeden z hráč̊u má jen dvě ryźı strategie (tj. kde matice jsou velikosti 2 × n nebo
m × 2, se daj́ı optimálńı strategie naj́ıt pomoćı grafu. Pokud si graf nakresĺıme nepřesně, může
vyj́ıt výsledek špatně. To se dá snadno zjistit, takže v př́ıpadě chyby je možné řešeńı opravit a
ověřit, že je skutečně správně.

Ani jedna z těchto jednoduchých metod se asi nedá př́ılǐs zobecnit tak, aby se s použit́ım těchto
př́ıstup̊u dalo naj́ıt řešeńı pro hry s jakoukoliv matićı. K tomu je potřeba poněkud silněǰśı nástroj
— tzv. lineárńı programováńı.
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Text k prostudováńı: kapitoly
”
The Strategic Form of a Game“ a

”
Matrix Games — Domination“

v textu [3] (str. II-3 – II-16)

Doplňková literatura: řešeńı některých daľśıch speciálńıch př́ıpad̊u maticových her je popsáno
v kapitole

”
The Principle of Indifference“ v textu [3] (str. II-17 – II-33)

Př́ıklady: cvičeńı 1.5.1, 1.5.2, 1.5.3, 1.5.4 v textu [3] (str. II-7), cvičeńı 2.6.1, 2.6.2, 2.6.3, 2.6.4,
2.6.5, 2.6.7, 2.6.8, 2.6.9, 2.6.10, 2.6.11 v textu [3] (str. II-14 – I-16)

Daľśı nepovinné př́ıklady: cvičeńı 2.6.6 v textu [3] (str. II-14)

4.3 Lineárńı programováńı

Obecně se daj́ı maticové hry řešit t́ım zp̊usobem, že se převedou na problém tzv. lineárńıho
programováńı . Lineárńı programováńı je problém, kdy máme dánu soustavu lineárńıch rovnic a
nerovnic a lineárńı kriteriálńı funkci (s libovolným konečným počtem neznámých), a úkolem je naj́ıt
řešeńı, při kterém jsou všechny rovnice a nerovnice splněny a při kterém daná kriteriálńı funkce
nabývá maximálńı (resp. minimálńı) hodnoty. Předpokládá se, že koeficienty všech lineárńıch
funkćı, hodnoty všech konstant i hledaná řešeńı jsou z oboru reálných (resp. racionálńıch) č́ısel.

Výsledek může být bud’ ten, že daná soustava v̊ubec žádné řešeńı nemá, nebo ten, že sice řešeńı
má, ale žádné neńı optimálńı, protože ke každému řešeńı existuje lepš́ı, nebo ten, že se najde nějaké
konkrétńı optimálńı řešeńı.

Zp̊usob, jak převést řešeńı maticových her na lineárńı programováńı, je popsán v textu [3].
Jsou zde popsány dokonce dva zp̊usoby, jak to udělat. Prvńı z nich je o něco jednodušš́ı, ale vede
k o něco větš́ı úloze lineárńıho programováńı. Druhý je o něco komplikovaněǰśı, ale je poněkud
vhodněǰśı pro praktické výpočty.

Úlohu lineárńıho programováńı je možné převést do tzv. standardńıho tvaru , kde úkolem je
určit max cTx při Ax ≤ b a x ≥ 0. Zde A je matice rozměru m× n, b je vektor rozměru m× 1, c
je vektor rozměru n × 1. Matice A a vektory b a c jsou dány, úkolem je naj́ıt př́ıslušný vektor x
(rozměru n× 1).

Úloha lineárńıho programováńı tvaru max cTx při Ax ≤ b a x ≥ 0 se označuje jako primárńı .
Duálńı úloha k této úloze má tvar minyTb při yTA ≥ c a y ≥ 0. Neńı těžké ověřit, že pokud
urč́ıme duálńı úlohu k duálńı úloze, dostaneme p̊uvodńı primárńı úlohu.

Pokud převád́ıme řešeńı maticové hry na problém lineárńıho programováńı, dostaneme jednu
úlohu pro optimálńı strategii Hráče I a druhou úlohu pro optimálńı strategii Hráče II. Dá se ověřit,
že dvě úlohy, které tak dostaneme, jsou navzájem duálńı. Hodnoty kriteriálńıch funkćı odpov́ıdaj́ı
zisku Hráče I a ztrátě Hráče II, které si jsou schopni zajistit bez ohledu na to, jak hraje protihráč.

Pro duálńı úlohy lineárńıho programováńı mimo jiné plat́ı, že pokud v obou existuje nějaké
řešeńı, tak v obou existuje optimálńı řešeńı a tato optima se rovnaj́ı. V úlohách, které vzniknou
převodem z maticových her, řešeńı vždy existuje. Z toho pak snadno vyplývá, že řešeńı, které
takto dostaneme skutečně odpov́ıdaj́ı optimálńım strategíım obou hráč̊u.

Nejklasičtěǰśı a v praxi nejpouž́ıvaněǰśı algoritmus pro řešeńı problémů lineárńıho programováńı
je tzv. simplexová metoda . Jedná se algoritmus, který má exponenciálńı časovou složitost v nej-
horš́ım př́ıpadě, v praxi však pro naprostou většinu vstupńıch instanćı velmi rychle konverguje
k nalezeńı řešeńı. Pomoćı simplexové metody se zároveň spoč́ıtá řešeńı primárńı i duálńı úlohy.
Pro nalezeńı optimálńıch strategíı pro oba hráče tedy stač́ı použ́ıt simplexovou metodu jen jednou.

Pro řešeńı lineárńıho programováńı existuj́ı i polynomiálńı algoritmy, tyto jsou však podstatně
komplikovaněǰśı a v praxi většinou pomaleǰśı než simplexová metoda.

Text k prostudováńı: kapitola
”
Solving Finite Games“ v textu [3] (str. II-34 – II-45)

Doplňková literatura: Lineárńı programováńı je detailně vysvětleno např́ıklad v textu [4] a v ka-
pitole

”
Linear Programming“ v knize [2] (str. 770 – 821).
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Př́ıklady: cvičeńı 4.7.1, 4.7.2, 4.7.4 v textu [3] (str. II-43 – II-44)

Daľśı nepovinné př́ıklady: cvičeńı 4.7.3, 4.7.5 v textu [3] (str. II-44 – II-45)



Kapitola 5

Tutoriál 4

Prob́ıraná témata: Hry dvou hráč̊u s nulovým součtem v rozvinutém tvaru, Kuhn̊uv strom,
náhodné tahy, hry s nedokonalou informaćı.

5.1 Hry dvou hráč̊u s nulovým součtem v rozvinutém tvaru

Pokud chceme matematicky modelovat hry, ve kterých figuruje náhoda, skrytá informace, současné
prováděńı tah̊u v́ıce hráči, apod., je výhodné takové hry popsat pomoćı tzv. Kuhnova stromu .

Vrcholy tohoto stromu odpov́ıdaj́ı pozićım a hrany možným tah̊um. Na rozd́ıl od reprezentace
pomoćı orientovaného grafu je v př́ıpadě použit́ı stromu zachycena v každé pozici i historie hry.
Vrcholy stromu jsou označeny č́ıslem hráče, který tam provád́ı tah. V některých vrcholech může
tah provádět př́ıroda. V takovém př́ıpadě jsou jednotlivé hrany vedoućı z tohoto vrcholu označeny
př́ıslušnými pravděpodobnostmi. Koncové pozice jsou označeny zisky hráč̊u. Skrytá informace je
reprezentovaná pomoćı tzv. informačńıch množin , což jsou množiny vrchol̊u, mezi kterými
daný hráč, který je v nich na tahu, neńı schopen rozlǐsovat.

Strategie (tj. ryźı strategie) jsou pak funkce, která každé informačńı množině daného hráče
přǐrazuj́ı př́ıslušné následńıky.

Hry reprezentované t́ımto zp̊usobem se označuj́ı jako hry v rozvinutém tvaru . Typickým
úkolem je naj́ıt optimálńı smı́̌sené strategie obou hráč̊u a cenu hry.

Jako př́ıklad hry, na které jsou tyto pojmy ilustrovány, je zvolena velmi zjednodušená varianta
pokeru, která však přesto zachycuje většinu podstatných rys̊u této hry.

Hra ve standardńım tvaru se dá snadno převést na hru v rozvinutém tvaru. Naopak hra v roz-
vinutém tvaru se dá převést na hru ve standardńım tvaru, i když tento převod je o něco kompli-
kovaněǰśı.

Typický zp̊usob, jak vyřešit hry dvou hráč̊u s nulovým součtem v rozvinutém tvaru, kde je
nav́ıc př́ıslušný Kuhn̊uv strom konečný, je převést je na standardńı tvar a vyřešit tuto hru ve
standardńım tvaru dř́ıve popsanými metodami.

Obecně může být strom velmi velký (oproti orientovanému grafu může být exponenciálně
větš́ı), převodem na standardńı tvar docháźı k daľśımu exponenciálńımu nár̊ustu velikosti.

Text k prostudováńı: kapitola
”
The Extensive Form of a Game“ v textu [3] (str. II-46 – II-57)

Př́ıklady: cvičeńı 5.9.1, 5.9.2, 5.9.3, 5.9.4, 5.9.5, 5.9.7, 5.9.8, 5.9.9, 5.9.10, 5.9.11, 5.9.12 v textu [3]
(str. II-55 – II-57)
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Kapitola 6

Tutoriál 5

Prob́ıraná témata: Hry dvou hráč̊u s obecným součtem ve strategickém tvaru, bimaticové hry,
Nashovy rovnovážné body. Kooperativńı hry, hry s přenosnou výhrou

6.1 Hry dvou hráč̊u s obecným součtem ve strategickém

tvaru

V př́ıpadě her s obecným součtem jsou výplatńı funkce obou hráč̊u zcela nezávislé. V př́ıpadě dvou
hráč̊u tedy máme dvě výplatńı funkce, každou pro jednoho hráče. Pokud jsou množiny strategíı
obou hráč̊u konečné, mohou být tyto reprezentovány pomoćı dvojice matic, takové hry se proto
označuj́ı jako bimaticové.

Podobně jako u her s nulovým součtem je možné i hry s obecným součtem reprezentovat pomoćı
standardńıho tvaru i rozvinutého tvaru a mezi těmito dvěma tvary lze převádět zcela analogicky
jako v př́ıpadě her s nulovým součtem.

U her s obecným součtem může mı́t pro hráče smysl spolupracovat, situace je tedy podstatně
komplikovaněǰśı než u her s nulovým součtem. Strategie, které by byly optimálńı v podobném
smyslu jako u her s nulovým součtem, zde obecně nemusej́ı existovat.

Rozlǐsuj́ı se nekooperativńı hry a kooperativńı hry .

V př́ıpadě nekooperativńıch her jsou zde ústředńım pojmem tzv. Nashovy rovnovážné body ,
neboli Nashova ekvilibria . Nashovo ekvilibrium ve hře n hráč̊u je taková n-tice smı́̌sených
strategíı těchto n hráč̊u, kde pro každého hráče plat́ı, že jeho strategie je nejlepš́ı odpověd́ı na
dané strategie ostatńıch n − 1 hráč̊u. V Nashově ekvilibriu si tedy žádný hráč nemůže polepšit
t́ım, že by změnil svou strategii, přičemž ostatńı hráči by své strategie nezměnili.

Velmi d̊uležitým výsledkem teorie her je věta, kterou dokázal John Nash, a která ř́ıká, že ve
hrách n hráč̊u, kde každý hráč má konečný počet ryźıch strategíı, vždy existuje alespoň jedno
Nashovo ekvilibrium.

Důkaz této věty je uveden v Apendixu 3 —
”
Existence of Equilibria in Finite Games“ v textu [3]

(str. A-8 – A-9). Důkaz této věty je nekonstruktivńı, dokazuje pouze existenci ekvilibria, ale
nedává žádnou informaci o tom, jak dané ekvilibrium vypadá. Důkaz se zásadńım zp̊usobem oṕırá
o tzv. Brouwerovu větu o pevném bodu, což je d̊uležitá věta v topologii. Důkaz Brouwerovy věty
je poměrně komplikovaný.

Obecně je hledáńı Nashových ekvilibríı velmi těžkým problémem. Na druhou stranu ověřeńı
toho, že nějaká daná n-tice smı́̌sených strategíı je skutečně Nashovým ekvilibriem, je poměrně
snadné.

V některých speciálńıch př́ıpadech se ale daj́ı Nashova ekvilibria úspěšně naj́ıt.
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Poměrně dobře je prostudováno hledáńı Nashových ekvilibríı ve hrách dvou hráč̊u. Pro ma-
tice velikosti 2 × 2 je úloha jednoduchá. Pro větš́ı matice se dá řešit hrubou silou, ale složitost
naivńıho algoritmu roste exponenciálně s velikost́ı matice. O něco efektivněǰśı řešeńı je algoritmus
Lemke-Howson. Tento algoritmus se trochu podobá simplexové metodě. V nejhorš́ım př́ıpadě má
exponenciálńı časovou složitost, ale pro spoustu vstupńıch instanćı rychle konverguje k nalezeńı
Nashova ekvilibria.

Problém hledáńı Nashových ekvilibríı v bimaticových hrách je zaj́ımavý a významný i z hlediska
teorie složitosti. Jedná se o př́ıklad tzv. PPAD-úplného problému. Pro tyto problémy nejsou známy
polynomiálńı algoritmy, ale ani neńı známo, že by byly NP-těžké. Téměř jakékoliv zobecněńı
této úlohy (např. otázka, jestli existuj́ı v dané hře alespoň dvě Nashova ekvilibria, jestli existuje
ekvilibrium, které zaruč́ı danému hráči určitou výši výhry, jestli existuje ekvilibrium, kde součet
výher hráč̊u překroč́ı určitou hodnotu, apod.) je NP-těžkým problémem.

Text k prostudováńı: kapitoly
”
Bimatrix Games — Safety Levels“ a

”
Noncooperative Games“

v textu [3] (str. III-1 – III-15), Appendix 3 —
”
Existence of Equilibria in Finite Games“ v textu [3]

(str. A-8 – A-9)

Př́ıklady: cvičeńı 1.6.1, 1.6.2, 1.6.3, 1.6.4 v textu [3] (str. III-6), cvičeńı 2.5.1, 2.5.2, 2.5.3, 2.5.4,
2.5.5, 2.5.6, 2.5.7, 2.5.8, 2.5.9, 2.5.10 v textu [3] (str. III-13 – III-15)

Doplňková literatura: Otázky týkaj́ıćı se výpočetńı složitosti řešeńı bimaticových her jsou disku-
továny v Kapitole 2 — The Complexity of Finding Nash Equilibria (C.H. Papadimitriou) v knize [6]
(str. 29 – 51).

Algoritmy pro řešeńı těchto her (zejména algoritmus Lemke-Howson) jsou popsány v Kapitole 3
— Equilibrium Computation for Two-Player Games in Strategic and Extensive Form (B. von
Stengel) v téže knize (str. 53 – 78).

Velmi srozumitelný popis algoritmu Lemke-Howson je možné naj́ıt v článku [7].

Důkaz Brouwlerovy věty o pevném bodu je uveden např́ıklad v knize [1] (str. 147 – 149).

6.2 Kooperativńı hry

U kooperativńıch her je d̊uležitým pojmem Paretovo optimum . Jedná se o n-tici smı́̌sených
strategíı, pro kterou neexistuje žádná jiná n-tice strategíı, kde by každý z hráč̊u měl stejný nebo
větš́ı zisk a alespoň jeden z hráč̊u měl ostře větš́ı zisk. Oproti situaci v Paretově optimu si tedy
nikdo nemůže polepšit bez toho, aby si někdo jiný pohoršil.

U strategíı, na kterých se hráči v kooperativńıch hrách domlouvaj́ı, nemá smysl uvažovat jiné
n-tice strategíı než Paretova optima.

U bimaticových her s přenosnou výhrou existuje možnost řešeńı spoč́ıvaj́ıćı v tom, že hráči
předlož́ı tzv. strategie hrozby a dohodnou se pak na Paretově optimu, které vyberou mezi všemi
Paretovými optimy tak, aby platilo, že v př́ıpadě nedohody, kdy by oba hráči uplatnili své strategie
hrozby, na tom oba tratili přesně stejně oproti situaci, kdy se dohodnou.

V takových hrách se oba hráči snaž́ı optimalizovat své strategie hrozby ne vzhledem k p̊uvodńı
hře, ale vzhledem k této jej́ı modifikaci. Ukáže se, že úkol se dá převést na řešeńı maticové hry
s nulovým součtem.

Text k prostudováńı: kapitola
”
Cooperative Games“ v textu [3] (str. III-25 – III-40)



Kapitola 7

Řešeńı některých př́ıklad̊u

Př́ıklad 1.5.7 (a) – Dynamic subtraction (v textu [3], str. I-7):

Zadáńı: Dva hráči, označeńı Hráč I a Hráč II, odeb́ıraj́ı sirky z hromádky. Na začátku je
v hromádce n sirek. V prvńım tahu může Hráč I odebrat libovolný nenulový počet sirek, nesmı́
však odebrat všech n sirek. V následuj́ıćıch taźıch se hráči stř́ıdaj́ı. Hráč, který je momentálně
na tahu, může odebrat libovolný nenulový počet sirek, nesmı́ však odebrat v́ıce sirek, než odebral
jeho protihráč v předchoźım tahu. Vyhrává hráč, který vezme posledńı sirku.

(a) Který z hráč̊u má vyhrávaj́ıćı strategii, pokud je na začátku počet sirek n = 44? Pokud má
v́ıtěznou strategii Hráč I, jaký je jeho počátečńı v́ıtězný tah?

(b) Pro které hodnoty n má v počátečńıch pozićıch s n sirkami v́ıtěznou strategii Hráč I a pro
které Hráč II?

Řešeńı: Z pravidel hry vyplývá, že v aktuálńı pozici neńı d̊uležitý jen počet sirek v hromádce, ale
také maximálńı počet sirek, který je v dané chv́ıli možné odebrat. Je tedy přirozené reprezentovat
pozice jako dvojice (n, k), kde n je přirozené č́ıslo udávaj́ıćı aktuálńı počet sirek v hromádce
(n ≥ 0) a k je přirozené č́ıslo udávaj́ıćı maximálńı počet sirek, které je možné odebrat (k ≥ 1).
Koncové pozice jsou pak ty dvojice (n, k), kde n = 0. V těchto koncových pozićıch prohrává hráč,
který je momentálně na tahu; všechny tyto koncové pozice jsou tedy P-pozice.

Na začátku je možné v prvńım tahu odebrat libovolný počet sirek, ale ne všechny. Pokud tedy
máme na začátku n sirek, je možné odebrat v prvńım tahu maximálně n−1 sirek, počátečńı pozice
tedy odpov́ıdá dvojici (n,n − 1).

V daľśım popisu budeme použ́ıvat zápis (n, k)
x

−→ (n ′, k ′) pro označeńı toho, že v pozici (n, k)
je možné odebrat x sirek a po odebráńı těchto x sirek se dostaneme do pozice (n ′, k ′). Z pravidel

hry vyplývá, že pokud (n, k)
x

−→ (n ′, k ′), tak n ≥ 1, 1 ≤ x ≤ k, x ≤ n, n ′ = n− x a k ′ = x.

Zaměřme se nyńı na pozice, které nejsou koncové, tj. pozice (n, k), kde n ≥ 1. (Pro každou

takovou pozici existuje alespoň jedna pozice (n ′, k ′) taková, že (n, k)
x

−→ (n ′, k ′).) Pro tyto pozice
muśıme určit, které z nich jsou N-pozice a které P-pozice.

Nejprve si všimněme, že pokud (n, k) je N-pozice, tak také všechny pozice (n, k1), kde k1 ≥ k,
jsou N-pozice. Je tomu tak proto, že jestliže (n, k) je N-pozice, tak existuje nějaká P-pozice (n ′, k ′)

taková, že (n, k)
x

−→ (n ′, k ′) pro nějaké x. Protože 1 ≤ x ≤ k a k ≤ k1, tak také 1 ≤ x ≤ k1.

V pozici (n, k1) je tedy možné odebrat x sirek a (n, k1)
x

−→ (n ′, k ′) (připomeňme, že k ′ = x).
I v pozici (n, k1) je tedy možný tah do P-pozice.

Bezprostředńım d̊usledkem předchoźıho pozorováńı je to, že pokud (n, k) je P-pozice, tak
každá pozice (n, k1), kde k1 ≤ k, je také P-pozice. (Pokud by (n, k1) byla N-pozice, tak podle
předchoźıho pozorováńı by (n, k) musela být N-pozice, což by bylo ve sporu s předpokladem, že
(n, k) je P-pozice.)

21
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Rovněž je očividné, že všechny (nekoncové) pozice (n, k), kde k ≥ n, jsou N-pozice, protože
v každé takové pozici je možno odebrat n sirek a po tomto odebráńı se dostaneme do koncové
P-pozice (0, n).

Z těchto úvah vyplývá, že pro každé n ≥ 1 existuje nějaká nejmenš́ı hodnota k, pro kterou
plat́ı, že (n, k) je N-pozice (a pro všechny větš́ı hodnoty k se rovněž jedná o N-pozice a naopak
všechny pro všechny menš́ı hodnoty k se jedná o P-pozice). Označme tuto minimálńı hodnotu k

pro dané n jako f(n). (Formálně je f : (N − {0}) → (N − {0}) funkce přǐrazuj́ıćı hodnotám n, kde
n ≥ 1, tuto minimálńı hodnotu k).

Vid́ıme tedy, že existuje jakási funkce f : (N − {0}) → (N − {0}) taková, kde pro n ≥ 1 a k ≥ 1

plat́ı:

• Pokud k < f(n), tak (n, k) je P-pozice.

• Pokud k ≥ f(n), tak (n, k) je N-pozice.

Pokud se nám podař́ı určit, jak vypadá tato funkce f, tak jsme v podstatě hotovi, protože t́ım
bude jednoznačně určeno rozděleńı pozic na P- a N-pozice.

Neńı nijak očividné, jak by funkce f měla vypadat. Je tedy asi vhodné zač́ıt t́ım, že si zkuśıme
určit hodnoty této funkce pro malé hodnoty n. Zde můžeme postupovat hrubou silou, prostě
k danému n najdeme minimálńı hodnotu k, pro kterou existuje tah z pozice (n, k) do nějaké
P-pozice (předpokládáme, že pro všechny menš́ı hodnoty n už jsme hodnoty funkce f určili, takže
pro každý tah z pozice (n, k) už v́ıme, zda vede do N- nebo P- pozice).

Hodnoty funkce f si můžeme zapisovat do tabulky. Začátek této tabulky vypadá takto:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

f(n) 1 2 1 4 1 2 1 8 1 2 1 4 1 2 1 16 1 2 1 4

Pokud by nás zaj́ımalo řešeńı jen pro n = 44, mohli bychom ve vyplňováńı této tabulky
pokračovat až do hodnoty 44. Zjistili bychom, že f(44) = 4 a že tedy (44, 43) (tj. počátečńı pozice
se 44 sirkami) je N-pozice a v této pozici má vyhrávaj́ıćı strategii Hráč I. Také bychom z tabulky
vyplněné až do hodnoty 44 zjistili, že Hráč I má v počátečńı pozici se 44 sirkami na výběr mezi
dvěma v́ıtěznými tahy. Jeden tento v́ıtězný tah je odebrat 4 sirky a dostat se do pozice (40, 4)

(přičemž f(40) = 8) a druhý je odebrat 12 sirek a dostat se do pozice (32, 12) (přičemž f(32) = 32).
Toto zde ale podrobněji analyzovat nebudeme a mı́sto toho se raději zaměř́ıme na řešeńı v obecném
př́ıpadě.

Pokud se pod́ıváme na hodnoty funkce f(n) vyplněné pro malá n v tabulce, můžeme si
všimnout, že (alespoň pro tato malá n) hodnota f(n) odpov́ıdá maximálńı mocnině dvojky, která
děĺı (beze zbytku) č́ıslo n. Toto nás vede k možné hypotéze o tom, jak by funkce f(n) mohla
vypadat. Tuto hypotézu je však třeba ještě ověřit a dokázat, že skutečně plat́ı.

Při formulaci a následném ověřováńı této hypotézy budeme využ́ıvat jednoduchý fakt, že každé
nenulové přirozené č́ıslo n je možné rozložit na součin lichého č́ısla (tj. č́ısla tvaru 2a+1 pro nějaké
a ≥ 0) a mocniny dvojky (tj. č́ısla tvaru 2i, kde i ≥ 0) a že tento rozklad na liché č́ıslo a mocninu
dvojky je jednoznačný (tj. pokud n = (2a+1) ·2i a n = (2a ′+1) ·2i

′

pro nějaká přirozená č́ısla a,
i, a ′, i ′, tak a = a ′ a i = i ′). Tento fakt je snad dostatečně intuitivně zřejmý (stač́ı si představit,
jak č́ıslo n postupně děĺıme hodnotou 2, dokud nedosáhneme nějakého lichého č́ısla; s každým
takovým vyděleńım se hodnota snižuje a přinejhorš́ım muśı tento postup skončit u č́ısla 1), pro
úplnost však uved’me i formálńı d̊ukaz tohoto tvrzeńı.

Tvrzeńı 7.1 Pro každé přirozené č́ıslo n ≥ 1 existuje právě jedna dvojice přirozených č́ısel a a i

(kde a ≥ 0 a i ≥ 0) taková, že n = (2a + 1) · 2i.

D̊ukaz. Nejprve ukažme, že pro každé n ≥ 1 existuj́ı nějaká a a i taková, že n = (2a + 1) · 2i.
Důkaz postupuje indukćı podle n. Pro n = 1 stač́ı vźıt a = 0 a i = 0, č́ımž je dokázána báze
indukce. Přejděme tedy k indukčńımu kroku a předpokládejme (jako indukčńı předpoklad), že
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tvrzeńı plat́ı pro všechny hodnoty menš́ı než n, tj. že pro každé n ′ takové, že 1 ≤ n ′ < n, existuj́ı
nějaká přirozená č́ısla a ′ a i ′ taková, že n ′ = (2a ′ + 1) · 2i

′

.

Předpokládejme, že n > 1. Čı́slo n je bud’ sudé nebo liché. Uvažujme nejprve př́ıpad, kdy je
n liché. Pro každé liché n existuje nějaká hodnota a taková, že n = 2a + 1. Polož́ıme-li i = 0,
zjevně plat́ı n = (2a+1) ·2i . Uvažujme nyńı př́ıpad, kdy je n sudé. V tom př́ıpadě existuje nějaké
n ′ takové, že n = 2n ′ a 1 ≤ n ′ < n. Podle indukčńıho předpoklad existuj́ı a ′ a i ′ taková, že
n ′ = (2a ′ + 1) · 2i

′

. Položme a = a ′ a i = i ′ + 1. Pak plat́ı n = 2n ′ = 2 · ((2a ′ + 1) · 2i
′

) =

(2a ′ + 1) · 2i
′
+1 = (2a+ 1) · 2i. Ukázali jsme, že v obou př́ıpadech (n liché i n sudé) existuj́ı a a i

taková, že n = (2a + 1) · 2i, č́ımž je tato část d̊ukazu hotova.

Ukažme nyńı, že hodnoty a a i takové, že n = (2a+1) ·2i, jsou pro dané n určeny jednoznačně.
Předpokládejme, že máme nějaká přirozená č́ısla a, i, a ′, i ′ taková, že n = (2a + 1) · 2i a n =

(2a ′ + 1) · 2i
′

. Uvažujme nejprve př́ıpad, kdy by platilo i 6= i ′. V tom př́ıpadě je bud’ i < i ′ nebo
i > i ′.

Zaměřme se na př́ıpad, kdy i < i ′. Pak by muselo platit (2a + 1) · 2i = n = (2a ′ + 1) · 2i
′

=

(2a ′ + 1) · 2i
′
−i · 2i. Protože 2i > 0 (pro i ≥ 0), muselo by pak platit (2a+ 1) = (2a ′ + 1) · 2i

′
−i.

Toto ale neńı možné, protože č́ıslo 2a + 1 je liché, zat́ımco č́ıslo (2a ′ + 1) · 2i
′
−i je sudé (protože

č́ıslo 2i
′
−i je sudé, nebot’ i ′ − i > 0). Př́ıpad i < i ′ tedy nastat nemůže. Podobně by se ukázalo,

že nemůže platit ani i > i ′. Muśı tedy platit i = i ′.

Pokud ale i = i ′, tak (2a + 1) · 2i = (2a ′ + 1) · 2i. A protože 2i > 0, tak z toho plyne, že
2a+ 1 = 2a ′ + 1, z čehož vyplývá, že a = a ′. Vid́ıme tedy, že plat́ı a = a ′ a i = i ′, č́ımž je d̊ukaz
hotov. �

Uvažujme tedy funkci f definovanou následovně. Jak vyplývá z Tvrzeńı 7.1, k libovolnému n,
kde n ≥ 1, existuj́ı jednoznačně daná přirozená č́ısla a a i taková, že n = (2a + 1) · 2i. Hodnota
f(n) je pak pro takové n definována jako 2i.

Abychom ověřili, že takto definovaná funkce f je tou
”
skutečnou“ funkćı f charakterizuj́ıćı

rozděleńı pozic na P- a N-pozice, stač́ı dokázat, že pro každé n ≥ 1 plat́ı následuj́ıćı:

Předpokládejme, že n ≥ 1 a n = (2a + 1) · 2i (podle Tvrzeńı 7.1 taková a a i existuj́ı
a jsou určena jednoznačně). Potom pro libovolné k ≥ 1 plat́ı:

• pokud k < 2i, tak (n, k) je P-pozice,

• pokud k ≥ 2i, tak (n, k) je N-pozice.

Toto se dokáže indukćı podle n. Pro n = 1 tvrzeńı očividně plat́ı, nebot’ (1, k) je N-pozice pro
libovolné k ≥ 1 (pro n = 1 je i = 0 a nerovnost k < 2i neplat́ı pro žádné k ≥ 1), protože v každé
takové pozici je možné odebrat jednu sirku a přej́ıt do koncové P-pozice (0, 1).

Přejděme tedy k indukčńımu kroku. Předpokládejme, že n > 1, že n = (2a+ 1) · 2i a že podle
indukčńıho předpokladu pro libovolné n ′, kde 1 ≤ n ′ < n, plat́ı, že pokud n ′ = (2a ′+ 1) · 2i

′

, tak
(n ′, k ′) je P-pozice, jestliže k ′ < 2i

′

, a N-pozice, pokud k ′ ≥ 2i
′

.

• Uvažujme nejprve př́ıpad, kdy k ≥ 2i. V tomto př́ıpadě muśıme ukázat, že (n, k) je skutečně

N-pozice, tj. že existuje nějaká P-pozice (n ′, k ′) taková, že (n, k)
x

−→ (n ′, k ′) pro nějaké x.

Připomeňme, že předpokládáme n = (2a + 1) · 2i. Zvolme tah, kdy odebereme 2i sirek,
tj. x = 2i. Takový tah je v pozici (n, k) určitě možné provést, protože 1 ≤ 2i ≤ k a n ≥ 2i

(nebot’ 2a + 1 ≥ 1). Tı́mto tahem se dostaneme do nějaké pozice (n ′, k ′). Zjevně plat́ı
k ′ = x = 2i. Dále plat́ı

n ′ = n− x = (2a + 1) · 2i − 2i = 2a · 2i + 2i − 2i = a · 2i+1 .

Protože a ≥ 0, tak bud’ a = 0 nebo a > 0. Pokud a = 0, tak n ′ = 0 a jsme hotovi, nebot’

(0, 2i) je koncová P-pozice. Uvažujme tedy př́ıpad, kdy a > 0. Podle Tvrzeńı 7.1 existuj́ı
č́ısla b a j taková, že a = (2b + 1) · 2j, b ≥ 0 a j ≥ 0. V tomto př́ıpadě je tedy

n ′ = a · 2i+1 = (2b + 1) · 2j · 2i+1 = (2b + 1) · 2j+i+1
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a podle indukčńıho předpokladu je (n ′, k ′) P-pozice, jestliže k ′ < 2j+i+1. Tato posledńı
nerovnost však očividně plat́ı, nebot’ k ′ = 2i, takže k ′ = 1 · 2i < 2j+1 · 2i, protože 2i > 0

a 1 < 2j+1 pro j ≥ 0.

Vid́ıme tedy, že v obou př́ıpadech (a = 0 i a > 0) vede tah, kdy odebereme 2i sirek, do
P-pozice.

• Zbývá analyzovat př́ıpad, kdy k < 2i. V tomto př́ıpadě muśıme ukázat, že (n, k) je skutečně

P-pozice, tj. že každá pozice (n ′, k ′) taková, že (n, k)
x

−→ (n ′, k ′) pro nějaké x, je N-pozice,
tedy, že podle indukčńıho předpokladu plat́ı, že pokud n ′ = (2a ′ + 1) · 2i

′

, tak k ′ ≥ 2i
′

.

Předpokládejme tedy, že n = (2a+ 1) · 2i, k < 2i a že (n, k)
x

−→ (n ′, k ′). Podle Tvrzeńı 7.1
existuj́ı č́ısla b a j taková, že x = (2b + 1) · 2j. Očividně tedy plat́ı k ′ = x = (2b + 1) · 2j.

Podle pravidel hry pro x také plat́ı 1 ≤ x ≤ k, takže 1 ≤ x < 2i (protože předpokládáme, že
k < 2i). Z toho vyplývá, že j < i, protože pokud by bylo j ≥ i, tak by platilo x ≥ 2i (protože,
pokud j ≥ i, tak 2j ≥ 2i, a pro každé b ≥ 0 plat́ı 2b+ 1 ≥ 1, takže x = (2b+ 1) · 2j ≥ 1 · 2j =

2j ≥ 2i).

Dále z x < 2i vyplývá, že 2b+ 1 < 2i−j. Je tomu tak proto, že pokud by bylo 2b+ 1 ≥ 2i−j,
platilo by x = (2b + 1) · 2j ≥ 2i−j · 2j = 2i (a tedy x ≥ 2i).

Hodnotu n ′ můžeme vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem:

n ′ = n − x = (2a+ 1) · 2i − (2b + 1) · 2j = ((2a + 1) · 2i−j − (2b + 1)) · 2j = z · 2j ,

kde z = (2a + 1) · 2i−j − (2b + 1) = 2a · 2i−j + 2i−j − (2b + 1). Protože 2a · 2i−j ≥ 0 a
2i−j > 2b+ 1, tak z > 0. Vzhledem k tomu, že hodnota (2a+ 1) · 2i−j je sudá (připomeňme,
že i > j) a hodnota (2b+ 1) lichá, hodnota z, která je rozd́ılem těchto dvou hodnot, je lichá,
tj. existuje nějaké přirozené č́ıslo c ≥ 0 takové, že z = 2c+ 1. Podrobněji se to dá zd̊uvodnit
takto:

z = 2a · 2i−j + 2i−j − (2b + 1) = 2a · 2i−j + 2 · 2i−j−1 − 2b − 2+ 1 = 2c+ 1 ,

kde c = a · 2i−j + 2i−j−1 − b− 1.

Ukázali jsme tedy, že n ′ = (2c+ 1) · 2j a k ′ = (2b+ 1) · 2j. Vzhledem k tomu, že 2b+ 1 ≥ 1

pro libovolné b ≥ 0, tak k ′ = (2b + 1) · 2j ≥ 1 · 2j = 2j. Plat́ı tedy k ′ ≥ 2j, takže (n ′, k ′) je
podle indukčńıho předpokladu N-pozice, což je to, co jsme chtěli dokázat.

Ukázali jsme tedy, že v dané hře je možné charakterizovat P- a N- pozice následovně: Všechny
koncové pozice (tj. pozice tvaru (n, k), kde n = 0) jsou P-pozice a nekoncové pozice (tj. pozice
tvaru (n, k), kde n > 0) jsou P-pozice, pokud k < 2i, a N-pozice, pokud k ≥ 2i, kde n = (2a+1)·2i.
Vı́tězná strategie vypadá tak, že v N-pozici se odeb́ırá 2i sirek. (V N-pozićıch mohou ale existovat
i daľśı v́ıtězné tahy. Pokud např́ıklad máme pozici (44, 43), vzhledem k tomu, že 44 = (2 ·5+1) ·22,
v́ıtězným tahem je odebrat 22 sirek (tj. 4 sirky). Jak jsme ale viděli, existuje i daľśı v́ıtězný tah –
odebrat 12 sirek.)

Analýzu zakončeme prozkoumáńım toho, které počátečńı pozice jsou P-pozice a které N-pozice.
Připomeňme, že počátečńı pozice s n sirkami je pozice (n,n−1). Předpokládejme, že n = (2a+1)·

2i. Počátečńı pozice bude N-pozice, pokud n− 1 ≥ 2i, a P-pozice, pokud n− 1 < 2i. Potřebujeme
tedy zjistit, pro které hodnoty n nastává každá z těchto dvou možnost́ı.

Protože a ≥ 0, máme pro dané n dvě možnosti, bud’ a = 0 nebo a ≥ 1.

Uvažujme nejprve př́ıpad, kdy a = 0. V tom př́ıpadě je n = 2i a zjevně plat́ı n − 1 < 2i

(protože n− 1 < n). Počátečńı pozice s n sirkami, kde n je mocnina dvojky, jsou tedy P-pozice.

Uvažujme nyńı př́ıpad, kdy a ≥ 1. Ukážeme, že v tomto př́ıpadě je n−1 ≥ 2i. Z a ≥ 1 vyplývá,
že 2a + 1 ≥ 3, a dále pro každé i ≥ 0 plat́ı 2i ≥ 1. Z toho vyplývá, že

n− 1 = (2a + 1) · 2i − 1 ≥ 3 · 2i − 1 = 2i+1 + 2i − 1 ≥ 2i+1 > 2i .
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Vid́ıme, že v těch počátečńıch pozićıch, kde a ≥ 1, plat́ı dokonce ostrá nerovnost n− 1 > 2i, a že
takové pozice jsou N-pozice.

Počátečńı pozice s n sirkami je tedy P-pozice právě tehdy, když n je mocninou dvojky (a N-
pozice v opačném př́ıpadě).
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