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Kapitola 1
Uvod

Tento text by mél slouzit jako studijni opora pro predmét Teorie her v kombinované formé. Neni
zamyslen jako samostatny studijni text, ale jako detailni pruvodce obsahem jednotlivych tutoriali.
Jsou zde struéné shrnuta jednotliva témata spolu s odkazy na ptislusné kapitoly (resp. ¢asti kapitol
nebo konkrétn{ stranky) v jednotlivych uéebnich textech a seznamy konkrétnich piikladu, které
by si mél student k danému tématu vyftesit.

Hlavnim studijnim materidlem je ucebni text
Thomas S. Ferguson — Game Theory [3],

ktery je volné dostupny na webové adrese http://www.math.ucla.edu/ " tom/math167.html a
ktery slouzi jako ucebni text pro predmét Game Theory na University of California at Los Angeles.

Dalsi zdroje jsou uvedeny v seznamu literatury.

1.1 Tutorialy a samostatna prace studentt

Na tutorialech budou jednotliva témata probirdna spolu s diskusi ohledné feSeni nékterych uve-
denych piiklada. Predpoklada se, ze pfislusné ¢asti jednotlivych textu si studenti samostatné
nastuduji doma.

Veskeré body za zapocet dostavaji studenti za zapoctovou pisemku, kterd se bude psat na
4. tutoridlu. Kromé této pisemky nemusi plnit studenti zadné dalsi bodované tkoly. Piedpoklada
se vSak, ze kromé vlastni vyuky na tutoridlech studenti samostatné studuji piislusné texty a
zkousi samostatné fesit piiklady, které se na tutoridlu nestihnou probrat. Také se predpoklada,
ze na tutorialech maji studenti moznost probirat s tutorem jakékoliv piipadné problémy, na které
pfi studiu textu a samostatném feSeni prikladu narazi.

Celkem se predpokladd 5 tutoridlu.

Podrobny obsah jednotlivych tutoridla je popsan v nasledujicich kapitolach.

1.2 Podminky udéleni zapoctu

Na 4. tutorialu se bude psat zapoctova pisemka. Tato pisemka bude hodnocena maximélné 30 body,
pricemz pro ziskani zdpoctu je treba ziskat z téchto 30 bodi miniméalné 15 bodu.

1.3 Podminky vykonani zkousky

Zkouska bude formou pisemky, za kterou je mozné ziskat az 70 bodu. Pro absolvovani predmétu
je tfeba ziskat z téchto 70 bodi minimalné 30 bodu.
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Kapitola 2

Tutorial 1

Probirand témata: Uvod — &m se zabyva teorie her. Kombinatorické hry, grafové hry.

2.1 Cim se zabyva teorie her

Obecné se da fici, ze teorie her jako védni obor je podoblast aplikované matematiky, kterd se
zabyva studiem konfliktnich situaci z matematického hlediska. V teorii her se takovym konfliktnim
situacim tika hry, ale slovo ,hra“ je zde chapano v ponékud Sir$im vyznamu a ve vyznamu,
ktery je ponékud posunuty proti tomu, jak slovu ,hra“ rozumime v bézné feci. Takové konfliktni
situace (hry) jsou charakteristické tim, Zze v nich figuruje nékolik tcastniku (tj. vice nez jeden) —
v teorii her se témto ucastnikum Fika hrdéi, kteii se snazi doséhnout uréitych cili, pficemz cile
jednotlivych hraca jsou vétsinou rizné, ¢asto pak piimo protikladné.

Tito hréci voli mezi riznymi akcemi, které mohou provadét. Jaké akce muze dany hrac provadét
(tj. mezi jakymi moznostmi voli), je stanoveno pravidly dané hry. Dulezité je, ze vysledek, jakého
hra¢ nakonec v dané hie dosdhne, nezavisi Cisté jen na akcich, které provedl tento hrag, ale je
urcen také tim, jaké akce provedli ostatni hraci. V zdvislosti na pravidlech dané hry muze byt
tento vysledek také ovlivnén nahodou.

Typickymi otdzkami, které se v teorii her studuji, jsou otazky tykajici se vlastnosti stra-
tegii, které mohou jednotlivi hrac¢i v dané hie pouzit. Strategii se zde rozumi konkrétni postup,
podle kterého hra¢ voli své akce v zavislosti na akcich ostatnich hréci. Zejména se zkoumaji
strategie, které jsou v néjakém smyslu optimalni nebo néco danému hréci zarucuji bez ohledu
na akce ostatnich hraca, apod. Otézky se tykaji naptiklad zkoumani existence takovych strategii,
hledanim takovych optimélnich strategii, toho jakymi ruznymi zpusoby se d4 definovat, jaké stra-
tegie povazujeme za ,optimalni“, atd.

Pokud napiiklad muze byt vysledkem kazdé partie dané hry jen to, Ze jeden z hrac¢u vyhraje a
druhy prohraje, muze mit napiiklad smysl ptat se, jestli ma urcity hra¢ v dané hie vyhrdvajici
strategii, tj. strategii, kterd mu zaruéi pokazdé vitézstvi bez ohledu na to, jak hraje protihrac.
Pokud hra muze skon¢it i remizou, muzeme se ptat tfeba na existenci neprohrdvajici strategie,
tj. strategie, kterd danému hréci zaruci, ze nikdy neprohraje (tj. vzdy vyhraje nebo uhraje alespon
remizu), bez ohledu na to, jak hraje protihrac.

Nasleduje nékolik piikladl oblasti, ve kterych je mozné nékteré jevy popisovat a studovat jako
hry (ve smyslu teorie her) a vyuzivat pii jejich zkoumdn{ prosttedku teorie her:

a) Hry v bézZném slova smyslu — spolecenské hry jako naptiklad sachy, go, piskvorky, poker,
bridge, ¢lovéce nezlob se, kdmen-nuzky-papir, apod.
Pozndamka: Pokud vysledek zdvisi pouze na ndhodé (jako napiiklad u loterif), o hru ve smyslu
teorie her se nejednd. Také hry, které hraje jen jeden hrac sdm se sebou (napt. pasians), nejsou
typickym predmétem studia teorie her.



b)

Ekonomie — celou fadu riznych ekonomickych vztaht je mozné popisovat jako hry — vztahy
mezi vzdjemné si konkurujicimi firmami, vztahy mezi nakupujicimi a proddvajicimi, vztahy
mezi zaméstnanci a zaméstnavateli, vztahy, které se tykaji vyuzivani néjakého sdileného zdroje
vice ucastniky, apod. Historicky je teorie her velmi silné propojena pravé s ekonomii.

Pozndmka: Nakolik jsou vsak vysledky teorie her relevantni pro popis a zkouméni ekonomické
skute¢nosti (napf. pro predpovidani skuteéného vyvoje trhu apod.) silné zavisi na tom, do
jaké miry ptislusné matematické modely odpovidaji skutecnosti. Zkoumané modely jsou oproti
skutecnosti ¢asto velmi idealizované a mnohdy pracuji s ruznymi predpoklady, které v realité
splnény nejsou.

Dal3i spolecenské védy — napiiklad politologie (volby, hlasovani, tvorba koalic, ...), his-
torie (napfiklad modelovani moznych priubéhu véleénych konfliktu, bitev, apod.), sociologie
(konflikty mezi ruznymi socidlnimi skupinami) ¢ psychologie (modelovéni nékterych druha
mezilidskych vztaht).

Biologie — napiiklad modelovdni (konfliktnich) vztahtl mezi ruznymi druhy (vztahy mezi
predatorem a kofisti, parazitem a hostitelem, apod.), mezi ruznymi populacemi téhoz druhu,
mezi jedinci téhoz druhu, mezi urc¢itymi variantami genu v ramci populace, apod.

Matematika — fadu matematickych problému, které na prvni pohled nemaji nic spole¢ného
s hrami, muze byt vyhodné preformulovat jako otazky tykajici se naptiklad existence urcitého
druhu strategii v néjakém uréitém typu her. Casto to byva formulovano napiiklad tak, ze
urcity abstraktni matematicky objekt existuje pravé tehdy, pokud ma v odpovidajici hie jeden
z hrac¢u vyhravajici strategii. Neziidka jsou hry pouzivané v matematice ponékud abstraktni
v tom smyslu, ze skute¢ni zivi hrac¢i by takové hry nemohli nikdy hrat, protoze dana hra
napiiklad vyzaduje provedeni nekoneé¢ného mnozstvi tahu, apod. Ruzné typy her se naptiklad
casto vyuzivaji v logice a v teorii mnozin.

Informatika — podobné jako v predchozim bodé jsou mnohé problémy, které se objevuji
v teoretické informatice, ¢asto formuloviny jako otédzky tykajici se urcitych typu her, i kdyz
dané problémy na prvni pohled s hrami nijak nesouvisi. Postupy vyuzivajici hry se pouzivaji
napiiklad pfi zkoumdni korektnosti programu nebo pii zkouméni chovani komunikacnich a
sitovych protokolt. Typickym piikladem je tieba pouziti her pro zkoumdani vlastnosti krypto-
grafickych protokolu (napiiklad Gtoénik mé moznost dostat se k uré¢ité informaci, ke které by se
dostat nemél, praveé tehdy, kdyz v odpovidajici hie existuje néjaka strategie s néjakou urcitou
vlastnosti).

Specifickou oblasti, ktera lezi na hranici mezi informatikou a teorii her, je algoritmickd te-

orie her. Zde se zkoumaji hry z algoritmického hlediska. Zejména se zkoumd rozhodnutelnost a
vypocetni slozitost ruznych problému tykajicich se her, napiiklad, jak vypocetné naro¢né je pro
urcity typ her zjisténi, jestli ma dany hrac vitéznou strategii, jakd je vypocetni slozitost problému
nalezeni optimalni strategie, apod.

Pozndmka: V predmétu Teorie her se konkrétnimi aplikacemi teorie her prili§ zabyvat nebudeme.
Misto toho se budeme soustiedit na teorii her jako takovou s tim, Ze se ob¢as dotkneme otazek
tykajicich se algoritmu pro feSeni nékterych problému z teorie her.

2.

2 Riuzné typy her

Hry se daji v teorii her rozdélovat podle ruznych kritéri:

2)

2~ o

Pocet hrdcéi — 7 hlediska analyzy jsou nejjednodussi hry, kde hraji dva hraci. Analyza her,
kde je hracu tii a vice, je obecné slozitéjsi. Vétsinou ale pak uz neni velky rozdil v tom, jestli
jsou hraci t¥i, ¢tyti nebo je jich vic. Pokud je hrac¢u velmi velky pocet, muze byt nékdy vyhodné
misto toho uvazovat hry, ve kterych hraje nekoneény pocet hrécu.
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V predmétu Teorie her se budeme z velké ¢dsti zabyvat hrami dvou hracu, v mensi mitre pak
hrami, kde hraje libovolny, ale kone¢ny, po¢et hrac¢u. Hrami s nekoneénym pocétem hracu se
zabyvat nebudeme.

Vyse vyhry — 7 hlediska analyzy jsou nejjednodussi hry, kde vysledkem partie v dané hte je
to, ze jeden z hrac¢u vyhraje a druhy prohraje. Pripady, kdy hra muze skon¢it také remizou,
jsou jen mirné komplikovanéjsi.

Slozitéjsi jsou hry, kdy hréci ziskdvaji urcitou vysi vyhry, kterd se podle vysledku hry muze
lisit. Vétsinou se vyse vyhry vyjadiuje jako realné ¢islo — kladné hodnoty znamenaji zisk,
zéaporné hodnoty ztratu.

Zde se rozlisuji dva pripady:

e hry s nulovym soucétem — jedna se o hry, kde soucet zisku jednotlivych hracu v kazdé
partii je vzdy 0, tj. co jeden hrac vyhraje, to musel jiny hrac (resp. hrééi) prohrat. Analyza
téchto typt her je obecné jednodussi, zejména v ptipadé, kdy jsou hraci pouze dva, protoze
v takovém piipadé nemd pro hrace nikdy smysl spolupracovat (zisk jednoho je vzdy ztratou
druhého).

e hry s nenulovym (obecnym) soudétem — zisky hra¢t mohou byt zcela libovolné.
Tyto hry jsou obecné komplikovangjsi, protoze v takovych hrdch muze byt nékdy pro
hréce vyhodné spolupracovat. V nékterych hriach se muze dokonce stat, ze pokud hréci
zvoli strategie, které jsou optimalni z hlediska kazdého jednotlivého hrace, ve vysledku na
tom mohou byt vSichni hraci huf nez pokud by zvolili strategie, které nejsou optimalni.

Role ndhody — Nékdy je ndhodny prvek primo soucasti pravidel dané hry (napft. hdzen{ kost-
kou nebo michani karet). Pi analyze takovychto her byva tento ndhodny prvek reprezentovan
jako pseudohrag, kterému se rika priroda nebo ndhoda. Tento pseudohrac provadi ruzné akce
podobné jako ostatni hraci, ale na rozdil od ostatnich hracu nesleduje zddny konkrétni cil a
vybér akci, které provadi, se #idi né¢jakym danym pravdépodobnostnim rozdélenim.

Kromé ndhody, kterd vyplyva z pravidel hry, mohou hra¢i vnést ndhodny prvek do svého
chovdni tak, aby nebylo zcela deterministické a predvidatelné. (Toto se tyka i her, které
z hlediska pravidel zddnou ndhodnost neobsahuji.) V takovém piipadé se pak rozlisuji ryz¢
(pure) strategie, které predstavuji jednotlivé moznosti, jak hra¢ muze (deterministicky) hrat,
a smiiené (mized) strategie, které odpovidaji pravdépodobnostnim rozdélenim na mnoziné
ryzich strategii, které muze hra¢ hrat. Hrd¢ pak (deterministicky) voli pfislusnou smiSenou
strategii a na zékladé této smiSené strategie ndhodné vybird v kazdé jednotlivé partii nékterou
konkrétni ryzi strategii.

V piipadé smiSenych strategii se hodnota zisku jednotlivych hract stava nahodnou veli¢inou a
pro zkoumani takovych her se pak pouzivaji prostiedky z teorie pravdépodobnosti.

Mira spoluprdce mezi hrdcéi — Jednou variantou jsou hry, kde se hraéi nemohou mezi
sebou domlouvat. Takovym hram se fikd nekooperativni. V téchto hrach sice nemohou hraci
primo spolupracovat, ale v pripadé her s nenulovym sou¢tem muze mit pro hrace smysl volit
svou strategii na zakladé predpokladu, ze ostatni hraci jsou raciondlni a jde jim v prvé radé
o dosazeni svych vlastnich cili, ne o co nejvétsi poskozeni daného hrace.

Hry, ve kterych se mohou hraci pied vlastni hrou domlouvat, se oznacuji jako kooperativni.
Zde se hraci predem domluvi na strategiich, které budou hrat. Vlastni jadro konfliktu mezi
hraci se tak presouva do faze dohadovani se o tom, jaké strategie budou hrét a jestli se viibec
dohodnou. Rozlisuji se zde dva piipady — hry s prenosnou vyhrou a hry bez prenosné
vyghry. U her bez prenosné vyhry jsou zisky hract dany pravidly hry a hraci se dohodnou jen
na tom, jaké strategie budou hrat. U her s pfenosnou vyhrou se navic mohou dohodnout na
tom, jak si své vyhry prerozdéli. Jeden z hracu napiiklad muze druhého motivovat ke spolupraci
tim, ze mu zaplati Cast ze své vyhry.



e) Mira informace, kterou maji hrdéi k dispozici — V predmétu Teorie her se budeme
zabyvat prakticky vyhradné hrami s dplnou informaci (complete information). Timto
pojmem se oznacuji hry, kde se ptedpokladad, ze vSichni hrac¢i znaji ,pravidla“ dané hry, tj. znaji
pfedem vSechny mozné akce, které mohou provést oni sami i vSechny akce, které mohou provést
jejich protivnici, znaji vyse vyher v8ech hrac¢u pro viechny mozné piipady, které mohou nastat,
a znaji také pravdépodobnostni rozdéleni vsech ndhodnych tahu, které provadi ,piiroda*.

Opakem her s tiplnou informaci jsou hry s nedplnou informaci (incomplete information),
kde néktei{ hraci nemusi nékterou z vyse uvedenych informaci znat. Naptiklad si hra¢ nemusi
byt védom nékteré mozné akce, kterou muze jeho protivnik provést (napiiklad nevi, ze jeho
protihra¢ ma schované eso v rukdvu). Takové typy her maji velky vyznam napiiklad v ekono-
mii, kde je obvyklé, Ze mnozi icastnici trhu maji jen omezené mnozstvi informaci a jsou tak
v nevyhodé proti tém, ktefi maji informace pfesnéjsi. V predmétu teorie her se vSak hrami
s neuplnou informaci zabyvat nebudeme.

I u her s uplnou informaci mohou byt v prubéhu hry pred nékterymi hréci nékteré informace
skryty. Typickym pfikladem jsou tieba karetni hry, kdy naptiklad hra¢ sice zna své karty,
ale nevi, jaké karty maji jeho protihraci, ani jaké karty jsou v balicku na stole. Jedna se ale
o omezeni, kterd jsou déna pravidly hry a kterych jsou si vSichni hrac¢i védomi. Hrac tak sice
tfeba presné nevi, jaké karty mé protihrac, ale muze naptiklad urcit pravdépodobnosti, s jakymi
mohou jednotlivé pripady nastat.

Hry, ve kterych neni zddn4 informace pfed hraci skryta (tj. kazdy hrac vi vse o aktudln{ situaci,
znéd vsechny predchozi tahy svych protivnikia, znd vysledky vsech ndhodnych tahu, atd.), se
oznacuji jako hry s dokonalou informaci (perfect information)

Text k prostudovdnd: tvod v textu [3] (str. 3 — 8)

Doplrikovd literatura: Kapitola 1 — Basic Solution Concepts and Computational Issues (E. Tardos,
V. Vazirani) v knize [6] (str. 3 — 28)

2.3 Kombinatorické hry

Kombinatorické hry jsou nejjednodussim typem her. Jednd se o hry dvou hraca s dokonalou
informaci, kde zddnym zpusobem nefiguruje ndhoda, a kde vysledkem partie je to, ze jeden hrac
vyhrél a druhy prohral, ptipadné v obecnéjsim ptipadé muze byt vysledkem remiza. V kombinato-
rickych hrach tedy nefiguruji vyse vyher. Navic se predpokladé, ze oba hraci se v tazich pravidelné
stiidaji. Hrac, ktery je momentalné na tahu, ma tedy veskeré informace o aktualni pozici a o vSech
predchozich pozicich a tazich, jak svych, tak protivnikovych.

Priklady kombinatorickych her jsou tfeba Sachy, ddma, go nebo piskvorky. Zvlasté jedno-
duchymi pfiklady takovych her jsou ruzné odebiraci hry, kdy hrac¢i stiidavé odebiraji néjaké
predméty (napf. sirky, kaminky, Zetony nebo néco podobného) z hromddky nebo hromédek téchto
predmétu podle uréitych pravidel. (Pro jednoduchost budeme mluvit v nésledujicim o sirkdch, ale
je jasné, Ze to, o jaké predméty se jednd, neni podstatné.)

Muzeme zacit naptiklad hrou, kdy hraci stiidavé odebiraji sirky z hromadky sirek, pficemz
hrac, ktery je momentalné na tahu, muze odebrat jednu az tii sirky. Vyhrava hrac, ktery vezme
posledni sirku.

U této hry neni tézké piijit na to, pro které pocty sirek ma vyhravajici strategii hrac, ktery je
momentalné na tahu, a pro které pocty sirek ma vyhravajici strategii jeho protihrac.

Toto vede pfirozené k rozdéleni moznych pozic (tj. v tomto piipadé poctu sirek) na:

o N-pozice — kde ma vyhravajici strategii hrac, ktery je momentalné na tahu,
e P-pozice — kde ma vyhravajici strategii hra¢, ktery neni momentélné na tahu.



2.3 Kombinatorické hry 7

Reseni této hry muzeme zkusit zobecnit. Muzeme uvazovat jind pravidla pro odebirani sirek
i jind pravidla pro uréeni vitéze (napf. ten, kdo vezme posledni sirku, prohrdl, a jeho protivnik
vyhral).

Tyto tvahy ptirozené vedou k reprezentaci hry pomoci (orientovaného) grafu. Vrcholy grafu
predstavuji jednotlivé dosazitelné pozice ve hie, hrany vedouci z vrcholu pak odpovidaji tahum,
které je mozné v dané pozici provést. Pro koncové pozice (tj. pro vrcholy grafu, které nemaji zddné
ndsledniky), musi byt stanoveno, kdo v dané pozici vyhral.

Pokud uvazujeme jednoduchy pfipad, kdy se v grafu nevyskytuji cykly ani nekoneéné cesty, daji
se vrcholy grafu snadno rozdélit na N-pozice a P-pozice postupem, kdy zacindme od koncovych
pozic a postupujeme pozpatku smérem k pfedchozim pozicim. Neni tézké si rozmyslet, ze v takovém
pripadé je pro kazdou pozici v grafu jednoznacné urceno, zda se jedna o N-pozici ¢ P-pozici a ze
jedna z téchto moznosti musi pro kazdou pozici nastat.

Navic mame algoritmus, ktery toto rozdéleni urcéi v case, ktery je zhruba timérny velikosti
grafu.

Pokud mame vrcholy grafu rozdélené na N-pozice a P-pozice, snadno na zakladé tohoto rozdéleni
vytvoiime vitéznou strategii pro hrace, ktery ji v dané pozici mé. Specidlné pro kazdou N-pozici
urc¢ime vitézny tah, ktery hraci, ktery je na tahu, zaruci vitézstvi. Z téchto konstrukei je také
vidét, ze v tomto typu her vitézna strategie nezavisi na historii — vitézny tah je mozné urcit cisté
na zakladé aktudlni pozice bez ohledu na to, jak se hraci do této pozice dostali.

Tyto uvahy se daji relativné snadno zobecnit na ptipady, kdy je graf nekonecny, obsahuje
cykly, kdy partie muze skonéit remizou, apod., i kdyz ve vSech téchto pripadech je situace o néco
komplikovangjsi nez ve vyse uvedeném piikladu se sirkami. Dostavame tak algoritmus, kterym
lze (alespon v principu) analyzovat velkou ¢dst kombinatorickych her. Davd ndm to postup, jak
analyzovat tfeba Sachy, je vSak zjevné, ze v ptripadé Sachu je graf pfilis obrovsky na to, aby se dal
timto zpusobem v ngjakém rozumném ¢ase zpracovat.

Pokud chceme pro danou kombinatorickou hru analyzovat, jak vypadaji N-pozice a P-pozice,
ale ptislusny graf je velmi velky nebo dokonce nekoneény, nemusi to byt vitbec snadné. Je napiiklad
znamo, ze zjisténi, o jakou pozici se jedna, je EXPTIME-iplny problém pro Sachy, ddmu i go
zobecnéné na piipady, kde muze mit herni plocha libovolnou velikost n x n.

I zdanlivé velmi jednoduché hry mohou vést na relativné komplikované kombinatorické problémy.
Piikladem jsou tieba hry ve Cvic¢en{ 1.5.7 (str. I-7) v [3].

Péknym piikladem je tfeba hra Chomp! popsand v piikladu 1.5.6 (str. I-6) v [3]. U této hry
existuje jednoduchy dukaz toho, ze poc¢atecni pozice je N-pozice (tj. hrac, ktery za¢ind, mé vzdy
vyhravajici strategii). Tento dukaz je vsak nekonstruktivni, ukazuje pouze existenci této strategie,
ale nedava zadnou informaci o tom, jak by takova vitézna strategie méla vypadat. (Ijkolem v tomto
cviceni je piijit na tento nekonstruktivni dukaz). Obecné neni zndm efektivn{ algoritmus pro
nalezeni vitézné strategie v této hie, ktery by umoznoval tuto hru tesit i pro velmi velké pocatecni
pozice.

Text k prostudovdnd: kapitola , Take-Away Games“ v textu [3] (str. -3 — I-8)
Dopliikovd literatura: piehledovy ¢lének [5]
Priklady: Cvicenf 1.5.1, 1.5.2, 1.5.3, 1.5.4, 1.5.5, 1.5.6, 1.5.7 (a) v textu [3] (str. I-6 — I-7)

Dalsi nepovinné priklady: Cviceni 1.5.7 (b) v textu [3] (str. I-7)






Kapitola 3

Tutorial 2

Probirand témata: Hra NIM. Sprague-Grundyova funkce. Sumy her a jejich feseni pomoci Sprague-
Grundyovy funkce.

3.1 Hra NIM

Hra NIM je jednou z nejvyznamnéjsich kombinatorickych her. Jednd se o hru, kdy dva hraci
stiidave odebiraji sirky z hromédek sirek, pficemz téchto hromddek muze byt libovolny (koneény)
pocet a kazdy hromédka muze obsahovat libovolny (koneény) pocet sirek. Tah hréce vypada tak,
ze musi zvolit libovolnou hromédku a z ni odebrat libovolny (nenulovy) pocet sirek. Vyhrava hrac,
ktery vezme posledni sirku.

Tato hra je vyznamnd z nékolika duvodu. Na jednu stranu m4 velmi jednoduch4 pravidla, ale
jejl analyza (tj. uréeni, které pozice jsou N-pozice a které P-pozice) zdaleka tak jednoduchd neni
(pokud nevime, jak na to). Tato hra m4d v8ak FeSeni, které je pomérné jednoduché (kdyz uz ho
¢lovek znd), elegantni a prekvapivé.

Toto feseni spociva v tom, Ze pokud zapiSeme pocty sirek v jednotlivych hromadkach binarné
a provedeme na nich operaci, kterou bychom mohli nazvat bitovy XOR (v textu [3] je tato operace
nazyvéna ,nim-sum®), plati, ze dand pozice je P-pozici pravé tehdy, kdyz je vysledkem dané
operace hodnota 0.

Diuikaz toho, Ze tomu tak skutecné je, neni tplné o¢ividny (i kdyz neni ani ptilis slozity). Kazdy
student by si mél tento dukaz detailné projit a promyslet, protoze pochopeni tohoto dukazu je
dulezité pro pochopeni dalsiho vykladu.

Hra NIM je zajimava i sama o sobg, ale jesté mnohem dulezitéjs je to, ze jak uvidime pozdéji,
mySslenky, na kterych je zaloZena analyza této hry, se daji vyraznym zpusobem zobecnit. Ukazuje
se, ze analyza celé fady ruznych kombinatorickych her, které tfeba na prvni pohled viubec jako
NIM nevypadaji, se d4 prevést na analyzu urcité zobecnéné varianty hry NIM.

Nékolik ptikladia her, které sice na prvni pohled jako NIM nevypadaji, ale u kterych se jedna
v podstaté jen o urcité ,zamaskované“ varianty NIMu, je uvedeno ve cvic¢enich.

Text k prostudovdnd: kapitola ,The Game of Nim“ v textu [3] (str. I-9 — I-13)
Priklady: cviceni 2.6.1, 2.6.2, 2.6.3, 2.6.4, 2.6.5, 2.6.6, 2.6.7 v textu [3] (str. I-11 — 1-13)

3.2 Sprague-Grundyova funkce a sumy her

Piedstavme si dva hrace, ktef{ sou¢asné hraji n ruznych kombinatorickych her Gy,..., Gy (tyto
hry mohou mit stejnd nebo ruznd pravidla). Pfedpoklddejme navic, ze tahy hracu vypadaji tak,
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ze hrag, ktery je na tahu, si vybere jednu z her Gy,..., G, a v ni provede tah podle pravidel této
hry. Celkova hra koné¢i v okamziku, kdy se v zadné z her Gy,..., Gy, nedd tdhnout. Hréag, ktery je
v tom okamziku na tahu, prohral a jeho protivnik vyhral.

Hra, ktera vznikne timto zpusobem z her Gq,..., G, se nazyva sumou téchto her.

Jednotlivé hry Gi,...,G;, mohou byt mnohem jednodussi nez hra, kterou dostaneme jako
jejich sumu.

Dulezitd (a pomérné neéekand) myslenka je to, ze na kazdou takovou sumu her se muzeme
podivat jako na urcité zobecnéni hry NIM. Z urcitého pohledu se muzeme divat na kazdou diléi hru
G jako na jednu hromédku ve hie NIM. Kazdé pozici v kazdé diléi hie G; bychom chtéli prifadit
pfirozené ¢islo, které by odpovidalo poc¢tu sirek v dané hromadce ve hie NIM, tak, abychom pro
urceni N-pozic a P-pozic mohli pouzit stejny postup, jako u hry NIM.

Kdyz si promyslime dukaz ohledné hry NIM, uvédomime si, ze aby dukaz ,fungoval®, jsou
dulezité dveé veéci: a) kazdym tahem se pocet sirek zmeéni (tj. nemuze zustat stejny) a méni se
v prévé jedné hromédce, b) pocet sirek v libovolné hromédce je mozné jednim tahem snizit na
libovolné mensi ¢islo.

Chteéli bychom tedy najit funkci, kterd by kazdé pozici v kazdé dil¢i hie pfifazovala prirozené
¢islo, a kterd by méla podobné vlastnosti jako ty, co jsou uvedeny v bodech (a) a (b).

Tyto uvahy prirozené vedou k definici tzv. Sprague-Grundyovy funkce, kterd koncovym
pozicim ptifazuje hodnotu 0 a vSem ostatnim pozicim nejmensi pfirozené ¢islo, které neni pfitazeno
bezprostiednim nédslednikum dané pozice.

Dikaz, ktery byl pouzit u hry NIM, se pak da ptimocaie zobecnit na piipad, kdy misto poctu
sirek uvazujeme libovolné pozice ve hriach Gi,..., Gy a hodnoty, které jsou jim pfifazeny Sprague-
Grundyovou funkci. Navic se dd ukazat, ze hodnotu Sprague-Grundyovy pro sumu her dostaneme
pomoci operace bitovy XOR z hodnot Sprague-Grundyovych funkci dil¢ich her Gy,...,Gn. Déle
plati, ze dana pozice je P-pozici pravé tehdy, kdyz hodnota Sprague-Grundyovy funkce je pro tuto
pozici 0.

Toto nam dévé velmi mocny prostiedek pro analyzu téch kombinatorickych her, které jsme
schopni rozlozit na jednoduché hry, ze kterych vznikne puvodni hra jako jejich suma. Obecné
muze byt uréeni hodnot Sprague-Grundyovy funkce obtizné (je jasné, ze nemuze byt jednodussi
nez urceni N-pozic a P-pozic). Pokud ale muzeme hru rozlozit hru na hry, které jsou natolik
jednoduché, ze pro né uz Sprague-Grundyovu funkci spoc¢itat umime, muzeme hodnotu Sprague-
Grundyovy funkce pro celkovou pozici spocitat z hodnot Sprague-Grundyovych funkci pro jednot-
livé diléd hry.

Dulezité také je, ze navic muzeme vyse zjisténé postupy pouzivat i induktivné, tj. uvazovat
hry, které vzniknou jako sumy her, které jsou samy sumami her, které jsou samy sumami her,
atd. Péknym pitkladem tohoto pfistupu je tfeba analyza tzv. Laskerova NIMu, ktera je uvedena
v textu [3] na str. I-23 az I-24. Problém, ktery na prvni pohled vypadd velmi komplikovane, se
dé za pouziti vyse uvedenych myslenek velmi elegantné vytesit (i kdyz i tak neni dukaz tplné
trividlni).

Vyse uvedené tvahy funguji bez problému ve hrach, kde neexistuji v ptislusném grafu ne-
koneéné cykly, kde z zadného vrcholu nevede nekoneénd cesta, a kde ma kazda pozice koneény
pocet nésledniku. Pokud tyto podminky splnény nejsou, je situace podstatné komplikovanéjsi. Po-
kud v grafu existuji cykly nebo nekoneéné cesty, Sprague-Grundyova funkce nemusi pro danou hru
existovat nebo nemusi byt ddna jednoznacné. I kdyz existuje, muze se v takovych hrach stat, ze
prislusnd strategie zalozend na dané Sprague-Grundyoveé funkci nemusi byt vitéznou strategii.

Pokud nékteré pozice maji v grafu nekoneény pocet néslednikti, nemusi stacit pocitat Sprague-
Grundyovy funkce v pfirozenych ¢islech, ale muze byt potieba tvahy ponékud zobecnit a piejit do
oboru ordinalnich ¢isel. Ptikladem jednoduché hry, kde je tieba pfi analyze pocitat s ordinalnimi
¢isly, je ve Cviceni 3.5.6 v textu [3] (str. I-19 — I-20).

Text k prostudovdni: kapitoly ,Graph Games“ a ,Sums of Combinatorial Games* v textu [3]
(str. I-14 — 1-28)
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Priklady: cviceni 3.5.1, 3.5.2, 3.5.4 (a), 3.5.4, 3.5.5, 3.5.6, 3.5.7, 3.5.8, 3.5.9 v textu [3] (str. I-18
~ 1-20), cvicen{ 4.5.1, 4.5.2, 4.5.3, 4.5.4, 4.5.5, 4.5.6, 4.5.8, 4.5.9 v textu [3] (str. I-26 - 1-27)

Doplrikovd literatura: kapitoly ,,Coin Turning Games* a ,,Green Hackenbush* v textu [3] (str. I-29
—1-46)
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Kapitola 4

Tutorial 3

Probirand témata: Hry dvou hraca s nulovym souctem ve strategickém tvaru, maticové hry, domi-
nované strategie, sedlové body, smiSené strategie. Reseni maticovych her ve smiSenych strategiich
pfevodem na linearni programovani.

4.1 Hry dvou hract s nulovym souc¢tem ve strategickém
tvaru

Ve hrich ve strategickém tvaru mé kazdy z hrd¢i mnozinu strategii, které muze pouzit. Tyto
strategie nemaji zadnou dalsi strukturu, jsou to prosté prvky piislusné mnoziny. Hra vypada tak,
ze vsichni hraci najednou zvoli své strategie, tj. kazdy hrac vybere néjakou strategii ze své mnoziny
strategii. Pokud mame n hrac¢i, po tomto vybéru dostaneme n-tici strategii. Pro kazdého hréce je
urcena tzv. vyplatni funkce, ktera kazdé takové n-tici strategii prifazuje redlné ¢islo. Hodnota
této funkce udava zisk daného hrace v prislusné hre.

V této ¢ésti se zaméfime na specidlni piipad takovychto her a to hry dvou hra¢u s nulovym
souc¢tem. Prvniho a druhého hrace budeme oznacovat jako Hrace I a Hréace II. Jestlize se jedna
o hru s nulovym souc¢tem a zisk Hrace I je x, tak zisk Hrace II je —x. Proto sta¢i pro danou hru
stanovit jen vyplatni funkci pro Hréce I a vyplatni funkci pro Hrace IT dostaneme jako jeji opa¢nou
hodnotu.

Ve vétsiné piipadu se v nasledujicim vykladu také budeme omezovat jen na hry, kde jsou
mnoziny strategii obou hracéu koneéné. V takovém piipadé muzeme hru reprezentovat matici, kde
fadky matice odpovidaji strategiim Hrace I a sloupce strategiim Hrace II. Prvek matice pak udava
zisk Hréce I a ztratu Hréce IT (tj. ¢dstku, kterou Hrac II zaplati Hraci I) v pripadé, kdy Hrac I
zvolil dany tadek a Hrac II dany sloupec. Takové hry se oznacuji jako maticové hry.

V takovychto hrach se dd snadno urcit maximalni vysSe minimalniho zisku Hrace I, ktery si
je schopen zajistit bez ohledu na to, jak hraje Hrac II, a také minimdalni vysi maximélni ztraty
Hrace I1, kterou si je schopen zajistit bez ohledu na to, jak hraje Hrac I. Pokud se tyto dvé hodnoty
rovnaji, znamend to, ze ve hie existuje tzv. sedlovy bod. V takovém piipadé zadny z hraca nic
lepsiho dosdhnout nemuze a piislusné strategie jsou tim nejlepsim, co muze hrac¢ hrat. Hry, kde
existuje sedlovy bod, se tedy daji snadno zanalyzovat, ale z hlediska néjakého dalstho zkouméni
jsou dost nezajimavé.

Mnohem zajimavéjsi jsou hry, kde neexistuje sedlovy bod. Pokud bychom se soustiedili jen
na deterministickou volbu strategii a na zisk nebo ztratu, kterou jsou si hraci schopni zajistit
v jednotlivé partii, snadno dojdeme k tomu, ze v takovém piipadé optimdalni strategie nemusi
existovat.

Hraci ale mohou vnést do svého rozhodovani ndhodu a zacit vybirat ze svych strategii ndhodné.
Puavodni strategie, ze kterych hraci vybiraji, tj. strategie, které odpovidaji fddkim a sloupcim
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piislusné matice, se oznacuji jako ryzi (pure) strategie. Pokud hra¢ vybira ze svych ryzich strategif
nahodné, piislusné pravdépodobnostni rozdéleni na mnoziné téchto ryzich strategii se oznacuje jako
smidend (smiiend) strategie.

Pokud hraci pouzivaji smisené strategie, vysledek kazdé jednotlivé partie je ndhodny. Pokud ale
zname piislugné pravdépodobnosti, s jakymi hraci své ryzi strategie voli, muzeme spocitat stiedni
hodnotu zisku Hréace I (kterd je samoziejmé rovna stiedni hodnoté ztraty Hrace II), tj. hodnotu,
ke které bude po odehrani velkého mnozstvi partii konvergovat prumérnd hodnota zisku z jedné
partie.

Ukolem je ted najit néjaké co nejoptimalnéjsi smisené strategie, které Hraci I zaruéi co nejvyssi
stiedni hodnotu zisku a Hréci IT co nejmensi stiedni hodnotu ztraty.

Jak uvidime pozdéji, v ptripadé maticovych her vzdy existuje optimalni smiSend strategie
Hréce I, kterd mu zaruci urcitou co nejvetsi stiedni hodnotu zisku bez ohledu na to, jak hraje
Hrac II, a podobné vzdy existuje optimalni smiSend strategie Hrace II, kterd mu zaruci urcitou
co nejmensi stfedni hodnotu ztraty bez ohledu na to, jak hraje Hrac¢ I. Navic se tyto dvé hodnoty
(zaruteny miniméln{ zisk Hréce I a zaru¢end maximdln{ ztrata Hréce II) rovnaji. Tato hodnota se
oznacuje jako cena hry. (Pokud je cena hry kladnd, je v dané hie zvyhodnén Hrac I, pokud je
zdpornd, je zvyhodnén Hrac II).

Cilem analyzy her dvou hra¢u s nulovym souctem ve standardnim tvaru je tedy uréit cenu
hry a najit optimalni strategie obou hrac¢u. Vsechny tyto hodnoty jsou v piipadé maticovych her
dobie definovany a tyto optimalni smisené strategie vzdy existuji.

4.2 Jednoduché pristupy k reseni maticovych her

V piipadé maticovych her, kde méd matice velikost 2 x 2 (tj. kazdy z hrdct vybird jen ze dvou
strategii), je FeSen{ velmi jednoduché. V takovych hrach bud existuje sedlovy bod nebo neexistuje,
ale v takovém piipadé maji optimalni strategie obou hréc¢t podobu tzv. ekvalizujicich strategii.

Hodnoty pravdépodobnosti v téchto ekvalizujicich strategiich neni tézké spocitat a snadno se
daji odvodit i obecné vzorce pro vypocet téchto hodnot, do kterych pak staci dosadit piislusné
hodnoty. Podobné se da snadno odvodit i vzorec pro cenu hry.

V piipadé vétsich matic se muze nékdy ukédzat, ze nékterd ryzi strategie je dominovand
néjakou jinou strategii, coz znamend, ze vysledek pii pouziti této dominované strategie je pro
daného hrace vzdy (tj. bez ohledu na to, jak hraje protihrdé¢) horsi, nez kdyby pouzil strategii,
kterd ji dominuje. Takové dominované strategie neméa pro daného hréce viibec smysl hrat a proto
muzeme prislusny fadek nebo sloupec z matice Gplné vypustit a analyzovat mensi hru.

Vypousténim dominovanych strategii se mohou stat dominovanymi i strategie, které predtim
dominované nebyly. Dominované strategie tedy muzeme vypoustét tak dlouho, dokud se v ptislusné
matici néjaké dominované strategie nachazeji. Navic strategie nemusi byt dominovana jen jednou
strategii, ale muze byt dominovand i pravdépodobnostni kombinaci vice strategii (toto je ovsem
0 néco slozitéjsi zjistit).

V nékterych piipadech je mozné postupnym odstranovanim dominovanych strategii matici
zmens§it az na velikost 2 x 2 a tu pak vyfesit.

Obecné nalezeni optimalnich strategii pro matice libovolné velikosti neni tiplné jednoduché. Co
je ale velmi snadné, je ovérit pro libovolné smisené strategie (které ndm napiiklad nékdo da nebo
které néjak odvodime), jestli jsou optimélni.

Pro hry, kde jeden z hract md jen dvé ryzi strategie (tj. kde matice jsou velikosti 2 x n nebo
m x 2, se daji optimélni strategie najit pomoci grafu. Pokud si graf nakreslime nepfesné, muze
vyjit vysledek Spatné. To se d4 snadno zjistit, takze v ptipadé chyby je mozné feSeni opravit a
overit, ze je skutecné spravneé.

Ani jedna z téchto jednoduchych metod se asi neda prilis zobecnit tak, aby se s pouzitim téchto
pristupu dalo najit feseni pro hry s jakoukoliv matici. K tomu je potieba ponékud silnéjsi nastroj
— tzv. linedrni programovani.
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Text k prostudovdni: kapitoly ,,The Strategic Form of a Game* a ,Matrix Games — Domination®
v textu [3] (str. II-3 — II-16)

Doplrikovd literatura: TeSeni nékterych dalsich specidlnich piipadi maticovych her je popséno
v kapitole ,, The Principle of Indifference“ v textu [3] (str. II-17 — II-33)

Priklady: cvicenf 1.5.1, 1.5.2, 1.5.3, 1.5.4 v textu [3] (str. II-7), cviceni 2.6.1, 2.6.2, 2.6.3, 2.6.4,
2.6.5, 2.6.7, 2.6.8, 2.6.9, 2.6.10, 2.6.11 v textu [3] (str. I1-14 — 1-16)

Dalsi nepovinné priklady: cviceni 2.6.6 v textu [3] (str. 1I-14)

4.3 Linearni programovani

Obecné se daji maticové hry feSit tim zpusobem, ze se prevedou na problém tzv. linedrniho
programovdni. Linearni programovani je problém, kdy mame danu soustavu linearnich rovnic a
nerovnic a linearn{ kriteridln{ funkci (s libovolnym koneénym poctem nezndmych), a tikolem je najit
feseni, pfi kterém jsou vSechny rovnice a nerovnice splnény a pfi kterém dand kriteridlni funkce
nabyvd maximalni (resp. minimélni) hodnoty. Predpokladd se, ze koeficienty vsech linedrnich
funkei, hodnoty vSech konstant i hledand feSeni jsou z oboru redlnych (resp. raciondlnich) ¢isel.

Vysledek miize byt bud ten, Ze dans soustava viibec zaddné feseni neméd, nebo ten, Ze sice Feseni
ma, ale zadné neni optimalni, protoze ke kazdému teSeni existuje lepsi, nebo ten, ze se najde néjaké
konkrétni optimalni feseni.

Zpusob, jak prevést feSeni maticovych her na linedrni programovani, je popsdn v textu [3].
Jsou zde popsany dokonce dva zpusoby, jak to udélat. Prvni{ z nich je o néco jednodussi, ale vede
k o néco vétsi tloze linedrniho programovani. Druhy je o néco komplikovanégjsi, ale je ponékud
vhodné;jsi pro praktické vypocty.

Ulohu linedrniho programovani je mozné pievést do tzv. standardniho tvaru, kde ikolem je
urcit maxc’x pii Ax < b ax > 0. Zde A je matice rozméru m x n, b je vektor rozméru m x 1, ¢
je vektor rozméru n x 1. Matice A a vektory b a ¢ jsou dény, ikolem je najit prislusny vektor x
(rozméru n x 1).

Uloha linedrniho programovani tvaru max c'x pii Ax < b a x > 0 se oznacuje jako primdrni.
Dudln{ 1loha k této tiloze m4 tvar miny'b pii y’A > c ay > 0. Nenf tézké ovérit, ze pokud
uré¢ime dudlni tdlohu k dudlni 1loze, dostaneme ptvodni primérni ilohu.

Pokud prevadime feSeni maticové hry na problém linedrniho programovani, dostaneme jednu
tlohu pro optimalni strategii Hrace I a druhou tlohu pro optimélni strategii Hrace I1. Da se ovéfit,
ze dvé tlohy, které tak dostaneme, jsou navzdjem dudlni. Hodnoty kriterialnich funkei odpovidaji
zisku Hrace I a ztraté Hrace 11, které si jsou schopni zajistit bez ohledu na to, jak hraje protihrac.

Pro dudlni tlohy linearniho programovani mimo jiné plati, Ze pokud v obou existuje néjaké
feSeni, tak v obou existuje optimalni feSeni a tato optima se rovnaji. V tlohéach, které vzniknou
pfevodem z maticovych her, feSeni vzdy existuje. Z toho pak snadno vyplyva, ze feSeni, které
takto dostaneme skuteéné odpovidaji optimalnim strategiim obou hracu.

Nejklasic¢tejsi a v praxi nejpouzivanéjsi algoritmus pro feseni problému linearniho programovani
je tzv. stimplexovd metoda. Jednd se algoritmus, ktery ma exponencialni ¢asovou slozitost v nej-
hor§im pfipadé, v praxi v8ak pro naprostou vétsinu vstupnich instanci velmi rychle konverguje
k nalezeni feseni. Pomoci simplexové metody se zaroven spocitd feSeni priméarni i dudlni tlohy.
Pro nalezeni optimalnich strategii pro oba hrace tedy staci pouzit simplexovou metodu jen jednou.

Pro teseni linedrniho programovani existuji i polynomidlni algoritmy, tyto jsou vsak podstatné
komplikovangjsi a v praxi vétsinou pomalejsi nez simplexovd metoda.

Text k prostudovdni: kapitola ,Solving Finite Games“ v textu [3] (str. 1I-34 — I1-45)

Dopliikovd literatura: Linedrni programovani je detailné vysvétleno napiiklad v textu [4] a v ka-
pitole ,Linear Programming* v knize [2] (str. 770 — 821).
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Priklady: cviceni 4.7.1, 4.7.2, 4.7.4 v textu [3] (str. II-43 — 11-44)
Dalsi nepovinné priklady: cviceni 4.7.3, 4.7.5 v textu [3] (str. II-44 — 11-45)



Kapitola 5

Tutorial 4

Probirand témata: Hry dvou hracéu s nulovym souctem v rozvinutém tvaru, Kuhnuv strom,
ndhodné tahy, hry s nedokonalou informaci.

5.1 Hry dvou hractu s nulovym souc¢tem v rozvinutém tvaru

Pokud chceme matematicky modelovat hry, ve kterych figuruje nahoda, skryté informace, souc¢asné
provadéni tahtu vice hréci, apod., je vyhodné takové hry popsat pomoci tzv. Kuhnova stromu.

Vrcholy tohoto stromu odpovidaji pozicim a hrany moznym tahtum. Na rozdil od reprezentace
pomoci orientovaného grafu je v piipadé pouziti stromu zachycena v kazdé pozici i historie hry.
Vrcholy stromu jsou oznaceny ¢islem hrace, ktery tam provadi tah. V nékterych vrcholech muze
tah provadét ptriroda. V takovém piipadeé jsou jednotlivé hrany vedouci z tohoto vrcholu oznaceny
prislusnymi pravdépodobnostmi. Koncové pozice jsou oznaceny zisky hracu. Skrytéa informace je
reprezentovand pomoci tzv. informacénich mmnoZin, coz jsou mnoziny vrcholi, mezi kterymi
dany hréa¢, ktery je v nich na tahu, neni schopen rozlisovat.

Strategie (tj. ryzi strategie) jsou pak funkce, kterd kazdé informaéni mnoziné daného hrice
prifazuji piislusné néasledniky.

Hry reprezentované timto zpusobem se oznacuji jako hry v rozvinutém tvarw. Typickym
ikolem je najit optimalni smiSené strategie obou hracu a cenu hry.

Jako ptiklad hry, na které jsou tyto pojmy ilustrovany, je zvolena velmi zjednodusena varianta
pokeru, kterd vsak presto zachycuje vétsinu podstatnych rysu této hry.

Hra ve standardnim tvaru se dé snadno pfevést na hru v rozvinutém tvaru. Naopak hra v roz-
vinutém tvaru se dé prevést na hru ve standardnim tvaru, i kdyz tento pfevod je o néco kompli-
kovanéjsi.

Typicky zpusob, jak vytesit hry dvou hra¢u s nulovym souc¢tem v rozvinutém tvaru, kde je
navic pfrislusny Kuhniv strom koneény, je prevést je na standardni tvar a vyfeSit tuto hru ve
standardnim tvaru diive popsanymi metodami.

Obecné muze byt strom velmi velky (oproti orientovanému grafu muze byt exponencidlné
vétsi), pfevodem na standardni tvar dochdz{ k dalsimu exponencidlnimu nérustu velikosti.

Text k prostudovdni: kapitola ,,The Extensive Form of a Game* v textu [3] (str. 1I-46 — I1-57)

Priklady: cviceni 5.9.1, 5.9.2,5.9.3, 5.9.4, 5.9.5, 5.9.7, 5.9.8, 5.9.9, 5.9.10, 5.9.11, 5.9.12 v textu [3]
(str. II-55 — 11-57)
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Kapitola 6

Tutorial 5

Probirand témata: Hry dvou hracua s obecnym souctem ve strategickém tvaru, bimaticové hry,
Nashovy rovnovazné body. Kooperativni hry, hry s pfenosnou vyhrou

6.1 Hry dvou hract s obecnym souctem ve strategickém
tvaru

V piipadé her s obecnym souctem jsou vyplatni funkce obou hracu zcela nezavislé. V piipadé dvou
hréct tedy mame dvé vyplatni funkce, kazdou pro jednoho hrace. Pokud jsou mnoziny strategii
obou hracu kone¢né, mohou byt tyto reprezentovany pomoci dvojice matic, takové hry se proto
oznacuji jako bimaticové.

Podobné jako u her s nulovym souctem je mozné i hry s obecnym sou¢tem reprezentovat pomoci
standardniho tvaru i rozvinutého tvaru a mezi témito dvéma tvary lze prevadét zcela analogicky
jako v ptipadé her s nulovym souctem.

U her s obecnym souc¢tem muze mit pro hrace smysl spolupracovat, situace je tedy podstatné
komplikovanéjsi nez u her s nulovym souCtem. Strategie, které by byly optiméalni v podobném
smyslu jako u her s nulovym souétem, zde obecné nemuseji existovat.

Rozlisuji se nekooperativni hry a kooperativni hry.

V pripadé nekooperativnich her jsou zde usttednim pojmem tzv. Nashovy rovnovdzné body,
neboli Nashova ekvilibria. Nashovo ekvilibrium ve hie n hrécu je takovd n-tice smiSenych
strategii téchto n hracua, kde pro kazdého hréace plati, ze jeho strategie je nejlepsi odpovédi na
dané strategie ostatnich n — 1 hra¢u. V Nashové ekvilibriu si tedy zadny hra¢ nemuze polepsit
tim, Ze by zménil svou strategii, pficemz ostatni hrac¢i by své strategie nezmeénili.

Velmi dulezitym vysledkem teorie her je véta, kterou dokézal John Nash, a ktera fika, ze ve
hrdch n hrica, kde kazdy hra¢ ma konecény pocet ryzich strategii, vzdy existuje alespon jedno
Nashovo ekvilibrium.

Diikaz této véty je uveden v Apendixu 3 — , Existence of Equilibria in Finite Games® v textu [3]
(str. A-8 — A-9). Dukaz této véty je nekonstruktivni, dokazuje pouze existenci ekvilibria, ale
nedava zadnou informaci o tom, jak dané ekvilibrium vypada. Dukaz se zdsadnim zptusobem opiréd
o tzv. Brouwerovu vétu o pevném bodu, coz je dulezitd véta v topologii. Dukaz Brouwerovy véty
je pomérné komplikovany.

Obecné je hledani Nashovych ekvilibrii velmi tézkym problémem. Na druhou stranu ovéreni
toho, Zze néjakd dand n-tice smiSenych strategii je skutetné Nashovym ekvilibriem, je pomeérné
snadné.

V nékterych specidlnich ptipadech se ale daji Nashova ekvilibria tspésné najit.
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Pomérné dobie je prostudovano hleddni Nashovych ekvilibrii ve hrach dvou hrac¢a. Pro ma-
tice velikosti 2 x 2 je tloha jednoduchd. Pro vétsi matice se da fesit hrubou silou, ale slozitost
naivniho algoritmu roste exponencidlné s velikosti matice. O néco efektivnéjsi feseni je algoritmus
Lemke-Howson. Tento algoritmus se trochu podobé simplexové metodé. V nejhor§im ptipadé ma
exponencidlni ¢asovou slozitost, ale pro spoustu vstupnich instanci rychle konverguje k nalezeni
Nashova ekvilibria.

Problém hledani Nashovych ekvilibrii v bimaticovych hrach je zajimavy a vyznamny i z hlediska
teorie slozitosti. Jedna se o ptiklad tzv. PPAD-tplného problému. Pro tyto problémy nejsou znamy
polynomidlni algoritmy, ale ani neni znamo, ze by byly NP-tézké. Témér jakékoliv zobecnéni
této tlohy (napf. otdzka, jestli existuji v dané hie alesponn dvé Nashova ekvilibria, jestli existuje
ekvilibrium, které zaru¢i danému hraci urcitou vysi vyhry, jestli existuje ekvilibrium, kde soucet
vyher hricu prekroéi uréitou hodnotu, apod.) je NP-tézkym problémem.

Text k prostudovdni: kapitoly ,Bimatrix Games — Safety Levels“ a ,Noncooperative Games*®
v textu [3] (str. ITII-1 — I1I-15), Appendix 3 — ,Existence of Equilibria in Finite Games“ v textu [3]
(str. A-8 — A-9)

Priklady: cvigeni 1.6.1, 1.6.2, 1.6.3, 1.6.4 v textu [3] (str. I11-6), cviceni 2.5.1, 2.5.2, 2.5.3, 2.5.4,
2.5.5,2.5.6, 2.5.7, 2.5.8, 2.5.9, 2.5.10 v textu [3] (str. I1I-13 — I1I-15)

Dopliikovd literatura: Otazky tykajici se vypocetni slozitosti feSeni bimaticovych her jsou disku-
tovany v Kapitole 2— The Complexity of Finding Nash Equilibria (C.H. Papadimitriou) v knize [6]
(str. 29 — 51).

Algoritmy pro Feseni téchto her (zejména algoritmus Lemke-Howson) jsou popsdny v Kapitole 3
— Equilibrium Computation for Two-Player Games in Strategic and Extensive Form (B. von
Stengel) v téze knize (str. 53 — 78).

Velmi srozumitelny popis algoritmu Lemke-Howson je mozné najit v ¢ldnku [7].

Diikaz Brouwlerovy véty o pevném bodu je uveden napiiklad v knize [1] (str. 147 — 149).

6.2 Kooperativni hry

U kooperativnich her je dilezitym pojmem Paretovo optimum. Jednd se o n-tici smiSenych
strategii, pro kterou neexistuje zddna jina n-tice strategii, kde by kazdy z hraci mél stejny nebo
vétsi zisk a alespon jeden z hracu mél ostie vétsi zisk. Oproti situaci v Paretové optimu si tedy
nikdo nemuze polepsit bez toho, aby si nékdo jiny pohorsil.

U strategii, na kterych se hraci v kooperativnich hrach domlouvaji, nema smysl uvazovat jiné
n-tice strategii nez Paretova optima.

U bimaticovych her s pfenosnou vyhrou existuje moznost feSeni spocivajici v tom, ze hraci
predlozi tzv. strategie hrozby a dohodnou se pak na Paretové optimu, které vyberou mezi vSemi
Paretovymi optimy tak, aby platilo, ze v pfipadé nedohody, kdy by oba hraci uplatnili své strategie
hrozby, na tom oba tratili pfesné stejné oproti situaci, kdy se dohodnou.

V takovych hrach se oba hrié¢i snazi optimalizovat své strategie hrozby ne vzhledem k puvodni
hte, ale vzhledem k této jeji modifikaci. Ukaze se, ze tikol se da pfevést na feSeni maticové hry
s nulovym souctem.

Text k prostudovdnd: kapitola ,,Cooperative Games® v textu [3] (str. I1I-25 — I11-40)



Kapitola 7
Reseni nékterych piiklad

Piiklad 1.5.7 (a) — Dynamic subtraction (v textu [3], str. I-7):

Zadani: Dva hréci, oznaceni Hra¢c I a Hrac II, odebiraji sirky z hromadky. Na zacatku je
v hromédce n sirek. V prvnim tahu muze Hra¢ I odebrat libovolny nenulovy pocet sirek, nesmi
vsak odebrat vSech n sirek. V nasledujicich tazich se hraci sttidaji. Hrac, ktery je momentalné
na tahu, muze odebrat libovolny nenulovy pocet sirek, nesmi vSak odebrat vice sirek, nez odebral
jeho protihra¢ v ptedchozim tahu. Vyhrava hrac, ktery vezme posledni sirku.

(a) Ktery z hracu mé vyhrdvajici strategii, pokud je na zacatku pocet sirek n = 44?7 Pokud m4
vitéznou strategii Hrac I, jaky je jeho pocatec¢ni vitézny tah?

(b) Pro které hodnoty n mé v pocéatecnich pozicich s n sirkami vitéznou strategii Hrac I a pro
které Hrac II?7

Reseni: Z pravidel hry vyplyva, ze v aktualni pozici neni dilezity jen pocet sirek v hromédce, ale
také maximélni pocet sirek, ktery je v dané chvili mozné odebrat. Je tedy ptirozené reprezentovat
pozice jako dvojice (n,k), kde n je pfirozené ¢islo uddvajici aktudlni pocet sirek v hromaddce
(n > 0) a k je pfirozené ¢islo uddvajici maximélni pocet sirek, které je mozné odebrat (k > 1).
Koncové pozice jsou pak ty dvojice (n, k), kde n = 0. V téchto koncovych pozicich prohrava hrac,
ktery je momentalné na tahu; vSechny tyto koncové pozice jsou tedy P-pozice.

Na zacatku je mozné v prvnim tahu odebrat libovolny pocet sirek, ale ne vSechny. Pokud tedy
mame na zac¢atku n sirek, je mozné odebrat v prvnim tahu maximalné n—1 sirek, po¢atecni pozice
tedy odpovidéd dvojici (n,n—1).

V dalsim popisu budeme pouzivat zépis (n,k) — (n’,k’) pro oznaéeni toho, ze v pozici (n, k)
je mozné odebrat x sirek a po odebrani téchto x sirek se dostaneme do pozice (n’,k’). Z pravidel
hry vyplyvd, ze pokud (n,k) — (n/,k/),takn>1,1<x<k,x<n,n’=n—-xak’=x

Zaméfme se nyni na pozice, které nejsou koncové, tj. pozice (n,k), kde n > 1. (Pro kazdou
takovou pozici existuje alespon jedna pozice (n’, k') takov, ze (n, k) —— (n’,k’).) Pro tyto pozice
musime urcit, které z nich jsou N-pozice a které P-pozice.

Nejprve si véimnéme, ze pokud (n, k) je N-pozice, tak také vSechny pozice (n, k1), kde k1 > k,
jsou N-pozice. Je tomu tak proto, Ze jestlize (n, k) je N-pozice, tak existuje néjakd P-pozice (n’,k’)
takovd, ze (n,k) — (n’,k’) pro néjaké x. Protoze 1 < x < k a k < kq, tak také 1 < x < k;.
V pozici (n,k;) je tedy mozné odebrat x sirek a (n,ki) —— (n’,k’) (pfipomeiime, ze k’ = x).
I v pozici (n, k1) je tedy mozny tah do P-pozice.

Bezprostiednim dusledkem piedchoziho pozorovani je to, ze pokud (n,k) je P-pozice, tak
kazdd pozice (n,kq), kde k1 < k, je také P-pozice. (Pokud by (n, ki) byla N-pozice, tak podle
predchoziho pozorovani by (n,k) musela byt N-pozice, coz by bylo ve sporu s predpokladem, ze
(n, k) je P-pozice.)
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Rovnéz je ocividné, Ze vsechny (nekoncové) pozice (n,k), kde k > n, jsou N-pozice, protoze
v kazdé takové pozici je mozno odebrat n sirek a po tomto odebrani se dostaneme do koncové
P-pozice (0,n).

7 téchto uvah vyplyva, ze pro kazdé n > 1 existuje néjakd nejmensi hodnota k, pro kterou
plati, ze (n,k) je N-pozice (a pro viechny vétsi hodnoty k se rovnéz jednd o N-pozice a naopak
vSechny pro vSechny mensi hodnoty k se jednd o P-pozice). Ozna¢me tuto minimdlni hodnotu k
pro dané n jako f(n). (Formélné je f: (N —{0}) — (N —{0}) funkce pfitazujic{ hodnotdm n, kde
n > 1, tuto minimélni hodnotu k).

Vidime tedy, ze existuje jakdsi funkce f: (N —{0}) — (N —{0}) takovd, kde pron >1Tak > 1
plati:

e Pokud k < f(n), tak (n,k) je P-pozice.
e Pokud k > f(n), tak (n,k) je N-pozice.

Pokud se nam podaii urcit, jak vypada tato funkce f, tak jsme v podstaté hotovi, protoze tim
bude jednoznaé¢né urceno rozdéleni pozic na P- a N-pozice.

Neni nijak oc¢ividné, jak by funkce f méla vypadat. Je tedy asi vhodné zacit tim, ze si zkusime
ur¢it hodnoty této funkce pro malé hodnoty n. Zde muzeme postupovat hrubou silou, prosté
k danému n najdeme miniméalni hodnotu k, pro kterou existuje tah z pozice (n,k) do néjaké
P-pozice (predpokldddme, ze pro viechny mensi hodnoty n uz jsme hodnoty funkce f uréili, takze
pro kazdy tah z pozice (n,k) uz vime, zda vede do N- nebo P- pozice).

Hodnoty funkce f si muzeme zapisovat do tabulky. Zacatek této tabulky vypada takto:

n |1
1

2 345 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
ff 1 2 1 4 1 2 1 8 1

2 1 4 1 2 1 16 1 2 1 4

Pokud by nés zajimalo feSeni jen pro n = 44, mohli bychom ve vyplinovani této tabulky
pokracovat az do hodnoty 44. Zjistili bychom, ze f(44) =4 a ze tedy (44,43) (tj. po¢atecni pozice
se 44 sirkami) je N-pozice a v této pozici ma vyhrévajici strategii Hrac I. Také bychom z tabulky
vyplnéné az do hodnoty 44 zjistili, ze Hra¢ I ma v pocatetni pozici se 44 sirkami na vybér mezi
dvéma vitéznymi tahy. Jeden tento vitézny tah je odebrat 4 sirky a dostat se do pozice (40,4)
(pFicemz f(40) = 8) a druhy je odebrat 12 sirek a dostat se do pozice (32,12) (pficemz f(32) = 32).
Toto zde ale podrobnéji analyzovat nebudeme a misto toho se radéji zamétime na feseni v obecném
ptipade.

Pokud se podivame na hodnoty funkce f(n) vyplnéné pro mald n v tabulce, muzeme si
v§imnout, ze (alespoi pro tato mald n) hodnota f(n) odpovidd maximéln{ mocniné dvojky, ktera
deli (beze zbytku) ¢islo n. Toto nds vede k mozné hypotéze o tom, jak by funkce f(n) mohla
vypadat. Tuto hypotézu je vsak tieba jesté ovérit a dokazat, ze skute¢né plati.

Pii formulaci a nasledném ovérovani této hypotézy budeme vyuzivat jednoduchy fakt, ze kazdé
nenulové prirozené ¢islo n je mozné rozlozit na souéin lichého ¢isla (tj. ¢isla tvaru 2a+1 pro ngjaké
a > 0) a mocniny dvojky (tj. ¢isla tvaru 21, kde i > 0) a 7e tento rozklad na liché &islo a mocninu
dvojky je jednoznaény (tj. pokud n = (2a+1)-2t an = (2a’+1)-2" pro néjaka prirozens cisla a,
i, a’, 1, tak a = a’ a 1 =1’). Tento fakt je snad dostateéné intuitivné ziejmy (staci si predstavit,
jak ¢islo n postupné délime hodnotou 2, dokud nedosdhneme néjakého lichého éisla; s kazdym
takovym vydélenim se hodnota sniZuje a pfinejhorsim musi tento postup skoncit u &isla 1), pro
uplnost véak uvedme i formalni dikaz tohoto tvrzeni.

Tvrzeni 7.1 Pro kazZdé prirozené cislon > 1 existuje pravé jedna dvojice prirozenych cisel a a i
(kde a >0 ai>0) takovd, Zen = (2a+1) - 2%

Dikaz. Nejprve ukazme, ze pro kazdé n > 1 existuji néjaks a a i takové, ze n = (2a + 1) - 21
Dukaz postupuje indukci podle n. Pro n = 1 stac¢i vzit a = 0 a 1 = 0, ¢imz je dokdzana baze
indukce. Ptrejdéme tedy k indukénimu kroku a predpoklddejme (jako indukéni predpoklad), ze
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tvrzeni plati pro vsechny hodnoty mensi nez n, tj. ze pro kazdé n’ takové, ze 1 <n’ < n, existujf
néjaks prirozend ¢isla a’ a i’ takova, ze n’ = (2a’ +1) - 2.

Piedpokladejme, ze n > 1. Cislo n je bud’ sudé nebo liché. Uvazujme nejprve piipad, kdy je
n liché. Pro kazdé liché n existuje néjakd hodnota a takovd, ze n = 2a + 1. Polozime-li i = 0,
zjevné plati n = (2a+1) -2}, Uvazujme nyni piipad, kdy je n sudé. V tom piipadé existuje néjaké
n’ takové, ze n = 2n’ a 1 < n’ < n. Podle indukéniho predpoklad existuji a’ a i’ takova, ze
n’ = (2a’4+1)-2". Polozme a = a’ ai =1 +1. Pak plati n = 2n’ = 2. ((2a’ +1)-2V) =
(2a’+1)-2V+1 = (2a+41) - 21, Ukézali jsme, ze v obou piipadech (n liché i n sudé) existuji a a i
takovd, ze n = (2a + 1) - 2%, éfmz je tato ¢ast ditkazu hotova.

Ukazme nyni, ze hodnoty a a i takové, ze n = (2a+1)-2%, jsou pro dané n uréeny jednoznaéné.
Piedpoklddejme, Ze méme néjaks piirozend éisla a, i, a’, i’ takovd, ze n = (2a+1)-2' an =
(2a’ +1) - 2V, Uvazujme nejprve piipad, kdy by platilo i #i’. V tom piipadé je bud i < i’ nebo
i>1

Zaméime se na pifpad, kdy i < i’. Pak by muselo platit (2a+1) -2t =n = (2a’ +1) -2V =
(2a’ 4+ 1) -2'~1. 28 Protoze 2 > 0 (pro i > 0), muselo by pak platit (2a +1) = (2a’ +1) -2Vt
Toto ale nenf mozné, protoze &slo 2a + 1 je liché, zatimeo éislo (2a’ + 1) - 281 je sudé (protoze
¢islo 2V'~1 je sudé, nebof i’ —1i > 0). Piipad i < i’ tedy nastat nemuze. Podobné by se ukézalo,
ze nemuze platit ani i > 1i’. Mus{ tedy platit i =1’.

Pokud ale i = i/, tak (2a +1)-2' = (2a’ 4+ 1) - 2'. A protoze 2! > 0, tak z toho plyne, ze
2a+1=2a’+1, z tehoz vyplyva, ze a = a’. Vidime tedy, Ze plati a = a’ a1 =1’, ¢imz je dikaz
hotov. (]

Uvazujme tedy funkci f definovanou nasledovné. Jak vyplyva z Tvrzeni 7.1, k libovolnému n,
kde n > 1, existuji jednozna¢né dand pfirozend ¢isla a a i takové, ze n = (2a + 1) - 2'. Hodnota
f(n) je pak pro takové n definovéna jako 2%.

Abychom ovérili, ze takto definovana funkce f je tou ,skuteénou® funkci f charakterizujici
rozdéleni pozic na P- a N-pozice, staci dokazat, ze pro kazdé n > 1 plati nasledujici:

Predpoklddejme, zen > 1 an = (2a+ 1) - 2" (podle Tvrzeni 7.1 takovd a a i existuji
a jsou urcena jednoznacné). Potom pro libovolné k > 1 plati:

e pokud k < 2%, tak (n,k) je P-pozice,
o pokud k > 2%, tak (n,k) je N-pozice.

Toto se dokaze indukei podle n. Pro n = 1 tvrzeni o¢ividné plati, nebot (1,k) je N-pozice pro
libovolné k > 1 (pro n =1 je i = 0 a nerovnost k < 2! neplati pro zadné k > 1), protoze v kazdé
takové pozici je mozné odebrat jednu sirku a prejit do koncové P-pozice (0, 1).

Piejdéme tedy k indukénimu kroku. Piedpoklddejme, ze n > 1, Ze n = (2a + 1) - 2 a ze podle
indukéntho predpokladu pro libovolné n’, kde 1 < n’ < n, plati, ze pokud n’ = (2a’+1) -2V, tak
(n’,k’) je P-pozice, jestlize k’ < 2!, a N-pozice, pokud k’ > 21",

e Uvazujme nejprve piipad, kdy k > 2'. V tomto piipadé musime ukézat, ze (n, k) je skuteéné
N-pozice, tj. ze existuje néjaké P-pozice (n’,k’) takové, ze (n,k) — (n’,k’) pro néjaké x.
Pfipomeiime, ze predpokldddme n = (2a + 1) - 21, Zvolme tah, kdy odebereme 2! sirek,
tj. x = 21. Takovy tah je v pozici (n,k) uréité mozné provést, protoze 1 <2t <k an > 2t
(nebof 2a + 1 > 1). Timto tahem se dostaneme do né&jaké pozice (n',k’). Zjevné plati
k/ =x = 2. Déle plati

n =n—-x=2a+1)-2"-2" = 2a-2' 42V -2t = q.2"T,

Protoze a > 0, tak bud a = 0 nebo a > 0. Pokud a = 0, tak n’ = 0 a jsme hotovi, nebot
(0,2Y) je koncova P-pozice. Uvazujme tedy piipad, kdy a > 0. Podle Tvrzeni 7.1 existuji
¢isla b a j takovd, ze a = (2b+1)-2), b >0aj > 0. V tomto piipadé je tedy

n' = a- 2" = 2b+1)-2.2" = 2b+1). ]
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a podle indukéntho piedpokladu je (n’,k’) P-pozice, jestlize k’ < 20¥1*1. Tato posledni
nerovnost vdak o¢ividné plati, nebot k/ = 2%, takze k/ = 1-2% < 21+1. 21 protoze 2t > 0
al<2* proj>0.

Vidime tedy, ze v obou piifpadech (a = 0 i a > 0) vede tah, kdy odebereme 2' sirek, do
P-pozice.

e Zbyvé analyzovat piipad, kdy k < 2. V tomto piipadé musime ukdzat, ze (n, k) je skuteéné
P-pozice, tj. ze kazd4 pozice (n’,k’) takové, ze (n,k) — (n’,k’) pro n&jaké x, je N-pozice,
tedy, ze podle indukéniho piedpokladu plati, ze pokud n’ = (2a’ +1) - 21, tak k/ > 21 .

Predpoklddejme tedy, ze n = (2a + 1) - 24, k < 2t a ze (n, k) = (n’,k’). Podle Tvrzeni 7.1
existuji ¢isla b a j takova, ze x = (2b + 1) - 2. Ocividné tedy plati k’ =x = (2b + 1) - 2J.
Podle pravidel hry pro x také plati 1 < x <k, takze 1 < x < 2! (protoze piedpokladame, ze
k < 2%). Z toho vyplyvé, Ze j < i, protoze pokud by bylo j > 1, tak by platilo x > 2! (protoze,
pokud j > 1i, tak 20 > 2%, a pro kazdé b > O plati 2b+1 > 1, takzex = (2b+1)-20 > 1.2 =
2 >2h).

Déle z x < 2! vyplyvé, ze 2b+1 < 2. Je tomu tak proto, ze pokud by bylo 2b 41 > 217,
platilo by x = (2b+1) - 21 > 2V .21 = 2t (a tedy x > 21).

Hodnotu n” muzeme vyjadrit ndsledujicim zpusobem:
n=n—-x=Q2a+1)-2'—2b+1)-2 = (Qa+1)-2" T —2b+1))-2 =2-2,

kde z = (2a+1) -2V —(2b+1) = 2a -2V + 217 — (2b + 1). Protoze 2a-2V7 > 0 a
219 > 2b+1, tak z > 0. Vzhledem k tomu, Ze hodnota (2a+1) -2V je sud4 (pfipomeiime,
Ze 1 >j) a hodnota (2b + 1) lichd, hodnota z, kterd je rozdilem téchto dvou hodnot, je lich4,
tj. existuje néjaké prirozené ¢islo ¢ > 0 takové, ze z = 2¢ + 1. Podrobnéji se to dé zduvodnit
takto:

z =202V 42" —(2b+1) =202V 422897V 2b—24+1 = 2c+1,

kdec=a -2t 42101 _p—1.

Ukézali jsme tedy, ze n/ = (2c+1)-2 a k/ = (2b+1) - 2. Vzhledem k tomu, ze 2b +1 > 1
pro libovolné b > 0, tak k’ = (2b +1)-2) > 1.2) = 2J. Plati tedy k’ > 2J, takze (n’,k’) je
podle indukéntho predpokladu N-pozice, coz je to, co jsme chtéli dokazat.

Ukéazali jsme tedy, ze v dané hie je mozné charakterizovat P- a N- pozice nasledovné: Vsechny
koncové pozice (tj. pozice tvaru (n,k), kde n = 0) jsou P-pozice a nekoncové pozice (tj. pozice
tvaru (n, k), kde n > 0) jsou P-pozice, pokud k < 2!, a N-pozice, pokud k > 2!, kden = (2a+1)-2t.
Vitézna strategie vypada tak, ze v N-pozici se odebira 2! sirek. (V N-pozicich mohou ale existovat
i dalsf vitézné tahy. Pokud napiiklad mame pozici (44,43), vzhledem k tomu, ze 44 = (2-5+1)-22,
vitéznym tahem je odebrat 22 sirek (tj. 4 sirky). Jak jsme ale vidéli, existuje i dalsf vitézny tah —
odebrat 12 sirek.)

Analyzu zakonceme prozkoumanim toho, které poc¢atecni pozice jsou P-pozice a které N-pozice.
Pripomenme, ze poc¢dtecni pozice s n sirkami je pozice (n,n—1). Pfedpokladejme, ze n = (2a+1)-
21, Pocétecni pozice bude N-pozice, pokud n—1 > 2t a P-pozice, pokud n— 1 < 21, Potiebujeme
tedy zjistit, pro které hodnoty n nastava kazda z téchto dvou moznosti.

Protoze a > 0, mame pro dané n dvé moznosti, bud a = 0 nebo a > 1.

Uvazujme nejprve piipad, kdy a = 0. V tom pifpadé je n = 2 a zjevné plati n — 1 < 2}
(protoze n — 1 < n). Poédteéni pozice s n sirkami, kde n je mocnina dvojky, jsou tedy P-pozice.

Uvazujme nyni piipad, kdy a > 1. Ukdzeme, ze v tomto piipadéjen—1 > 2. Z a > 1 vyplyva,
ze 2a + 1> 3, a dale pro kazdé i > 0 plati 21 > 1. Z toho vyplyva, ze

n—1=(2a+1)-2t—1 > 3.2t —1 = 21 42t 1 > 21 5 ot



25

Vidime, ze v téch pocateénich pozicich, kde a > 1, plati dokonce ostra nerovnost n —1 > 21, a ze
takové pozice jsou N-pozice.

Pocdtecéni pozice s n sirkami je tedy P-pozice pravé tehdy, kdyz n je mocninou dvojky (a N-
pozice v opa¢ném pifpadé).
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