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1 Uvod

Paralelni algoritmus je algoritmus, ve kterém pracuje na FeSeni urcitého problému nikoli jeden,
ale vice navzajem spolupracujicich procesori. Intuitivné je mozné ocekavat, ze ¢im je pocet
téchto procesoru vétsi, tim je doba potfebna k vyreSeni daného problému kratsi.

Pii ndvrhu paralelniho algoritmu je vhodné postupovat tak, jako kdyby pocet procesor,
které jsou k dispozici, byl potencidlné neomezeny, aby bylo co nejvétsi mnozstvi operaci
providéno soucasné (concurently). Pfi analyze algoritmt pak analyzujeme vedle mnozstvi
potrebného ¢asu a potfebné paméti také pocet potfebnych procesoru a vzajemné vztahy mezi
témito hodnotami. Pocet procesori je pak vyjadien jako funkce velikosti instance problému,
coZ znamena, ze analyzujeme, jak pocet procesoru roste v zavislosti na velikosti instance.
Podobné jako pfi analyze ¢asové nebo pamétové slozitosti algoritmu casto kvili zjednodusSeni
abstrahujeme od detailt a rast po¢tu procesoru vyjadifujeme pouze asymtoticky.

Z praktického hlediska jsou povazovany za rozumné pouze paralelni algoritmy, u kterych
je pocet pouzitych procesorti polynomialni, coz znamena, ze existuje konstanta k takova, Ze
pocet procesorti je v O(n*), kde n je velikost instance problému.

Casova slozitost algoritmu zévisi na pouZitém modelu vypoétu. V piipadé sekvenénich
algoritmil existuje pomérné dobra shoda ohledné tohoto modelu. Byva pouzivan tzv. RAM
(random-access machine), ktery se skldda z globalni paméti tvofené jednotlivymi pamétovymi
bunkami a procesoru, ktery provadi instrukce podle zadaného programu, pricemz tento proce-
sor je schopen providét jednoduché aritmetické a logické operace (s¢itani, odéitani, ndsobeni,
déleni, porovnavéni ¢éisel apod.). Procesor miize pfistupovat k libovolné buiice paméti a doba
¢teni nebo zapisu z nebo do pamétové bunky je konstantni.

V pfipadé paralelnich algoritmil neni situace takto jednoduchi, nebot existuje celd fada
ruznych modeli, které jsou rizné vhodné pro rizné ucely. Jednim z modeli ¢asto pouzivanych
pfi névrhu algoritmi je tzv. P-RAM (parallel random-access machine). Ten je opét tvofen
globalni spole¢nou paméti a uréitym poc¢tem procesort, které pracuji nad touto spolecnou
paméti. Tyto procesory jsou oc¢islovany pfirozenymi ¢isly a vSechny vykonavaji tentyz program
(viz obrazek 1). Ac¢koliv provadéji vSechny procesory tytéz instrukce, mohou pracovat nad
riznymi daty (uloZzenymi na riznych mistech v paméti).

Existuje nékolik variant P-RAMu, které se 1isi napiiklad v tom, zda je mozné, aby nékolik
procesori najedou éetlo nebo zapisovalo z nebo do jedné pamétové buiiky, a jakym zptsobem
jsou takovéto situace feSeny. Tyto jednotlivé varianty jsou ekvivalentni v tom smyslu, Ze je
mozné simulovat jednu pomoci druhé, ovSem casova slozitost algoritmu miize byt pro rizné
varianty razna.

P-RAM je vhodny model pro navrh algoritmi na obecné abstraktni tirovni, nebot je to
pomeérné jednoduchy a dosti obecny model, ovSem pfi realizaci téchto algoritm na konkrétni
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Obrazek 1: P-RAM

architektufe jiz nemusi plné odrazet realitu. Jedna se zejména o to, ze v pripadé pouziti
P-RAMu je ¢as spotfebovany na vzajemnou komunikaci mezi procesory nulovy, nebot tyto
procesory spolu komunikuji vyhradné pomoci spole¢né globalni paméti a doba pristupu ke
kterékoliv bunce paméti je konstantni a stejnd pro vSechny procesory. Takovy piredpoklad
ovsem obecné neplati, nebot paméf muze byt rozdélena mezi jednotlivé procesory, pric¢em?z
doba pristupu k paméti jiného procesoru muize byt o nékolik radid vétsi nez doba pristupu
k lokdlni paméti a navic nemusi byt tato doba konstantni, ale miZe zaviset na vzijemné
poloze a zptlsobu propojeni procesori.

Definice 1.1 T¥ida NC (Nics’s Class) je definovdna jako mnozina vSech problémi, pro které
existuje paralelni algoritmus, ktery ma pti pouziti polynomialniho poctu procesori polyloga-
ritmickou ¢asovou slozitost, coz znamend, Ze existuje konstanta k takova, Ze Casova slozitost
jev O(logk n), kde n je velikost problému.

NC je v podstaté t¥ida dobie paralelizovatelnych problémi, to jest problémi, pro néz
existuji efektivni paralelni algoritmy.

Navic je tato tf¥ida robustni, nebot to, zda do ni dany problém patii nebo ne, nezavisi na
pouzitém modelu vypoctu. Vypocet, ktery v jednom modelu vyzaduje polylogaritmicky cas
a polynomialni pocet procesorti, totiz mize byt v jinych modelech simulovan tak, ze vypocet
opét vyzaduje polylogaritmicky ¢as a polynomialni pocet procesort, i kdyz konkrétni Casova
slozitost a pocet procesorii se miize zménit.

Definice 1.2 T¥ida P je definovana jako t¥ida problémt, pro které existuje sekvenéni algo-
ritmus s polynomidlni ¢asovou slozitosti, coz znamend, ze existuje néjaks konstanta k takova,
7e Casova slozitost algoritmu patii do O(n¥), kde n je velikost problému.

Trida P je v podstaté tfida prakticky zvladnutelnych problémt.

Nemiuizeme oc¢ekavat, ze by existovaly paralelni algoritmy s polynomialni ¢asovou slozitosti
pFi pouziti polynomidlniho poétu procesorti pro problémy, které nepatii do t¥idy P (a které
tedy maji pfi pouziti sekvenéniho stroje RAM alespon exponencidlni ¢asovou sloZitost). Ji-
nymi slovy fe¢eno, nemiZeme ocekavat, ze problém, ktery neni zvladnutelny pti pouziti jed-
noho procesoru, by mohl byt zvladnutelny pii pouziti polynomialniho poétu procesori.



Je totiz celkem ziejmé, Ze vypocet paralelniho stroje P-RAM muzeme simulovat pomoci
sekvenéniho stroje RAM (RAM muiZe napf. provést jednu instrukci prvniho procesoru, jednu
instrukci druhého procesoru atd. az jednu instrukci p-tého procesoru, poté druhou instrukci
prvntho procesoru, druhou instrukci druhého procesoru atd.). Casova sloZitost vysledného sek-
vencéniho algoritmu je pak imérné celkovému poctu vSech instrukci provedenych paralelnim
strojem P-RAM, pri¢emz tento pocet instrukci je maximalné roven soucinu pocétu procesori
a maximalniho poé¢tu instrukci provedenych jednim procesorem, pri¢emz tento pocet miize
byt maximalné roven Casové slozitosti paralelniho algoritmu. Pokud by tedy existoval para-
lelni algoritmus s polynomialni ¢asovou slozitosti pfi pouziti polynomilniho poc¢tu procesori,
snadno bychom mohli najit sekvenéni algoritmus s polynomidlni ¢asovou slozitosti (nebot sou-
¢in dvou polynomti je zase polynom) a problém by tedy pat¥il do t¥idy P.

Zustava otazkou, zda pro kazdy problém, ktery patii do tfidy P plati, Ze pro néj existuje
paralelni algoritmus, ktery je pti pouziti polynomidlniho poétu procesorti podstatné rychlejsi
nez jakykoliv sekvenéni algoritmus. Tuto otdzku je mozné formulovat presnéji tak, Ze se ptame,
jaky je vztah mezi tfidami NC' a P. Zjevné plati, Ze NC C P, nebot kazdy paralelni algoritmus
s polylogaritmickou ¢asovou slozitosti pri polynomialnim poctu procesord miiZzeme simulovat
sekvenénim algoritmem s polynomidlni ¢asovou slozitosti.

Zda v8ak plati P C NC (a tedy, zda plati P = NC) zlistavd otevienym problémem.
Panuje obecné presvédéeni, ze P # NC (a tedy NC C P, ze tedy existuji problémy, které
patii do P — NC), zatim se to vSak nikomu nepodafilo dokazat.

Pokud existuji néjaké problémy patiici do P — NC, pak do této mnoziny budou urcité
patiit tzv. P-dplné problémy.

Definice 1.3 Problém L nazyviame P-uplnym problémem, jestlize tento problém pat¥i do
tridy P a jestlize kazdy jiny problém patfici do P muZe byt transformovan na problém L
v polylogaritmickém ¢ase za poziti polynomidlniho poétu procesori (takovito transformace
se nazyva NC-redukce).

Pokud by se pro néjaky P-tiplny problém L podarilo dokazat, ze L € NC, pak by platilo,
7e P = NC, nebot kazdy problém v P by bylo mozné pievést pomoci NC-redukce na L a
poté vytesit v polylogaritmickém c¢ase s polynomialnim poc¢tem procesort.

Kdyby se naopak pro néjaky problém z P podafilo dokazat, Ze tento problém nepatii do
NC, pak by do NC nemohl pat¥it Zddny z P-tuplnych problémi, nebot v opaéném piipadé by
bylo mozné prevést tento problém na P-uplny problém patfici do NC' a problém, o kterém
by bylo dokazano, ze nepatii do NC, by pattil do NC, coz by byl spor.

P-tplné problémy tedy tvori t¥idu nejhtte paralelizovatelnych problémi mezi zvladnutel-
nymi problémy. Pro zidny z problémi, pro které se podafilo dokazat, Ze patii mezi P-iplné
problémy, se nepodafilo najit efektivni paralelni algoritmus (algoritmus patfici do NC). Na
druhou stranu se pro zadny z P-tplnych problémi nepodatilo dokazat, Ze takovy algoritmus
neexistuje. Z praktického hlediska je vSak dikaz P-tplnosti néjakého problému dostatecnym
divodem k presvédceni, Ze pro tento problém ziejmé neexistuje efektivni paralelni algoritmus,
ktery by mél podstatné mensi ¢asovou slozitost nez algoritmus sekvencni.

V nasledujicim textu bude uvedeno nékolik prikladd P-aplnych problému véetné dukazu
jejich P-tplnosti. Je pomérné obtizné najit néjaky problém a dokazat jeho P-tiplnost podle
definice. Pokud se ndm vSak podari dokazat pro néjaky problém L, Ze se jednd o P-uplny
problém, pak jako dikaz P-tplnosti néjakého dalsiho problému L' sta¢i ukdzat, ze L' € P a
7e existuje NC-redukce problému L na problém L.



2 Prvni P-tGplny problém — Generovatelnost

Prvni problém, jehoz P-tplnost ukdZeme, je problém nazvany Generovatelnost (Generability):

Generovatelnost

Instance: Konefnd mnozina X a bindrni operace o na této mnoziné. Dale musi byt specifi-
kovina podmnozina 7' C X (tzv. po¢iteéni prvky) a tzv. cilovy prvek s € X.

Otézka: Patii s do uzavéru (vzhledem k o) T' ?

Pokud mame danou mnozinu S a bindrni operaci o, je mnozina S o S definovina takto:
SoS ={aob| ab e S}. S vyuzitim této definice je mozné uzavér (closure) mnoziny 7'
vypocitat nasledujicim (sekvenénim) algoritmem:

T+ T

while 7" #T'UT' o T' do
T < T'UT oT'

end while

closure < T'

Télo cyklu while je provedeno nejvyse |X — T'| krat, nebot béhem kazdé iterace je do
T' pfidan nejméné jeden prvek a plati, ze uzdvér nemiZe obsahovat vice prvki neZ mno-
zina X (closure(T) C X a tedy |closure(T)| < |X]|). Provedeni jedné iterace vyzaduje zfejmé
polynomialni ¢as, problém tedy urcité patii do tfidy P.

D4 se ukézat, ze pokud pridame podminku, Ze o musi byt asociativni operace, pak problém
patii do NC, bez této podminky se vSak jedni o P-tplny problém.

Pii dtikazu P-tiplnosti pouZijeme pomocny problém gen', ktery je definovdn stejné jako
problém Generovatelnost s tim rozdilem, Ze bindrni operace o je nahrazena ternalni operaci
next(u,v,w). UkdZeme P-tiplnost problému gen' a tento problém pak pfevedeme na problém
Generovatelnost.

Vé&ta 2.1 Problém gen' je P-tiplny.

Nyni je tifeba ukazat, ze libovolny problém L ze t¥idy P je mozné pievést na problém
gen'. VyuZijeme zndmého faktu, Ze pokud je mozné problém feSit v polynomidlnim ¢ase pii
pouziti stroje RAM, pak je ho moZné fe§it v polynomidlnim ¢ase i pfi pouziti jednopaskového
Turingova stroje. Pro jednoduchost a bez ztraty na obecnosti se miizeme omezit na problémy
typu ANO/NE.

Pokud vezmeme libovolny problém L typu ANO/NE takovy, ze L € P, pak musi existovat
deterministicky Turingtv stroj M, ktery tento problém fesi, pfi¢emz pocet krokt, které Turin-
guv stroj M provede pti vypocétu nad slovem velikosti n je shora omezen néjakym polynomem
P(n). Budeme piedpokladat, Ze tento polynom je explicitné znam.

O Turingovu stroji M budeme pfedpokladat, ze se jedna o Turinguv stroj s jednou jed-
nostranné omezenou paskou, jejiz poli¢ka jsou oéislovana 1,2, 3,.... Stroj M bude mit jediny
koncovy stav odpovidajici odpovédi ANO (ozna¢ime ho gano) a pii dosazeni tohoto stavu
bude vzdy platit, ze se ¢teci hlava nachazi na policku 1, pricemz toto policko musi obsa-
hovat symbol blank (#). (Pokud by Turingiiv stroj M toto nespliioval, miZeme ho upravit
odpovidajicim zptisobem.)
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Obrazek 2: Dvé po sobé jdouci konfigurace Turingova stroje

Béhem vypocétu navstivi Turingv stroj maximélné prvnich P(n) poli¢ek na péasce (ve
skuteénosti az P(n) + 1, pokud provede pfesné P(n) kroki, ale jedni¢ku miizeme pro jedno-
duchost zahrnout do polynomu P(n)), ostatni policka pasky obsahuji symbol blank (#) a pro
vypocet nejsou dilezita.

Vypocet Turingova stroje, coZ je posloupnost konfiguraci, mize byt zapsan do tabulky
s fadky oé&islovanymi 0...P(n) a sloupci oéislovanymi 0... P(n) + 1. Radky této tabulky
odpovidaji jednotlivym konfiguracim (¥ddek s ¢islem ¢, odpovida konfiguraci po provedeni ¢
krokii vypoctu, Fadek s ¢islem 0 tedy odpovidd pocateéni konfiguraci), sloupce odpovidaji
jednotlivym polickiim pésky s tim, Ze politka ve sloupcich 0 a P(n) + 1 obsahuji specidlni
symbol §. Ostatni policka obsahuji bud symboly paskové abecedy Turingova stroje M nebo
dvojice tvofené symbolem paskové abecedy a stavem tidici jednotky Turingova stroje. V kaz-
dém Fadku (tj. v kazdé konfiguraci) je pravé jedno policko obsahujici symbol a stav, je to
poli¢ko, na kterém je v této konfiguraci nastavena ¢teci/zapisovaci hlava Turingova stroje.
Pokud je vypocet kratsi nez P(n) krokiu, opakuje se konfigurace, ve které se vypocet zastavil
i v dalsich radcich tak, aby byla zaplnéna celd tabulka.

Je zfejmé, ze pro 1 < i < P(n) zavisi obsah i-tého poli¢ka v ¥adku ¢ + 1 pouze na obsahu
policek ve sloupcich i —1, % a ¢ + 1 v fadku ¢ a pfechodové funkci Turingova stroje, nebot dvé
po sobé jdouci konfigurace se mohou liSit pouze v obsahu poli¢ek v bezprostiedni blizkosti
Cteci/zapisovaci hlavy (viz obrazek 2, kde obsah poli¢ka oznaceného d zavisi na obsahu poli¢ek
oznacenych a, b a c).

Instanci problému gen' sestrojime k problému L nésledujicim zptisobem: MnoZina X bude
tvofena vSemi trojicemi (¢,p, sym), kde 0 <t < P(n),0<p< P(n)+1lasymecTU(( xQ),
pricemz I je paskova abeceda Turingova stroje a () je mnozina stavi jeho fidici jednotky.
Trojice (t,p, sym) oznatuje, ze v tabulce se v fadku t ve sloupci p nachizi symbol sym.

MnoZina T v instanci problému gen’ bude tvofena témi trojicemi z mnoZiny X, které
odpovidaji pocatecni konfiguraci Turingova stroje M v fadku 0 tabulky. Terndlni operaci
next(u,v,w) definujeme tak, 7e nert(u,v,w) = z pravé tehdy, kdyz u, v a w jsou trojice
odpovidajici polickim p — 1, p a p+ 1 v fadku ¢ tabulky a z je trojice odpovidajici obsahu
policka p v fadku t + 1, pricemz tento obsah musi odpovidat spravné provedenému kroku
Turingova stroje M podle jeho prechodové funkce.

Je celkem ziejmé, 7ze do uzdvéru mnoziny T bude pat¥it trojice (t,p,sym) pravé tehdy,
kdyz se v tabulce korektné popisujici vypocet stroje M nachazi v policku p na fddku ¢ symbol
SYm.

Kdyz tedy v instanci problému gen’ polozime s rovno (P(n), 1, (gano,#)), bude platit,
7e s bude patfit do uzdvéru T pravé tehdy, kdyZ Turingiv stroj M da pfi vypocétu odpovéd
ANO.

Vyse popsana konstrukce muize byt snadno realizovana v polylogaritmickém case pii po-
uziti polynomidlniho poctu procesorti. Dilezité je, Ze velikost mnoziny X i velikost operace



next (ulozené jako tabulka hodnot pro vSechny moZné trojice operandii) je mozné omezit
polynomem.

Véta 2.2 Problém Generovatelnost je P-tplny.

Nyni popiSeme, jakym zpiisobem je moZné k instanci (X, T, next, s) problému gen' sestro-
jit instanci problému Generovatelnost.

Definujeme X' = X U (X X X) a dale u o v = (u,v) pro vSechna u, v z mnoziny X a
(u,v) o w = next(u,v,w). Instance problému Generovatelnost bude mit stejnou mnozinu 7' i
prvek s. Instance problému Generovatelnost tedy bude (X', T, o, s). Je moZné snadno ovéfit, ze
prvek s patii do uzdvéru mnoZiny T vzhledem k operaci o nad mnoZinou X’ pravé tehdy, kdy#
patti do uzavéru mnoziny T vzhledem k operaci next nad mnozinou X. Vytvoreni instance
problému Generovatelnost k instanci problému gen’ se d4 snadno realizovat jako N C-redukce.

3 Dalsi P-tiplné problémy

V této ¢asti budou popsany nékteré dalsi P-iplné problémy véetné naznaceni dukazi jejich P-
uplnosti. Podstatou vSech téchto diikazt bude popis N C-redukce néjakého problému, o némz
jiz bude znamo, Ze je P-uplny, na dany problém.

3.1 Hodnota na vystupu booleovského obvodu

Dalsim P-tplnym problémem je problém zjisténi hodnoty na vystupu booleovského obvodu
(circuit-value problem — CVP). Tento problém je definovan takto:

Hodnota na vystupu booleovského obvodu (CVP)

Instance: Booleovsky obvod a specifikovand mnoZina vstupnich hodnot

Otazka: Je na vystupu obvodu hodnota true?

Booleovsky obvod je acyklicky orientovany graf, jehoz vrcholy jsou hradla realizujici rizné
booleovské funkce (jako and, or nebo not). Vrcholy grafu, do kterych nevstupuji zddné hrany
tvori vstupy booleovského obvodu. Pokud jsou témto vstuptm pfifazeny hodnoty z mnoziny
{true, false} je mozné ohodnotit i ostatni vrcholy grafu hodnotami z této mnoZiny. Ohodno-
ceni kazdého vrcholu (hradla) zévisi na ohodnoceni vrcholi, ze kterych vedou hrany (vodice)
do tohoto vrcholu a na booleovské funkci, kterou toto hradlo realizuje. Vétsinou se omezu-
jeme na obvody, ve kterych do kazdého hradla vstupuji maximélné dvé hrany (vodiée). Jedno
z hradel v obvodu musi byt ozna¢eno jako vystupni, vystupem celého obvodu je pak pak
hodnota na vystupu tohoto hradla.

Véta 3.1 Problém CVP je P-tiplny problém.

Tento problém je mozné Fesit sekvenénim algoritmem v polynomialnim ¢ase, je tedy tfeba
pouze ukazat, ze je mozné pomoci NC-redukce prevést libovolny problém na problém CVP.
Ukézeme NC-redukci problému Generovatelnost na problém CVP. Necht (X, T, o0,3s) je
instance problému Generovatelnost. Vytvoifime booleovsky obvod, ktery v podstaté realizuje



Obrazek 3: Priklad konstrukce booleovského obvodu

algoritmus pro vypodet uzavéru mnoziny 7', ktery byl popsan v ¢asti textu vénované problému
Generovatelnost.

Tento obvod se bude sklddat z nékolika ,vrstev“. Celkovy pocet téchto vrstev bude
| X| — |T'|, tedy stejny jako maximdlni pocet iteraci v dfive uvedeném algoritmu pro vypocet
uzdvéru mnoziny 7'. Kazda tato vrstva bude tvofena |X| hradly pfi¢emz kazdé hradlo bude
odpovidat jednomu prvku mnoziny X. Pfifazeni hodnot true a false jednotlivym hradlim
bude odpovidat tomu, zda v dané iteraci pat¥i dany prvek do mnoziny 7" (pak bude na vy-
stupu hradla hodnota true) nebo ne (pak bude na vystupu hradla hodnota false). Hodnoty
na vstupech obvodu budou nastaveny podle toho, jestli dany prvek patfi do mnoziny 7" nebo
ne.

Jednotlivé vrstvy budou propojeny nasledujicim zpisobem: Pro kazdy prvek x z mnoziny
X najdeme vSechny dvojice (y1,21), (y2,22), - - -, (Yk, 2k) takové, Ze y; o z; = x pro vSechna 1,
1 < i < k. Céast obvodu, ktera propojuje hradlo odpovidajici prvku z v néjaké vrstvé s prvky
v predchozi vrstvé pak realizuje vypocet (y1 A z1) V (y2 A z2) V +++ V (yx A z) V z, pFi¢emz
v tomto zapisu odpovida y;, z; nebo x hodnoté, kterou ma hradlo odpovidajici prvku y;, z;
nebo z v predchozi vrstvé.

Na obrazku 3 je priklad konstrukce takové Casti obvodu, kde plati, Ze (z1,z2), (%2, x3),
(z1,24), (z325) a (x5, 26) jsou v8echny dvojice prvki (y, z) takové, Ze yo z = x.

Vystupem celého obvodu je vystup hradla, které odpovidd prvku s v posledni vrstvé.
Snadno ovéfime, ze vystup booleovského obvodu bude true pravé tehdy, kdyZ prvek s patii
do uzavéru mnoziny 7.

Vyse popsanou konstrukci je mozné realizovat jako NC-redukci, prestoze detaily této
konstrukce nejsou v tomto textu popsany.

Dokazat P-uplnost problému CVP je téz mozné pouzitim podobnych myslenek, které
byly pouzity v dikazu P-aplnosti problému Generovatelnost. Muzeme sestrojit obvod, ktery
v podstaté realizuje vypocet libovolného Turingova stroje, nebo 1épe feceno realizuje tabulku
obsahujici jednotlivé konfigurace Turingova stroje, podobné jako tomu bylo pt¥i dikazu P-



uplnosti problému Generovatelnost.

Problém CVP zustiva P-uplnym problém i kdyZ se omezime jen na tzv. monoténni ob-
vody, které mohou obsahovat pouze hradla typu and a or (nemohou tedy obsahovat hradla
typu not). To je snadno vidét z toho, Ze ve vySe popsané konstrukci byla pouzita pouze hradla
typu and nebo or.

Pokud plati, ze hradla v obvodu jsou uspordadiana do posloupnosti takovym zpusobem, Ze
v této posloupnosti predchézeji vSechna hradla, ze kterych vedou vodiée do néjakého hradla,
tomuto hradlu, nazyvame takovy obvod topologicky uspoifddany (topologically sorted). Plati,
7e problém CVP zustava P-uplny i kdyz priddme podminku, Ze vstupem musi byt monoténni
topologicky usporadany obvod.

To se da ukazat tak, Ze vySe popsanou konstrukci rozsifime o utvoreni takovéhoto uspo-
radani. Vytvoreni takového usporadani zde nebudeme detailné popisovat, ale princip spociva
v tom, Ze hradla uspoifddame podle vrstev, ve kterych se nachizeji (v rdmci jedné vrstvy
libovolné). Toto je opét mozné realizovat jako N C-redukci.

3.2 Neprazdnost bezkontextového jazyka

Méjme nésledujici problém nazvany problém neprazdnosti bezkontextového jazyka (context-
free emptiness — CFE):

Neprazdnost bezkontextového jazyka (CFE)

Instance: Bezkontextova gramatika G.

Otédzka: Obsahuje jazyk L(G) generovany gramatikou G alespoii jedno slovo ?

Pokud uvazujeme gramatiku G bez termindlnich symboli, pak je tento problém ekviva-
lentni problému jestli do L(G) patii prazdné slovo e.

Véta 3.2 CFE je P-uplny problém.

Problém je snadno feSitelny v polynomialnim ¢ase. Jako ditkaz P-tplnosti sta¢i ukizat
N (C-redukci néjakého P-tplného problému na tento problém. K tomuto ucelu pouzijeme opét
problém Generovatelnost.

Necht (X, T,o0,s) je instance problému Generovatelnost. Zkonstruujeme bezkontextovou
gramatiku G, kde X bude mnozina netermindlnich symbolii, mnozina termindlnich symboli
bude prazdni, s bude poc¢ateénim netermindlnim symbolem a mnozZina piepisovacich pravidel
bude obsahovat pravidla:

1. z — yz pokud plati, ze y o z = z,
2. £ — ¢ pokud plati, ze £ € T.

V této gramatice je mozné libovolny netermindl x prepsat na prazdné slovo € pravé tehdy,
kdyz x patii do uzavéru T'. Konstrukce gramatiky se da velmi snadno paralelizovat, jedna se
tedy o NC-redukci.

I kdyz pfidame podminku, ze gramatika nesmi obsahovat e-pravidla, problém bude stale
P-tplny, nebot misto pravidel typu £ — ¢ miZeme pfidat pravidla typu z — a, kde a je
néjaky termindlni symbol, pro vSechna x patiici do T'.
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Obrézek 4: Priklad grafu a jeho dopliikového grafu

3.3 Lexikograficky prvni maximalni klika a lexikograficky prvni nezavisla
mnoZina

Problém lexikograficky prvni maximdlni kliky (lexicographically first maximum clique —
LFMC) je definovan takto:

Lexikograficky prvni maximdélni klika (LFMC)

Instance: Neorientovany graf G s usporddanou mnozinou vrcholta {v1,vs,...,v,}.

Problém: Najit lexikograficky prvni maximdlni kliku grafu G.

Klika grafu je mnozina vrcholii, pro které plati, Ze kazdé dva vrcholy z této mnoziny jsou
spolu incidentni. Maximalni klika je klika, pro kterou plati, ze zadna jeji vlastni nadmnozina
neni klika. (Maximalni klika je néco jiného nez nejvétsi klika, coz je klika, pro kterou plati,
7e 74dn4 jind klika neobsahuje vétsi pocet vrchold. Problém nalezeni nejvétsi kliky patii mezi
N P-tiplné problémy.)

Lexikograficky prvni maximdalni kliku je mozné vypocéitat nasledujicim (sekvenénim) al-
goritmem:

clique < )
for i < 1 ton do
if v; je incidentni se v8emi vrcholy v clique then
clique < clique U {v;}
end if
end for

Pokud napiiklad pouZzijeme tento algoritmus pro graf na obrazku 4(a), dostaneme jako
vysledek kliku {vy,ve,vs}.

S pojmem klika tizce souvisi pojem nezivisld mnozina. Nezivisld mnozina je mnozina
vrchold, pro kterou plati, ze zddné dva vrcholy z této mnoziny nejsou spolu incidentni.

Problém lexikograficky prvni maximalni nezivislé mnoziny (lexicographically first maxi-
mal independent set — LFMIS) je definovan takto:

Lexikograficky prvni maximdlni nezévisla mnozina (LFMIS)

Instance: Neorientovany graf G s uspofddanou mnozinou vrchold {v1,vs,...,v,}.



Problém: Najit lexikograficky prvni maximalni nezdvislou mnozinu grafu G.

Algoritmus pro vypocet lexikograficky prvni maximalni nezdvislé mnoziny se bude ligit od
algoritmu pro vypocet lexikograficky prvni maximalni kliky pouze v podmince: vrchol bude
do nezavislé mnoziny pridan pouze tehdy, kdyz nebude incidentni se Zddnym vrcholem, ktery
jiz byl do nezévislé mnoziny pridan.

Kdyz méme dén graf G = (V, E), nazyvame doplitkovym grafem grafu G graf G' = (V, E'),
kde pro kazdou dvojici vrchold u,v € V plati, Ze hrana (u,v) patii do E’, pravé tehdy kdyz
nepatii do E. Napiiklad dopliikovy graf grafu na obrazku 4(a) je na obrazku 4(b) (a naopak
doplikovy graf grafu na obrazku 4(b) je na obrazku 4(a)).

Plati, Ze klika v grafu tvori nezavislou mnozinu v jeho dopliikovém grafu a naopak. Snadno
se da ukazat, Ze urcitd mnozina vrcholi je feSenim problému LFMC pro graf G pravé tehdy,
kdyz je fesenim problému LFMIS pro doplikovy graf grafu G.

Konstrukce dopliitkového grafu je NC-redukce, a tak pokud je LFMC P-tuplny problém,
pak je P-uplny problém i LEMIS a naopak. Stac¢i tedy ukizat P-uplnost pouze jednoho z nich.

Véta 3.3 LFMC a LFMIS jsou P-tiplné problémy.

Nésleduje popis NC-redukce problému CVP na problém LFMIS. Predpokladiame, Ze
instance problému CVP je monoténni topologicky uspofddany obvod s mnozinou hradel

V = {v1,...,v,}, pfiCemZ vstupy jsou vrcholy s nejniz§imi indexy a vystupem je v,. Zkon-
struujeme neorientovany graf G' = (V' E’), kde V' = {v],v},v),v5,... v}, vl'}. Vrcholy

z mnoZiny V' budou oéislovidny od 1 do 2n v naznaceném potadi, pouze v piipadé, Ze v; je
hradlo typu or nebo kdyZ v; je vstupem s hodnotou false, bude pofadi vrcholi v} a v}’ opaéné,
tj. vl .

Déle pfidame ke grafu G’ hrany a to takovym zptisobem, Ze zajistime, Ze lexikograficky
prvni maximalni nezadvisla mnozina bude odpovidat prifazeni booleovskych hodnot jednotli-
vym hradlim. Pokud na vystupu hradla v; bude hodnota true, bude do nezavislé mnoziny
patfit vrchol v}, pokud bude na vystupu hradla hodnota false, bude do nezivislé mnoZiny
patfit vrchol v]'.

Ke grafu G’ pfiddme néasledujici hrany:

(a) Pro kazdé hradlo v pfiddme hranu mezi vrcholy v’ a v”, ¢im7 zajistime, 7e nanejvys jeden
z téchto vrchold mize patfit do nezavislé mnoziny.

(b) Pokud je v hradlo typu and a jeho vstupy jsou u a w, pak pfiddme hrany (u”,v') a
(w",v"), takze v' mize patfit do nezdvislé mnoziny jen tehdy, kdyZ tam nepat¥i " ani
w”.

(c) Pokud je v hradlo typu or, jehoz vstupy jsou u a w, pak p¥iddme hrany (u',v") a (w',v"),
takze v"” bude patfit do nezdvislé mnoziny jen pokud tam nepatii v’ ani w’, ¢ili v’ bude
pat¥it do nezavislé mnoziny pokud tam pat¥{ alespon jeden z vrcholt u' nebo w'.

Priklad takové konstrukce grafu k obvodu na obrazku 5 je na obrazku 6.

Problém, jaka hodnota je na vystupu booleovského obvodu, se redukuje na otazku, jestli
vrchol v!, patii do lexikograficky prvni maximalni nezavislé mnoziny. Konstrukci grafu G’ je
mozné provést pro kazdy vrchol paralelné.
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Obréazek 5: Obvod G

Obréazek 6: Graf G' odpovidajici obvodu G na obrazku 5

3.4 Prohledavani grafu do hloubky

Posledni ze zde uvedenych problémi se tykd prohleddvani grafu do hloubky (depth-first
search), coZ je zpusob prichodu grafem pouzivany v fadé sekvenénich grafovych algoritmu.
V nésledujicim textu uvazujeme pouze orientované grafy. Predpoklidejme, ze graf G je re-
prezentovan pomoci seznami incidentnich vrchold, coz znamend, Ze pro kazdy vrchol v mame
dén seznam vrcholi ADJ(v) , coz je seznam vrcholi, do kterych vedou hrany z vrcholu v.
Nasledujici algoritmus prifadi kazdému vrcholu v ¢islo, které bude odpovidat poradi, ve
kterém byl vrchol v navstiven prfi prichodu grafem. Toto ¢islo bude oznaeno jako index
vrcholu (depth-first index) DF1I(v). Algoritmus je rekurzivni. KdyZ je zavolan jako dfs(vg),
pfifadi odpovidajici indexy vSem vrcholim dosazitelnym z vg, pfi¢emz DFI(vy) = 1. Pro-
ménnd counter je globalni proménnd nastavend na zac¢atku na nulu. Rovnéz se predpoklada,
7e na zalatku je hodnota DF'I(v) rovna nule pro vSechna v.
procedure dfs(v)
begin
if DFI(v) =0 then
counter < counter + 1
DFI(v) < counter
for Yu € ADJ(v) v pofadi podle seznamu do

dfs(u)
end for
end if
end

Formdlné je problém prohleddvani do hloubky (depth-first search — DFS) definovén takto:

Prohleddvani do hloubky (DFS)

Instance: Orientovany graf G reprezentovany pomoci seznami incidentnich vrchold a spe-
cifikovany pocateéni vrchol vyg.
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Problém: Najit indexy odpovidajici poradi, ve kterém by byly navstiveny p¥i prohledavani
do hloubky, pro vSechny vrcholy grafu G dosazitelné z vrcholu vy pocinaje timto vrcho-
lem (DFI(vg) = 1).

Véta 3.4 Problém DFS je P-tiplny problém.

Ukazeme N C-redukci problému CVP na problém DFS. K danému booleovskému obvodu
sestrojime graf G tak, Ze kazdému hradlu v puvodnim booleovském obvodu bude odpovidat
urdita ¢ast grafu G, priemz v této ¢asti budou uréeny dva vrcholy s a t tak, ze bude platit,
7e na vystupu daného hradla bude hodnota true pravé tehdy, kdyz bude platit DFI(s) <
DFI(t) (v pfipadé, ze na vystupu hradla bude hodnota false, bude platit DFI(s) > DF1(t)).

Budeme pfedpokladat, ze booleovsky obvod bude topologicky uspotfadany (vi,v2, ..., vn),
7e hodnota vSech vSech vstupu bude true a ze obvod bude obsahovat pouze hradla typu nor,
to znamend hradla realizujici funkci not(z or y). D4 se snadno ovéfit, ze problém CVP zi-
stava i za téchto podminek P-tplny. K libovolnému obvodu miizeme sestrojit obvod realizujici
stejnou booleovskou funkci a pFitom obsahujici pouze hradla typu nor, nebot uréitou kombi-
naci hradel typu nor mizeme realizovat rizné booleovské funkce, jako jsou and, or nebo not.
Pocet hradel nového obvodu je tmérny poétu hradel puvodniho obvodu. U vstupt, které maji
hodnotu false pfiddme pfed vstup hradlo typu not (realizované pomoci hradla typu nor).
KdyZ ted budou mit vSechny vstupy hodnotu true, bude na vystupu stejnd hodnota jako
v puvodnim obvodu pfi ptvodnich vstupnich hodnotéch.

Predpokladejme, Ze booleovsky obvod obsahuje hradla (1,2,...,n). Ke kazdému hradlu
1 sestrojime graf G;. Jednotlivé grafy G; nebudou mit zadné spoleéné hrany, ale budou mit
nékteré spoleéné vrcholy. Spojenim vSech téchto grafii (pomoci spoleénych vrcholi) vznikne
graf G.

Ke vstupnimu hradlu 4, které nema zadné vstupy a jehoz vystupy vedou do hradel ji,
Jo, -+ Jk, sestrojime graf G;, ktery bude obsahovat vrcholy first(i), last(i), s(3), t(2), i#7j1,

.., 1#Jr a dal8ich k pomocnych vrcholi. Struktura tohoto grafu, pro ptipad kdy k& = 3, je
naznacena na obrazku 7.

Ke hradlu ¢ typu nor, do kterého vstupuji vodice z hradel 7; a io a jehoz vystupy vedou
do hradel j1, jo, - .., jk, sestrojime graf G;, ktery bude obsahovat vrcholy first(i), last(i), s(3),
t(1), i#71, .- ., i#jk a dalsich k pomocnych vrcholt. Struktura tohoto grafu, pro pfipad kdy
k = 3, je naznacena na, obrazku 8.

Vrcholy oznadené i#; jsou spoleéné vrcholy sdilené podgrafy G; a G;. Zadné jiné vrcholy
nejsou sdileny vice podgrafy.

Na obou obrazcich udavaji ¢isla u hran poradi vrcholi, do kterych tyto hrany vedou, v se-
znamech incidentnich vrcholi. Pokud ¢islo neni u hrany uvedeno, na poradi vrcholu nezilezi.

P#i prichodu grafem G za¢neme vrcholem first(1) a projdeme podgrafem G1, pak hranou
(last(1), first(2)) prejdeme do grafu G2 a poté projdeme podobné podgrafy G, Gs, ..., Gy
(pfi tomto prichodu vSak nemusime nutné navstivit vSechny vrcholy danych podgrafi). Kdyz
dojdeme do vrcholu last(n), za¢neme se vracet zpét, pfi¢emz navstivime vSechny vrcholy, které
dosud nebyly navs§tiveny.

Pro kazdé hradlo ¢ plati, Ze pokud je na vystupu tohoto hradla hodnota true, navstivime
pri prvnim prichodu podgrafem G; vSechny vrcholy i#j1,1#72,- .., 1#jk, kde j1,52,--., Jk
jsou hradla, do kterych vedou vystupy z hradla i. Pokud je naopak na vystupu hradla %
hodnota false nenavstivime pfi prvnim prichodu zadny z téchto vrchold.

Pokud je na vystupu hradla ¢ hodnota true, musime grafem G; projit zptisobem nazna-
¢enym na obrazku 9. U vstupniho hradla nemame jinou moznost, protoze neobsahuje zadné
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Obrazek 7: Podgraf G; pro vstupni hradlo ¢ (vstup musi mit hodnotu true)

last(i — 1)

Obrazek 8: Hradlo ¢ typu nor a podgraf G; odpovidajici tomuto hradlu
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Obrazek 9: Prichod podgrafem G; v pripadé, ze hradlo ¢ ma na vystupu hodnotu true

jiné hrany. V pripadé hradla typu nor bude na vystupu tohoto hradla hodnota true pouze
v pripadé, Ze na vstupech tohoto hradla jsou hodnoty false, coZ znamend, Ze dosud nebyl
navStiven ani jeden z vrcholid i1 #1,i2#4¢. V tom pfipadé projdeme témito dvéma vrcholy a
pokracujeme zptusobem naznafenym na obrazku 9.

Pokud je na vystupu hradla ¢ hodnota false, musime grafem G; projit zpisobem nazna-
¢enym na obrazku 10. U vstupniho hradla tato moZnost nemutze nastat, protoze na vstupech
miize byt pouze hodnota true. V pripadé hradla typu nor bude na vystupu tohoto hradla
hodnota false pouze v pripadé, Ze alespon jeden vstup tohoto hradla ma hodnotu true, coz
znamena, Ze alespon jeden z vrcholi i1 #1, i9#1 jiz byl navstiven. V tom pripadé se musime
z tohoto jiz navstiveného vrcholu vratit do vrcholu first(i) a pokracovat z néj do vrcholu (7).
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Obrazek 10: Prichod podgrafem G; v pripadé, ze hradlo ¢ ma na vystupu hodnotu false
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