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Separačńı logika

Separačńı logika (separation logic) je variantou Hoareovy logiky, která
umožňuje snadněji než standardńı Hoareova logika verifikovat programy,
které pracuj́ı s ukazateli do paměti a s datovými strukturami.

Použit́ı standardńı Hoareovy logiky pro takový druh programů je sice
principiálně možné, ale i pro poměrně malé programy jsou pak důkazy
značně komplikované.

U programů, které pracuj́ı s ukazateli do paměti, neńı možné použ́ıvat
standardńı pravidlo Hoareovy logiky pro p̌rǐrazeńı pro operace, které
zapisuj́ı na adresu danou ukazatelem, nebo které z takové adresy čtou.

Je ťreba udržovat informace o tom, kam mohou jednotlivé ukazatele
do paměti ukazovat a zda ukazuj́ı či neukazuj́ı na stejná ḿısta
v paměti.
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Separačńı logika

Hlavńım problémem je tzv. aliasing:

Řekněme, že p a q jsou dvě proměnné obsahuj́ıćı ukazatele do paměti.

Pokud oba ukazatele ukazuj́ı na stejné ḿısto v paměti (což se
označuje jako aliasing), zápis hodnoty, na kterou ukazuje ukazatel p,
změńı i hodnotu, na kterou ukazuje ukazatel q.

Pokud q ukazuje na nějakou jinou adresu, hodnota na kterou
ukazuje q, se p̌ri daném zápisu do paměti nezměńı.

Obecně neńı vždy jednoduché určit, který z těchto p̌ŕıpadů nastává.

V běžné Hoareově logice by bylo ťreba tyto informace o možném aliasingu
udržovat explicitně ve formuĺıch, které by tak musely obsahovat informace
i o všech možných částech paměti, které s danou část́ı kódu v̊ubec nemuśı
souviset.
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Separačńı logika

Separačńı logika toto řeš́ı tak, že:

Formule se nevyjaďruj́ı o globálńım stavu paměti, ale vždy jen o části
paměti, se kterou daná část kódu pracuje.

Rozšǐruje běžnou predikátovou logiku o nové druhy logických
operátor̊u, jako jsou separačńı konjunkce a separačńı implikace,
které umožňuj́ı ve struktǔre formule implicitně zachytit informaci
o tom, že určité části paměti, na které ukazuj́ı dané ukazatele, se
spolu nep̌rekrývaj́ı a nedocháźı tam k aliasingu.

Na rozd́ıl od standardńı Hoareovy logiky umožňuje v́ıce modulárńı
p̌ŕıstup, kdy formule v Hoareových trojićıch, muśı explicitně zmiňovat
tu část paměti, ze kterou daný kód pracuje, ale implicitně je dáno, že
zbylá část paměti se provedeńım daného kódu neměńı, a kód k ńı
nikdy nep̌ristupuje.
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Sémantika programů pracuj́ıćıch s pamět́ı

Uvažujme programovaćı jazyk, kde:

Var — množina proměnných

Value — množina hodnot, které mohou být p̌rǐrazeny do proměnné
nebo uloženy v jedné buňce paměti

Loc — množina adres paměti

Předpokládáme, že pamět’ je tvǒrena buňkami:

buňky jsou adresovány pomoćı adres z množiny Loc

každá buňka paměti může obsahovat hodnotu z množiny Value

adresy z množiny Loc jsou speciálńım p̌ŕıpadem hodnot
z množiny Value
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Sémantika programů pracuj́ıćıch s pamět́ı

Pro konkrétnost si nap̌ŕıklad můžeme p̌redstavovat, že:

Loc je množina p̌rirozených č́ısel

Value zahrnuje i daľśı druhy hodnot, nap̌r. celá č́ısla, booleovské
hodnoty, apod.

Můžeme také rozlǐsovat dvě následuj́ıćı varianty:

Typ adres Loc je samostatný typ odlǐsný od běžných p̌rirozených či
celých č́ısel, tj. nap̌ŕıklad

Value = Loc ∪ int ∪ bool ∪ · · ·

(p̌ričemž množina Loc je disjunktńı s množinami int, bool, atd.)

Adresy i č́ısla jsou jedno a totéž. Tj. nap̌ŕıklad

Value = Loc = N
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Sémantika programů pracuj́ıćıch s pamět́ı

Stav běž́ıćıho programu je dán jako dvojice

〈σ,m〉

kde:

σ — funkce typu Var ⇀fin Value

určuje p̌rǐrazeńı hodnot proměnným

m — funkce typu Loc ⇀fin Value

určuje obsah paměti, tj. p̌rǐrazeńı hodnot adresám paměti

Poznámka: Zápis A ⇀fin B zde označuje parciálńı funkce z A do B , ve
kterých je hodnota dané funkce definována jen pro nějakou konečnou

podmnožinu množiny A (p̌ričemž množina A může být nekonečná).
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Sémantika programů pracuj́ıćıch s pamět́ı

Př́ıklad: Stav daný dvojićı 〈σ,m〉, kde

Přǐrazeńı hodnot proměnným:

σ = [X 7→ 42; Y 7→ 0; W 7→ −5 ]

Tedy:

proměnná X obsahuje hodnotu 42
proměnná Y obsahuje hodnotu 0
proměnná W obsahuje hodnotu −5

Obsah paměti:

m = [ 42 7→ −3; 43 7→ 75; 75 7→ 17; 76 7→ 0 ]

Tedy:

buňka s adresou 42 obsahuje hodnotu −3
buňka s adresou 43 obsahuje hodnotu 75
buňka s adresou 75 obsahuje hodnotu 17
buňka s adresou 76 obsahuje hodnotu 0
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Sémantika programů pracuj́ıćıch s pamět́ı

Proměnné jsou oddělené od paměti.

Mohou ale obsahovat jako hodnoty adresy buněk paměti
(tj. hodnoty typu Loc).

Proměnná obsahuj́ıćı hodnotu typu Loc p̌redstavuje ukazatel

(pointer) do paměti.

Také buňky paměti mohou (kromě jiných daľśıch hodnot) obsahovat
ukazatele do paměti.

Obecně je možné s ukazateli do paměti provádět pointerovou
aritmetiku, p̌revádět je z č́ısel a na č́ısla, apod.
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Sémantika programů pracuj́ıćıch s pamět́ı

Poznámka: Ve variantách separačńı logiky, které se použ́ıvaj́ı pro
reprezentaci ńızkoúrovňových jazyk̊u, jako nap̌r. strojového kódu nebo
jazyka C, se použ́ıvá reprezentace paměti, která ještě věrněji odráž́ı
organizaci paměti skutečných poč́ıtač̊u:

Buňky odpov́ıdaj́ı byt̊um paměti.

Adresy jsou 32-bitová nebo 64-bitová č́ısla.

Jedno 32-bitové č́ıslo zab́ırá 4 po sobě jdoućı buňky paměti, apod.

Zde ale pro jednoduchost budeme uvažovat idealizovaný poč́ıtač, kde
adresy, obsahy buněk i hodnoty v proměnných mohou být libovolně velká
č́ısla.
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Sémantika programů pracuj́ıćıch s pamět́ı

S hodnotami σ a m reprezentuj́ıćımi stav běž́ıćıho programu 〈σ,m〉
budeme provádět následuj́ıćı operace:

σ(X ) — kde X ∈ Var

reprezentuje hodnotu proměnné X v daném stavu

σ[X 7→ v ] — kde X ∈ Var a v ∈ Value

reprezentuje nové p̌rǐrazeńı hodnot proměnným, které proměnné X

p̌rǐrazuje hodnotu v a všem ostatńım proměnným stejné hodnoty jako
p̌rǐrazeńı σ

m(p) — kde p ∈ Loc

reprezentuje hodnotu uloženou na adrese p

m[p 7→ v ] — kde p ∈ Loc a v ∈ Value

reprezentuje nový obsah paměti, kde buňka na adrese p obsahuje
hodnotu v a všechny ostatńı buňky obsahuj́ı stejné hodnoty jako p̌ri
obsahu paměti m
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Sémantika programů pracuj́ıćıch s pamět́ı

Zápisem dom(f ), kde f : A ⇀fin B , budeme označovat definičńı
obor (domain) parciálńı funkce f , tj. podmnožinu těch prvk̊u
množiny A, pro které je hodnota funkce definovaná.

Nap̌ŕıklad pro následuj́ıćı obsah paměti

m = [ 42 7→ −3; 43 7→ 75; 75 7→ 17; 76 7→ 0 ]

bude

dom(m) = { 42, 43, 75, 76 }
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Sémantika programů pracuj́ıćıch s pamět́ı

Uvažujme programovaćı jazyk s podobnou syntax́ı a sémantikou, jako byl
ďŕıve popsaný jazyk Imp, který ale bude rozš́ı̌ren o následuj́ıćı čty̌ri p̌ŕıkazy
pro práci s pamět́ı:

Load — p̌rečte obsah buňky, jej́ıž adresa je určená hodnotou
výrazu a, a tuto hodnotu ulož́ı do proměnné X :

X := [ a ]

Store — hodnotu výrazu a2 zaṕı̌se do buňky, jej́ıž adresa je určená
hodnotou výrazu a1:

[ a1 ] := a2
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Sémantika programů pracuj́ıćıch s pamět́ı

Alokace paměti — alokuje nové dosud nepoužité buňky na adresách
p, p+1, . . . , p+k−1, do kterých ulož́ı hodnoty výraz̊u
a0, a1, . . . , ak−1.

Adresu p udávaj́ıćı začátek alokovaného bloku buněk p̌rǐrad́ı do
proměnné X :

X := cons (a0, a1, . . . , ak−1)

Poznámka: Konkrétńı adresa p je určena nedeterministicky.

Uvolněńı buňky paměti — uvolńı buňku paměti, jej́ıž adresa je dána
hodnotou výrazu a:

dispose (a)
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Sémantika programů pracuj́ıćıch s pamět́ı

Poznámky:

Kromě výše uvedených instrukćı můžeme obecně uvažovat i daľśı
druhy instrukćı, nap̌r. alokaci pole (tj. souvislého úseku buněk, jehož
délka může být dána hodnotou výrazu), obecně práci s poli, práci se
záznamy (struct, record), apod.

Uvažujeme zde p̌ŕıpad jazyka s explicitńı alokaćı a dealokaćı paměti.

Existuj́ı i varianty separačńı logiky zamě̌rené na jazyky použ́ıvaj́ıćı
garbage collector.
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Sémantika programů pracuj́ıćıch s pamět́ı

Sémantiku daného jazyka můžeme formálně popsat pomoćı big-step nebo
small-step sémantiky podobně, jako tomu bylo u ďŕıve popsané verze
jazyka Imp.

Nap̌ŕıklad p̌ri použit́ı big-step sémantiky budeme ḿıt sadu pravidel tvaru:

〈σ,m〉 =〈 c 〉⇒ 〈σ ′,m ′〉

kde 〈σ,m〉 reprezentuje stav p̌red provedeńım p̌ŕıkazu c

a 〈σ ′,m ′〉 stav po provedeńı tohoto p̌ŕıkazu.
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Sémantika programů pracuj́ıćıch s pamět́ı

Věťsina pravidel bude hodně podobných, jako v p̌ŕıpadě jazyka Imp,
nap̌ŕıklad:

σ ⊢ a ⇒ v

〈σ,m〉 =〈 x := a 〉⇒ 〈σ ′,m〉
kde σ ′ = σ[x 7→ v ]

〈σ,m〉 =〈 c1 〉⇒ 〈σ ′,m ′〉 〈σ ′,m ′〉 =〈 c2 〉⇒ 〈σ ′′,m ′′〉

〈σ,m〉 =〈 c1 ; c2 〉⇒ 〈σ ′′,m ′′〉

σ ⊢ b ⇒ true 〈σ,m〉 =〈 c1 〉⇒ 〈σ ′,m ′〉

〈σ,m〉 =〈 if b then c1 else c2 〉⇒ 〈σ ′,m ′〉
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Sémantika programů pracuj́ıćıch s pamět́ı

Pravidlo pro instrukci load:

σ ⊢ a ⇒ v1 m(v1) = v2
〈σ,m〉 =〈 x := [ a ] 〉⇒ 〈σ ′,m〉

kde σ ′ = σ[x 7→ v2]

Pravidlo pro instrukci store:

σ ⊢ a1 ⇒ v1 v1 ∈ dom(m) σ ⊢ a2 ⇒ v2
〈σ,m〉 =〈 [ a1] := a2 〉⇒ 〈σ,m ′〉

kde m ′ = m[v1 7→ v2]
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Assertions

Assertions nejsou v separačńı logice vyhodnocovány v̊uči globálńım
stav̊um 〈σ,m〉, ale v̊uči dvojićım tvaru

〈σ, h〉

kde:

σ — je p̌rǐrazeńı hodnot proměnným (stejně jako v globálńım stavu)

Poznámka: Toto p̌rǐrazeńı hodnot proměnným se často označuje
pojmem store.

h — je tzv. heap (někdy se též použ́ıvá pojem heaplet)

Je to funkce typu Loc ⇀fin Value (stejně jako obsah paměti m).

Na rozd́ıl od globálńıho obsahu paměti m však heap h p̌redstavuje
obecně jen nějakou část obsahu paměti, ne nutně celou pamět’.
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Heaps

Př́ıklad: Řekněme, že obsah paměti m je

m = [ 36 7→ 5; 37 7→ 0; 42 7→ −3; 43 7→ 75; 74 7→ 17; 75 7→ 36 ]

Př́ıklady toho, jak mohou vypadat některé heaps odpov́ıdaj́ıćı danému
obsahu paměti m:

h1 = [ 42 7→ −3; 43 7→ 75 ]

h2 = [ ]

h3 = [ 36 7→ 5; 37 7→ 0; 42 7→ −3; 43 7→ 75; 74 7→ 17; 75 7→ 36 ]

h4 = [ 37 7→ 0; 74 7→ 17 ]
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Assertions

Označme:

Stores — množinu všech možných stores (tj. všech možných p̌rǐrazeńı
hodnot proměnným

tedy množinu všech parciálńıch funkćı typu Var ⇀fin Value

Heaps — množinu všech možných heaps

tedy množinu všech parciálńıch funkćı typu Loc ⇀fin Value

Formálně jsou pak assertions definovány jako predikáty typu

Stores → Heaps → Prop

To, že assertion P plat́ı pro daný store σ a heap h, budeme označovat
zápisem

σ, h |= P
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Heaps

Pro definici toho, kdy plat́ı σ, h |= P , budeme poťrebovat následuj́ıćı
parciálńı operaci ⊕ na prvćıch množiny Heaps:

Předpokládejme, že h1, h2 ∈ Heaps.

Pokud dom(h1) ∩ dom(h2) = ∅, pak je definován heap h = h1 ⊕ h2,
kde

h(p) =

{
h1(p) pokud p ∈ dom(h1)

h2(p) pokud p ∈ dom(h2)

(Hodnota h(p) neńı definována pro taková p, kde
p 6∈ dom(h1) ∪ dom(h2).)

Pokud dom(h1)∩ dom(h2) 6= ∅, pak hodnota h1 ⊕ h2 neńı definována.
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Heaps

Př́ıklad: Řekněme, že

h1 = [ 42 7→ −3; 43 7→ 75 ]

h2 = [ 26 7→ 5; 54 7→ 42; 56 7→ 0 ]

h3 = [ 43 7→ 75; 44 7→ 45; 45 7→ 17 ]

Pak:
h1 ⊕ h2 = [ 26 7→ 5; 42 7→ −3; 43 7→ 75; 54 7→ 42; 56 7→ 0 ]

Hodnota h1 ⊕ h3 neńı definována.

Poznámka: Na vztah h1 ⊕ h2 = h se alternativně můžeme d́ıvat tak, že
daná trojice h1, h2, h je v ternárńı relaci Join typu

Heaps → Heaps → Heaps → Prop

tj. že plat́ı Join(h1, h2, h).
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Assertions

Formule vyjaďruj́ıćı assertions mohou obsahovat logické spojky
a kvantifikátory stejně jako běžné formule predikátové logiky.

Kromě toho mohou obsahovat některé daľśı operátory specifické pro
separačńı logiku, které umožňuj́ı se vyjaďrovat o obsahu heapu.

Formule, které neobsahuj́ı žádné z těchto speciálńıch operátor̊u, se
označuj́ı jako pure.

Pravdivostńı hodnota pure formuĺı záviśı pouze na storu σ, nikoli na
heapu h.

Pro pure formuli P tedy plat́ı

σ, h |= P iff σ |= P
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Assertions

Význam logických spojek (∧, ∨, →, ¬, . . . ) a kvantifikátor̊u (∀ a ∃) je
stejný jako v predikátové logice, nap̌r.:

σ, h |= P ∧ Q iff σ, h |= P a σ, h |= Q

σ, h |= P ∨ Q iff σ, h |= P nebo σ, h |= Q

σ, h |= ¬P iff neplat́ı σ, h |= P
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Assertions

Ve formuĺıch se mohou vyskytovat termy tvǒrené libovolnými logickými
proměnnými, konstantami, funkčńımi symboly a také proměnnými
z množiny Var .

Tyto termy budeme označovat E , E1, E2, E
′, F , F1, F

′, apod.

Aritmetické a booleovské výrazy daného programovaćıho jazyka
budeme považovat za speciálńı p̌ŕıpad termů.

Termy jsou pure v tom smyslu, že se neodkazuj́ı k obsahu paměti
(resp. heapu).

To, že se daný term E pro store σ vyhodnot́ı na hodnotu v budeme
označovat zápisem

σ |= E ⇒ v
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Assertions

Operátory specifické pro separačńı logiku:

emp — formule, která plat́ı právě tehdy, pokud je daný heap prázdný,
tj.

σ, h |= emp iff h = [ ]

E 7→ F — formule, která plat́ı právě tehdy, pokud je daný heap
tvǒren jedinou buňkou, jej́ıž adresa je dána hodnotou výrazu E a jej́ıž
obsah je dán hodnotou výrazu F , tj.

σ, h |= E 7→ F iff σ |= E ⇒ v1, σ |= F ⇒ v2 a h = [ v1 7→ v2 ]

Poznámka: Pro daný heap h tedy plat́ı dom(h) = v1.
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Assertions

P ∗ Q — tzv. separačńı konjunkce

σ, h |= P ∗Q plat́ı právě tehdy, když je daný heap h možné rozdělit na
dva heapy h1 a h2 takové, že:

h = h1 ⊕ h2

σ, h1 |= P

σ, h2 |= Q

Poznámka: Všimněte si, že aby mohlo platit h = h1 ⊕ h2, muśı být
dané heapy disjunktńı, tj. muśı platit

dom(h1) ∩ dom(h2) = ∅
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Assertions

Př́ıklad: Formule

(X 7→ a) ∗ (Y 7→ b)

Tato formule vyjaďruje následuj́ıćı věci:

proměnná X ukazuje obsahuje ukazatel, který ukazuje na buňku
paměti obsahuj́ıćı hodnotu danou (logickou) proměnnou a

proměnná Y ukazuje obsahuje ukazatel, který ukazuje na buňku
paměti obsahuj́ıćı hodnotu danou (logickou) proměnnou b

adresy těchto dvou buněk jsou r̊uzné

v daném heapu se kromě těchto dvou buněk nenacházej́ı žádné daľśı
buňky
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Assertions

P −∗ Q — tzv. separačńı implikace

σ, h |= P −∗ Q plat́ı právě tehdy, když pro každý heap h1, ve kterém
plat́ı P a který je možné p̌ridat k danému heapu h, dostaneme t́ımto
p̌ridáńım heap h2, kde plat́ı Q.

Tj. pro každé h1 takové, že:

σ, h1 |= P

dom(h1) ∩ dom(h) = ∅

plat́ı:

σ, h2 |= Q kde h2 = h1 ⊕ h
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Assertions

Př́ıklady některých ekvivalenćı a pravidel, která plat́ı pro formule separačńı
logiky:

(P ∗ Q) ∗ R ⇐⇒ P ∗ (Q ∗ R)
P ∗ Q ⇐⇒ Q ∗ P

P ∗ emp ⇐⇒ P

P ⇒ Q R ⇒ S

P ∗ R ⇒ Q ∗ S

P ∗ R ⇒ S

P ⇒ R −∗ S

P ⇒ R −∗ S Q ⇒ R

P ∗ Q ⇒ S

(E1 7→ F1) ∗ (E2 7→ F2) ∗ True ⇒ E1 6= E2
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Assertions

Separačńı konjunkce se v některých ohledech chová podobně jako

”
obyčejná“ konjunkce, ale v některých ohledech zase odlǐsně:

Nap̌ŕıklad pro obyčejnou konjunkci plat́ı:

P ∧ Q ⇒ P

P ∧ P ⇐⇒ P

Analogická tvrzeńı pro separačńı konjunkci obecně neplat́ı:

P ∗ Q ⇒ P

P ∗ P ⇐⇒ P

Speciálně nap̌ŕıklad následuj́ıćı tvrzeńı je vždy nepravdivé:

(E 7→ F ) ∗ (E 7→ F )
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Některé užitečné zkratky

Pro zkráceńı zápisu formuĺı se hod́ı použ́ıvat některé zkratky:

E 7→ − – zkratka pro ∃y .E 7→ y , kde y 6∈ free(E )

E 7→ (F0,F1, . . . ,Fn) – zkratka pro

(E 7→ F0) ∗ (E+1 7→ F1) ∗ · · · ∗ (E+n 7→ Fn)

E →֒ F – zkratka pro (E 7→ F ) ∗ True

Tato formule vyjaďruje, že v daném heapu je na adrese určené
hodnotou výrazu E uložená hodnota určená výrazem F , p̌ričemž ale
na rozd́ıl od formule E 7→ F mohou být v daném heapu p̌rǐrazeny
hodnoty i jiným adresám než jen E .
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Pure assertions

Připomeňme, že pure formule, jsou ty formule, které neobsahuj́ı žádný
z operátor̊u vztahuj́ıćıch se k paměti, jako jsou:

emp

E 7→ F

P ∗ Q

P −∗ Q

ani žádné daľśı operátory, které jsou z nich odvozené.

Daľśı užitečné zkratky:

[P ], kde P je pure formule — zkratka pro formuli P ∧ emp

[ ] — zkratka pro formuli emp
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Hoareovy trojice

Hoareovy trojice tvaru

{P} c {Q}

maj́ı v separačńı logice odlǐsnou sémantiku než v Hoareově logice.

V p̌ŕıpadě částečné korektnosti vyjaďruje daná trojice toto:

Pro každé σ a h1, kde plat́ı σ, h1 |= P , plat́ı

pro každé h2 takové, že dom(h1) ∩ dom(h2) = ∅, že pokud

〈σ, h1 ⊕ h2〉 =〈 c 〉⇒ 〈σ ′, h ′

1 ⊕ h2〉

pak

σ ′, h ′

1 |= Q.
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Pravidla separačńı logiky

V separačńı logice plat́ı prakticky všechna pravidla jako v Hoareově logice,
nap̌ŕıklad:

P ⇒ P ′ {P ′} c {Q ′} Q ′ ⇒ Q

{P} c {Q}

{P} c1 {Q} {Q} c2 {R}

{P} c1 ; c2 {R}

{P ∧ b} c1 {Q} {P ∧ ¬b} c2 {Q}

{P} if b then c1 else c2 {Q}
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Pravidla separačńı logiky — p̌rǐrazeńı

Plat́ı i Hoareovo pravidlo pro p̌rǐrazeńı:

{P [a/X ]} X := a {P}

Je zde ale důležité, že výraz a je zde pure, tj. neobsahuje žádný p̌ŕıstup do
paměti.

Alternativńı možnost, jak vyjáďrit pravidlo p̌rǐrazeńı v separačńı logice:

{X = n ∧ emp} X := a {X = (a[n/X ]) ∧ emp}

Pokud ḿısto P ∧ emp budeme psát [P ], bude toto pravidlo pro p̌rǐrazeńı
vypadat takto (n je zde nová, dosud nepoužitá, proměnná):

{[X = n ]} X := a {[X = (a[n/X ]) ]}
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Pravidla separačńı logiky — frame rule

Mimǒrádně důležitým pravidlem separačńı logiky je tzv. frame rule:

{P} c {Q}

{P ∗ R} c {Q ∗ R}
kde Modifies(c) ∩ free(R) = ∅

kde:

Modifies(c) — množina všech proměnných programu, jejichž hodnota
může být změněna provedeńım p̌ŕıkazu c

free(R) — množina všech volných proměnných ve formuli R
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Pravidla separačńı logiky — práce s paměti

Následuj́ıćı pravidla, označovaná jako small axioms, popisuj́ı činnost
jednotlivých p̌ŕıkaz̊u pracuj́ıćıch s pamět́ı:

Load:

{ (E 7→ n)∧ (X = m) } X := [E ] { (X = n)∧ (E [m/X ] 7→ n)}

Store:

{E 7→ − } [E ] := F {E 7→ F }

Alokace paměti:

{ [X = m] } X := cons (E1, . . . ,En) {X 7→ (E1[m/X ], . . . ,En[m/X ]) }

Uvolněńı paměti (jedné buňky):

{E 7→ − } dispose (E )F { emp }

Poznámka: Předpokládá se, že m a n jsou dvě nové dosud nepoužité
proměnné.
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Pravidla separačńı logiky — práce s paměti

V kombinaci s daľśımi pravidly (hlavně nap̌r. s frame rule) je možné ze
small axioms odvodit daľśı pravidla, která mohou být p̌ri dokazováńı
užitečněǰśı než použ́ıvat p̌ŕımo small axioms:

Nap̌ŕıklad:

Store:

{ (E 7→ −) ∗ R } [E ] := F { (E 7→ F ) ∗ R }

Alokace paměti (p̌redpokládáme, že X 6∈ free(E1, . . . ,En)

a X 6∈ free(R)):

{R } X := cons (E1, . . . ,En) { (X 7→ (E1, . . . ,En)) ∗ R }
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Př́ıklad odvozeńı v separačńı logice

Př́ıklad odvozeńı ve formě anotovaného kódu:

{ emp }

X := cons (a, a)
{ X 7→ (a, a) }

Y := cons (b, b)
{ (X 7→ (a, a)) ∗ (Y 7→ (b, b)) }

[X + 1 ] := Y − X

{ (X 7→ (a,Y − X )) ∗ (Y 7→ (b, b)) }

[Y + 1 ] := X − Y

{ (X 7→ (a,Y − X )) ∗ (Y 7→ (b,X − Y )) } ⇒
{ ∃o. (X 7→ (a, o)) ∗ (X + o 7→ (b,−o)) }
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Rekurzivně definované predikáty

V separačńı logice hraj́ı důležitou roli rekurzivně definivané predikáty:

Jedná se o speciálńı druh formuĺı, které jsou definovány rekurzivńım
způsobem.

Slouž́ı zejména k popisu r̊uzných datových struktur (nap̌r. r̊uzné
druhy seznamů, stromů, apod.)

Mohou popisovat, jak daná struktura v paměti odpov́ıdá nějaké

”
idealizované“ matematické struktǔre:

nap̌r. jak seznam v paměti reprezentovaný pomoćı buněk obsahuj́ıćıch
hodnotu daného prvku a ukazatel na následuj́ıćı buňku odpov́ıdá
posloupnosti prvk̊u chápané jako abstraktńı matematický objekt
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Rekurzivně definované predikáty

Problematika rekurzivně definovaných predikát̊u je komplikovaněǰśı,
protože obecně ne každý takto definovaný predikát p̌redstavuje
korektńı definici — aby se jednalo o korektńı definici, je ťreba nejprve
dokázat některé jeho daľśı vlastnosti.

Touto problematikou se zde v tomto stručném popisu separačńı logiky
nebudeme podrobněji zabývat.
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Rekurzivně definované predikáty

Jednoduchý p̌ŕıklad rekurzivně definovaného predikátu:

Následuj́ıćı predikát vyjaďruje to, že:

daný heap obsahuje buňky jednosměrného seznamu (a nic daľśıho)

p p̌redstavuje začátek tohoto seznamu

ℓ je sekvence prvk̊u tohoto seznamu

ListRepr(p, ℓ)

Tento predikát je definován následuj́ıćım způsobem:

ListRepr(p, ℓ) ⇐⇒
[ p = null ∧ ℓ = nil ] ∨

(∃x , ℓ ′, q. [ ℓ = x :: ℓ ′ ] ∗ p 7→ (x , q) ∗ ListRepr(q, ℓ ′))
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Implementace separačńı logiky ze Software Foundations

Ve Volume 6 série Software Foundations:

Arthur Charguéraud — Separation Logic Foundations

je detailně popsána jedna konkrétńı implementace separačńı logiky v Coqu.

Tato implementace:

Nepouž́ıvá imperativńı jazyk, jaký byl popsán na p̌redchoźıch slidech.

Použitý jazyk je imperativńı jazyk, který pracuje s pamět́ı, p̌ričemž ale
použitá syntaxe odpov́ıdá funkcionálńım jazyk̊um (trochu se podobá
jazyku OCaml).

Jedná se tedy v principu o funkcinálńı jazyk, který ale může provádět
vedleǰśı efekty na obsahu paměti.
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Implementace separačńı logiky ze Software Foundations

Použit́ı funkcinálńıho jazyka (s imperativńımi prvky) má oproti klasickému
imperativńımu několik výhod.
Zejména se to týká toho, že celý systém je oproti implemetaci klasického
imperativńıho jazyka v některých ohledech jednoduš̌śı:

Stav systému je dán pouze obsahem paměti — součást́ı globálńıho
stavu neńı p̌rǐrazeńı hodnot proměnným.

Neńı ťreba rozlǐsovat mezi p̌ŕıkazy a výrazy. Mı́sto toho se použ́ıvá
jediný typ termů.

Hodnoty proměnných se neměńı. Po počátečńım p̌rǐrazeńı hodnoty
proměnné je možné v termu substituovat za výskyty dané proměnné
p̌ŕıslušnou p̌rǐrazenou hodnotu.

Termy se vyhodnocuj́ı postupným p̌repisováńım a nikdy neobsahuj́ı
volné proměnné.
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Implementace separačńı logiky ze Software Foundations

Implementovaný jazyk je dynamicky typovaný (proměnné nemaj́ı staticky
určen typ).

Do proměnných a buněk paměti je možné p̌rǐrazovat hodnoty r̊uzných typů:

bool — booleovské hodnoty

int — binárně reprezentovaná celá č́ısla

loc — adresy paměti

prim — primitivně definované funkce

nerekurzivńı a rekurzivńı funkce — lambda výrazy
(tj. de facto ukazatele na kód)

daľśı speciálńı typy hodnot — unit a hodnoty reprezentuj́ıćı
neinicializované či chybné hodnoty
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Implementace separačńı logiky ze Software Foundations

Datový typ val reprezentuj́ıćı hodnoty, které mohou být uloženy v buňkách
paměti, p̌rǐrazeny do proměnněch, atd.:

Inductive val : Type :=

| val unit : val
| val bool : bool → val
| val int : int → val
| val loc : loc → val
| val prim : prim → val
| val fun : var → trm → val
| val fix : var → var → trm → val
| val uninit : val
| val error : val.
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Implementace separačńı logiky ze Software Foundations

Datový typ prim reprezentuje funkce, které jsou p̌ŕımo součást́ı jazyka
(tj. nejsou definované pomoćı lambda výraz̊u):

Inductive prim : Type :=

| val ref : prim — alokace jedné buňky paměti
| val get : prim — čteńı z paměti (load)
| val set : prim — zápis do paměti (store)
| val free : prim — uvolněńı jedné buňky paměti
| val add : prim — sč́ıtáńı

...
| val eq : prim — test na rovnost (=)
| val le : prim — menš́ı nebo rovno (≤)

...
| val rand : prim — generátor náhodných č́ısel
| val ptr add : prim. — ukazatelová aritmetika
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Implementace separačńı logiky ze Software Foundations

Datový typ reprezentuj́ıćı termy:

Inductive trm : Type :=

| trm val : val → trm — hodnota
| trm var : var → trm — proměnná
| trm fun : var → trm → trm — nerekurzivńı funkce
| trm fix : var → var → trm → trm — rekurzivńı funkce
| trm app : trm → trm → trm — aplikace funkce
| trm seq : trm → trm → trm — sekvence
| trm let : var → trm → trm → trm — let . . . in . . .
| trm if : trm → trm → trm → trm — if . . . then . . . else . . .
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Implementace separačńı logiky ze Software Foundations

Hoareovy trojice jsou zde tvaru:

{P } t { λr .Q }

kde

P , Q — assertions

t — term

r — výsledná hodnota termu
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