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Hoareova logika

Hoareova logika &i téZ Floydova-Hoareova logika je formalni systém pro
dokazovani korektnosti programi v imperativnich programovacich jazycich.

o Zakladnim prvkem dikazi v této logice jsou tzv. Hoareovy trojice
(Hoare triples) tvaru:

{P}c{Q}
kde:
e P — je tzv. precondition
e @ — je tzv. postcondition

e ¢ — je prikaz daného programovaciho jazyka
P a Q jsou logické formule vyjad¥ujici se o stavech b&Ziciho programu

v daném programovacim jazyce — tyto formule se oznacuji jako
assertions.
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Hoareovy trojice

Neformalné ¥e¢eno, Hoareova trojice
{P}c{Q}
vyjadfuje nasledujici tvrzeni:
Jestlize ve stavu, ve kterém plati podminka P, bude proveden p¥ikaz ¢

a provadéni tohoto ptikazu po kone¢ném poctu krokl skoné&i, dostane se
program do stavu, ve kterém bude platit podminka Q.

Poznamka: Jednd o tzv. ¢aste€nou korektnost (partial correctness)
— nenf zaruéeno, Ze provadéni daného ptikazu ¢ nékdy skondi, miize bé&Zet
donekone¢na
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Hoareovy trojice

V nékterych variantach Hoareovy logiky se uvaZuje tzv. tiplna korektnost
(total correctness), kdy Hoareova trojice

{P}c{@}

vyjadfuje nasledujici vyznam:

Jestlize ve stavu, ve kterém plati podminka P, bude proveden pfikaz c,
provadéni tohoto p¥ikazu po koneéném poctu kroki skonéi a program se
dostane do stavu, ve kterém bude platit podminka Q.

Poznamka: V tomto kurzu se budeme soust¥edit primarné& na jednodussi
a zakladngjsi p¥ipad, kdy se uvaZuje pouze &aste¢nd korektnost.
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Hoareovy trojice

P¥iklady Hoareovych trojic:

{X<bh} X =X+1{X<6}

{(I<X)INX <)} X =X-1{(0<X)A(X<n)}
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Assertions

Formule P a @ v Hoareové trojici {P}c{Q} pFfedstavuji tzv. assertions:

@ z formalniho hlediska jsou to predikaty na stavech
(tj. jsou vyhodnocovény na stavech systému, kterym p¥ifazuji
pravdivostni hodnotu)

@ vymezuji podmnoZinu stavi, ve kterych je dand podminka splnéna

@ mohou obsahovat:

o logické spojky a kvantifikdtory

libovolné matematické funkce a predikaty
(nap¥. libovolné aritmetické operace, relace na &islech, atd.)

e proménné programu

o ,logické” proménné reprezentujici libovolné matematické objekty
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Assertions

Proménné programu:

@ jejich hodnota je dand danym stavem, nad kterym je formule P
vyhodnocovéna

@ neni mozné je pouzivat jako proménné vazané kvantifikatory

Logické proménné:
@ mohou se vyskytovat jako proménné vazené kvantifikatory

@ pokud se stejnd logickd prom&nnd vyskytuje jako volna proménna
v precondition P i postcondition @ dané Hoareovy trojice

{Pc{@}

je to chapano tak, Ze v P i @ nabyva tato promé&nna stejnou hodnotu
a ze je implicitné vazana univerzalnim kvantifikdtorem p¥es celou
Hoareovu trojici.
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Assertions

Abychom tyto dva druhy proménnych odligili, budeme pouzivat nasledujici
konvenci:

@ proménné programu — budeme je oznalovat velkymi pismeny
(Jako X, Y, Z, ...)

o logické proménné — budeme je oznacovat malymi pismeny
(jako x, y, z, ...)
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Hoareovy trojice

Matematickou notaci mizeme formalné zapsat to, Ze ve stavu o platf
podminka vyjad¥ena formuli P, ndsledujicim zpisobem:

oE=P

Vyznam Hoareovy trojice {P}c{Q} pak miizeme vyjadfit nasledovné:

Pro kazdé stavy o a ¢’ plati, Ze pokud:

@ 0={c)> 0’ (tj. kdyZ provedenim p¥ikazu c p¥ejde program
ze stavu o do stavu o)
e okEP

pak 0’ = Q
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Implikace

Kromé Hoareovych trojic se v ditkazech v ramci Hoareovy logiky vyskytuji
implikace tvaru:

P=Q

@ Nejednd se o jednu formuli, ale o vyjad¥eni relace mezi dvéma
formulemi.

o Implikace P = Q@ vyjadfuje tvrzeni, Ze v kazdém stavu, ve kterém
plati P, plati i Q.

Formalné:
V kazdém stavu o, kde plati o = P, plati i 0 = Q.

Z. Sawa (VSB-TUO) IADKP 14. dubna 2023 10 /30



Diikazy v Hoareové logice

Dukazy v Hoareové logice si mizZeme p¥edstavovat jako stromy, jejichZ
jednotlivé vrcholy jsou oznaleny:

@ Hoareovymi trojicemi tvaru {P}c{Q}

o Imlikacemi tvaru P = Q

P¥i¢emz pro tento strom plati:

@ Koten stromu je dole a je oznalen Hoareovou trojici reprezentujici
chovani celého programu.

@ Oznaleni kaZdého vrcholu musi odpovidat jednomu kroku diikazu,
ktery je proveden podle nékterého z pravidel odpovidajich jednotlivym
konstrukcim jazyka.
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Pravidla Hoareovy logiky

Pokud chceme dokazat platnost dané Hoareovy trojice

{P}c{Q}
pouZijeme pravidlo, které zavisi na tom, jak konkrétné vypada ptikaz c.
o Typicky plati, Ze pro kazdy konkrétni pfikaz mame k dispozici pravé
jedno pravidlo.

o Ne&kterd pravidla nemaji zZddné premisy, nékterd maji jednu nebo vice
premis tvaru {P’}c’{Q’} nebo P/ = Q'.

@ Tvar formuli P’ a Q' a p¥ikazli ¢’ v t&chto premisich mize byt
u n&kterych pravidel jednozna&né& uréen na zakladé formuli P a Q
a prikazu c v pivodni trojici.

o Ne vZdy tomu tak ale je.
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Pravidlo pro pfikaz skip je velmi jednoduché:

{P}skip{P}

P¥ikaz skip neméni stav (nemé&ni hodnotu Zddné proménné).

Pokud tedy dand podminka P platila pfed provedenim tohoto ptikazu,
bude platit i po ném.
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Sekvence

Pravidlo pro sekvenci tvofenou p¥ikazy ¢; a ¢:

{P}ca{Q} {Q} 2 {R}
{Plcr; 2R}

Poznamka: Vsimnéte si, Ze pokud chceme dokazat platnost trojice
{P}tca; 2{R}

pomoci vy%e uvedeného pravidla, konkrétni tvar formule Q neni touto
vyslednou trojici jednoznaéné urcen.
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P¥ifazeni

Jednim z nejdilezitéjSich pravidel Hoareovy logiky je pravidlo pro
pfifazeni:

(Pla/X]} X i= a (P}

Zépis Pla/X] v tomto pravidle ozna&uje formuli, kterd vznikne
z formule P, kdyZ za vyskyty promé&nné X dosadime vyraz a.

Tato operace na formulich se oznaluje jako substituce.
Priklad:

{(X+1>5} X =X+1{X>5}

Vysledkem substituce (X > 5)[(X + 1)/X] je formule (X +1 > 5).
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P¥ifazeni

Alternativni pravidla pro p¥ifazeni:

{PAX=m)} X :=a{Plm/X] N\ (X =(alm/X]))}

{P} X =a{3m, Plm/X] N\ (X = (alm/X])) }

Ve vySe uvedenych pravidlech je m nova logicka proménna, ktera se
nevyskytuje ve formuli m.

(ProtoZe se jednd o logickou prom&nnou, nevyskytuje se ani ve vyrazu a,
protoZe ten miZe obsahovat jen prom&nné programu.)
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P¥ifazeni

Ptiklad:

(X>8OAX=m} X :=X+1{(m>H)AX=m+1)}

(X>4) X = X+1{3m (m>8HAX=m+1)}

Poznamka: Obg& vy3e uvedend alternativni pravidla pro p¥ifazeni je mozno
odvodit ze standardniho Hoareova pravidla pro pfifazeni.

Naopak toto standardni pravidlo je moZzno odvodit z libovolného z téchto
alternativnich pravidel.

(PY¥i t&chto odvozenich je tfeba pouzit krom& danych pravidel pro pFifazeni
také pravidla pro konsekvenci, kterd budou popsana za chvili.)
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Konsekvence

Ne vzdy jsou formule v Hoareovych trojicich, které vyjdou jako vysledek
pouZiti pravidel pro jednotlivé p¥ikazy, pfesné ve tvaru, ktery je co
nejjednodussi, nejpFirozenéjsi nebo ktery by se hodil pro dalsi kroky dikazu.

Formule v Hoareovych trojicich je moZno zménit pomoci ndsledujicich
pravidel pro konsekvence:

@ Zesileni precondition:

PP {P)c(Q)
{Preie)

@ Zeslabeni postcondition:

{P}c{Q} Q' =Q
{P}c{@}
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Konsekvence

Obé vyse uvedend pravidla je mozné zkombinovat do jednoho spole¢ného
pravidla:

P=P  {P}c{Q} Q=@
(P ci{Q)

@ Toto pravidlo je moZné odvodit z vySe uvedenych dvou pravidel.

@ Naopak z tohoto zkombinovaného pravidla je mozné odvodit dand
dvé pravidla.

(Pouzitim faktu, Ze pro libovolnou formuli P plati P = P.)

Poznamka: VSimnéte si, Ze viechna vy3e uvedena pravidla pro
konsekvence zahrnuji jako specidlni p¥ipad i p¥ipady, kdy jsou
formule P a P’ (resp. Q@ a Q') logicky ekvivalentni.
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Pravidlo pro ptikaz if vypada ndsledovné:

{P b} a1 {Q} {PA—b} o {Q}
{P} if b then c; else ¢ {Q}

Poznamka: Podminka b je zde pouZita ziroven jako podformule.
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P¥ikaz while

Pravidlo pro p¥ikaz while vypada nédsledovné:

{P N\ b} c {P}
{P} while b do ¢ {P /\ —b}

Poznamka: Formule P se oznaluje jako invariant daného cyklu.
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Existen¢ni kvantifikatory

Nékdy miiZze byt uzite¢né také nasledujici pravidlo:

{P} c{Q}
{3x, P} ¢ {3x, @}
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Pravidla Hoareovy logiky

Pravidla Hoareovy logiky nenfi tfeba brat jako axiomy:

@ Platnost téchto pravidel je moZné dokazat z definované sémantiky
jazyka Imp a definice toho, kdy plati Hoareovy trojice.

o Diikazy korektnosti téchto pravidel jsou typicky jedinym mistem, kde
je tfeba se explicitné odkazovat na sémantiku daného jazyka.

@ P¥i ndsledném pouZivani danych pravidel pro vytvareni dikazd
korektnosti konkrétnich programii pak typicky neni tfeba se déle na
tuto sémantiku odvolavat.
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Anotované programy

Zapis dikazl v Hoareové logice ve formé stromi nebo ve formé&
posloupnosti Hoareovych trojic je i pro velice malé programy pomérné
nesikovny a ne pfilis prehledny:

@ stromy jsou hodné& velké

@ zapis ptikazl i jednotlivych formuli miZe byt dost dlouhy

O néco elegantnéjsi je zapis dikazl ve formé& anotovaného programu:
o Vypada jako b&Zny zapis programu, kde jsou mezi jednotlivé ¥adky

programu doplnény formule, reprezentujici podminky, které maji
v daném misté platit.
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Anotované programy

{True} =
{a=b-0+a}
X = a
{a=b-0+ X}
Y =0
{a=b- Y+ X}
while b < X do
{a=b- Y+ X AN bSX} =
{a=b-(Y+1)+(X—b)}
X =X—b
{a=b-(Y+1)+X}
Y =Y+1
{a=b-Y+X}
end

{a=b- Y+X A —=(b<X)} =
{a=b-Y+X A X<b}
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Anotované programy

@ Z anotovaného programu je moZné snadno extrahovat:

e plvodni (neanotovany) program

o strukturu stromu dikazu

e mnozinu implikaci tvaru P = @, jejichZ platnost je tfeba dokazat, aby
byl diikaz hotov

@ Ve skuteénosti ani neni obecné tfeba uvést viechny anotace:

e Je moZné vytvofit variantu anotovanych programi, kde je tfeba uvadét
anotace jen na nékterych , klitovych" mistech kédu
— typicky na za&atku, na konci a invarianty cykli

e v8echny ostatni anotace se pak daji dopo¢itat automaticky
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Implementace Hoareovy logiky v Coqu

V Coqu mohou byt assertions reprezentovany napfiklad nasledujicim
typem:

Definition Assertion := state — Prop
kde state je datovy typ reprezentujici stavy b&Ziciho programu.

e Pro vyjadfeni toho, Ze ve stavu st plati podminka P (tj. st = P), kde

o P je typu Assertion (tj. P : Assertion)
o st je typu state (tj. st : state)

muZeme pak v Coqu pouZit ndsledujici zapis:

P st
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Hoareovy trojice v Coqu

Hoareovy trojice mohou byt reprezentovany v Coqu jako nasledujici
ternarni predikat:

Definition hoare_triple
(P : Assertion) (c:com) (Q : Assertion) : Prop :=
V st st : state,
st clst — Pst = Qst.

Navic misto zapisu
hoare_triple P ¢ @

mlZeme pouZivat nasledujici uZivatelsky definovanou notaci:

{P}} c {{Q}}
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Assertions reprezentované v Coqu

V principu je sice mozné definovat assertion P zcela libovolng&, nap¥iklad
jako vyraz tvaru

fun (st :state) =
a explicitné se v ném odkazovat na dany stav st.
V praxi se ale né¢emu takovému chceme typicky vyhnout a misto toho

zapisovat tyto predikaty jako bézné logické formule:

@ V takovém p¥ipadé& je typicky potfeba definovat nové verze viech
logickych spojek a kvatifikatori, které budou pracovat s hodnotami
typu Assertion, nikoli typu Prop jako b&Zné spojky a kvantifikatory.

@ Pomoci uzivatelsky definovanych notaci a koerci je mozné dosdhnout
toho, Ze zapis assertions vypadd velmi podobné jako b&Zné zapisovana
tvrzeni v Coqu.
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Pravidla Hoareovy logiky v Coqu

V Coqu mohou byt jednotlivd pravidla dokdzana jako teorémy:

o Naptiklad pravidlo pro ptikaz skip miZe byt vyjadfeno ndsledovné:

Theorem hoare_skip : VP : Assertion,

{P}} skip {{P}}.

Platnost tohoto teorému je mozné dokazat pouZitim definice
sémantiky p¥ikazu skip v jazyce Imp a definice hoare_triple.
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