
Hoareova logika
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Hoareova logika

Hoareova logika či též Floydova-Hoareova logika je formálńı systém pro
dokazováńı korektnosti programů v imperativńıch programovaćıch jazyćıch.

Základńım prvkem důkaz̊u v této logice jsou tzv. Hoareovy trojice

(Hoare triples) tvaru:

{P} c {Q}

kde:

P — je tzv. precondition

Q — je tzv. postcondition

c — je p̌ŕıkaz daného programovaćıho jazyka

P a Q jsou logické formule vyjaďruj́ıćı se o stavech běž́ıćıho programu
v daném programovaćım jazyce — tyto formule se označuj́ı jako
assertions.
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Hoareovy trojice

Neformálně řečeno, Hoareova trojice

{P} c {Q}

vyjaďruje následuj́ıćı tvrzeńı:

Jestliže ve stavu, ve kterém plat́ı podḿınka P , bude proveden p̌ŕıkaz c

a prováděńı tohoto p̌ŕıkazu po konečném počtu krok̊u skonč́ı, dostane se
program do stavu, ve kterém bude platit podḿınka Q.

Poznámka: Jedná o tzv. částečnou korektnost (partial correctness)
— neńı zaručeno, že prováděńı daného p̌ŕıkazu c někdy skonč́ı, může běžet
donekonečna
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Hoareovy trojice

V některých variantách Hoareovy logiky se uvažuje tzv. úplná korektnost

(total correctness), kdy Hoareova trojice

{P} c {Q}

vyjaďruje následuj́ıćı význam:

Jestliže ve stavu, ve kterém plat́ı podḿınka P , bude proveden p̌ŕıkaz c ,
prováděńı tohoto p̌ŕıkazu po konečném počtu krok̊u skonč́ı a program se
dostane do stavu, ve kterém bude platit podḿınka Q.

Poznámka: V tomto kurzu se budeme sousťredit primárně na jednoduš̌śı
a základněǰśı p̌ŕıpad, kdy se uvažuje pouze částečná korektnost.
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Hoareovy trojice

Př́ıklady Hoareových trojic:

{X < 5 } X := X + 1 {X < 6 }

{ (1 ≤ X )∧ (X ≤ n) } X := X − 1 { (0 ≤ X )∧ (X < n) }

{ (X = m)∧ (Y = n) } T := X ; X := Y ; Y := T { (X = n)∧ (Y = m) }
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Assertions

Formule P a Q v Hoareově trojici {P} c {Q} p̌redstavuj́ı tzv. assertions:

z formálńıho hlediska jsou to predikáty na stavech
(tj. jsou vyhodnocovány na stavech systému, kterým p̌rǐrazuj́ı
pravdivostńı hodnotu)

vymezuj́ı podmnožinu stav̊u, ve kterých je daná podḿınka splněna

mohou obsahovat:

logické spojky a kvantifikátory

libovolné matematické funkce a predikáty
(nap̌r. libovolné aritmetické operace, relace na č́ıslech, atd.)

proměnné programu

”
logické“ proměnné reprezentuj́ıćı libovolné matematické objekty
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Assertions

Proměnné programu:

jejich hodnota je daná daným stavem, nad kterým je formule P

vyhodnocována

neńı možné je použ́ıvat jako proměnné vázané kvantifikátory

Logické proměnné:

mohou se vyskytovat jako proměnné vázené kvantifikátory

pokud se stejná logická proměnná vyskytuje jako volná proměnná
v precondition P i postcondition Q dané Hoareovy trojice

{P} c {Q}

je to chápáno tak, že v P i Q nabývá tato proměnná stejnou hodnotu
a že je implicitně vázaná univerzálńım kvantifikátorem p̌res celou
Hoareovu trojici.
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Assertions

Abychom tyto dva druhy proměnných odlǐsili, budeme použ́ıvat následuj́ıćı
konvenci:

proměnné programu — budeme je označovat velkými ṕısmeny
(jako X , Y , Z , . . . )

logické proměnné — budeme je označovat malými ṕısmeny
(jako x , y , z , . . . )
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Hoareovy trojice

Matematickou notaćı můžeme formálně zapsat to, že ve stavu σ plat́ı
podḿınka vyjáďrená formuĺı P , následuj́ıćım způsobem:

σ |= P

Význam Hoareovy trojice {P} c {Q} pak můžeme vyjáďrit následovně:

Pro každé stavy σ a σ ′ plat́ı, že pokud:

σ =〈 c 〉⇒ σ ′ (tj. když provedeńım p̌ŕıkazu c p̌rejde program
ze stavu σ do stavu σ ′)

σ |= P

pak σ ′ |= Q
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Implikace

Kromě Hoareových trojic se v důkazech v rámci Hoareovy logiky vyskytuj́ı
implikace tvaru:

P ⇒ Q

Nejedná se o jednu formuli, ale o vyjáďreńı relace mezi dvěma
formulemi.

Implikace P ⇒ Q vyjaďruje tvrzeńı, že v každém stavu, ve kterém
plat́ı P , plat́ı i Q.

Formálně:

V každém stavu σ, kde plat́ı σ |= P , plat́ı i σ |= Q.
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Důkazy v Hoareově logice

Důkazy v Hoareově logice si můžeme p̌redstavovat jako stromy, jejichž
jednotlivé vrcholy jsou označeny:

Hoareovými trojicemi tvaru {P} c {Q}

Imlikacemi tvaru P ⇒ Q

Přičemž pro tento strom plat́ı:

Kǒren stromu je dole a je označen Hoareovou trojićı reprezentuj́ıćı
chováńı celého programu.

Označeńı každého vrcholu muśı odpov́ıdat jednomu kroku důkazu,
který je proveden podle některého z pravidel odpov́ıdaj́ıch jednotlivým
konstrukćım jazyka.
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Pravidla Hoareovy logiky

Pokud chceme dokázat platnost dané Hoareovy trojice

{P} c {Q}

použijeme pravidlo, které záviśı na tom, jak konkrétně vypadá p̌ŕıkaz c .

Typicky plat́ı, že pro každý konkrétńı p̌ŕıkaz máme k dispozici právě
jedno pravidlo.

Některá pravidla nemaj́ı žádné premisy, některá maj́ı jednu nebo v́ıce
premis tvaru {P ′} c ′ {Q ′} nebo P ′

⇒ Q ′.

Tvar formuĺı P ′ a Q ′ a p̌ŕıkaz̊u c ′ v těchto premisách může být
u některých pravidel jednoznačně určen na základě formuĺı P a Q

a p̌ŕıkazu c v původńı trojici.

Ne vždy tomu tak ale je.
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Př́ıkaz skip

Pravidlo pro p̌ŕıkaz skip je velmi jednoduché:

{P} skip {P}

Př́ıkaz skip neměńı stav (neměńı hodnotu žádné proměnné).

Pokud tedy daná podḿınka P platila p̌red provedeńım tohoto p̌ŕıkazu,
bude platit i po něm.
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Sekvence

Pravidlo pro sekvenci tvǒrenou p̌ŕıkazy c1 a c2:

{P} c1 {Q} {Q} c2 {R}

{P} c1 ; c2 {R}

Poznámka: Všimněte si, že pokud chceme dokázat platnost trojice

{P} c1 ; c2 {R}

pomoćı výše uvedeného pravidla, konkrétńı tvar formule Q neńı touto
výslednou trojićı jednoznačně určen.
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Přǐrazeńı

Jedńım z nejdůležitěǰśıch pravidel Hoareovy logiky je pravidlo pro
p̌rǐrazeńı:

{P [a/X ]} X := a {P}

Zápis P [a/X ] v tomto pravidle označuje formuli, která vznikne
z formule P , když za výskyty proměnné X dosad́ıme výraz a.

Tato operace na formuĺıch se označuje jako substituce.

Př́ıklad:

{X + 1 > 5 } X := X + 1 {X > 5 }

Výsledkem substituce (X > 5)[(X + 1)/X ] je formule (X + 1 > 5).
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Přǐrazeńı

Alternativńı pravidla pro p̌rǐrazeńı:

{P ∧ (X = m) } X := a {P [m/X ] ∧ (X = (a[m/X ])) }

{P } X := a { ∃m, P [m/X ] ∧ (X = (a[m/X ])) }

Ve výše uvedených pravidlech je m nová logická proměnná, která se
nevyskytuje ve formuli m.

(Protože se jedná o logickou proměnnou, nevyskytuje se ani ve výrazu a,
protože ten může obsahovat jen proměnné programu.)
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Přǐrazeńı

Př́ıklad:

{ (X > 4)∧ X = m } X := X + 1 { (m > 4)∧ (X = m + 1) }

{X > 4 } X := X + 1 { ∃m, (m > 4)∧ (X = m + 1) }

Poznámka: Obě výše uvedená alternativńı pravidla pro p̌rǐrazeńı je možno
odvodit ze standardńıho Hoareova pravidla pro p̌rǐrazeńı.

Naopak toto standardńı pravidlo je možno odvodit z libovolného z těchto
alternativńıch pravidel.

(Při těchto odvozeńıch je ťreba použ́ıt kromě daných pravidel pro p̌rǐrazeńı
také pravidla pro konsekvenci, která budou popsána za chv́ıli.)
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Konsekvence

Ne vždy jsou formule v Hoareových trojićıch, které vyjdou jako výsledek
použit́ı pravidel pro jednotlivé p̌ŕıkazy, p̌resně ve tvaru, který je co
nejjednoduš̌śı, nejp̌rirozeněǰśı nebo který by se hodil pro daľśı kroky důkazu.

Formule v Hoareových trojićıch je možno změnit pomoćı následuj́ıćıch
pravidel pro konsekvence:

Ześıleńı precondition:

P ⇒ P ′ {P ′} c {Q}

{P} c {Q}

Zeslabeńı postcondition:

{P} c {Q ′} Q ′
⇒ Q

{P} c {Q}
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Konsekvence

Obě výše uvedená pravidla je možné zkombinovat do jednoho společného
pravidla:

P ⇒ P ′ {P ′} c {Q ′} Q ′
⇒ Q

{P} c {Q}

Toto pravidlo je možné odvodit z výše uvedených dvou pravidel.

Naopak z tohoto zkombinovaného pravidla je možné odvodit daná
dvě pravidla.

(Použit́ım faktu, že pro libovolnou formuli P plat́ı P ⇒ P .)

Poznámka: Všimněte si, že všechna výše uvedená pravidla pro
konsekvence zahrnuj́ı jako speciálńı p̌ŕıpad i p̌ŕıpady, kdy jsou
formule P a P ′ (resp. Q a Q ′) logicky ekvivalentńı.
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Př́ıkaz if

Pravidlo pro p̌ŕıkaz if vypadá následovně:

{P ∧ b} c1 {Q} {P ∧ ¬b} c2 {Q}

{P} if b then c1 else c2 {Q}

Poznámka: Podḿınka b je zde použita zároveň jako podformule.

Z. Sawa (VŠB-TUO) IADKP 14. dubna 2023 20 / 30



Př́ıkaz while

Pravidlo pro p̌ŕıkaz while vypadá následovně:

{P ∧ b} c {P}

{P} while b do c {P ∧ ¬b}

Poznámka: Formule P se označuje jako invariant daného cyklu.
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Existenčńı kvantifikátory

Někdy může být užitečné také následuj́ıćı pravidlo:

{P} c {Q}

{∃x ,P} c {∃x ,Q}
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Pravidla Hoareovy logiky

Pravidla Hoareovy logiky neńı ťreba brát jako axiomy:

Platnost těchto pravidel je možné dokázat z definované sémantiky
jazyka Imp a definice toho, kdy plat́ı Hoareovy trojice.

Důkazy korektnosti těchto pravidel jsou typicky jediným ḿıstem, kde
je ťreba se explicitně odkazovat na sémantiku daného jazyka.

Při následném použ́ıváńı daných pravidel pro vytvá̌reńı důkaz̊u
korektnosti konkrétńıch programů pak typicky neńı ťreba se dále na
tuto sémantiku odvolávat.

Z. Sawa (VŠB-TUO) IADKP 14. dubna 2023 23 / 30



Anotované programy

Zápis důkaz̊u v Hoareově logice ve formě stromů nebo ve formě
posloupnosti Hoareových trojic je i pro velice malé programy poměrně
nešikovný a ne p̌ŕılǐs p̌rehledný:

stromy jsou hodně velké

zápis p̌ŕıkaz̊u i jednotlivých formuĺı může být dost dlouhý

O něco elegantněǰśı je zápis důkaz̊u ve formě anotovaného programu:

Vypadá jako běžný zápis programu, kde jsou mezi jednotlivé řádky
programu doplněny formule, reprezentuj́ıćı podḿınky, které maj́ı
v daném ḿıstě platit.
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Anotované programy

{True } ⇒

{ a = b · 0+ a }

X := a

{ a = b · 0+ X }

Y := 0
{ a = b · Y + X }

while b ≤ X do

{ a = b · Y + X ∧ b ≤ X } ⇒

{ a = b · (Y + 1) + (X − b) }

X := X − b

{ a = b · (Y + 1) + X }

Y := Y + 1
{ a = b · Y + X }

end

{ a = b · Y + X ∧ ¬(b ≤ X ) } ⇒

{ a = b · Y + X ∧ X < b }
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Anotované programy

Z anotovaného programu je možné snadno extrahovat:

původńı (neanotovaný) program

strukturu stromu důkazu

množinu implikaćı tvaru P ⇒ Q, jejichž platnost je ťreba dokázat, aby
byl důkaz hotov

Ve skutečnosti ani neńı obecně ťreba uvést všechny anotace:

Je možné vytvǒrit variantu anotovaných programů, kde je ťreba uvádět
anotace jen na některých

”
kĺıčových“ ḿıstech kódu

— typicky na začátku, na konci a invarianty cykl̊u

všechny ostatńı anotace se pak daj́ı dopoč́ıtat automaticky
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Implementace Hoareovy logiky v Coqu

V Coqu mohou být assertions reprezentovány nap̌ŕıklad následuj́ıćım
typem:

Definition Assertion := state → Prop

kde state je datový typ reprezentuj́ıćı stavy běž́ıćıho programu.

Pro vyjáďreńı toho, že ve stavu st plat́ı podḿınka P (tj. st |= P), kde

P je typu Assertion (tj. P : Assertion)
st je typu state (tj. st : state)

můžeme pak v Coqu použ́ıt následuj́ıćı zápis:

P st
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Hoareovy trojice v Coqu

Hoareovy trojice mohou být reprezentovány v Coqu jako následuj́ıćı
ternárńı predikát:

Definition hoare triple
(P : Assertion) (c : com) (Q : Assertion) : Prop :=

∀ st st’ : state,
st =〈 c 〉⇒ st’ → P st → Q st’.

Nav́ıc ḿısto zápisu

hoare triple P c Q

můžeme použ́ıvat následuj́ıćı uživatelsky definovanou notaci:

{{P}} c {{Q}}
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Assertions reprezentované v Coqu

V principu je sice možné definovat assertion P zcela libovolně, nap̌ŕıklad
jako výraz tvaru

fun (st : state) ⇒ · · ·

a explicitně se v něm odkazovat na daný stav st.

V praxi se ale něčemu takovému chceme typicky vyhnout a ḿısto toho
zapisovat tyto predikáty jako běžné logické formule:

V takovém p̌ŕıpadě je typicky poťreba definovat nové verze všech
logických spojek a kvatifikátor̊u, které budou pracovat s hodnotami
typu Assertion, nikoli typu Prop jako běžné spojky a kvantifikátory.

Pomoćı uživatelsky definovaných notaćı a koerćı je možné dosáhnout
toho, že zápis assertions vypadá velmi podobně jako běžně zapisovaná
tvrzeńı v Coqu.
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Pravidla Hoareovy logiky v Coqu

V Coqu mohou být jednotlivá pravidla dokázána jako teorémy:

Nap̌ŕıklad pravidlo pro p̌ŕıkaz skip může být vyjáďreno následovně:

Theorem hoare skip : ∀P : Assertion,
{{P}} skip {{P}}.

Platnost tohoto teorému je možné dokázat použit́ım definice
sémantiky p̌ŕıkazu skip v jazyce Imp a definice hoare triple.
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