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Typovy systém

P¥ifazovani typl termim bylo zatim popsana jen neformalné.
Je moZné ho popsat vice formadlné pomoci tzv. typového systému.
Pro ukazku si ukaZeme, jak mize takovy typovy systém vypadat.

Poznamka: To, co si zde ted popiseme, neni komletni typovy systém
Coqu, ale jen jeho fragment, ktery byl navic oproti skute¢nému typovému
systému pouzivanému Cogem pomérné& vyrazné zjednodusen.
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Typovy systém

Neprve si pfipomefme tu ¢ast syntaxe termii, kterou jsme si zatim popsali:

t o= x — proménna
| ¢ — konstanta
| t#t — aplikace
| funx:A=1t — abstrakee (tj. Ax:A. t1)
| let x:t; := trin t3 — lokaln{ definice
| fix f — operator pevného bodu (fixpoint)
| t1:A — explicitni specifikace typu
|
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Globalni environment a lokalni kontext

@ Globalni environment E — posloupnost deklaraci nésledujicich t¥
druhd:

e predpoklady: (c: T)
o definice: (c:=t:T)
o definice induktivnich typt

o Lokalni kontext I' — posloupnost deklaraci nasledujicich dvou druh:
o predpoklady: (x: T)
o definice: (x:=t: T)

Ptiklad: Lokalni kontext [x: A, y:=u:B; z: C]
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Pravidla typového systému

. (x:A)eT . (c:A)eE
Var —EEx: A Const: /¢4
ET:(x:AlFt:B

Lam: = AL A B

E[F]I—tle—>B E[F]I—tng
EMFtit:B

App:

EMFt:A ET:(x:AlFt:B

Let: EM - letx A —t1inty : B

ET:(f:AlFH:A Cast: ElMkFt:A
EMMF fixft; : A B EMF (6 :A A
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Typy

Typy v Coqu je mozné zhruba rozdélit do t¥i druhi:

@ dependent product
@ induktivn& (a koinduktivn&) definované typy

@ typova universa

Standardni funk&ni typ, jehoZ prvky jsou vdechny funkce z A do B (kde A
a B jsou typy), oznalovany zdpisem

A— B

je speciadlnim p¥ipadem dependent product.
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Typy

Typy v Coqu nejsou definovdny syntakticky (tj. jako specidlni syntaktickd
kategorie), jak je tomu ve v&t3in& variant typovaného A-kalkulu & teorie
typl.

Ze syntaktického hlediska jsou typy reprezentovany stejnym druhem termi
jako ostatni druhy objektd.

To, jestli dany term t reprezentuje typ, je dano tim, jestli je mozné
v daném typovém systému odvodit

EMF t: Type

kde Type je pfikladem tzv. typového universa, tj. typu, jehoZ prvky jsou
jiné typy.
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Typové universum Prop

Podobné to, zda dany term t reprezentuje vyrok (proposition), nenf
definovano syntakticky, ale tim, jestli je mozné odvodit v typovém systému

El+ t:Prop

kde Prop je typové universum, jehoz prvky jsou vyroky.

Poznamka: Ve skutetnosti jsou i vyroky v Coqu chapény jako specidlni
p¥ipad typ(.
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Typova universa

Typova universa jsou specidlni typy, jejichZ prvky jsou jiné typy.

o Kazdy typ patfi do n&kterého typového universa.

@ Universa jsou dany v Coqu ,,napevno” — uZivatel je nemd moZnost
definovat ani mé&nit.

@ Jsou to jediné typy, které existuji jeSté pfedtim, neZ se zaénou naditat
standardni knihovny.

e Universa tvofi nekonene&nou hierarchii (detaily se zde nebudeme
zabyvat).
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Typova universa

Z uZivatelského hlediska jsou dileZité tzv. sorts — kli¢ova slova oznalujici
jednotlivé druhy typovych univers:

@ Prop — universum, jehoZ prvky jsou vyroky

@ Set — universum, jehoZ prvky jsou ,obycejné" datové typy
(b&Zna data, funkee, ...)

o Type — obecné typové universum obsahujici libovolny druh typ(
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Induktivni typy

Jednim z nejjednodusich p¥ikladl induktivnich typ( jsou vyétové typy:

Inductive day : Set =

@ day je nazev nové definovaného induktivniho typu

o Monday, Tuesday, ..

Monday : day
Tuesday : day
Wednesday : day
Thursday : day
Friday : day
Saturday : day
Sunday : day.

Z. Sawa (VSB-TUO)

IADKP

17. bfezna 2023

., Sunday jsou ndzvy konstruktorti tohoto typu

11/108



Induktivni typy

Definition next_workday (d : day) : day :=
match d with
| Monday = Tuesday
| Tuesday = Wednesday
| Wednesday = Thursday
| Thursday = Friday
| Friday = Monday
| Saturday = Monday
| Sunday = Monday
end.

Z. Sawa (VSB-TUO) IADKP 17. bfezna 2023 12/108



Induktivni typy

Inductive bool : Set =
| true: bool
| false : bool.

Definition andb (x y : bool) : bool :=
match x with
| true=vy
| false = false
end.
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Induktivni typy

Konstrukce

if t; then t, else t3
je zkraceny zpiisob zapisu pro

match t; with
| true = b

| false = t3
end

Poznamka: Ve skutetnosti se da if pouZivat nejen pro testovani hodnot
typu bool, ale i libovolného jiného induktivniho datového typu, ktery ma
dva konstruktory.
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Induktivni typy

s

Obecngjsi p¥iklad induktivniho typu:

Inductive T : Set =
| c - Al — Ag — T

C2:Bl—)52—)B3—)T

c:CG—>T

|
| C3ZT
|
| C5ZD1HD2%T.

Z. Sawa (VSB-TUO)

IADKP

17. bfezna 2023

15 /108



Induktivni typy

Alternativni zplsob zapisu:

Inductive T : Set =
| c(a1: A1) (a2:A2): T
| 2 (b1:B1) (b2:B2) (b3:B3): T
| C3 . T

| ¢4 (c:C): T

| Cs (dl 5 Dl) (d2 5 Dg) - T.
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Induktivni typy

Alternativni zplsob zapisu (ndzev typu u konstruktor(i je moZno vynechat):

Inductive T : Set =
| c1 (a1: A1) (a2: A2)
c2 (b1 : B1) (b2: By) (b3 : Bs)
a3
Cy (C: Cl)

|
|
|
| cs5 (di:D1) (do: Do).
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Induktivni typy

Reprezentace mnoZiny nat x bool:

Inductive PairNatBool : Set :=
| pairNB : nat — bool — PairNatBool.

pairNB 5 false : PairNatBool

Z. Sawa (VSB-TUO) IADKP 17. bfezna 2023 16 /108



Induktivni typy

Inductive nat : Set =
| O:nat
| S:nat— nat.

Fixpoint add (x y : bool) : bool :=
match x with
| O=y
| Sx'= S (add x’ y)
end.
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Induktivni typy

Seznam tvoteny pt¥irozenymi &isly:
Inductive natlist : Set =

| nil : natlist
| cons:nat — natlist — natlist.
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Induktivni typy

Intuitivni pfedstava seznamu tvo¥eného prvky [3,8,5].

o1

el TS
o) 13

®

cons 3 (cons 8 (cons 5 nil))
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Prichod seznamem

P¥iklad: Jedna mozZnost, jak spoditat souet prvkl v seznamu:

Fixpoint sum_rec (£ : natlist) : nat :=
match { with
| nil=0
| cons x £/ = x + sum_rec £’
end.

Pt¥iklad pouZiti rekurze.
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Prichod seznamem

Ptiklad: Alternativni moZnost, jak spoditat soudet prvkii v seznamu:

Fixpoint sum_iter_loop (¢ : natlist) (acc: nat) : nat :=
match { with
| nil = acc
| cons x £/ = sum_iter_loop £’ (acc + x)
end.

Definition sum_iter (£ : natlist) : nat := sum_iter_loop £ 0.

P¥iklad pouZiti rekurze, kterad je podobn3 iteraci.
Jednad se o tzv. tail rekurzi.
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Induktivni typy

Induktivné definované typy se daji pouZit pro vytvareni libovolnych
(acyklickych) datovych struktur, nap¥. pro riizné druhy stromi.

P¥iklad: Definice datové struktruktury pro reprezentaci aritmetickych
vyrazli obsahujicich konstanty typu nat a operace plus, minus, krat
a déleno:

Inductive arith_op := Plus | Minus | Times | Div.
Inductive Arith_expr :=

| AE_Num : nat — Arith_expr
| AE_BinOp : Arith_expr — arith_op — Arith_expr — Arith_expr.
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P¥episovani termd

Jak uz bylo Fe€eno, termy se vyhodnocuji postupnym pfepisovanim podle
pfepisovacich pravidel:
e «-konverze (alfa)
[3-redukce (beta)
d-redukce (delta)
C-redukce (zeta)
match-redukce
fix-redukce

t-redukce (iota)

P¥episovani budeme zapisovat takto:
t — t'
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P¥episovani termd

e «-konverze (alfa):

prejmenovani lokdlnich promé&nnych (pouZitych ve fun, let, match,
apod.)

o [3-redukce (beta):

odpovida volani funkce
(7\X2A. tl) tr — tl[tz/X]

o d-redukce (delta):

nahrazeni konstanty termem, ktery je ji pfifazen

Poznamka: Toto provadi nap¥. taktika unfold.
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P¥episovani termd

o (-redukce (zeta)
nahrazeni lokdIni prom&nné jeji hodnotou, tj. termem ktery je ji
pfirazen

letx:=t1inth, — tz[tl/x]

@ match-redukce:
v match t; with vybere na zaklad& konstruktoru, kterym byl vytvo¥en
term t; pfislusnou vétev a dosadi hodnoty argument(, se kterymi byl
konstruktor vytvoten do pfisludnych lokalnich promé&nnych
reprezentujicich parametry této vétve
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P¥episovani termd

o fix-redukce:
jedno ,rozvinuti* rekurzivné definované funkce
fix ft; — ty[(fix f 1)/ F]

o (-redukce (iota)

match-redukce a fix-redukce spole¢né
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Uzivatelsky definované notace
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UZivatelsky definované notace

Pomoci pfikazu Notation je mozné si definovat vlastni notace.
P¥iklad:
Notation "x && y" := (andb x y).
Notation "x || y" := (orb x y).
Misto termu (kde a a b mohou byt libovolné termy):
andb a b
je pak mozné psat:

a&& b
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UZivatelsky definované notace

@ Notace nejsou soulasti jadra systému — vnit¥né je term vzdy uloZen
bez pouZiti notaci.

o Notace slouZi pro snadngjsi a Ziteln&jéi zapis term(, at uZ p¥i jejich
zapisu ve zdrojovém kdédu nebo p¥i jejich vypisovani systémem
(nap¥. pFi pouZziti p¥ikazl jako Print a Check, v ditkazech
v interaktivnim dokazovacim mdédu, apod.)

e V IDE je mozné v menu (polozka View/Display notation) nebo
pomoci kldvesové zkratky prepinat mezi tim, zda se maji &¢i nemaji pfi
vypisovani termi pouZivat notace.
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UZivatelsky definované notace

P¥ikaz Notation provede dvé véci:

@ rozsiti gramatiku jazyka o nové pravidlo, které uréuje, jak miZe
vypadat term

@ spoji p¥islusnou nové definovanou notaci s odpovidajicim vyznamem
(nap¥. zapis x && y s funkci andb)
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UZivatelsky definované notace

P¥ikaz Notation umoZiiuje pro nové definovanou notaci specifikovat ¥adu
vlastnosti, jako nap¥. jeji prioritu a asociativitu:

Ptiklad:

Notation "x + y" := (plus x y) (at level 50, left associativity).
Notation "x >> y" := (rshift x y) (at level 55, left associativity).

Priorita (parametr “at level”):

@ priorita je reprezentovana &islem v intervalu 0 az 100
(je moznd téZ specialni priorita 200)

vvvvvv

Priklad:
a>>b+c «— bude interpretovano jako a >> (b + ¢)
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UZivatelsky definované notace

Asociativita:

o ‘“left associativity” — asociativni smé&rem doleva

Ptiklad:
a>b> c>>d «— interpretovano jako ((a >> b) >> ¢) >> d
@ right associativity” — asociativni smérem doprava

P¥iklad:

Notation "x # y" := (concat x y) (at level 35, right associativity).

a#tb#c#d «— interpretovano jako a # (b # (c # d))
@ no associativity” — Z3dna asociativita — je t¥eba explicitné psat
zavorky
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UZivatelsky definované notace

AktudlIni podobu gramatiky termi se viemi momentaln& definovanymi
notacemi (v&etné& informaci o priorité a asociativité jednotlivych pravidel)
je moZné vypsat ptikazem:

Print Grammar constr.

Poznamka: Slovo “constr” zde slouZi jako nazev neterminalu, ktery
v gramatice Coqu reprezentuje libovolny term.

Misto constr je mozné téZ pouzit ndsledujici ndzvy neterminali:

@ pattern — syntaxe vzor( pouZivanych pfi pattern machingu
@ vernac — syntaxe prikazi

@ tactic — syntaxe uZivatelsky definovanych taktik

Z. Sawa (VSB-TUO) IADKP 17. bfezna 2023 33/108



UZivatelsky definované notace

@ Vsechny notace na stejné Grovni priority musi pouZivat stejny druh
asociativity.

@ Dt¥ive definovanou notaci je mozné pfedefinovat, tj. je mozné ptiradit
dané notaci jiny term, pomoci kterého bude interpretovéna.

Priorita a asociativita dané notace vSak musi zlstat stejna.

@ Pomoci ptikazu Reserved Notation je moZné rozsitit gramatiku
o danou notaci (spolu s pfipadnym specifikovanim jeji priority,
asociativity a dalich vlastnosti) bez toho, aby byl této notaci p¥ifazen
néjaky vyznam — tj. term, pomoci kterého bude interpretovana:

Reserved Notation "e ==> n" (at level 90, left associativity).

Tento term pak miiZe byt pfitazen dané notaci pozdéji:

Notation "e ==> n" := (eval_expr e n).
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UZivatelsky definované notace

o Ret&zec reprezentujici syntaxi dané notace je interpretovan jako
posloupnost tokenti oddélenych mezerami.

e Je mozné pouzivat (tém&¥) libovolné znaky.

@ Tokeny, jejichz zapis odpovida syntaxi identifikator(, jsou
interpretovany jako parametry, které je mozné pouZit v pfislusném
termu pFifazeném notaci:

— pFi pouziti dané notace budou tyto parametry nahrazeny
skute¢nymi termy, které se nachazi na jejich misté

e Pomoci uzav¥eni do apostrofii (znak ’) je mozné vyznatit, Ze dana
posloupnost znakd nema byt interpretovdna jako parametr:

Notation "’LET’ x ’:=’ E" := (Assign x E) (at level 72).

Z. Sawa (VéB—TUO) IADKP 17. bfezna 2023 35/108



UZivatelsky definované notace

P¥iklad: notace pro uspofadanou dvojici

Notation "( x , y )" := (pair x y).

P¥iklad: notace pro seznamy

Notation "x :: s" := (cons x s) (at level 60, right associativity).
Notation "[ 1" := nil.
Notation"[ x ; .. ; y 1" := (cons x .. (cons y nil) .. ).

Misto cons 1 (cons 2 (cons 3 nil)) je pak moZné psat, nap¥.
o1 =2 3 []
e [1; 2; 3]
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UZivatelsky definované notace

Notace je mozné definovat i pro konstrukce, které zahrnuji vazané lokaln{
proménné, napt.:

Notation "’sigma’ x : A, B" := (sigT (fun x: A= B))
(at level 200, x name, A at level 200, right associativity).

Zapis
sigma n:nat, n>5
pak bude reprezentovat term

sigT (fun n:nat = gt n 5)

Poznamka: x name znamend, Ze x musi byt identifikdtor (jméno
promé&nné), ne libovolny term
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UZivatelsky definované notace

Kromé pfikazu Notation je moZné zavadét novou notaci pro infixové
operatory také pomoci pfikazu Infix.

Napf¥iklad pt¥ikaz
Infix "/\" := and (at level 80, right associativity).

provede to samé, co ptikaz

Notation "x /\ y" := (and x y) (at level 80, right associativity).
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UZivatelsky definované notace

Pomoci pfikazu Notation je kromé& notaci definujicich nova pravidla
gramatiky téZ mozné definovat zkratky (abbreviations) pro libovolné
termy.

Ptiklad:

Notation NList := (list nat).

Notation reflexive R := (Vx, R x x).

Poznamka: Tento typ notaci nemodifikuje gramatiku termd.
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UZivatelsky definované notace

@ Casto se hodi, aby pouZivani dané notace bylo omezeno jen na uréité
Useky zdrojového kédu.

@ Zarovefi se nékdy hodi moZnost pouZivat jednu a tu samou notaci
v nékolika rliznych vyznamech.
(nap¥. symbol “*” pouZity jednou pro ndsobeni na pfirozenych
&islech, jindy jako nasobeni celych &isel, jindy pro ndsobeni matic,
jindy jako symbol pro kartézsky soutin, apod.)

Pro oba tyto ucely slouZi tzv. notation scopes.
o Kazdy notation scope ma své jméno.

@ Je moZné si definovat vlastni notation scopes, stejné jako pouZivat
notation scopes definované ve standardnich knihovnach.
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UZivatelsky definované notace

Novy notation scope je mozné definovat pomoci pfikazu
Declare Scope my_scope.

kde my_scope je jméno tohoto nové definovaného scope.

P¥i definovani novych notaci je pak mozné uvést scope, ve kterém bude
mit dana notace pfifazeny uvedeny vyznam:

Notation "x * y" := (my_multiplication x y) : my_scope.

Z. Sawa (VéB—TUO) IADKP 17. bfezna 2023 41 /108



UZivatelsky definované notace

Notace definované v uréitém scope nebudou pouZivany, dokud nebude
prislusny scope ,otevien" pomoci ptikazu

Open Scope my_scope.

@ Soutasn& miZe byt otevfeno vice riiznych scopes.

o Pokud se stejnd notace (typicky s riznymi pfifazenymi vyznamy)
vyskytuje ve vice rliznych otevfenych scopes, ma vzdy vyssi prioritu
ten scope, ktery otevien pozdéji.

Otevieny scope je mozné ,zaviit" (tj. pozastavit pouZivani notaci
z daného scope) pomoci piikazu

Close Scope my _scope.
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UZivatelsky definované notace

P¥ikazy Open Scope a Close Scope slouZi k vymezeni delSich dseki
kédu, ve kterych se maji notace z p¥islusného scope pouzivat.

N&kdy se hodi moznost specifikovat, Ze notace z daného scope se maji
pouZivat jen v ramci ur&itého termu (ktery sdm mize byt sou&asti
n&jakého vétdiho termu).

K tomu slouZi nasledujici notace pro zapis termi pouZzivajici
tzv. delimiting key — tj. (typicky kratky) identifikdtor oznaujici
pFislusny scope, ktery se ma pouzit pro dany term.
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UZivatelsky definované notace

@ Delimiting key (zde nazvany ms) pro dany scope my_scope se definuje
ptikazem

Delimit Scope my_scope with ms.

@ To, Ze se ma dany scope my_scope, ktery ma pfifazen delimiting
key ms, pouZit pro interpretaci vyznamu daného termu, se zapisuje
nasledujicim zptsobem:

(- )%ms

o Pt¥ifazeni daného delimiting key danému scope je moZné zrudit pomoci
ptikazu

Undelimit Scope my_scope.
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UZivatelsky definované notace

Dany notation scope je také mozné ,svazat" s uréitym datovym typem A
pomoci ptikazu

Bind Scope my_scope with A.

@ Ve vSech termech, které se pak budou nachazet na pozici argumentu
funkce, kde je o¢ekdvana hodnota uvedeného typu A, bude
automaticky pouZit pro jejich interpretaci uvedeny scope my_scope.

Ptiklad:

Bind Scope nat_scope with nat.
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UZivatelsky definované notace

@ Print Scopes. — vypiSe viechny aktudln& deklarované notation
scopes (v&etn& viech v nich definovanych notaci a informaci
o ptipadném pfitazeném delimiting key a svdzaném typu)

@ Print Scope my_scope. — vypiSe informace o daném konkrétnim
scope

@ Print Visibility. — vypiSe informace o momentaln& otevfenych
notation scopes a seznam téch notaci z nich, které by aktualné byly
pouzity.

(Tj. nezobrazuje ty notace, které byly , p¥ekryty” notacemi z n&jakého
pozdé&ji otevfeného scope.)

o Print Visibility my_scope. — ukazZe, jak by vypadala situace ohledné
viditelnosti jednotlivych notaci, pokud by byl nové otevfen scope
my_scope.
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Moduly
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Systém modulii slouZi k lepsimu strukturovani kédu a k tomu, aby
nedochazelo ke kolizim jmen pouZitych pro definované konstanty, datové
typy, taktiky, apod.

Zakladni pouziti moduld vypadd nasledovné:

Module A.
Definition ¢ .= - --
End A.

@ Na konstantu ¢ definovanou v rdmci modulu A se pak mimo tento
modul miZeme odkazovat pomoci A.c.
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Obecn& miZze modul obsahovat libovolnou posloupnost

konstant

definic induktivnich typi

dokazanych tvrzeni (coZ je specidlni typ konstant)

moduld (tj. moduly mohou byt libovoln& zanoteny)
notaci

nové definovanych taktik

Jména rliznych objekti definovanych v rdmci jednoho modulu nebudou
kolidovat se jmény jinych objektll definovanych mimo tento modul.
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Ptiklad:

Module A.
Definition ¢ := - --
Module B.

Definition ¢ = ---
End B.

Module C.
Definition ¢ := ---
End C.

End A.

o T¥i rlizné vzdjemné nesouvisejici definice konstanty c, na které je
mozné se odkdzat mimo modul A pomoci A.c, A.B.c a A.C.c.
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@ V ramci daného modulu je mozné se odkazovat na objekty definované
v ramci tohoto modulu jejich kratkymi jmény bez uvedeni jména

modulu:

Pt¥iklad: V ramci modulu A je mozné se odkazovat na konstantu ¢
definovanou v tomto modulu pomoci c.

Je oviem moZné pouzit i deldi ndzev A.c.

@ Vyse uvedené plati i uvnitf modulu, ktery je definovan uvnit¥ jiného
modulu.

Pt¥iklad: Uvnitf modulu B, ktery je definovan uvnitf modulu A, miiZe
zapis ¢ odkazovat k hodnoté A.c definované v modulu A.

Pokud je v8ak v rdmci modulu definovana konstanta, kterd se také
jmenuje ¢, bude ¢ odkazovat na A.c jen v &asti kédu do mista
definice této konstanty. Po této definici bude ¢ odkazovat na A.B.c.
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Pomoci pt¥ikazu
Import A.

kde A je ndzev modulu, je mozné do aktudlniho modulu importovat
jména vech objektli z modulu A:

@ je tim mysleno to, Ze v ramci aktudlniho modulu je pak mozné
pouZivat kratké nazvy vSech objektli z modulu A.

Naptiklad misto A.c je pak mozné psét jen c.

@ Pokud bude v aktudlnim modulu definovan objekt se stejnym jménem
jako néjaky objekt z importovaného modulu A, bude mit p¥i pouZziti
kratkého nazvu pfednost objekt definovany v aktudlnim modulu.
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Priklad:
Module A.
Definition c:= - - -
End A.
Module B.
Import A.
Definition d := c. «— c se odkazuje k A.c
Definition c := - - -
Definition e := c. —— ¢ se odkazuje k B.c
End B.
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P¥ikaz

Export A.

se chova podobné jako p¥ikaz Import.

P¥idava vsak nasledujici véc:
@ Pokud je v modulu B poutzit ptikaz Import A a nasledné je modul B

importovan do modulu C, do modulu C jsou importovany pouze
ndzvy z modulu B, nikoli z modulu A.

@ Oproti tomu, pokud je v modulu B pouzit pfikaz Export A
a nasledné je modul B importovan do modulu C, do modulu C jsou
importovany jak ndzvy z modulu B, tak z modulu A.
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P¥iklad:
Module A.

Definition ¢ := - - -
End A.

Module B.
Export A.

End B.

Module C.

Import B.

Definition d := ¢ — c se odkazuje k A.c
End C.
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Informaci o obsahu daného modulu je moZné vypsat pomoci p¥ikazu Print,
ptipadné Print Module:

Print A.
Print A.B.

nebo

Print Module A.
Print Module A.B.

Poznamka: Oboji ma stejny vyznam.

Varianta s Print Module zdiraziiuje, Ze se odkazujeme na modul a ne na
n&co jiného (nap¥. definici konstanty nebo induktivniho typu).

Pokud se nejednd o modul, skoné&i tato varianta chybou.
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@ Vypis informaci o modulu p¥ikazem Print zahrnuje p¥ehled vech:

o konstant
e induktivnich typi
e moduld

definovanych v ramci daného typu.

@ Tento vypis nezahrnuje informace o notacich, taktikach a dal3ich
objektech, které nejsou soudasti jadra systému.

Poznamka: Systém moduli je soudasti jadra systému.

o Aktudlné definované moduly jsou souéasti environmentu.
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@ Modul je vZdy vytvofen aZ v okamZiku provedeni pfikazu End, ktery
ho ukoncuje.

@ Uvnitf modulu tedy neni mozné se odkazovat na tento modul, protoze
v dané chvili jesté neni vytvoren.

o Unitf modulu je ov8em moZné se odkazovat pomoci jména tohoto
modulu na objekty definované uvnitf tohoto modulu.

Priklad:
Module A.
Definition ¢ := - --
Print A.c. — toto je v poradku
Print Module A. — Chyba!
End A.
Print Module A. «— toto je v poradku
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Informace o v&ech objektech definovanych v modulech, které dosud nebyly
ukon&eny ptikazem End (a uvnitf kterych se tedy momentaln& nachazime),
je moZné vypsat ptikazem

Print All.
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Specidlnim p¥ipadem moduli jsou moduly, které odpovidaji celym
souboriim, tj.

@ zdrojovym souboriim s pfiponou .v

@ z nich pfeloZenym binarnim souboriim s p¥iponou .vo

Tyto moduly se oznacuji jako libraries (tj. knihovny):
o Jejich definice neza&ind p¥ikazem Module a nekondi p¥ikazem End.
o Jejich zatdtkem je zaldtek souboru a koncem konec souboru.
@ Jejich jméno je ddno ndzvem pftislusného souboru.

Nap¥iklad obsah souboru Lists.v (p¥ipadn& z n&j preloZeného
bindrniho souboru s ndzvem Lists.vo) odpovidd modulu
s ndzvem Lists.

(V p¥ipadg, Ze soubor nebyl dosud pojmenovan, pouZije se defaultni
jméno Top.)
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@ Libraries jsou jedinym p¥ipadem modulli, které samy nejsou obsaZeny
uvnitt Zaddného dalsiho modulu.

@ Vsechny ostatni moduly jsou prvkem néjakého dalsiho modulu.

Nézvy libraries v8ak nemusi byt tvofeny jen nazvy pfislusnych soubord, ale
miZe jim pfedchazet prefix tvoteny identifikatory oddélenymi te¢kami,
specifikujici plny nazev dané library v hierarchii v3ech libraries.
P¥iklad: Standardni knihovna obsahuje nap¥iklad nasledujici libraries

@ Coq.Init.Datatypes

o Coq.Lists.List

Volume 1 (Logical Foundations) série Software Foundations obsahuje
naptiklad library

o LF.Lists
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Kazda library je sama o sob& modul, prefixy v nazvech libraries ale moduly
nejsou (jak se miZzeme presvédiit nap¥iklad pomoci p¥ikazu Print):

Print Module Cogq.Init.Datatypes. «— vypiSe obsah modulu
Print Module Coq.Init. «— Chyba!
Print Module Coq. —— Chyba!

Poznamka: Nazvy libraries, které jsou solasti standardnich knihoven
Coqu, typicky za&inaji prefixem Coq.

Pro ndzvy libraries vytvatenych uZivatelem je tedy vhodné pouzivat radéji
n&jaky jiny prefix nez Coq, aby nedochazelo ke konfliktu jmen se
standardnimi knihovnami.
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KaZdy definovany objekt (konstanta, induktivni typ, modul, ...) ma tak
uréeno jednoznacné kanonické jméno, které se skladad z kompletniho
ndzvu pfislusné library, zanofenych moduld a vlastniho nazvu.

Toto kanonické jméno je mozné zjistit pomoci pfikazu About, ktery vypise
o daném objektu také rizné dalsi informace, nap¥. o jaky druh objektu se
jednd (konstanta, induktivni typ, modul, ...) & p¥ipadn& informaci o jeho

typu.
Naptiklad

About nat.
vypi¥e informaci o tom, Ze kanonické jméno typu nat je

Coq.Init.Datatypes.nat

a n&které dalsi informace (nap¥. Ze se jedna o induktivni typ, apod.)
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P¥i odkazovani se na libraries nenfi tfeba pouZivat kanonické jméno, ale
libovolny sufix, ktery pF¥islusnou library dostate¢né identifikuje.

Pt¥iklad: Misto Coq.Lists.List stadi psat List nebo Lists.List.

Require List.

tedy provede to samé, co

Require Coq.Lists.List.

V pfipadé potfeby je mozné pouZit variantu Require s From, kde je mozné
specifikovat prefix, kterym musi kanonicky nazev dané library za&inat:

From Coq Require List.
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V pfikazu Require je moZné uvést navic Import nebo Export.

Require Import Coq.Lists.List.

nebo

Require Export Coq.Lists.List.

Tyto pfikazy provedou to samé, co by proved| pfikaz Require nasledovany
ptikazem Import nebo Export pro p¥islusny modul.

V rdmci jednoho p¥ikazu Require je mozné uvést vice libraries (oddé&lenych
mezerami) a v3e je mozné kombinovat se viemi vy%e uvedenymi variantami:

From Coq Require Import Bool List Arith.
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@ Pracovat je moZné jen s t&mi libraries, které jsou momentalné nateny
v paméti.

@ K nacteni libovolné library do paméti slouzi ptikaz Require, ktery
nacte do paméti obsah pfeloZeného binarniho souboru
(s pFiponou .vo).

@ To, které libraries jsou momentdlng& nalteny v paméti, je soucasti
aktudlniho environmentu.

@ Seznam vsech aktudlné nactenych libraries je mozné vypsat pomoci
p¥ikazu:

Print Libraries.
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o Kazda library ma v p¥eloZené binarni podobé& uloZenou také informaci,
na kterych dalSich libraries zavisi.
P¥ikaz Require rekurzivné nalte nejprve ty libraries, na kterych dana
library zavisi. Pokud ony zavisi na néjakych dalSich libraries, nate
nejprve je, atd.

o Kazda library je naltena nejvyse jednou — pokud uZ v paméti
nactend je, nenalita se znova.

@ Zavislosti mezi libraries nesmi obsahovat cyklus.

o Pf¥ikaz Print Libraries vypisuje libraries v potadi, kdy kazdd z libraries

zavisi jen na libraries, které jsou v tomto seznamu uvedeny pred ni.
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To, kde konkrétné na disku se pFi pouziti ptikazu Require hledaji binarni
soubory (s pFiponou .vo) obsahujici p¥isluiné libraries, je uréeno
nastavenim tzv. LoadPath:

e namapovani logickych cest (které odpovidaji prefixim v nizvech

libraries) na fyzické cesty (které odpovidaji ndzviim adresa¥i na
disku)

Aktudlni LoadPath je mozné zjistit pomoci p¥ikazu:

Print LoadPath.
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Ptiklad:

@ logicka cesta Coq.Lists miZe byt mapovana napfiklad na fyzickou
cestu

/usr/lib/ocaml/coq/theories/Lists
@ library Coq.Lists.List se tak bude naditat ze souboru
/usr/1lib/ocaml/coq/theories/Lists/List.vo
Poznamka: Soudasti instalace Coqu byvaji typicky i zdrojové kédy

knihoven, které byvaji umistény ve stejnych adresa¥ich jako pfeloZené
bindrni soubory.

Zdrojovy kéd library Cogq.Lists.List bude tedy pak pravdépodobné
k dispozici v souboru

/usr/lib/ocaml/coq/theories/Lists/List.v
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Konkrétni nastaveni LoadPath zavisi samozfejmé na konkrétni instalaci
Coqu a na tom, jak pFesné je nastavena jeji konfigurace.

Nastaveni cest ke standardnim knihovnam vétSinou neni diivod ménit.

Nékdy ale chceme pfidat n&jaké vlastni libraries.

Rozsiteni LoadPath o né&jaké dalsi poloZzky je moZzné provést napfiklad:

@ pomoci parametru p¥ikazové ¥adky, ktery je pfedan programu coqide
nebo coqc:

-Q (phys_path) (log_path)

kde (phys_path) je fyzickd cesta a (log_path) ji odpovidajici logicka
cesta

@ v konfiguraénim souboru _CogProject
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P¥iklad:
Iv?eknéme, Ze chceme se soubory
Basics.v, Induction.v, Lists.v, ...
a jim odpovidajicimi bindrnimi soubory
Basics.vo, Induction.vo, Lists.vo, ...

které jsou vSechny umist&ny v aktudlnim adresa¥i, pracovat jako s libraries
pojmenovanymi

LF.Basics, LF.Induction, LF.Lists, ...
Dosdhneme toho pouZitim nasledujiciho parametru prikazové ¥adky:

-Q . LF
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Alternativné je mozné misto
-Q (phys_path) (log_path)
pouzit

-R (phys_path) (log_path)

Vyznam parametru -R je podobny jako v p¥ipadé parametru -Q.

@ Parametr -Q pfida do LoadPath vzdy jen jednu konkrétni uvedenou
dvojici.

o P¥i pouZiti -R se navic rekurzivné projde uvedeny adresad¥ a do
LoadPath je pfiddna odpovidajici dvojice i pro kazdy z jeho
podadresari.
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P¥i startu systému jsou defaultné& zavedeny nékteré standardni knihovny.
Pro tyto defaultné zavedené libraries neni tfeba provadét pfikaz Require.

Konkrétné jde o libraries, jejichZz kanonické nazvy za&inaji prefixem
Coq.Init, nap¥.:

@ Coq.Init.Logic — definice logicky spojek, kvantifikator(i a dalSich véci
souvisejicich s logikou

@ Coq.Init.Datatypes — definice zakladnich datovych typl jako jsou
bool, nat, list, apod.

@ Coq.Init.Nat — definice zakladnich operaci na pfirozenych ¢&islech

Poznamka: Defaultné se nacitd pouze library Cogq.Init.Prelude.
Ta provede pfikazy Require na ostatni libraries s prefixem Coq.Init.
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Poznamka: Pokud chceme v cogide otevfit a prochdzet zdrojové soubory
t&chto defaultn& zavad&nych libraries (tj. libraries s prefixem Coq.Init, je
tfeba pf¥i spusténi uvést nasledujici parametr ptikazové Fadky:

-nois

Ten zajisti, Ze pFi spusténi nebudou defaultné nacteny Zadné knihovny.

(V opa&ném pt¥ipadé bude otevieny soubor kolidovat s jiz nattenou library
a program skoné&i chybou.)
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Nékteré dalsi uzitecné prikazy tykajici se libraries a souborl na disku:
o Locate Library A. — vypiSe soubor, ve kterém se nachazi library A
o Locate File " ---" — vypiSe cestu k danému souboru

P¥iklad:

Locate File "Nat.v".
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Polymorfismus
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Parametricky polymorfismus

Ptiklad:

Definition twice (A: Type) (f: A— A) (x: A): A = f (f x).

Typ funkce twice je
VA:Type, A— A 2 A— A
V syntaxi Coqu je tento typ zapsan takto:

forall A : Type, (A -> A) -> A —> A

Funkci twice je moZné zavolat nap¥iklad takto:
twice nat succ b

(Funkce succ zde musi byt typu nat — nat a hodnota 5 typu nat.)
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Parametricky polymorfismus

Poznamky:

@ V teorii typl se varianta typovaného lambda kalkulu, ktery je rozsiten
o tento druh polymorfismu, oznaduje jako systém F.

e V Coqu (na rozdil od systému F) se nejednd o samostatnou
syntaktickou konstrukci, ale (podobné& jako v p¥ipad& ,oby&ejnych*
funkci) jde o specidlni pfipad dependentniho produktu.
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Implicitni argumenty

U ,typovych® argumentl &asto dava smysl nastavit je jako implicitni:

e pomoci specidlnich zévorek ({ ---} nebo [ ---]) nebo

@ pomoci pfikazu Arguments
Tyto implicitni argumeny se pak p¥i volani funkce neuvadi a Coq sdm zkusi
doplnit jejich hodnotu pomoci typové inference.
P¥iklad:
Definition twice {A: Type} (f:A— A) (x: A): A= f (f x).
Funkci twice je pak moZné zavolat takto:

twice succ 5
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Implicitni argumenty

@ Implicitni argumenty nejsou v principu omezeny na ,typové"
argumenty (tj. argumenty typu Type, Set, apod.).

U argumentd ,,bé&znych” typl ale vétSinou neni mozné automaticky
dopotitat jejich hodnotu na zakladé hodnot a typl ostatnich
argumentl, které jsou explicitn& uvedeny.

@ Pokud chceme implicitni argumenty uvést explicitn& (coz je n&kdy
potfeba, protoZe Coq nemusi byt vZdy schopen pomoci typové
inference doplnit jejich hodnotu), miiZzeme pouZit zépis jména funkce
se symbolem "Q":

@twice nat succ 5
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Datové typy

o Typova universa

o hierarchie typovych univers je ddna v jadru systému ,napevno”

e uZivatel je nema moZnost definovat ani ménit

e jsou to jediné typy, které existuji jest& predtim, neZ se zalnou naditat
standardni knihovny

o Induktivni datové typy

o definuji se pomoci klitovych slov Inductive, Colnductive a Variant
o kazdd takovd definice zavadi novy typ (p¥ipadn& i vice typl)
e mohou se odkazovat k jiz d¥ive definovanym datovym typdm

o Dependentni produkt

o jeden konkrétni zplisob, jak ze dvou existujicich typl vytvofit novy typ
e typ funkci A — B z A do B je specialnim p¥ipadem dependentniho
produktu
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Induktivni typy

Seznam tvoreny pt¥irozenymi &isly:

Inductive natlist : Set :=
| nil : natlist
| cons:nat — natlist — natlist.
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Induktivni typy

Seznam tvoreny pt¥irozenymi &isly:

Inductive natlist : Set :=
| nil : natlist
| cons:nat — natlist — natlist.

Induktivni typy mohou byt parametrizovany:

Inductive list (A: Type) : Type =
| nil:list A
| cons: A — list A— list A.

Typy:

list : Type — Type nil : VA: Type,list A

cons : VA: Type, A — list A — list A
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Induktivni typy

Navratovy typ, ktery by mohl byt pouZit k reprezentaci vysledku vypottu,
ktery mize skoncit chybou:

Inductive Result (A: Type) : Type =

| OK:A — Result A
| Err: Errorlnfo — Result A.
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Induktivni typy

Reprezentace reguldrnich vyrazi:

Inductive RegExp (S : Set) : Set :=
| Empty : RegExp S
| Eps:RegExp S
| Symb:S — RegExp S
| Dot : RegExp S — RegExp S — RegExp S
|
|

Plus : RegExp S — RegExp S — RegExp S
Star : RegExp S — RegExp S.

Odpovidé standardni induktivni definici reguldrnich vyrazii nad

abecedou X: e = 0
| €
| a (kde ael)
| e
| e1 + )
| ef
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Induktivni typy

Nékteré standardni typy:

o Kartézsky soutin (A x B):

Inductive prod (A B : Type) : Type =
| pair: A— B — prod A B.

e Disjunktni sjednoceni (A + B):

Inductive sum (A B : Type) : Type =
| inl:A—sum AB
| inr: B— sum A B.
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Induktivni typy

@ Volitelnd hodnota typu A (tj. takovd, kterd nemusi existovat):

Inductive option (A: Type) : Type =
| Some: A — option A
| None : option A.

o Jednoprvkovy typ:

Inductive unit : Set =
| tt: unit.
o Prazdny typ:

Inductive Empty_set : Set = .
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Induktivni typy

M{zZe byt najednou definovano nékolik induktivnich typt, které odkazuji na
sebe navzdjem:

Inductive tree (A B : Type) : Type =
| leaf: B — tree A B
| node: A — forest A B — tree A B

with forest (A B : Type) : Type =

| one_tree:tree A B — forest A B
| cons:tree A B — forest A B — forest A B.
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Dependentni typy

Standardni funkce: Dependentni funkce:

f:S—T f:vx:5T

'Y

vyraz T mizZe obsahovat
volnou proménnou x
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Dependentni typy

Poznamka: V literatufe se v&tSinou misto zdpisu f :Vx : S, T pouZziva
zédpis f: [[x:S, T.

Poznamka: Nazev produkt pochazi pravdépodobné z nasledujici analogie:

e Na mnoZinu v&ech funkci typu S — T, kde napt. S ={a, b, c,d, e},
bychom se alternativné mohli divat jako na kartézsky soudin:

TxTxTxTxT

@ Na mnoZzinu vSech funkci typu N — T bychom se alternativné mohli
divat jako na ,,nekonelny kartézsky soudin®:
TXTXTXxTxTXx---
e Na mnozinu vZech funkci typu [[x: S, T, kde nap¥. S ={a, b, c,d, e},
bychom se alternativné mohli divat jako na kartézsky soudin:
Tla/x] x Tb/x] x Tlc/x] x T[d/x] x Tle/x]
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Dependentni typy

,Oby&ejné"” funkéni typy jsou specidlnim p¥ipadem dependentnich
produkti:

Funkéni typ S — T je to samé jako dependentni produkt
Vx:S5, T
kde se x nevyskytuje jako volnd proménnd v T.

V Coqu jsou tedy ,,oby&ejné" funk&ni typy reprezentovany jako pouhd
notaéni zkratka pro p¥islusny dependentni produkt:

Notation "A — B" := (V_: A, B) : type.scope
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Dependentni typy

Specidlnim p¥ipadem dependentniho produktu je parametricky
polymorfismus — p¥ipad, kde typ S je typové universum:

Vx:S5, T
Naptiklad
VX : Type, X
VX : Type, X - X — X
VX : Type, (nat — X — X) — nat — list X
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Dependentni typy

Dependentni typy je moZné pouZzivat i jako typy konstruktorii
v induktivnich typech:

Inductive A : Type =
| c: VX :Type, (X — X) — A
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Dependentni typy

Jako induktivni typ je moZzné vyjadfit naptiklad tzv. dependent sum,
v literatufe v&tSinou oznaovany

> x:AB
kde se x miZe vyskytovat jako volnd proménnd v B:
Inductive dep_sum : Type =

| dep_pair: Vx: A, B — dep_sum.

Reprezentuje typ uspofddanych dvojic (a, b), kde a je typu A a b je
typu Bla/x].
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Logika
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Typové universum Prop

Jak uZ bylo uvedeno df¥ive, vyroky jsou Coqu reprezentovény jako prvky
specidlniho typového universa Prop:

@ z formalniho hlediska jsou vyroky specidlnim p¥ipadem typ(
@ prvky téchto typt jsou dikazy
Tj. pokud plati
EM+ A: Prop

znamena to, Ze term A reprezentuje vyrok.

Pokud pak navic plati
ETMEt:A

znamenad to, Ze t je ditkazem tvrzeni A (resp. Ze t je term, ktery
reprezentuje tento dikaz).

o plati Prop : Type
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Typové universum Prop

P¥edpoklddejme, Ze M je n&jaky typ (nap¥. z universa Set):

@ unarni predikat P reprezentujici n&jakou vlastnost prvkli z M bude
typu
M — Prop

Pokud bude E[T'lF x: M, bude E[I'lF P x:Prop.
@ bindrni predikat R reprezentujici n&jakou binarni relaci na prvcich z M

bude typu
M — M — Prop
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Typové universum Prop

@ binarni logické spojky jako konjunkce, disjunkce, implikace, atd.
budou typu

Prop — Prop — Prop

@ univerzalni a existen¢ni kvantifikator nad prvky typu M budou typu

(M — Prop) — Prop

Poznamka: Véci jako logické spojky a kvantifikatory nejsou ,natvrdo*
zabudovany v jazyce Coqu ani v jeho formalnim typovém systému.

Tyto véci jsou nadefinovany v jazyce Coqu v ramci standardnich knihoven.

Pokud uZivatel chce, miZe si nadefinovat vlastni alternativy téchto definic.
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w<<—HkF 17T <>

->

/\ and

\/ or

<=> iff

- neg

False
True
forall
exists

implikace
konjunkce
disjunkce
ekvivalence
negace

univerzalni kvantifikator
existenéni kvantifikdtor
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o Implikace:

Taktika intro h. .. ,h:AFB
- FA—S B

Taktika apply h.

o h:AS BEFA
- h:A>BFB

-wh:A-B—CFA -+ yh:A-B—-CFB
- yh:A=B—=CEC
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o Konjunkce:

Taktika split. A ... B
---FAANAB

Taktika destruct h as [h1 ho].

oo shi A BEC
- h:ANBEC
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o Disjunkce:

Taktika left. . FA
---FAVB

Taktika right. ...EB
---FAVB

Taktika destruct h as [hy | ho].

o hi i AR C o h:BFC
- h:AVBFC
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o Ekvivalence:

Taktika split. ..EASB ...FBS A
---FAo B

Taktika destruct h as [h1 ho].

i hi iAo B hh:B— AFC
 h:AoBFC
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o Negace:
Taktika intro h. o hi AR L
F—-A

Taktika apply h.
- h:—AEA
e yh:—AER L

- h:A—>—BFA -+ h:A——-BFB
o vh:A—=—BF L
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o False:

Taktika exfalso h. =
- FA

Taktika contradition.
Taktika contradict h.
Taktika destruct h.

L hilFA

o True:

Taktika apply .
Taktika exact I.
Taktika constructor. T
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@ Univerzalni kvantifikator:

Taktika intro x. .. ,x:AFB
- FVx: A B

Taktika apply h.

<o+ h:Vx: A BF Blt/x]

Taktika generalize t.
- FVx:AB
-+ Blt/x]
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o Existenc¢ni kvantifikator:

Taktika exists t. - B[t/x]
- F3dx A B

Taktika destruct h as [x h1].
yx:Ah:BEC

e yh:3x A BEC
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@ Rovnost:

Taktika reflexivity.

Taktika symmetry.

Taktika transitivity t.
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o Diikaz pomocného tvrzeni:

Taktika assert (h: A).

- FA -y h:AFB
-+ B
Taktika enough (h: A).
-, h:A+B -FA
-+ B
Taktika cut A.
---FA—> B -FA
-+ B
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