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e Zapocet (35 bodi):

o ReZeni zadanych problémi (15 bodi)

@ V priibéhu semestru budou pravideln& zadavany problémy k ¥eSeni jako
domaci dlohy.
o Minimum pro ziskani zapo&tu je 7 bodi.

o Dikaz korektnosti zadaného programu (20 bodu)

o Na konci semestru bude zadan jako domaci tikol problém vytvoFit
v Coqu dikaz korektnosti celého jednoho programu
(typicky implementace n&jakého zndmého algoritmu).

@ Minimum pro ziskani zdpo&tu je 10 bodd.

o Celkem je nutné ziskat minimalné 20 bodd.
e Zkouska (65 bodii)

o Zkouska bude probihat dstni formou.

o Celkové je tfeba ziskat minimalné 30 bodd.
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Motivace — korektnost pocitacovych programii

Jednou z poZadovanych vlastnosti pocditaovych programii je korektnost
— tj. Ze program neobsahuje chyby.

Kupfikladu po implementaci n&jakého algoritmu typicky pozadujeme, aby
pro kaZdy moZny vstup z mnoZiny v8ech pfipustnych vstup( spliioval
nasledujici:

@ po né&jakém kone¢ném poctu kroku se zastavi

e vrati spravny vysledek (tj. vysledek odpovidajici specifikaci
problému, ktery ma dany algoritmus ¥egit)

Poznamka: P¥edpokladame, Ze je n&jak pfesné specifikovano:
@ Co jsou pFipustné vstupy
@ co md program potitat (tj. jak maji vypadat vystupy a co maji
spliiovat)
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Motivace — korektnost pocitacovych programii

P¥iklady toho, co miiZe byt na daném programu Spatné:

@ skon&i chybou za b&hu (nap¥. neinicializovany pointer, p¥istup mimo
meze pole, d&leni nulou, .. .)
@ vraci chybny vysledek

@ béZi do nekonetna a nikdy nevrati zadny vysledek

Abychom prokazali, Ze program obsahuje chybu, staéi najit alespon jeden
p¥iklad vstupu, na kterém se program chova ,Spatn&“.

Korektni program je takovy, ktery pracuje spravné na vSech moznych
vstupech.
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Testovani a jeho omezeni

Testovani:

@ vyzkouseni chovani programu na konkrétnich vstupech
@ nezbytna soudast vyvoje software
o slouzi k odhaleni chyb — miize prokazat pfitomnost chyby
o typicky nemiiZe prokazat, Ze se program chova korektné pro vsechny
vstupy:
e mnoZzina ptipustnych vstupl byvé vétSinou nekoneéna nebo
pfinejmensim velmi velka

e neni tak moZné vyzkouset chovani programu na v8ech moZnych
vstupech

o chyba se miiZe projevovat jen na nékterych specifickych
vstupech, které nemusi byt v testovacich datech zastoupeny
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Pojem ,,dlikaz"

MozZnosti, jak ukazat, Ze dany program se chova spravné pro jakykoli
mozZny vstup a pfi jakémkoli vypoltu, je podat matematicky diikaz, Ze
tomu tak je.

Obecné se v matematice &i logice pod pojmem ditkaz rozumi druh
zdlOvodnéni, které:

@ se sklada z mnoha mensich logickych krokidi argumentace, kde kazdy
jednotlivy krok je dostate¢né jednoduchy na to, aby nebylo pochyb
o jeho spravnosti

@ pracuje s dostate&né presné a detailn& definovanymi pojmy
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Dokazovéni korektnosti programii

Pokud chceme vytvaret matematické dikazy korektnosti programii, je
tfeba:

o formalizovat sémantiku programovaciho jazyka, ve kterém jsou jsou
programy reprezentovany:

o tj. popsat formdln& vyznam vdech jednotlivych konstrukci jazyka
tak, aby se dalo s programy v daném jazyce, stavy systému, b&hy
algoritmu, atd. pracovat jako s matematickymi objekty

@ pouzit n&jakou vhodnou logiku, kterd by ve formulich umoznila
hovofit o hodnotach promé&nnych programu, obsahu paméti, zménach
téchto hodnot provedenych jednotlivymi instrukcemi, apod.

Casto pouZivané logiky pro tento G&el jsou:
o Hoarova logika
o separacni logika
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Formadlni a neformdlni diikazy

Dikazy (nejen dilkazy korektnosti programd, ale obecng& jakékoli

matematické diikazy) mohou byt popisovany s rtiznou mirou formalnosti
a detailnosti:

o formalni diikazy:

o veskerd tvrzeni jsou formalizovana jako formule néjakého druhu
(formdlini) logiky

e jednotlivé kroky dilkazu se ¥idi pfesné danymi pravidly daného
logického systému

o tato pravidla popisuji (jednoduché) manipulace s formulemi na
syntaktické drovni

e pro ové&feni spravnosti ditkazu neni t¥eba formulim viibec rozumét;
je oviem tf¥eba spousta trpélivosti a pellivosti
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Formadlni a neformdlni diikazy

e bé&zné matematické dikazy (nap¥. v odbornych matematickych
knihdch & €lancich):
o kombinuji pouZiti matematického formalismu (nap¥. riiznych druhi
rovnic a matematickych vyrazil) s popisem v p¥irozené ¥e&i
o daly by se (s trochou dsili) relativn& p¥imotat¥e prepsat do podoby
formalniho dikazu

o neformalni sdéleni hlavni myslenky:
o typicky napfiklad p¥i vzdjemné komunikaci mezi odborniky v dané
oblasti
e obsahuje jen klitové myslenky daného dikazu
e spoustu detaild a rutinnich krokd by bylo tfeba doplnit
e spiSe ndpovéda, jak postupovat p¥i vytvareni daného diikazu, nez dikaz
v pravém slova smyslu
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Formalni dikazy

Formalni diikazy mohou byt &asto reprezentovany ve formé stromu:

T Jwo Ju
Jo T Ts Ji2 o
J3 J7 Jo J13 Js
- Js T4 Jiwe Ji9  J2
J1 Jr J21
J1s J26
Iz
Jos

Alternativné mohou byt téZ dikazy reprezentovany jako sekvence.
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Formalni dikazy

At u? se na ditkaz divdme jako na strom nebo jako na sekvenci, v obou
p¥ipadech se dikaz sklada z dil¢ich kroki, které vznikaji aplikaci néjakych
danych odvozovacich pravidel (pouZiva se téZ pojem dedukéni &i
inferenéni pravidla), kterd typicky byvaji tvaru

J T o Tk
J

kde:

o J1, Joy -+ y Jk jSOuU premisy
® J je zavér

Ptiklad:
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Rozdil mezi nalezenim dukazu a ovéfenim dikazu

Obecné pro matematické dikazy plati, Ze:

@ Diikaz daného tvrzeni miiZze byt velmi tézké najit.
Nalezeni dliikazu miZe nékdy vyZzadovat néjaky chytry napad, ktery
nemusi byt zfejmy.

@ Pokud uZ ale diikaz mdme, mélo by byt mnohem jednodussi ovérit
jeho spravnost, neZ na néj pfijit.

Poznamka: Cim je dikaz formaln&jsi a detailn&j&, tim vic by mé&lo byt

jeho ov&Feni jednodussi a mechanitt&jsi (zaroven ale i pracngjsi).

Z. Sawa (VéB—TUO) IADKP 17. bfezna 2023 13 /87



Pouziti pocitace pro vytvareni a kontrolu diikazii

Podobné jako potitatové programy, i diikazy mohou obsahovat chyby,
napftiklad:

@ pouziti néjakého nekorektniho logického kroku v argumentaci

@ opomenuti n&jakého pFipadu, ktery miiZe nastat

o prehlédnuti néjakého symbolu, pfepsani se, apod.

DileZitd myslenka:

PouZit pocitaovy program, ktery:
@ umozni interaktivné vytvaret zapis dlkazl
@ kontroluje spravnost jednotlivych krokd diikazu

@ né&které rutinni kroky umoZni provést automaticky
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Interactive Theorem Proving

Druh potitatového programu, ktery slouZi k interaktivnimu vytvéareni plné
formalnich dikazd uZivatelem s tim, Ze

@ se program stard o kontrolu veskerych formalit ohledn& vytva¥eného
dikazu

o lastetné pomaha uzivateli s nékterymi kroky dlikazu, které je mozné
automatizovat

se oznaluje jako proof assistant nebo téZ interactive theorem prover.

Vytvareni formalniho dikazu néjakého tvrzeni v takovém nastroji se
oznaluje jako interactive theorem proving.
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Automated Theorem Proving

Oproti tomu pojem automated theorem proving oznaluje pouZiti
nastroje, ktery:

@ dostane jako vstup jen tvrzeni, které chceme dokazat

@ pln& automaticky najde bud ditkaz daného tvrzeni nebo zdlivodné&ni
toho, Ze dané tvrzeni neplatf

Pro algoritmy, které néco takového umoZiiuji, se pouZivd pojem decision
procedures.
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Kombinace Interactive a Automated Theorem Proving

Automated theorem proving nardzi na limity toho, co je algoritmicky
rozhodnutelné, pfipadné na p¥ilis vysokou vypoletni sloZitost.
@ pokud je jazyk pouZité logiky dostateéné bohaty na to, aby v ném
bylo moZné vyjad¥ovat obecnd matematickd tvrzeni, nemizeme
olekavat, Ze by hledani dlikazi mohlo probihat pIné automaticky

@ bude fungovat jen pro ur&ité specidlni p¥ipady

Pro vytvareni slozitych dikaz( je vhodné oba pf¥istupy, tj. interactive
theorem proving a automated theorem proving, kombinovat.
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Nastroj Coq

Typickym pfikladem nastroje typu proof assistant, ktery v sobé
kombinuje interaktivni a automatizované dokazovani, je nastroj Coq:

@ umoZiiuje interaktivni vytva¥eni formaln& ovéfenych dikazl
libovolnych matematickych tvrzeni

o definice, véty, dlkazy, atd. se zapisuji v podobé zdrojového kédu
(trochu pFipomind programovani v programovacim jazyce)

@ Coq kontroluje spravnost jednotlivych krokl dikazu, do uréité miry
umoziiuje nékteré kroky automatizovat

@ obsahuje v sobé ¥adu decision procedures pro dokazovani riiznych
specifickych druhd formulf
@ zaroveri je Coq i programovacim jazykem — vysokolroviiovy staticky

typovany funkciondlni programovaci jazyk
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Nastroj Coq

Stranky projektu: http://coq.inria.fr/
@ vyvijeno jako open source software
@ aktudlné ve verzi 8.16.1

@ mozno stahnout zdrojové kddy i p¥eloZené verze pro Fadu platforem
(Linux, Win, MacOS, ...)

@ rozsahld dokumentace
http://coq.inria.fr/documentation

@ moznost stazeni zdrojovych kédi mnoha projektl vyvinutych
s pouzitim Coqu
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Pt¥iklady jinych ndstroji typu proof assistant

P¥iklady jinych podobnych nastrojii — historickych i sou¢asnych:
Automath (60. léta)

LCF (70. léta)

Mizar (70. léta)

Ngthm

ACL2 http://www.cs.utexas.edu/users/moore/acl2/
Isabelle/HOL http://isabelle.in.tum.de/

PVS http://pvs.csl.sri.com/

Twelf http://wuw.twelf.org/

Z. Sawa (VSB-TUO) 17. bfezna 2023


http://www.cs.utexas.edu/users/moore/acl2/
http://isabelle.in.tum.de/
http://pvs.csl.sri.com/
http://www.twelf.org/

Coq — priklady projekt

P¥iklady velkych projekti vytvotenych v Coqu:

o ditkaz v&ty o 4 barvach (four color theorem)

https://github.com/coq-community/fourcolor

@ Feit-Thompson theorem (véta z teorie grup)

https://github.com/math-comp/odd-order

@ CompCert — formdalné ovéfeny kompildtor jazyka C

https://compcert.org/

@ VST (Verified Software Toolchain) — sada knihoven pro praci se
separa¢ni logikou a verifikaci programi;
soulasti je Verifiable C — sada knihoven pro verifikaci programi
v jazyce C

https://vst.cs.princeton.edu/
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Coq — zdroje

Knihy vénované Coqu:

e Software Foundations, by Benjamin C. Pierce et al. (nejnov&si verze
z roku 2022)
https://softwarefoundations.cis.upenn.edu/

o Interactive Theorem Proving and Program Development: Coq Art:
The Calculus of Inductive Constructions, by Yves Bertot and Pierre
Casteran. Springer-Verlag, 2004.

o Certified Programming with Dependent Types, by Adam Chlipala.
MIT Press, 2013.
http://adam.chlipala.net/cpdt/
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Série knih Software Foundations

Software Foundations — voln& dostupné na adrese
https://softwarefoundations.cis.upenn.edu/

@ Volume 1: Logical Foundations

@ Volume 2: Programming Language Foundations

@ Volume 3: Verified Functional Algorithms

@ Volume 4: QuickChick: Property-Based Testing in Coq

@ Volume 5: Verifiable C

@ Volume 6: Separation Logic Foundations

Poznamka: Knihy z této série jsou zajimavé tim, Ze jejich text je napsan
v podobé zdrojovych kédi pro Coq, ze kterého jsou vygeneroviany HTML
stranky.

Je to zamysleno tak, Ze ¢tendf si Cte text z HTML stranek a zaroven
provadi pfikazy v p¥islusném zdrojovém souboru p¥imo v Coqu.
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Série knih Software Foundations

V rdmci pfedmétu Interaktivni a automatizované dokazovani korektnosti
programi budeme vychazet z této série knih (pfedeviim z Volume 1 a 2).

Budeme se primarné zabyvat nasledujicimi tématy:

@ interaktivni a automatizované dokazovani — pouZiti ndstroje Coq
@ sémantika programovacich jazyki a teorie typl

o dokazovdni korektnosti programi za pouziti Hoarovy logiky
a separaéni logiky

Probirand témata budou ¢asteéné souviset s nasledujicimi oblastmi:

o funkcionalni programovani
o logika
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Zaklady pouziti nastroje Coq
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Coq — spusténi programu

Coq je tvoren nékolika programy:

@ coqide — interaktivni prace s Cogem s pouZitim vyvojového prostfedi
s GUI — asi nejbéznéjsi zplisob prace

@ coqtop — interaktivni prace s Cogem prostfednictvim p¥ikazové
tadky

e coqc — prekladat, ktery zdrojové kddy v jazyce Coqu (s pFiponou .v)
kompiluje do binadrni podoby (soubory s p¥iponou .vo)
— tyto soubory je pak mozné importovat jako knihovny

@ coqchk — minimalisticky systém pro kontrolu korektnosti diikazii
v bindrnich souborech (s p¥iponou .vo)

o n&které daldi pomocné nastroje (coqdep, coqdoc, .. .)
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Coq — architektura

Zakladem Coqu je funkciondlni programovaci jazyk:
@ staticky typovany

@ syntaxi se podob3d jinym staticky typovanym funkciondlnim jazykim
(ML, Standard ML, OCaml, Haskell, ...)

@ velmi mocny typovy systém — obecné&jsi nez nap¥. typovy systém
Haskellu

o funkce napsané v tomto jazyce je mozné pfimo volat a spoustét

@ viechny konstrukce, se kterymi Coq pracuje (nap¥. formule
reprezentujici dokazovand tvrzeni, definice pojmi, diikazy, ...) jsou
reprezentovany jako termy tohoto jazyka
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Coq — architektura

uZivatelem vytvarené definice a dikazy

dal3i knihovny (nutno explicitn& importovat)

automaticky importované knihovny

jazyk Coqu

jadro (core language)
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Jadro (core language):

@ minimalistickd podmnoZina jazyka

velmi pfesné a formalné definovana syntaxe, typovy systém
a sémantika prepisovani termi

Zadny syntactic sugar

v8e musi byt explicitné uvedeno

v8e se preklada do tohoto minimalniho jadra
zpUsob, jak jsou vnitfné uloZeny termy

pomérné jednoduchy a p¥imodary algoritmus typové kontroly

v8e se kontroluje prostfednictvim tohoto jadra

Poznamka: P¥ipadna chyba v implementaci tohoto jddra by mohla ohrozit
korektnost vytvarenych dikaza.
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Jazyk Coqu:
sloZity a bohaty jazyk
spousta rlznych druhl ,syntactic sugar”

mnohé véci umi dopliiovat a generovat automaticky

snaha ulehd&it uZivateli praci

o

o

o

@ sloZity algoritmus typové inference
o

@ snaha o struény a prehledny zapis

o

Z 4

Casto slozité a ,,chytré” algoritmy — ne vzdy je zaru¢eno Usp&sné
nalezenfi ¥eseni

Poznamka: P¥ipadna chyba v implementaci t&chto daldich komplikovanych
&asti neohrozi korektnost vytvarenych dikazil, protoze se vie preklada do
minimalistického jazyka jadra a kontroluje prostfednictvim jadra systému.
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Véci jako:
logika (logické spojky, kvantifikdtory, ...)
zékladni matematické pojmy (jako tfeba kartézsky sou&in, relace, . ..)
rGzné druhy &isel (pFirozend, celd, raciondlni, redlna, ...)

rizné druhy matematickych struktur (nap¥. rizné druhy uspofadani)

rizné zakladni datové typy hodici se programovani (nap¥. seznamy,
rGzné druhy stromg, ...)

@ véci tykajici se teorie mnoZzin
o

nejsou zabudovany v jazyce Coqu napevno, ale jsou definovany
v knihovnach, které jsou implementovany v jazyce Coqu.
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s vz

Urcitd minimalni ¢ast téchto knihoven je defaultné zavedena automaticky
p¥i spusténi Coqu.
Zahrnuje to zejména:

o zikladni v&ci tykajici se logiky (logické spojky, kvantifikatory, . ..)

e zikladni datové typy (uspofadané dvojice, seznamy, .. .)

s

@ prirozend &isla

Ostatni knihovny je tfeba explicitn& importovat (p¥ikazem Require),
pokud je chceme pouZivat.
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Extrahovani kédu

Coq umoZiiuje extrahovat (tj. automaticky p¥eloZit) kéd napsany v jazyce
Coqu do né&kolika programovacich jazykf.

V soulasné dobé je podporovana extrakce do nasledujicich jazyki:

e OCaml
@ Haskell

@ Scheme

Poznamka: Soudasti extrahovaného kédu jsou jen ty &asti kddu, které
odpovidaji popisu algoritmii a daji se tedy p¥elozit do b&znych
funkciondlnich programovacich jazykd.

Césti kédu tykajici se logiky a dokazovani extrahovény nejsou.
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Syntaxe Coqu — mezery, komentare, identifikdtory

o white-space znaky — mezery, tabelatory, konce ¥adki

jsou ignorovany, slouzi k oddéleni jednotlivych tokeni

o komentare — uzavfeny mezi znaky (* a *)
Ptiklad: (* toto je komentadr *)
Komentdfe mohou byt vicefddkové a mohou byt v sobé& zanofeny:

(x ... (= ... %)y .. %)

Komentéfe se chovaji stejné jako white-space znaky.

o identifikatory — libovolnad neprdzdna posloupnost tvofena pismeny,
Cislicemi a znaky _ (podtrzitko) a ’ (apostrof), nezacinajici &islici ani
apostrofem
Ptiklady: x1 my_func bl TransitiveRelation
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Vétsina objekt, se kterymi Coq pracuje, je reprezentovana pomoci termii.

Zahrnuje to nap¥. nasledujici druhy objekti:

matematické objekty — funkce, relace, &isla, atd.

datové typy

funkce realizujici urcity algoritmus

vyroky (propositions) — reprezentuji nap¥. dokazovand tvrzeni
dikazy

matematické struktury
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Syntaxe termi (resp. jeji &ast) — vychdazi z A-kalkulu:

t = x — proménna
| ¢ — konstanta
| #it — aplikace
| funx:A=1t — abstrakce (tj. Ax:A.t1)
| let x:A := t;int, — lokdIni definice
| (t1:A) — explicitni specifikace typu
| match t; with ... — pattern matching
| fix f t; — operator pevného bodu (fixpoint)
|

Poznamka: Symboly jako ‘=" jsou ve zdrojovém kédu ve skute€nosti
zapisovany jako ‘=>".
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Typy

Kazdy term je uréitého typu.

Formalné€ mizZeme zapsat, Ze term t je typu A, zdpisem:
t: A

U kazdého termu t, se kterym se pracuje, je vzdy kontrolovan jeho typ
pomoci typové kontroly.

P¥iklady: Ve standardnich knihovnach jsou nap¥ikad definovany typy:

@ nat — pFirozend &isla (tj. hodnoty 0,1,2,...)

@ bool — booleovské hodnoty (tj. true a false)

5:nat false : bool 8+ 3:nat
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Environment

Environment si miZeme pfedstavit jako databazi & datovou strukturu,
ktera obsahuje informace o viech aktudlné definovanych objektech:

definice konstant (zahrnuje jako spec. p¥ipad i definice funkcf)

definice typi

°
°

@ dokdazania tvrzeni

@ definované notace
°
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Environment

UZivatel komunikuje s Cogem sekvenci p¥ikazi, kdy jednim p¥ikazem miize
napftiklad:

o definovat novou konstantu (tj. rozsi¥it aktudlni environment o definici
nové konstanty)

definovat novy typ

zjistit hodnotu dané konstanty (tj. jaky term je ji p¥itazen v aktudlnim
environmentu a jaky je jeho typ)

zjistit jaky je typ daného termu v aktudInim environmentu

P¥i interaktivni praci se tyto p¥ikazy typicky provadi po jednom.
V IDE je barevné& odlisena &ast kédu tvorend ptikazy, které jiz byly
provedeny.
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Coq jako programovaci jazyk

Pokud bychom chtéli pouZivat Coq jako funkcionalni programovaci jazyk,
bude program vypadat jako posloupnost definic konstant (coZ bude typicky
zahrnovat predevsim definice funkci) a induktivn& definovanych typi:

Inductive T :=--- .
Definition ¢; := t;.

Definition ¢ := t».
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Definice konstant

P¥ikaz
Definition ¢ := t.

provede nasledujici:
@ naparsuje term t
@ provede typovou kontrolu termu t v aktudlnim environmentu E

@ prifadi tento term t (spolu s informaci o jeho typu) jako hodnotu
nové konstanty c, kterou p¥idd do environmentu E

Ptiklad:

Definition my_const := 5.
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Definice konstant

P¥i pouZiti definice je mozZné explicitné specifikovat typ:

Definition c: A := t.

Pokud term t neni typu A, systém ohldsi chybu.
P¥iklad:
Definition my_const : bool := 5. «— chyba!

P¥ikaz se neprovede a dostaneme nasledujici chybové hlasent:

The term "5" has type "nat” while it is expected to have type "bool”.
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Dotazy na environment

@ Print c.
Vypi%e definici konstanty ¢ v aktudlnim environmentu (tj. term, ktery
je ji p¥itazen) a odpovidajici typ.

o Check t.
VypiSe typ termu t v aktudlnim environmentu.

Poznamka: V IDE neni tfeba psat tyto dotazovaci p¥ikazy do zdrojového
kédu.
Je moZné také pouzit ndsledujici dvé moznosti:

e PouZit specidlni panel na dotazy (zobrazi se klavesou F1).

o Umistit kurzor na dany symbol ve zdrojovém kédu a pouzit pfikaz
z menu nebo klavesovou zkratku.
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Dotazy na environment

Priklad:

Definition c := 5.
Definition d := c + 3.

Dotazy na environment:

Print c. — vypiSe: ¢ =5 : nat
Print d. — vypiSe: d=c+3 : nat
Check 5. — vypiSe: 5 : nat

Check c. — vypiSe: ¢ : nat

Check d. — vypiSe: d : nat

Check (c+d)x12. — vypi%e: c+d : nat

Poznamka: Vsimnéte si, Ze pfikaz Definition pfifadi konstanté d jako jeji
hodnotu term ¢ + 3, nikoli nap¥. hodnotu 8.
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Definice funkci

Definice funkci jsou specidlnim p¥ipadem vy$e uvedeného pouZiti p¥ikazu
Definition.

Ptiklad:

Definition my_func := fun (x:nat) (y:nat) = x*x+y xy.
Pro lepsi Citelnost a stru¢néjsi zapis se oviem &astéji pouziva nasledujici
alternativni zptisob zédpisu definice funkce (ktery je ekvivalentni s vyse
uvedenym):

Definition my_func (x : nat) (y:nat) := x*x+y *y.

V tomto zplsobu zapisu je moZné specifikovat i typ navratové hodnoty:

Definition my_func (x : nat) (y : nat) :nat := xxx 4y x y.
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Rekurzivni funkce

P¥i pouZiti p¥ikazu
Definition ¢ := t.

je moZné se v termu t odkazovat na libovolné dfive definované konstanty
(tj. na libovolné konstanty v aktudlnim environmentu E).

Specidln& v pfipadé definice funkce je mozné se odkazovat na d¥ive
definované konstanty.

P¥i pouZiti pfikazu Definition oviem neni mozné se v téle funkce
odkazovat na ni samotnou, tj. umoznit rekurzivni volani.
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Rekurzivni funkce

Pt¥iklad: Pro nasledujici kéd dostaneme chybové hldgeni, Ze hodnota
factorial nebyla nalezena v aktudlnim environmentu:

Definition factorial (n: nat) : nat :=
match n with
|0=1
| S n" = n x factorial n’ «— chyba!
end.

V pfipadé definic rekurzivnich funkci je tfeba pouZit misto
p¥ikazu Definition p¥ikaz Fixpoint:

Fixpoint factorial (n: nat) : nat :=
match n with
|0=1
| S n" = n x factorial n’
end.
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Rekurzivni funkce

Poznamka: Ve skutetnosti je Fixpoint de facto také jen specidlnim
pfipadem p¥ikazu Definition.

@ Ve vnit¥ni reprezentaci Coqu je funkce, kterou definujeme pomoci
ptikazu Fixpoint, reprezentovana pomoci termu, ktery pouziva
tzv. operator pevného bodu fix.

(Jak se miZeme presvédiit naptiklad pomoci ptikazu Print.)

P¥iklad: Vy3e uvedena definice funkce factorial by mohla byt zapsdna také
takto:

Definition factorial :=
fix f (n:nat) : nat :=
match n with
|0=>1
[Sn' = nxfn’
end.
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Vyhodnoceni hodnoty termu

Pt¥ikaz
Compute t.

provede vyhodnoceni hodnoty termu t, tj. spusti vypolet, jehoz vysledkem
je term reprezentujici vyslednou hodnotu.

Ptiklad:

Compute factorial 5. — vypiSe: 120 : nat
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Vyhodnoceni hodnoty termu

Poznamka: P¥ikaz Compute je specidlnim p¥ipadem obecnéjsiho
ptikazu Eval, ktery umoZiiuje rliznymi zplisoby vyhodnocovat hodnotu
termu.

Ndasledujici p¥ikaz vyhodnoti term t pouZiti strategie vyhodnocovani str:

Eval str in t.

P¥iklady takovych strategii vyhodnocovani jsou napt.:
@ cbv — call by value
lazy — lazy
hnf — head normal form
compute — efektivn&jsi zpiisob vyhodnocenfi
vm_compute — jest& efektivn&jsi zplsob vyhodnoceni zahrnujici
preklad do bytecodu vykonadvaného virtudlnim strojem
implementovanym v C

Poznamka: p¥ikaz Compute je zkratka pro Eval vm_compute in
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Vyhodnoceni hodnoty termu

Termy se vyhodnocuji postupnym prepisovanim podle pfepisovacich
pravidel (tato pravidla budou podrobné&ji popsdna pozdéji):
[3-redukce

d-redukce

(-redukce

(-redukce

Poznamka: U strategie vyhodnoceni je mozné p¥esnéji definovat, ktera
z téchto pravidel se maji &i naopak nemaji pouzivat.

Toto pFepisovani je moZné pouzivat nejen ke spol&itani néjaké vysledné
hodnoty (nap¥. voldni funkce s n&jakou hodnotou argumentu), ale také pro

upravy terml — nap¥. zjednoduseni néjakého vyrazu.

Z. Sawa (V3B-TUO) IADKP 17. brezna 2023 51/87



Vyhodnoceni hodnoty termu

Efektivnéjsi strategie jako compute a vm_compute ve skuteénosti nepracuji
p¥imo pomoci p¥episovani termd, ale

@ vnit¥né transformuji term nejprve do bytekddu, ktery je efektivn&jsi na
vykondvani
@ provadi instrukce tohoto bytekddu

@ po skon&eni vypoltu pfevedou vyslednou hodnotu opét do podoby
termu

Rychlost vykonavéni kédu pomoci vm_compute je plné srovnatelnd
s rychlosti b&Zn& pouzivanych funkciondlnich jazyki (jako je tfeba Haskell).

Strategie, které pracuji pfimo s p¥episovanim termu jsou vyrazn& pomalejsi.
Jsou uréeny spiSe na dpravy term( p¥i dokazovani tvrzeni.

(Umoziuji ale zase jemné&jsi kontrolu nad tim, co se ma a nema
prepisovat, a v jakém potadi.)

Z. Sawa (V3B-TUO) IADKP 17. brezna 2023 52/ 87



Vyhodnoceni hodnoty termu

Vyhodnoceny term je téZ mozné p¥ifadit jako hodnotu konstanty:

Definition ¢ := Eval compute in t.

Ptiklad: Nasledujici pfikaz ptitadi konstanté q term 120:

Definition q := Eval compute in factorial 5.

Provede tedy to samé, co by proved| p¥ikaz

Definition q := 120.
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Dikazy tvrzeni

V Coqu jsou i diikazy tvrzeni reprezentovdny termy a je s nimi mozno
pracovat podobné jako s ostatnimi objekty.

Termy reprezentujici diikazy jsou vSak &asto zna¢né velké a neprehledné.
P¥ima price s témito termy je sice v principu mozna, ale velmi uZivatelsky

nepfivétiva.

V tomto uZivatelsky nepfivétivém ,,manudlnim* mddu by dikaz tvrzeni A
explicitnim napsanim termu t (ktery reprezentuje dany dikaz) vypadal
takto:

Theorem thmy : A.
Proof t.
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Dikazy tvrzeni

Standardné se tvrzeni dokazuji ndsledujicim zpisobem:

Theorem thmq : A.
Proof.

Qed.

Dikaz se vytva¥i postupné pomoci tzv. taktik:

o taktiky jsou specidlni pfikazy vytvarejici postupné term reprezentujici
dany dikaz

@ uZivatel tento term nevidi
e uzivateli se zobrazuje aktudini stav jako jeden &i vice cilii (goals)

o diikaz se buduje odzadu
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Dikazy tvrzeni

7

Cil (goal) se sklad3 z:
@ lokalniho kontextu — coZ je posloupnost lokdlnich pfedpokladi
a definic, nap¥:
e X :nat — proménna x je typu nat

e hy:x>1— plati pfedpodklad x > 1
hy je jméno, kterym se miZeme na tento predpoklad odkazovat

e y:= x* x : nat — lokalni promé&nna y ma p¥ifazenu hodnotu danou

termem x * x a je typu nat

@ zAavéru — typicky je to formule reprezentujici tvrzeni, které je tfeba
dokdzat
Pro oznaleni cile, ktery se skldda z lokdIniho kontextu I' a cile A budeme
pouZivat zapis:
r-A
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Dikazy tvrzeni

o Typicky se zalind s cilem, jehoZ lokalni kontext je prazdny a zavér je
tvrzeni, které chceme dokdzat.

e pouziti taktiky bud cil vyfe$i nebo vytvofi jeden nebo vice podcili,
které je tfeba dokazat:

nEB oF B Ik F Bk
'=A

@ Neni to tak, Ze by taktiky pFfesné odpovidaly jednotlivym logickym
krokiim diikazu.

Taktika obecné mize ve stromé diikazu vybudouvat libovolny poéet
takovych kroki.
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Dikazy tvrzeni

@ Dikaz musi byt ukon&en pt¥ikazem

Qed.
Ten zkontroluje, Ze jiZ nezbyvd Zadny nevyfeSeny podcil, a také

provede celkovou kontrolu vytvofeného stromu dikazu
(ktery je reprezentovan p¥islusnym termem).
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Dikazy tvrzeni

Ndasledujici p¥ikazy se z hlediska Coqu chovaji tplné stejn& jako p¥ikaz
Theorem:

o Lemma

o Fact

o Remark

o Corollary

o Proposition
o

Property

Pouziti rliznych oznadeni misto Theorem slouZi ¢isté pro uZivatele, aby
mél moznost neformalné vyznalit, jakou roli hraje dané tvrzeni v celkovém
dlkazu, napt.:

o Lemma — pomocné tvrzeni, diléi krok dikazu

o Corollary — bezprostfedni jednoduchy disledek néjaké predtim
dokazané véty nebo lemmatu
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Axiomy a predpoklady

Kromé definovanych pojmi a dokazovanych tvrzeni miZe zdrojovy kéd
obsahovat také:

@ Axiomy — nedokazovana tvrzeni, o kterych prosté ptedpokladame,
Ze platf:

Axiom azxq : A.

ax1 je zda nazev axiomu a A formule reprezentujici znéni tohoto
axiomu.

o Nedefinované konstanty — konstanty, u kterych je deklarovén
pouze typ, ale neni jim p¥ifazen Zadny term

Reprezentuje tedy né&jakou blize nespesifikovanou hodnotu daného
typu.

Parameter c: A.
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Axiomy a predpoklady

@ Axiomy a nedefinované konstanty se v typickych dikazech nevyskytuji
bud viibec nebo jen vzicné.

@ Mohou byt ale uZite¢né p¥i vytvéreni dosud nehotovych diikazd, kdy
mohou zastupovat nékteré &asti, které zatim nejsou hotové a budou
ptipadné doplnény pozdéji.
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Axiomy a predpoklady

Nehotovy diikaz je také mozné misto Qed ukoncit pomoci p¥ikazu
Admitted:

Theorem thmq : A.
Proof.

Admitted.

Vyse uvedené pouziti p¥ikazu Admitted zahodi dosud vytvofenou &ast
stromu dikazu a udéla to samé, co by udélal p¥ikaz

Axiom thmq : A.

tj. pfidd do environmentu axiom thms.
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P¥ikaz Abort

Dal3i moznosti ukoneni diikazu je ptikaz Abort.

Theorem thmq : A.
Proof.

Abort.
Stejné jako Admitted zahodi dosud vytvofenou &ast stromu dikazu, ale
na rozdil od né&j do environmentu nic nep¥ida.

Ukonéeni dilkazu pfikazem Abort tedy oznaluje nelispésny pokus o diikaz,
ktery nebude nadéle k ni¢emu pouZivan.

V hotovych diikazech by se tedy typicky nemé&l vyskytovat.
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Zakladni druhy termu
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Funkéni typy

Pokud A a B jsou typy, tak zapis A — B oznaluje typ vSech funkci
z Ado B.

f:A— B

Priklad: is_prime : nat — bool

Poznamka: Misto symbolu ‘—' se ve zdrojovém kédu pise ‘=>'.
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Aplikace funkce

Ptredpokladejme, Ze A a B jsou né&jaké libovolné typy.

P¥edpokladejme dale, Ze
o f jefunkcez Ado B, tj. f:A— B
@ a je hodnota (nap¥. konstanta nebo prom&nnd) typu A, tj. a: A

Ndasledujici zapis oznaluje aplikaci funkce f na argument a:

fa

Term f ajetypu B, tj. f a: B

Poznamka: V programovacich jazycich jako je C nebo Java by
odpovidajici konstrukce (tj. volani funkce f s hodnotou argumentu a) byla
zapsana jako vyraz f(a).
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Aplikace funkce

Term f a mlZe byt reprezentovan nasledujicim abstraktnim
syntaktickym stromem:
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Aplikace funkce

Term f a mlZe byt reprezentovan nasledujicim abstraktnim
syntaktickym stromem: B

A—B A
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Aplikace funkce

Term f a mlZe byt reprezentovan nasledujicim abstraktnim
syntaktickym stromem: B

A—B A

Aplikace funkce je operace, kterd miiZze byt aplikovana na libovolné dva
termy t1 a t» odpovidajicich typi:

Term t; t: @ HiS T
th:S
ti1to: T

t1 to
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Aplikace funkce

Term f a mlZe byt reprezentovan nasledujicim abstraktnim
syntaktickym stromem: B

A—B A

Aplikace funkce je operace, kterd miiZze byt aplikovana na libovolné dva
termy t1 a t» odpovidajicich typi:

T
Term t; t: @ HiS T

t:S
S—T S hty: T

t1 to
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Strukturu termu je moZné vyznalit pomoci zvorek (znaky ‘(" a ‘)’).

P¥iklad: term (a (b (c d))) (e (f g)))
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Veskeré funkce jsou unarni, tj. olekdvaji jen jeden argument.

Funkce s vy&&i aritou (bindrni, terndrni, ...) je moZné reprezentovat
pomoci techniky zvané currying:

term (f a) b:

:A— (B— Q) @
T A
. B

o L K

Na funkci f se miZeme divat jako na funkci dvou argumenti (typi A a B),
kterd vraci hodnotu typu C, a kterou voldme s hodnotami a a b.

Z. Sawa (VSB-TUO) IADKP

17. bfezna 2023 69 /87



Veskeré funkce jsou unarni, tj. olekdvaji jen jeden argument.

Funkce s vy&&i aritou (bindrni, terndrni, ...) je moZné reprezentovat
pomoci techniky zvané currying:

term (f a) b:

A= (B— ()
T A
: B

o L K

fa:B—C
(Fa)b: C

Na funkci f se miZeme divat jako na funkci dvou argumenti (typi A a B),
kterd vraci hodnotu typu C, a kterou voldme s hodnotami a a b.

Z. Sawa (V3B-TUO) IADKP 17. brezna 2023 69 /87



Podobné miZeme reprezentovat ternarni funkci g, ktera:
@ oclekava tfi agrumenty typli A, Ba C

@ vraci navratovou hodnotu typu D

g:A—= (B— (C— D))
a:A
b:B
c:C
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Podobné miZeme reprezentovat ternarni funkci g, ktera:
@ oclekava tfi agrumenty typli A, Ba C

@ vraci navratovou hodnotu typu D
g:A—= (B— (C— D))

a:A
b:B
c:C
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Konvence pro vypousténi zavorek

Protoze je currying v zdpisech termii velmi asto pouZivan a pouZiti
velkého mnoZstvi zdvorek neni p¥ili§ prehledné, pouZivaji se nasledujici dvé
konvence pro vypousténi zavorek:

@ aplikace funkce je asociativni doleva, tj. zapis

f ai a» a3 az as ag
je interpretovan jako

(((((F a1) a2) a3) a4) as) ae

@ operace — vytvarejici funkéni typ je asociativni doprava, tj. zapis
Al 5 A - A3 5 Ay > As - Ag — B
je interpretovan jako

A1 = (A2 = (A3 = (A4 — (As — (As — B)))))
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Pt¥iklad: Reknéme, Ze funkce add reprezentuje operaci séitani na
prirozenych &islech:

add : nat — nat — nat

e add 5 3 — reprezentuje hodnotu 5 + 3 (typu nat)

@ add 5 — reprezentuje funkci typu nat — nat, kterd pro hodnotu
argumentu x vraci hodnotu 5 + x
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Pt¥iklad: Reknéme, Ze funkce add reprezentuje operaci séitani na
prirozenych &islech:

add : nat — nat — nat

e add 5 3 — reprezentuje hodnotu 5 + 3 (typu nat)

@ add 5 — reprezentuje funkci typu nat — nat, kterd pro hodnotu
argumentu x vraci hodnotu 5 + x

P¥iklad: P¥edpokladejme, Ze mame také funkci mul, kterad reprezentuje
operaci nasobeni na pfirozenych &islech:

mul : nat — nat — nat

B&Zny matematicky zdpis x - x + y - y bychom mohli reprezentovat jako
term
add (mul x x) (mul y y)
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Dalsi dilezitou konstrukci, kterd mizZeme v termech pouZivat je
abstrakce, ktera slouzi k vytvareni funkci.

Term
funx:A=1

reprezentuje anonymni funkci:

s s

o Tato funkce olekava jako argument hodnotu typu A, ktera p¥i volani
této funkce bude p¥ifazena do proménné x.

Promé&nnd x tedy pFedstavuje parametr této funkce.

@ Term t; pFedstavuje télo této funkce.
Proménnd x se mizZe vyskytovat v tomto termu t; jako lokalni
promé&nna.

o Navratovou hodnotou funkce je hodnota, na kterou se vyhotnoti
term t;, pokud se do parametru x dosadi p¥islusnd hodnota
argumentu, se kterou byla funkce volana.

Z. Sawa (V3B-TUO) IADKP 17. brezna 2023 73/87



Pro konstrukci

funx: A=t
se v matematickych textech vétSinou pouziva zapis
Ax:A.

proto se pro jeji oznaeni kromé pojmu ,,abstrakce” nékdy téz pouZziva
pojem lambda funkce.

Poznamka: Pro zvyraznéni je téZ moZné uzav¥it parametr x a jeho typ A
do zavorek:

fun (x: A=t
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Pokud za predpokladu, Ze prom&nnd x je typu A, plati, Ze term t; je

typu B, tak typ termu
funx: A=t

je A — B (tj. funkce z A do B).
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Pokud za predpokladu, Ze prom&nnd x je typu A, plati, Ze term t; je

typu B, tak typ termu
funx: A=t

je A — B (tj. funkce z A do B).
A—B

B
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Pt¥iklad: Abstraktni syntakticky strom termu
fun (f:A—-B—C)= (fun (g: A—=B) = (fun (x: A) = (f x (g x))))
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Pt¥iklad: Abstraktni syntakticky strom termu
fun (f:A—-B—C)= (fun (g: A—=B) = (fun (x: A) = (f x (g x))))

(A—-B—C)—(A—=B)—A—=C
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Abstrakce je asociativni doprava, tj.

fun (x;: A1) = fun (xo: As) = fun (x3: A3) = fun (x5 : Ay) = t1
je interpretovano jako
fun (x1: A1) = (fun (xo : A2) = (fun (x3: A3) = (fun (x4 : A) = t1)))
Navic je v tomto pFipadé mozné pouZivat nasledujici zkrdceny zapis
(ktery reprezentuje pfesn& stejny term jako vySe uvedeny del3i zapis):

fun (x1: A1) (x0: A2) (x3:A3) (x4:A4) = t1

Poznamka: P¥i tomto zkraceném zplsobu zapisu neni mozné vynechat

zavorky kolem ndzvi promé&nnych a jejich typl: (x3 : A1), (x0: Az), ...
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Ptiklad: Misto termu
fun (f:A—-B—C)= (fun (g: A—=B)= (fun (x: A) = (f x (g x))))
je moZné psat

fun (f:A—B—C) (g:A—=B) (x:A) = x(gx)
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Pokud m3a né&kolik po sob& jdoucich parametri stejny typ, je mozné je
spojit do jedné zavorky, kde je typ uveden jen jednou.

Pt¥iklad: Misto
fun (x: A) (y:A) (z:A) (w:B) (v:B)=1t;

je moZné psat
fun (x yz:A)(uv:B)= 1t

Pokud plati nésledujici:
@ pokud promé&nné x, y a z jsou typu A a promé&nné u a v typu B,
tak term t; typu C,

bude vySe uvedeny term typu

A—-A—-A—-B—-B—C
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Definice konstant

Pro zapis konstant, jejichZ hodnota je funkce, je moZné pouzivat struénéjsi
a prehledngjsi zpisob zépisu (ktery funguje jako syntactic sugar pro vy3e
uvedené):

Definition id (x : nat) := x.

Je moZné i explicitn& specifikovat typ navratové hodnoty:

Definition id (x : nat) : nat := x.
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Definice konstant

P¥iklad funkce s vice argumenty (n&kolik alternativnich zplsobl zépisu):

Definition f := fun x : nat =
fun y : nat =
add (mul x x) (mul y y).

Definition f := fun (x : nat) (y : nat) =
add (mul x x) (mul y y).

Definition f := fun (x y : nat) =
add (mul x x) (mul y y).

Definition f (x : nat) (y : nat) =
add (mul x x) (mul y y).

Definition f (x y : nat) :=
add (mul x x) (mul y y).
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Typova inference

V zépise funkci je mozné ¢asto typy parametri vynechat, protoZe typovy
systém Coqu je shopen pfislusné typy dopocitat pomoci typové inference.

Je tak moZné psat naptiklad
Definition f x y := add (mul x x) (mul y y).
nebo
Definition f := fun x y = add (mul x x) (mul y y).

V obou pfipadech systém automaticky uréi, Ze proménné x a y maji byt
typu nat.

Do environmentu se uloZi vZdy plné otypovany term, kde jsou doplnéné
typy proménnych uvedeny.
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Typova inference

Ne vidy je mozné typ prom&nné pomoci typové inference doplnit.

Napf¥iklad u nasledujici definice zahlasi systém chybu, protoZe z uvedenych
informaci neni schopen typ proménné x urdit:

Definition id x = x. ¢— Chyba!
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Konstrukce let .. in .. — lokalni definice

Term tvaru
letx:A: =t int
reprezentuje definici lokalni proménné x typu A, které je pfifazena
hodnota dana termem ty.
Proménnad x mize byt libovolné pouZita v termu t».

Celkova hodnota termu let x : A := t1 in t; je ddna vyhodnocenim
termu tp s tim, Ze hodnota proménné x tomto termu je ddna hodnotou
termu ty.

Podobné jako u funkci, je i u vySe uvedené konstrukce mozné typ proménné
vynechat. Systém se ho pokusi dopotitat pomoci typové inference:

let x .= t1in
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Konstrukce let .. in .. — lokalni definice

Priklad:
Funkce

Definition h (x : nat) :=
let y :nat := g (f x x) in
add (mul y y) x.

Definition h (x : nat) =
let y .= g (f x x) in
add (mul y y) x.

bude potitat stejné hodnoty jako funkce

Definition h (x : nat) =
add (mul (g (f x x)) (g (f x x))) x.
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Konstrukce let .. in .. — lokalni definice

Pokud lokdIni prom&nné p¥ifazujeme funkci, miZeme pouzivat podobné
konvence jako pfi definici funkce pomoci pfikazu Definition.

P¥iklad: Misto

Definition h (x : nat) :=

let f := (funy:nat= gy x) in
f(f x).

miZeme psat
Definition h (x : nat) =

let f (y:nat) := gy xin
f(f x).
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Explicitni stanoveni typu termu

Term tvaru
t: A
se vyhodnoti stejné jako term t.

P¥i typové kontrole se navic zkountroluje, Ze term t je skute¢né typu A.
(Pokud ne, je ohldgena chyba.)
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