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Cviceni 6

Priklad 1: Pro kazdou z nasledujicich sekvenci symbolii rozhodnéte, zda se jedné o a) term,
b) formuli predikatové logiky (pouzivejte bézné konvence pro vypousténi zavorek). Pokud se
jedna o formuli predikatové logiky, urcete, zda je tato formule i) atomicka, ii) uzaviena; pokud
neni formule uzaviend, uréete mnozinu volnych proménnych, které se v ni vyskytuji.

U sekvenci symboli, které jsou termem nebo formuli, nakreslete prislusny abstraktni syntak-
ticky strom.

Berte jako dané, ze:
e P, Q a R jsou predikatové symboly, pficemz P je unarni a Q a R jsou binarni,

e f je unarni funkéni symbol a g je binarni funkéni symbol,
e c a d jsou konstatni symboly.

L (=((=p) = (=(=7)))) 15. VxR(f(x))

2. Vx e A:P 16. WxR(f(x), f(x), f(x))
3. f(c) 17. VxP(f(x,x))

4. R(c,d) 18. VxP(g(x,x))

5. Vx3yP(c) 19. f(f(g(c,d)))

6. Yx3yf(R(x,y)) 20. P(f(g(c,d)))

7. Vx3yP(g(x,y)) 21. P(f(d)) — VxP(x)
8. Vx3yf(g(x,y)) 22. P(f(g(f,f)))

9. Vx3yP(g(f(f(x)),c)) 23. P(f(g(c,x)))

10. Vx(P(d) A JFyQ(y,c)) 24. Vx(f(x) — glc,x))
11. P(d) A FyQ(y,c) 25. VxP(f(x) — g(c,x))
12. P(x) A JyQ(d,c) 26. VxP(—f(x))

13. Vx3y(R(x, f(y)) < FzQ(z,c)) 27. Vx—P(f(x))

14. VxP(g(x)) 28. =(P(f(x)) V Qly,z))

Priklad 2: Nasledujici tvrzeni formulovand v prirozené feCi zapiSte formalné formulemi
predikatové logiky:.

Pozndamky:

e Nejprve si vzdy rozmyslete, jaké jednotlivé predikatové, funkéni a konstatni symboly ve
formuli pouzijete, co budou tyto symboly reprezentovat a jaké budou jejich arity.

e Jako mezikrok pii vytvareni vysledné formule, vytvorte nejdiive ,formuli“, kde jako
predikatové, funkéni a konstatni symboly mohou byt pouZity standardni matematické
symboly jako tfeba >, +, N, €, C, zapis ¢iselnych konstant pomoci ¢islic, apod., a
kde jsou pouzity bézné konvence, jako napiiklad infixovy zapis binarnich funkénich a
predikatovych symbolfi.

e Na zakladé ,formule“ vytvorené v predchozim kroku, vytvorte odpovidajici formuli,
kterd je vytvorena presné podle formalni definice syntaxe formuli predikatové logiky
(pfi¢emz je mozné pouzit standardni konvence pro vynechavani zavorek) a kde jsou jako
predikatové, funkéni a konstantni symboly pouzita pouze pismena latinské abecedy.
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a
b

Pro jakékoliv prirozené ¢islo existuje prvocislo vétsi nez toto cislo.
Nékteré prirozené ¢islo neni beze zbytku délitelné ¢islem 5 ani ¢islem 7.
¢) Pro kazdé redlné cislo vétsi nez 10 plati, Ze po odecteni ¢isla 9 dostaneme kladné ¢islo.

(§

f

)
)
)
d) Prazdna mnozZina je podmnozinou kazdé mnoziny.
) Pro kazdé dvé mnoziny plati, Ze jsou obé podmnozinami jejich sjednoceni.
)

Prinik dvou mnozin je podmnozinou obou téchto mnozin.

Priklad 3: Predpokladejme, Ze

e P a Q jsou unarni predikatové symboly a R je bindrni predikatovy symbol,
e f je binarni funkéni symbol a g je unarni funkéni symbol,
e c a d jsou konstantni symboly.

Pro kazdou z nésledujicich formuli a kazdou z nasledujicicich interpretaci a valuaci urcete
pravdivostni hodnotu dané formule pfi dané interpretaci a valuaci.

Formule:
1. R(c,d) 4. Ix(Q(x) A VyR(y, g(x)))
2. R(c,d) — R(c,x) 5. Ix—P(f(x,y))
3. VxvVyvz(R(x,y) A R(y,z) — R(x,z)) 6. Vx3y—R(x,9(g(y)))
Interpretace:

a) Interpretace A, kde univerzem je mnozina A = {«, 3, v}
Predikatim P, Q a R jsou pfifazeny nésledujici relace:
o PA= {OC, Y}
° QA =10
hd RA :{(O(> B)a (BaY)a (“aY)}

Funkénim symbolam f a g jsou piifazeny funkce A a g** popsané nésledujicimi tabulkami:

Ala By x | g*(x)
x | B a v x B
BB B B Bl v
Y |x v B Y| v

Konstantnim symbolim ¢ a d jsou pfifazeny prvky « a B, tj. ¢4 = a a d4 = p.

Piedpokladejme valuaci v, kde v(x) = v, v(y) = x a v(z) = «.
b) Interpretace B, kde univerzem je mnozina pfirozenych ¢isel N ={0,1,2,...}.

e Predikatovému symbolu P je pfifazena relace PB = {x € N|x mod 2 = 0}.
Predikatovému symbolu Q je piifazena relace Q8 = {x € N | x = y? pro né&jaké y € N
Predikatovému symbolu R je piifazena relace R® = {(x,y) € N x N |x < y}.
Funkénimu symbolu f je pfifazena funkce f3: N x N — N, kde f3(x,y) = x + v.

Funkénimu symbolu g je piifazena funkce g% : N — N, kde ¢gB(x) =x + 1.
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e Konstantam ¢ a d jsou piifazeny prvky 0 a 2, tj. ¢ =0a df = 2.

Predpokladejme valuaci v, kde v(x) =7, v(y) =2, v(z) = 9.

Priklad 4: Pro kazdou z néasledujicich formuli najdéte néjakou interpretaci, kterd je jejim
modelem, a néjakou interpretaci, ktera jejim modelem neni.

1. Vx((P(x) A Q(x,a)) — R(x))
2. ¥x(P(a,x) — Q(x))

3. Ix(P(x,f(x)))

Priklad 5: Uvedte priklad interpretace, ve které soucasné plati vSechny ¢tyfi nasledujici
formule:

e —IxR(x,x)

e VxJyR(x,y)

o IxVy(—R(y,x))

o VxVyvz(R(x,y) — (R(y,z) — R(x,z)))

Priklad 6: Zjistéte, zda dany zévér logicky vyplyva z daného predpokladu. Vase odpovédi
zdavodnéte.

a) predpoklad: Vx3yP(x,y), zavér: JyvxP(x,y)

b) pfedpoklad: IxVyR(x,y), zavér: Vy3IxR(x,y)

c) predpoklad: Vx(P(x) — Q(x )), ZAVEr: HXP( )HVXQ( )
d) predpoklad: IxP(x) A IxQ(x), zaveér: A Q(x)
e) predpoklad: IxP(x)V IxQ(x), zavér: HX(P(X)\/Q( )

fedpoklad: VxP(x) AVxQ(x), =zéavér: Vx(P(x) A Q(x
fedpoklad: Vx(P(x)V Q(x)), =zaveér: VxP(x \/VXQ
fedpoklad: VxP(x) — VxQ(x), zavér: Vx(P(x) — Q(x
fedpoklad: Vx(VyP(y) — Q(x)), =zéavér: VyP(y) —>VxQ(x)
fedpoklad: Vx(P(x) — VyQ(y)), =zavér: IxP(x) — VyQ(y)

pre

pre

pre

pre )
pre )
predpoklad: Ix(P(x) V Q(x)), zavér: IxP(x) V IxQ(x)
predpoklad: Vx(P(x) A Q(x)), zavér: VxP(x) AVxQ(x)
pre ))
pre )
pre
pre
p

Priklad 7: Pomoci Vennovych diagrami zjistéte, zda dany zavér logicky vyplyva z uvedenych
predpokladt. Pokud zavér z téchto predpokladt nevyplyva, uvedte priklad interpretace, kde
plati predpoklady a neplati zavér.
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a)  Vsichni Zivocichové jsou smrtelni.
Vsichni lidé jsou Zivocichove.

Vsechni lidé jsou smrtelnd.

b)  Vsichni lidé potrebuji k Zivotu kyslik.
Lidé jsou zivé organismy.
Vsechny Zivé Zivée organismy potrebuji k Zivotu kyslik.

c) Nékteri lidé jsou lhdri.
Adam je clovék.
Adam je lhar.

d) Z obrazi jsou cenné pravé ty, které jsou portréty.
Vsechny portréty jsou olejomalby.
Nektere z obrazu nejsou olejomalby.
Obrazy, které nejsou olejomalby, nejsou cenné.

Pozndmka: Pro jednoduchost predpokladejte, Ze vSechny prvky universa jsou obrazy.

e) Vsechna celd ¢isla jsou raciondini.
FEzistuje alespon jedno raciondlni cislo, které neni celé.
KaZdé rediné cislo bud je raciondlni nebo neni raciondini.

Existuje realné cislo, které je raciondlni.

Pozndmka: Pro jednoduchost predpokladejte, Ze vSechny prvky universa jsou ¢isla.

Priklad 8: Které z nasledujicich dvojic formuli jsou logicky ekvivalentni? VaSe odpovédi
zdivodnéte.

1. Je IxP(x) & P(x)?

2. Je FyixP(x) & IxP(x)?

3. Je JyIxP(x) & JyP(y)?

4. Je XP(x,y) & FyP(y,y)?

5. Je VxP(x,y) & YyP(y,y)?

6. Je VxVyP(x,y) & VyvyP(y,y)?

Piiklad 9: Pomoci ekvivalentnich tprav odvodte:

a) —VyIxP(x ,y) & Jyvx—P(x,y)
) Hxva & Vyv¥xQ(y)
) ¥xP(x) — HZ(ﬂVy(Q(y) V R(z,y))) & Ix—P(x) V 3z3y(—R(z,y) A—=Q(y
d) =¥x(P(x) — Q(x )) & Ix(P ( )AﬂQ( ))
) —3x( P (x)ANQ(x)) & Vx(P(x) = —Q(x

) Vx(P(x) — (Q(x )AR( ))) <:> Vx(P(x )—>Q(X)) A Vx(P(x) = R(x))

) IX(P(x) A (Q(x) VR(x))) & Ix(P(x) AQ(x)) V Ix(P(x) AR(x))
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Priklad 10: Pfipometime, ze symbol “=" oznacuje rovnost (identitu). Vysvétlete v pfirozené
feci, co tika nasledujici formule:

IFy(—~(x=y) A Vz(z=x V z=1y))
Jak vypadaji modely této formule?
Piiklad 11: Reknéme, ze P je unarni predikat. Pomoci formuli predikatové logiky vyjadiete
néasledujici tvrzeni (muZete vyuzit symbol “="):

a) Existuji alespon tfi prvky s vlastnosti P (tj. pro alespon tfi rizné prvky x plati P(x)).
b) Existuji nejvyse dva prvky s vlastnosti P (tj. pro nanejvys dva ruzné prvky x plati P(x)).



