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Cviceni 5

Priklad 1: UvaZzujme konkrétni interpretaci, kde universem je mnozina geometrickych ob-
jektt znazornénych na nésledujicim obrazku.
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Objekty v tomto universu jsou rozmistény na plose, maji rizné barvy a mohou se vzajemné

prekryvat.

Predpoklademe déle, ze mame nésledujici predikaty:

e Q — unérni predikat reprezentujici vlastnost ,byt ctverec* (tj. Q(x) znamenda ,x je
Ctverec®)

e R — undrni predikat reprezentujici vlastnost byt obdelnik“ (tj. R(x) znamend ,x je
obdelnik®)

e T — undarni predikét reprezentujici vlastnost ,byt trojuhelnik® (tj. T(x) znamend ,x je
trojuhelnik®)

e C — undrni predikét reprezentujici vlastnost byt kruh® (tj. C(x) znamend ,x je kruh®)
e U — unéarni predikat reprezentujici vlastnost byt pétighelnik* (tj. U(x) znamend ,x je

pétithelnik® )

e B — undarni predikit reprezentujici vlastnost ,byt modry“ (tj. B(x) znamena ,x je
modry“)

e G — unarni predikat reprezentujici vlastnost , byt zeleng“ (tj. G(x) znamend ,x je
zeleny“)

e D — undrni predikat reprezentujici vlastnost ,byt cerveng® (tj. D(x) znamend ,x je
cerveny“)

e Y — unarni predikat reprezentujici vlastnost byt Zluty® (tj. Y(x) znamena ,x je Zluty“)

e M — unéarni predikit reprezentujici vlastnost byt fialovg“ (tj. M(x) znamena ,x je
fialovg“)

e H — binarni predikat reprezentujici vztah ,zabirat vétsi plochu® (tj. H(x,y) znamend
»X zabird vétsi plochu nez y“)
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e K — binarni predikét reprezentujici vztah ,cdstecné prekryva® (tj. K(x,y) znamend ,x
cdstecné prekryva y“, resp. ,objekt y je cdstecné prekryt objektem x“)

Pro kazdou z néasledujicich formuli provedte nasledujici:

e Zformulujte v prirozené feci tvrzeni vyjadrené prislusnou formuli.

e Urcete, zda je dané tvrzeni pravdivé v piipadé vyse uvedené interpretace.

V nékterych pripadech zavisi pravdivostni hodnota tvrzeni na konkrétni valuaci, tj. na
konkrétnich hodnotach pfifazenych proménnym. V takovém pripadé si zvolte néjaké
konkrétni prifazeni hodnot proménnym sami a vyhodnotte pravdivostni hodnotu for-
mule pfi této vami zvolené valuaci.

Pokud je to mozné, snazte se najit priklad valuace, kdy formule plati, a priklad valuace,
kdy formule neplati.
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. x3yK(x,y)

- Vx((Fy3z(K(y, x) A K(z,x) AH(y, z)) — FyH(x,y))
- ¥x(Q(x) — H(x,y))

Q(x) A IxT(x)

S
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Priklad 2: Vezméme si stejné predikaty, jaké byly zavedeny v pfedchozim cviceni.

Zapiste nasledujici tvrzeni jako formule predikatové logiky:
a) Existuje modry étverec.

Reseni: Ix(B(x) A Q(x))
b) Kazdy kruh je modry, zeleny nebo Zluty.

Reseni: Vx(C(x) — (B(x) V G(x) V' Y(x)))
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c)

Ke kazdému modrému objektu existuje zluty objekt, ktery zabira vétsi plochu.

Reseni: Vx(B(x) — Jy(Y(y) AH(y,x)))

Existuje objekt, ktery ¢asteéné prekryva objekt x.

Regeni: JyK(y,x)

Pro kazdé dva objekty x a y plati, ze x castecné prekryva y nebo y castecné piekryva x.
Reseni: VxVy(K(x,y) V K(y,x))

Neexistuje objekt, ktery by c¢astecné prekryval sam sebe.

Reseni: —3xK(x,x)

Jestlize je néjaky objekt fialovy, tak jsou vSechny objekty cervené.

Reseni: IxM(x) — VxD(x)

Pro kazdy ctverec plati, Zze pokud neni zeleny, tak neni ¢astecné prekryvan zadnym objek-
tem.

Reseni: Vx(Q(x) — (—G(x) — —IyK(y,x)))

Pokud x castecné prekryva y, tak existuje z takové, ze z Castecné prekryva y a x ¢astecné
prekryva z.

Reseni: K(x,y) — Jz(K(z,y) A K(x,z))
Ne vSechny trojuhelniky jsou fialové.

Reseni: —vx(T(x) — M(x))

Priklad 3: Vezméme si nasledujici predikaty:

e M — unarni predikat reprezentujici vlastnost byt muz“
e W — unarni predikat reprezentujici vlastnost ,byt Zena“
e P — binédrni predikat reprezentujici vztah , byt rodicem® (tj. P(x,y) znamend ,x je

rodicem y“)

Q — binarni predikat reprezentujici vztah ,byt sourozencem® (tj. Q(x,y) znamend ,x
je sourozencem y*)
e R — binérni predikat reprezentujici vztah ,mit rad“ (tj. R(x,y) znamena ,x md rdd y*)

Zapiste formulemi predikatové logiky nasledujici tvrzeni:

a)

b)

Jestlize je x rodicem y, tak x mé rad y.
Reseni: P(x,y) — R(x,y)
Pro kazdou Zenu x a kazdé y takové, ze x je rodicem vy, existuje muz, ktery je rodicem y.

Reseni: Vx(W(x) — Yy(P(x,y) — Fz(M(z) A P(z,1))))
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c) Jestlize x a y jsou sourozenci, tak maji alespon jednoho spoleéného rodice.
Reseni: Q(x,y) — Jz(P(z,x) A\ P(z,y))
d) Existuje Zena, kterd nema zadné sourozence.
Reseni: Ix(W(x) A—Fy(Q(y,x)))
e) Kazdy ma nékoho rad.
Reseni: Vx3yR(x,y)
f) Neexistuje nikdo, kdo by mél rad vsechny.
Reseni: —3xVyR(x,y)

Priklad 4: Vezméme si predikity M, W a P z piedchoziho cviéeni. Pfidejme k témto
predikattim, jesté binarnarni predikat D, kde D(x,y) vyjadiuje, ze x a y jsou dvé rizné
osoby (tj. D(x,y) je nepravda pravé v téch ptipadech, kdy x a y je jeden a tentyz ¢lovek).
Pomoci formuli predikatové logiky vyjadrete nasledujici pribuzenské vztahy, pricemz ale po-
uzijte jen vySe uvedené predikity (tj. nezavadéjte zadné dalsi nové predikaty). Formule by
mély co nepfresnéji vyjadiovat, co se danymi pojmy mysli v bézné fe¢i (napf. ,x je matkou y“
znamena, ze x je rodifem y a x je Zena).

Pozndmka: Predpokladejte, ze prvky universa jsou lidé.

a) x je matkou y e) x je sestrou y
Reseni: P(x,y) AW(x) Reseni:  D(x,y) A W(x) A Jz(P(z,x) A
b) x je otcem y P(z,y))
Reseni: P(x,y) A M(x) f) x je babickou y
¢) X je synem y Reseni: W(x) A 3z(P(x,z) A P(z,y))
Regeni: P(y,x) A M(x) g) X je bratrancem y
d) ije sourozencem y Resend: M(x)/AFvIwIz(P(z,v) AP(v,x) A
Reseni: D(x,y) A 3Jz(P(z,x) A P(z,y)) P(z,w) AP(w,y)) A—3u(P(u,x) AP(u,y))

Priklad 5: Pro kazdou z néasledujicich sekvenci symbolt rozhodnéte, zda se jednd o dobfe
utvorenou formuli predikatové logiky (pouzivejte bézné konvence pro vypousténi zavorek).
Pokud se v daném piipadé jednd o dobfe utvorenou formuli, provedte nasledujici:

e Nakreslete abstraktni syntakticky strom dané formule.

e Urcete, jaké predikatové symboly se v dané formuli nachézi a jaka je jejich arita.

e Pro kazdy jednotlivy vyskyt proménné urcete, zda je tento vyskyt volny nebo vazany.
V pripadé vazaného vyskytu urcete, kterym kvantifikatorem je tento vyskyt vazan.

Pozndmka: P, Q, R, S jsou predikatové symboly
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1. P 11. P(P(x,y),z)

2. x 12. —=P(x) A IxQ(x)

3. P(x) 13. ¥xVy(P(x) V P(x,y))

4. x(P) 14. Vx3yP(x)

5. Pxy 15. Vx3IxP(x)

6. VP(x) 16. Vx3yP(R(x,y))

7. P(x) A dx 17. Vx3yP(—x,y)

8. IxR(x,y) 18. Ix(P(y,z) A Vy(—=Q(y,x) V P(y,z)))
9. Vz(R(x,y) — R(y,x)) 19. VxVxVxVxVxVxVx S(x, x, x)

10. —=3x(—=P(x,y) — R(y,x)) 20. Ix(Yy(—P(x,y)) — VyQ(y)) « R(x,y)

Piiklad 6: Reknéme, ze P a Q jsou unérni predikatové symboly a R je binarni predikatovy
symbol.

Pro kazdou z nésledujicich formuli a kazdou z nasledujicicich interpretaci a valuaci urcete
pravdivostni hodnotu dané formule pfi dané interpretaci a valuaci.

Formule:

R(x,y)

R(x,y) — R(z,x)

VxVyVvz(R(x,y) A R(y,z) — R(x,z))

Ix(Q(x) A VyR(y,x))

Ix(=P(x))

Vx3y—R(x,y)

vxvVy(Q(x) A Q(y) — Fz(R(x,z) AR(z,y) N Q(z

NS Tt W=

Interpretace:

a) Interpretace A, kde universem je mnozina A = {a, b, c}. Predikdtim P, Q, R jsou pfifazeny
nasledujici relace:
e PA={q,c}
° QA =10
4 RA = {(a’ C)) (ba b)) (b) C)’ (C’ Cl)}
Predpokladejme valuaci v, kde v(x) =c, v(y) = a av(z) = a.
Reseni:
3. Nepravda: Napfiklad pfi valuaci v(x) = a, v(y) = ¢, v(z) = a neplati R(x,y) A
R(y,z) — R(x,z).
7. Pravda: Protoze Q4 = (), bude pii jakékoliv valuaci nepravdivé formule Q(x) A Q(y),
takze implikace Q(x) A Q(y) — Jz(R(x,z) AR(z,y) A Q(z)) bude pii kazdé valuaci

pravdiva.

b) Interpretace B, kde univerzem je mnozina realnych ¢isel ¢isel R. Predikatim P, Q, R jsou
prifazeny nasledujici relace:
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e PB je mnoZina vSech nezapornych redlnych &isel
e QF je mnozina viech racionalnich ¢isel
e R je mnozina viech téch dvojic redlnych &sel (x,y), kde x < y.

Predpokladejme valuaci v, kde v(x) =7, v(y) = 2.3, v(z) = 9.
Resend:
3. Pravda: Pro vSechna redlnéa cisla x, y, z plati, ze pokud x <y a y < z, tak x < z.

7. Nepravda: V dané interpretaci formule tvrdi, Ze pro kazda dvé racionélni ¢isla x a y
existuje racionalni ¢islo z takové, ze x < z a z < y. Toto vSak neplati v téch ptipadech,

kdy x >y (napiiklad pokud x =1 ay =0).

Priklad 7: Pro kazdou z nésledujicich formuli najdéte néjakou interpretaci, kterd je jejim
modelem, a néjakou interpretaci, kterd jejim modelem neni.

1. Ix(P(x) A—Q(x))

2. vx(P(x) = —Q(x))

3. 3x(P(x) A Q(x))

4. ¥x3y(P(x) — —R(x,y))



