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Cviceni 1

Priklad 1: Pro kazdy z nésledujicich forméalnich z&pistt mnozin uvedte (svymi slovy), jaké
prvky dand mnozina obsahuje:

a) {1,3,5,7,...}

b) {...,—4,-2,0,2,4,...}

c) {n | n = 2m pro néjaké m € N}

) {n|n =2m pro néjaké m € N a n = 3k pro néjaké k € N}
e) {

Resend:

a) Licha prirozena cisla

b) Sudé celd ¢isla

¢]

d

e) Zadné, jedna se o prazdnou mnozinu

)

)

) Pfirozend ¢isla délitelnd dvémi beze zbytku
) Piirozena ¢isla délitelnd Sesti beze zbytku

)

Priklad 2: Popiste vhodnym forméalnim zapisem nésledujici mnoziny:

a) Mnozina obsahujici ¢isla 1, 10 a 100.
b) Mnozina obsahujici vSechna celd ¢isla vétsi nez 5.
¢) Mnozina obsahujici vSechna pfirozend ¢isla mensi nez 5.
d) Mnozina neobsahujici zadné prvky.
e) Mnozina vSech podmnozin dané mnoziny X.
Resgeni:
a) {1,10,100}.
b) {(n€Z|n > 5}
¢) {n € N|n <5} nebo {0,1,2,3,4}.
d) 0
) {

e

Priklad 3: Uvazujme mnoziny A = {x,y,z} a B ={x,y}.
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x,x), (%,5), (v,%), (v,¥), (2,%), (z,7)}
y {X}> {Y}, {X> Y}}
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Priklad 4: Rozhodnéte, zda plati:
a) a € {{a}{a,{a}}}
Reseni: ne
b) {a,{a}} N P({a,{a}}) =0
Reseni: ne
c) {0} € {01}

Reseni: ano

Priklad 5: Urcete vSechny prvky nésledujicich mnozin:
a) {a,{a}} U{a,{b}, c}
Reseni: a,{a},{b},c
b) {a,{a}} N{a,{b},c}
Reseni: a
¢) {a,{a}} —{a,{b},c}

Reseni: {a}

Priklad 6: Jestlize mnozina A méa a prvki a mnozina B m& b prvkua, kolik prvka mé
mnozina A X B? Vasi odpovéd vysvétlete.

Reseni: a-b

Piiklad 7: Jestlize mnozina C mé c¢ prvkd, kolik prvkid méa mnozina P(C)? Vasi odpovéd
vysvétlete.

Reseni: 2¢

Priklad 8: Pripomente si, co je to relace, a jaké znéte typy relaci (homogenni vs. nehomo-
genni, unarni, binarni, atd.).
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a) Presné definujte, co to znamend, ze relace je reflexivni, ireflexivni, symetricka, asymetricka,
antisymetrickd, tranzitivni, funkéni.

b) Uvédomte si souvislost mezi bindrnimi relacemi a orientovanymi grafy (které mohou byt
i nekoneéné) a popiste, co jednotlivé vlastnosti uvedené v predchozim bodé znamenaji
z hlediska grafu reprezentujiciho ptislusnou relaci.

c) Pripomerite si, co to znamend, Ze relace je ekvivalence. Jak pojem ekvivalence souvisi
s pojmem rozkladu?

Priiklad 9: Uvedte priklad binarni relace, kterd je:
a) Reflexivni a symetrickd, ale neni tranzitivni.

Reseni: Naptiklad nasledujici relace na mnoziné R:

{(x,y) eRxR[[x—yl <1}
Nebo nésledujici relace na mnoziné {a, b, c}:
{(a,a), (b,b), (c,c), (a,b), (b,a), (b,c), (c,b]}

b) Reflexivni a tranzitivni, ale neni symetricka.

Reseni: Naptiklad relace < na mnoziné N nebo relace

{(a,a), (b,b), (c,c), (a,b), (a,c), (b,c)}

na mnoziné {a, b, c}.
c) Symetrickd a tranzitivni, ale neni reflexivni.

Reseni: Naptiklad relace

{(a,a), (b,b), (c,c), (a,b), (b,a), (b,c), (¢,b), (a,c), (c,a)}

na mnoziné {a, b, ¢, d} nebo prazdna relace () nad jakoukoliv neprazdnou mnozinou.

Priklad 10: Pripomerite si, co to znamenad, Ze relace je usporadani. Jaké znate typy uspo-
Ffadani? Uvedte priklad usporadani na mnoziné prirozenych ¢isel, které neni iplnym uspora-
danim.

Reseni: Napftiklad relace délitelnosti na piirozenych é&islech.

Priiklad 11: Necht X ={1,2,3,4,5} a Y ={6,7,8,9,10}. Unarni funkce f: X — Y a binérni
funkce g : X X Y — Y jsou popsany nasledujicimi tabulkami:

n | f(n) g6 7 8 9 10
1] 6 1110 10 10 10 10
20 7 217 8 9 10 6
3] 6 317 7 8 8 9
41 7 419 8 7 6 10
5| 6 5/!6 6 6 6 6
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a) Jaka je hodnota f(2)?

b) Co definiénim oborem a oborem hodnot funkce f?
c) Jaké je hodnota g(2,10)?

d) Co definiénim oborem a oborem hodnot funkce g7
e) Jaka je hodnota g(4,f(4))?

Resent:

Q

(¢]
D
oo —m O

O N

efini¢ni obor je {1, 2, 3,4,5}, obor hodnot je {6,7}.

o

(xy)IxeXyeY}

€]

Priklad 12: Pfipomeriite si, co to znamend, ze funkce je injektivni (prostd), surjektivni
(na) a bijektivni. Je funkce f(x) = x + 1 injektivni, surjektivni a/nebo bijektivni na mnoziné
prirozenych ¢isel N7 A na mnoziné celych ¢isel 77

Reseni: Na mnoziné Z je funkce f injektivni, surjektivni i bijektivni, na mnoziné N je injek-
tivni, ale neni surjektivni ani bijektivni (pro zadné x € N neni f(x) = 0).

Priklad 13: Prfipomente si pojem binarni operace na mnoziné a co to znamend, %e dané
operace je asociativni, a co to znamen4, Ze je komutativni. Uvedte priklad operace, ktera:

a) je asociativni, ale neni komutativni,
b) je komutativni, ale neni asociativni.
¢) neni asociativni ani komutativni.

*Priklad 14: Uvazujme asociativni operaci o na mnoziné S. Ukazte, Ze hodnota vyrazu
X]0X20---0Xp, kde x4 € S, je dobfe definované, nebot tato hodnota nezavisi na konkrétnim
uzéavorkovani.

Reseni:

Uzéavorkované vyrazy definujme nésledovné: x, kde x € S, je uzdvorkovany vyraz, a (o o x2),
kde oy a ay jsou uzévorkované vyrazy, je uzavorkovany vyraz (a zadné dalsi uzévorkované
vyrazy neexistuji). Velikost vyrazu «, kterou oznacime size(«), je definovéna tak, ze size(x) =
1prox € Sasize((xjoxy)) = size(aq)+size(z). Hodnotu vyrazu « ozna¢me val(). Zapisem
o = 3 budeme oznacovat, ze & a 3 jsou identické vyrazy. Zapis val(a) = val() znamena, ze
vyrazy « a [3 nabyvaji stejnych hodnot. Pro libovolné uzavorkované vyrazy «, 3,y tedy plati
((coB)oy) # (o (Boy)) a(val(x)owal(B)) o val(y) = val(ex) o (val(B) o val(y)) (protoze
o je asociativni). Je také oc¢ividné, ze val((oq o o)) = wal(ey) o val(o).

Reknéme, ze o« je uzévorkovany vyraz vznikly néjakym libovolnym doplnénim zévorek do
vyrazu Xj 0Xp o---0Xpn. V dalsim textu budeme zapisem oy, kde 0 < k < n, oznacovat vyraz
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tvaru ((--- ((x;ox2)ox3)0--)oxy) o (Xr10 (Xkp20 (-0 (xn_10%n)---))). Specidlné tedy
o =(x1o(xp0(ro(Xxp109%xn)-+-))) aang=((-((x10%x)0x3)0---)ox,). Pozn.: Pro
n=1je o =& =Xy.

Diky asociativité operace o zjevné plati val(oy) = val(og 1) pro kazdé k, kde 1 <k <n—1,
takze val(o) = val(oy) = - = val(on_1).

Pro dokézani toho, Ze na uzavorkovani vyrazu o nezalezi, staci dokazat, ze val(x) = val(oy) =
val(axn_1). To se da lehce dokézat indukci podle size(x). Pokud size() = 1, tvrzeni zjevné
plati, protoze o = x1, coz je jediné mozné uzavorkovani. Pfedpokladejme tedy, ze size(o) > 1,
takZze o = (P o7y), pro néjaké uzavorkované vyrazy B a y takové, ze size(B) < size(x) a
size(y) < size(w).

Podle induké¢éniho piedpokladu je val(B) = val(By_1), kde k = size(B) a P = ((---((x7 0
x2)ox3)o--+)oxy), a val(y) = val(y1), kde y1 = (X1 0 (xkp20 (-0 (xn10%n) -+ ))), takze
val(a) = val((B oy)) = val(B) o val(y) = val(Br-1) o val(y1) = val((Br—1 0v1)) = val(ox).
Protoze val(a) = val(ay) a val(og) = val(og) = val(xn_1), dostavame val(o) = val(o) =
val(xn_1), ¢imz je dikaz hotov.



