Predikatova logika
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Predikatova logika

- Ryby jsou obratlovci Zijici ve vodé.
- Kapri jsou ryby.
- Existuje alespori jeden kapr.

Vs

- Trojahelniky jsou konvexni mnohodhelniky.

- Rovnostranné trojiihelniky jsou trojihelniky.

- Existuje alespori jeden rovnostranny trojuhelnik.
- Existuje alespori jeden konvexni mnohodhelnik.
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Predikatova logika

- Ryby jsou obratlovci Zijici ve vodé.
- Kapfi jsou ryby.
- Existuje alespori jeden kapr.

Vs

Pouziti proménnych:

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x je ryba, tak x je obratlovec a x Zije
ve vodé.

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x je kapr, tak x je ryba.

- Existuje alespori jedno x takové, Ze x je kapr.

- Existuje alespon jedno x takové, Ze x je obratlovec a x Zije ve vodeé.
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Predikatova logika

- Trojuhelniky jsou konvexni mnohodhelniky.

- Rovnostranné trojihelniky jsou trojihelniky.

- Existuje alespori jeden rovnostranny trojuhelnik.
- Existuje alespori jeden konvexni mnohodhelnik.

Pouziti proménnych:

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x je trojihelnik, tak x je mnohothelnik
a x je konvexni.

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x je rovnostranny trojihelnik, tak x je
trojihelnik.

- Existuje alespori jedno x takové, Ze x je rovnostranny trojihelnik.

- Existuje alesporn jedno x takové, Ze x je mnohoihelnik a x je kon-
vexni.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 11. bfezna 2015 4 /61



Predikatova logika

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x md vlastnost P, tak x md vlastnost Q
a x ma vlastnost R.

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x md viastnost S, tak x md vlastnost P.

- Existuje alesporn jedno x takové, Ze x md vlastnost S.

- Existuje alesponi jedno x takové, Ze x ma vlastnost Q a x md vlast-
nost R.

je ryba je trojahelnik

je obratlovec | je mnohoihelnik

Zije ve vodé | je konvexni

je kapr je rovnostranny trojihelnik

IO
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- Pro kazdé x plati,
- Pro kazdé x plati,
- Existuje x takové, Ze S(x).

Predikatova logika

Ze pokud P(x), tak Q(x) a R(x).
Ze pokud S(x), tak P(x).

- Existuje x takové, Ze Q(x) a R(x).

X je ryba

X je obratlovec
X Zije ve vodé

x je kapr

x je trojuhelnik

x je mnohoihelnik

X je konvexni

x je rovnostranny trojihelnik
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Predikatova logika

- Pro kaZdé x plati (P(x) — (Q(x) N\ R(x))).
- Pro kazdé x plati (S(x) — P(x)).
- Existuje x takové, Ze S(x).

- Existuje x takové, Ze (Q

(x) N\ R(x)).

X je ryba

X je obratlovec
X Zije ve vodé

x je kapr

x je trojuhelnik

x je mnohoihelnik

X je konvexni

x je rovnostranny trojihelnik
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Predikatova logika

- Vx(P(x) = (Q(x) A R(x)))
- Vx(S(x) — P(x))
- Ix S(x)
- IX(Q(x) N R(x))
P(x) | x je ryba x je trojahelnik
Q(x) | x je obratlovec | x je mnohothelnik
R(x) | x Zije ve vodé | x je konvexni
S(x) | x je kapr X je rovnostranny trojahelnik

@ V — univerzélni kvantifikdtor (,,pro kazdé")

@ J — existen¢ni kvantifikator (,existuje”)

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Predikatova logika

Formule predikatové logiky vyjadruji tvrzeni o objektech, které maji néjaké
vlastnosti a které jsou v urlitych vzajemnych vztazich.

Interpretace ¢i interpretacni struktura — konkrétni soubor téchto
objektd, jejich vlastnosti a vztahd.

Universum — soubor vSech objektd v dané interpretaci

@ Universem muize byt libovolna neprazdna mnozina.

@ Objektlim z tohoto universa se fika prvky universa.

Valuace — prifazeni prvki universa proménnym

Pravdivostni hodnoty formuli zavisi na dané interpretaci a valuaci.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 11. bfezna 2015



Predikatova logika

Priklad universa:
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Predikatova logika

Dalsi priklady univers:

@ Néjaka presné vymezena mnozina lidi, napriklad mnozina vsech
obyvatel daného domu (,,Jan Novdk“, , Frantisek Vomacka®“, ...)

@ Mnozina vSech knih v dané knihovné.

©

Mnozina pfirozenych &isel N ={0,1,2,3,...}
@ Mnozina vSech bodil v roviné.

Mnozina {a, b, ¢, d, e}.

[

©

Mnozina {a}.
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Proménné

Proménné — x, y, z, ..., pfipadné s indexy — xp, x1, X2, ...

Predpokladame, Ze k dispozici je nekonecny pocet proménnych.
Valuace — prifazeni prvki universa proménnym

Priklad:

@ Universum — néjakd mnozina lidi; valuace v, kde:
v(x) = ,Frantisek Vomadcka*“
v(y) = ,,Pavla Novdkova“

@ Universum — mnozina pfirozenych &isel N ={0,1,2,...};
valuace v, kde
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Predikaty — P, Q, R, ...
@ Unarni predikaty — reprezentuji vlastnosti prvki universa
Priklad: Predikat P reprezentujici vlastnost , byt modry“:
P(x) — ,xje modry"
Unarni predikdt pfirazuje prvkim universa pravdivostni hodnoty.

Napf. hodnota P(x) mazZe byt:

@ 1 — prvek pfifazeny proménné x ma danou vlastnost P (tj. je modry)

@ 0 — prvek pfifazeny proménné x nema danou vlastnost P (tj. neni
modry)

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 11. bfezna 2015 11 / 61



@ Binarni predikaty — reprezentuji vztahy mezi dvojicemi prvki
universa

Priklad: Predikat R reprezentujici vztah , byt rodicem*:
R(x,y) — ,x je rodi¢em y"

Binarni predikat prifazuje pravdivostni hodnoty dvojicim prvki
universa.
Napf. hodnota R(x,y) mizZe byt:

@ 1 — kdyz x a y jsou v daném vztahu (tj. x je rodi¢em y)

@ 0 — kdyz x a y v daném vztahu nejsou (tj. x neni rodi¢em y)
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Mizeme uvazovat i predikaty libovolné jiné arity.

Naptiklad:

@ Ternarni predikat T (tj. predikat s aritou 3) reprezentujici vztah mezi
rodici a ditétem:

T(x,y,2)

— x a y jsou rodiéi ditéte z, pficemz x je jeho matka a y je jeho otec

@ Na nularni predikaty (tj. predikaty s aritou 0) se mizeme divat jako
na atomické vyroky, které se nevztahuji k prvkim universa.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Formule predikatové logiky

Atomicka formule — predikat aplikovany na néjaké proménné

Priklad:
@ P — undrni predikat reprezentujici vlastnost , byt modry"
@ @ — undrni predikat reprezentujici vlastnost , byt ¢tverec”
@ R — binarni predikat reprezentujici vztah , prekryva“

P(x) — ,x _je modry"
Ply) — .y je modry*
Q(y) — .,y je Ctverec”
R(z,x) — ,z pfekryvd x“
R(y,y) — .y prekryvd sam sebe“

Poznamka: Pozdéji pojem atomické formule ponékud rozsifime.
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Formule predikatové logiky

Z jednodussich formuli je moZno vytvaret slozitéjsi formule pomoci
logickych spojek (“=", “A", “V", “=", ") stejné jako ve vyrokové
logice.

Priklad:

@ P — unarni predikat reprezentujici vlastnost , byt modry"
@ @ — undrni predikat reprezentujici vlastnost , byt Ctverec”
@ R — binarni predikat reprezentujici vztah , prekryva*“

,Jestlize x je modry Ctverec nebo y neprekryvd x, tak z neni Ctverec.”

(PG A QX)) V =Ry, x)) — —Q(2)

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Formule predikatové logiky

Z jednodussich formuli je moZno vytvaret slozitéjsi formule pomoci
logickych spojek (“=", “A", “V", “=", *

—", "=") stejné jako ve vyrokové
logice.

Ptiklad:

@ P — unarni predikat reprezentujici vlastnost , byt Zena“
@ @ — undarni predikat reprezentujici vlastnost ,,mit tmavé viasy”
@ R — binarni predikat reprezentujici vztah , byt rodi¢em*

.Jestlize x je Zena s tmavymi vlasy nebo y neni rodi¢em x, tak z nemad
tmavé viasy.”

(PG A QX)) V =Ry, x)) — —Q(2)

Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky

11. bfezna 2015 15 / 61



Formule predikatové logiky

Z jednodussich formuli je moZno vytvaret slozitéjsi formule pomoci
logickych spojek (“=", “A", “V", “=", *

—", "=") stejné jako ve vyrokové
logice.

Ptiklad:

@ P — unarni predikat reprezentujici vlastnost , byt sudy*”
@ @ — undarni predikat reprezentujici vlastnost , byt prvocislo”

@ R — binarni predikat reprezentujici vztah , byt vétsi“

»Jestlize x je sudé prvocislo nebo y neni vétsi nez x, tak z neni prvocislo.*

(PG A QX)) V =Ry, x)) — —Q(2)
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Kvantifikatory

Univerzalni kvantifikator — symbol “V"

J

Jestlize @ je formule reprezentujici urcité tvrzeni, tak
Vx@
je formule reprezentujici tvrzeni

,pro kazdé x plati @ "“.

Priklad: P — , byt ctverec”
Vx P(x)

@ ,,Pro kazdé x plati, Ze x je Ctverec.”
9o ,KaZdé x je Ctverec.”
@ ,VSechny prvky jsou Ctverce.”
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Kvantifikatory

Ptiklad:

e ¢

©

©

. Pro kazdé x plati, Ze pokud x je Ctverec, tak x je zeleny.”

,Vsechny Ctverce jsou zelené. "

Vx(P(x) = Q(x))

P — byt ctverec” (arita 1)
Q — ,.byt zeleny* (arita 1)
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Kvantifikatory

Ptiklad:

o , Jestlize pro kazdé x plati, Ze x je Ctverec nebo x je zeleny, tak pro
kazdé y plati, ze y je trojuhelnik.”

o , Jestlize je kazdy objekt Ctverec nebo je zeleny, tak jsou vSechny
prvky trojuhelniky. "

Vx(P(x)V Q(x)) = VyT(y)

@ P — byt ¢tverec” (arita 1)
o Q — byt zeleny" (arita 1)
o T — byt trojihelnik” (arita 1)
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Kvantifikatory

Zasadni rozdil mezi nasledujicimi formulemi:

o P(x) — ,x je {tverec”
Mluvi o jednom konkrétnim prvku pfirazeném proménné x.

Pravdivostni hodnota tohoto tvrzeni zavisi na konkrétnim prvku
pfifazeném proménné x, tj. na konkrétni valuaci.

@ VxP(x) — ,kaZdé x je ¢tverec” (tj. ,vSechny prvky jsou ctverce™)
Mluvi o vSech prvcich universa.

Pravdivostni hodnota tohoto tvrzeni nezavisi na konkrétni valuaci.
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Kvantifikatory

Ptiklad:

@ ,Jestlize je x prvocislo, pak je liché.”

P(x) — L(x)

@ ,,Pro kazdé x plati, Ze pokud je x prvocislo, pak je liche".
(Tj. ,vSechna prvocisla jsou lichd*.)

Vx(P(x) — L(x))

Predikaty:
@ P — byt prvocislo” (arita 1)
o L — byt lichy” (arita 1)
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Kvantifikatory

Ptiklad:

@ ,,Pro kazdé y plati, Ze pokud y je zeleny, tak x prekryvd y."
@ ,Objekt x prekryva vsechny zelené objekty.*

Vy(G(y) = R(x,y))
Predikaty:

® R — ,prekryvd” (arita 2)
o G — , je zeleny" (arita 1)
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Kvantifikatory

Ptiklad:

@ ,,Pro kazdé x plati, Ze pro kaZdé y plati, Ze pokud x je rodicem y, tak
x marady.”
@ ,Pro kazdé x a y plati, Ze pokud x je rodicem y, tak x ma rad y."

@ ,,Pro kazdé dva prvky x, y plati, Ze pokud x je rodicem y, tak x ma

rad y."
VxVy(R(x,y) = S(x,y))
Predikaty:
@ R — , je rodi¢em" (arita 2)

© S— ,md rad"” (arita 2)
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Kvantifikatory

Existencni kvantifikator — symbol “3"

J

Jestlize @ je formule reprezentujici urcité tvrzeni, tak

dx@

je formule reprezentujici tvrzeni

nexistuje x, pro které plati ¢ “.

Priklad: P — , byt ctverec”
dx P(x)

o ,Existuje x, pro které plati, Ze x je Ctverec.”
9 , Existuje x takové, Ze x je Ctverec.”
o ,Existuje alespori jeden Ctverec.”
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Kvantifikatory

Ptiklad:

. Existuje x, pro které plati, Ze x je Ctverec a x je zeleny."
., Existuje x takové, Ze x je Ctverec a x je zeleny.”

., Pro néjaké x plati, Ze x je Ctverec a x je zeleny.”

. Existuje zeleny Ctverec."

. Nékteré Ctverce jsou zelené. "

e 6 6 ¢ ¢ ¢

JAlesponi jedno x je zeleny Ctverec.”
Ix(P(x) A\ Q(x))
Predikaty:

@ P — byt ctverec” (arita 1)
@ Q — , byt zeleny" (arita 1)
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Kvantifikatory

Priklad:
o ,Existuje x takové, Ze pro kazde y je x vétsi neZ y."

IxVy P(x,y)

@ ,Pro kazdé y existuje x takové, Ze x je vétsi neZ y."

Vy3dx P(x,y)

7

P — byt vétsi nez" (arita 2)
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Syntaxe formuli predikatové logiky

Abeceda:
@ logické spojky — “=", "A", "V" "=" a “«"
@ kvantifikatory — “V", “J"
P pomocné Symb0|y _ n(n, n)n, n)n
o proménné _ HXH, nyn, “Z”, o HXOH, quyv, HX2H, L
o predikatové symboly — napriklad symboly “P”, “Q", “R", apod.

(u kazdého symbolu musi byt navic stanovena pfislusna arita)

Poznamka: Dalsi typy symbolii budou uvedeny pozdéji.
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Syntaxe formuli predikatové logiky

Dobre utvorené atomické formule predikatové logiky jsou formule tvaru:

@ P(x1,x2,...,Xn), kde P je predikiatovy symbol s aritou n a
X1, X2y« -+ Xp jsou (ne nutné rizné) proménné.

Poznamka: Tato definice neni Gplna. Pozdéji bude ponékud zobecnéna a
rozSirena o dalsi polozky.

Ptiklad:

P(x,y) R(z,z,z2) 5(y)
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Syntaxe formuli predikatové logiky

Dobre utvorené formule predikatové logiky jsou posloupnosti symbolii
vytvorené podle nasledujicich pravidel:

© Dobre utvorené atomické formule jsou dobre utvorené formule.

© Jestlize @ a ) jsou dobre utvorené formule, pak i (—@), (@ A1),
(@ V), (¢ = ) a (@ < ) jsou dobfe utvorené formule.

© Jestlize @ je dobre utvorena formule a x je proménna, tak Vx@ a dx@
jsou dobre utvorené formule.

© Neexistuji zadné dalsi dobre utvorené formule nez ty, které jsou
vytvorené pomoci predchozich pravidel.
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Syntaxe formuli predikatové logiky

Pojmy jako
@ podformule
@ abstraktni syntakticky strom

jsou zavedeny v predikatové logice podobné jako ve vyrokové logice (pouze
rozsireny o konstrukce, které jsou v predikatové logice navic).

Konvence pro vypousténi zavorek:

@ Stejné jako ve vyrokové logice.
o Kvantifikatory (“V" a “3") maji stejnou prioritu jako negace (“—"),
tj. nejvyssi prioritu.
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Syntaxe formuli predikatové logiky

Abstraktni syntakticky strom formule

Vx3y(R(y,z) V P(x)) = =Vy—Q(y, x,y)
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Volné a vadzané vyskyty proménnych

Kazdy vyskyt proménné x v podformuli tvaru Ix@ nebo Vx@ je vazany. J

Vyskyt proménné, ktery neni vdzany, je volny.

Priklad: Formule

Vx3y(R(y,z) V P(x)) = =Vy=Qly, x, y)

@ y v podformuli R(y,z) — véazany vyskyt (Jy)

@ z v podformuli R(y,z) — volny vyskyt

@ x v podformuli P(x) — vazany vyskyt (Vx)

@ oba vyskyty y v podformuli Q(y, x,y) — vazané vyskyty (Vy)
@ x v podformuli Q(y, x,y) — volny vyskyt
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Volné a vadzané vyskyty proménnych

Mnozinu proménnych, které se vyskytuji jako volné proménné ve
formuli @, budeme oznacovat free( ).

Priklad:
@ Pokud ¢ je formule P(x,y), tak free(@) = {x, y}.
@ Pokud  je formule Ix3yP(x, y), tak free(\) = 0.

@ Pokud x je formule
VxJy(R(y,z) V P(x)) = =Vy=Q(y, x, y)
tak free(x) = {x, z}.

11. bfezna 2015
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Volné a vadzané vyskyty proménnych

Mnozinu volnych proménnych free(@) je mozné popsat nasledujici
induktivni definici:

o free(P(x1,x0,...,%n)) = {x1, X0y ...y Xp}
(kde P je predikatovy symbol)

(4

free(—@) = free( )

free(@ N\P) = free(@) U free(1)
(pro formule tvaru @ V1, @ — 1 a @ < P je to podobné)

©

(]

free(Vx@) = free(p) — {x} (kde x je proménna)

(4

free(Ix @) = free(p) — {x} (kde x je proménnd)
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Volné a vadzané vyskyty proménnych

Formule @ je uzaviena, jestlize neobsahuje zadné volné vyskyty
proménnych (tj. kdyz free(@) = 0).

Formule @ je otevienad, jeslize neni uzaviend (tj. kdyz free(¢) # ().

Poznamka: Uzavienym formulim se také nékdy rika sentence.

Priklad:
@ Formule Ix3yP(x, y) je uzavrena.

@ Formule Vx3y(R(y,z) V P(x)) — =Vy—=Q(y, x, y) je otevfend
(protoze obsahuje volné vyskyty proménnych z a x).

Pravdivostni hodnoty uzavrenych formuli nezavisi na valuaci, ale jen na
prislusné interpretaci.
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Sémantika predikatové logiky

Formule jsou vyhodnocovény pfi dané interpretaci (interpretacni
struktufe) a valuaci.

To, ze formule @ plati (tj. ma pravdivostni hodnotu 1) v interpretaci A pfi
valuaci v, budeme oznadovat

AviEe@

To, ze formule @ naplati (tj. ma pravdivostni hodnotu 0) v interpretaci A
pfi valuaci v, budeme oznacovat A, v }~ o.
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Sémantika predikatové logiky

Interpretace A je struktura sklddajici se z nasledujicich polozek:
@ Universum A — libovolna neprazdna mnozina

@ Kazdému unarnimu predikdtovému symbolu P je prifazena
podmnozina mnoziny A (tj. unarni relace na A) — oznaéme ji PA.

(Plati tedy PA C A))

o Kazdému binarnimu predikatovému symbolu @ je pfifazena binarni
relace na A — ozna&me ji Q.

(Plati tedy Q4 C A x A)
@ Podobné to bude pro predikatové symboly s dal$imi aritami (3, 4, 5,

).

Poznamka: Tato definice neni Gplnd a bude pozd€ji doplnéna o dalsi
polozky.
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Sémantika predikatové logiky

Priklad interpretace A:

universum A
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Sémantika predikatové logiky

Priklad interpretace A:
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Sémantika predikatové logiky

Priklad interpretace A:
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Sémantika predikatové logiky

Priklad interpretace A:

universum A

QA ~f
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Sémantika predikatové logiky

Jiny pfiklad interpretace A:
@ universum A={a, b,c,d,e, f, g}
o PA={b,d,e}
o QA ={a b,e gl

° RA :{(a> b)) (a)e)) (a>g)) (b> b)) (C>e)v (f,C),(f,g), (g) a)) (g>g)}
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Sémantika predikatové logiky

Ozna¢me mnozinu viech proménnych Var, tj.

Var ={x,¥,2y «.. y X0, X1, X2y -+ . }

Pri dané interpretaci A s universem A je valuace v libovolna funkce
v:Var — A

prifazujici jednotlivym proménnym prvky universa.

Poznamka: Jak uvidime, ve skutecnosti jsou pro urceni pravdivostni
hodnoty formule ¢ dilezité hodnoty pfifazené valuaci v proménnym
z mnoziny free( ).

Hodnoty prifazené valuaci v ostatnim proménnym z tohoto hlediska
dilezité nejsou.
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Sémantika predikatové logiky

Vezméme si libovolnou interpretaci A s universem A a libovolnou valuaci v.
Reknéme, ze x je proménnd (tj. x € Var) a a je prvek universa (tj. a € A).

Zapis
vix — a

oznaluje valuaci v’ : Var — A, kterd se s valuaci v shoduje v hodnotach
vSech proménnych jinych nez x, a kde x nabyva hodnoty a.

Tj. pro kazdou proménnou y (kde y € Var) plati

oy ) a pokud y = x
vily) = { v(y) jinak
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Sémantika predikatové logiky

Priklad:
@ universum A={a, b, c,d, e, f, g, ...}
valuace v:

v(xg) = ¢ vixy) =e vixo) =b

valuace v[x — gl

vie)=c = vla)=e vixe) =g

v(x3)

v(x3)

e

=e

11. bfezna 2015
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Sémantika predikatové logiky

Definice
Predpokladejme danou interpretaci A s universem A a valuaci v, pfifazujici
proménnym prvky z universa A.

Pravdivostni hodnoty formuli predikatové logiky v interpretaci A a
valuaci v jsou definovany nasledovné:
@ Pro predikat P s aritou n plati A, v = P(x1, X2, ..., X,) pravé tehdy,
kdyZ (v(x1), v(x2), ... ,v(xp)) € PA.
o A, v E —@ pravé tehdy, kdyz A, v £ o.
o A,vE @ AP pravé tehdy, kdyz A,v = @ a A, v E ).
o A v E ¢V pravé tehdy, kdyz A, v = @ nebo A, v E 1.
o Ay v E @ — 1 pravé tehdy, kdyz A, v [~ @ nebo A, v = .
o A,v E @ & pravé tehdy, kdyz A,v = @ a A, v =1, nebo kdyz
A, v @ a A v .
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Sémantika predikatové logiky

Definice (pokrac.)

)

o A, v E Vx@ pravé tehdy, kdyZ pro kazdé a € A plati
A, vix — al E @.

o A, v E Ix@ pravé tehdy, kdyz existuje a € A takové, ze
A, vix — al E o.
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Sémantika predikatové logiky

Uzaviend formule ¢ je pravdiva (tj. ma pravdivostni hodnotu 1)
v interpretaci A, jestlize pro kazdou valuaci v plati A, v = @.

To, ze formule @ je pravdiva v interpretaci .4, budeme oznacovat zdpisem

AEo.

Poznamka: U uzavrené formule nezavisi jeji pravdivostni hodnota v dané
interpretaci na tom, jaka je valuace.

Vezméme si libovolnou uzavienou formuli @.
Modelem formule @ je libovolna interpretace A takova, Ze A = o.
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Vyhodnocovani pravdivosti formuli jako hra

Vezméme si formuli tvaru
Ax1Vxodx3Vxg - - - Ixn_1VXp @,

kde se néjak libovolné stfidaji kvantifikatory a kde ¢ neobsahuje zadné
kvantifikatory.

Na vyhodnocovéni pravdivosti formuli tohoto tvaru v dané interpretaci A a
valuaci v Ize nahlizet jako na urcity druh hry:

@ Hraji dva hraci — Hrac | a Hrac Il.

@ Hrac | se snazi ukizat, ze formule plati.

@ Hrac Il se snazi ukazat, ze formule neplati.

@ Hrac | voli hodnoty proménnych vazanych existenénim
kvantifikatorem (3).

@ Hrac Il voli hodnoty proménnych vdzanych univerzalnim

kvantifikatorem (V).
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Vyhodnocovani pravdivosti formuli jako hra

Ptiklad: Formule 3xVy3z(P(x,y) — Q(y, z))

universum A = {a, b, c}

Hrac | voli x

Hrac Il voli y

Hracé | voli z
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Vyhodnocovani pravdivosti formuli jako hra

@ Formule @ plati pravé tehdy, kdyZz ma Hrac | v této hre vitéznou
strategii.

@ Formule @ neplati pravé tehdy, kdyz ma vitéznou strategii Hrac Il.

Strategie — urcuje, jak ma hra¢ hrat v kazdé situaci, tj. uréuje tahy pro
vSechny mozné tahy protihrace.

Vitézna strategie — strategie, kterd zaruci vitézstvi daného hrace bez
ohledu na to, jak hraje protihrac.
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Vyhodnocovani pravdivosti formuli jako hra

Ptiklad: Interpretace, kde universum je mnozina redlnych cisel R a bindrni
predikatovy symbol R reprezentuje relaci ,vétsi nebo rovno® (tj. R(x,y)
plati pravé tehdy, kdyz x > y).

Formule IxVyR(x, y) — vitézna strategie Hrace Il

@ Hrac¢ | zvoli &islo x.

@ Hrac Il zvoli ¢islo y = x +1 — Hrac Il vyhral, protoze zjevné neni
pravda, ze x > x + 1.

Formule Vy3xR(x, y) — vitézna strategie Hrace I

@ Hrac Il zvoli Cislo .

@ Hrac | zvoli Cislo x = y — Hrac | vyhral, protoze zjevné plati, ze
X > X.
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Logicky platné formule

Formule ¢ je logicky platna, jestlize ma v kazdé interpretaci a valuaci

pravdivostni hodnotu 1, tj. jestlize pro kazdou interpretaci A a valuaci v
plati

A, v E .

Priklad:
o dxP(x) — 3yP(y)

o VxP(x) A\N—3JyQ(y) — Vz(P(z) N—Q(z))
o VxP(x) — 3IxP(x)

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Logicky platné formule

Pokud vezmeme libovolnou tautologii vyrokové logiky a nahradime v ni

atomické vyroky libovolnymi formulemi predikatové logiky, dostaneme
logicky platnou formuli.

Priklad: Tautologie p — (qV p)

@ p nahradime Vz(P(x, z) <> —Q(z,y))
@ g nahradime R(x)

Dostaneme logicky platnou formuli

Vz(P(x,z) < =Q(z,y)) = (R(x) V Vz(P(x,2) & —Ql(z,y)))
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Logicky ekvivalentni formule

Formule @ a 1 jsou logicky ekvivalentni, jestlize maji stejné pravdivostni
hodnoty v kazdé interpretaci a valuaci, tj. jestlize pro kaZzdou
interpretaci A a valuaci v plati

AviE @ pravé tehdy, kdyz A, v EU.
To, ze @ a 1 jsou logicky ekvivalentni, se oznacuje zapisem

¢ <.

@ Stejné jako ve vyrokové logice, je v predikatové logice mozné provadét
ekvivalentni Gpravy.

@ VsSechny ekvivalence, které plati ve vyrokové logice, plati i
v predikatové logice.
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@ V predikatové logice plati rada dalSich ekvivalenci, které nemaji
analogii ve vyrokové logice.

Priklady néktery duleZitych ekvivalenci:

—Vxp & dx—o@
—dxp & Vx—o

UxVye & VyVxe
Ixdye & dydxe

Pokud x ¢ free(@):
Vxo & ¢
Ixp & @

X

Logicky ekvivalentni formule
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Logicky ekvivalentni formule

Nékteré dalsi dilezité ekvivalence:

Pokud x & free(\):

(Vx@) AP & Vx(p A1)
(Vx@) Vi & Vx(e V)
(Axe) AP & Ix(p AY)
(Bxe) VU & Ix(e V)
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Prejmenovani vazanych proménnych

Pokud prejmenujeme ve formuli vazanou proménnou, dostaneme
ekvivalentni formuli. J
Priklad: VxP(x,y) & VzP(z,y)

@ Pokud prejmenovavame napr. x na y ve formuli Vx@ nebo Ix¢,
proménnd y se nesmi vyskytovat ve formuli @ jako volnd proménna.

IxP(x, y) neni ekvivalentni JyP(y,y)

@ P¥i prejmenovani se volné vyskyty proménnych v podformuli nesmi
stat vazanymi. Napr.

AxVyP(x, y) neni ekvivalentni JyVyPl(y,y)
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Substituce

Reknéme, Ze ve formuli @ chceme nahradit volné vyskyty proménné x
proménnou y (tj. za x dosadit y).

Tato operace na formulich se nazyva substituce a vysledna formule se
oznacuje

ely/x].

Poznamka: Formule ¢ a ¢ly/x] obecné nejsou ekvivalentni.
Priklad:

P(x, z) neni ekvivalentni Py, z)
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Prejmenovani vazanych proménnych

S pouzitim operace substituce je mozné popsat prejmenovani vazanych
proménnych pomoci nasledujicich ekvivalenci.

Pokud y ¢ free(Vxo):

Vxe & Vy(ely/x])
Pokud y & free(Ix@):

Ixe & Jylely/x1)

Ptiklad:

IxVyP(x,y) & 3IxVzP(x,z) & 3yVzP(y,z) & 3JyVxP(y,x)
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Logické vyplyvani

Zavér U logicky vyplyva z predpokladli @1, @2,..., @, coz zapisujeme

P1,P2y...,Pp 'Z 1|),

jestlize v kazdé interpretaci A a kazdé valuaci v, kde plati pfedpoklady
©1y, P2y..., Pp, plati i zavér V.

@ Vse, co bylo feceno o logickém vyplyvani ve vyrokové logice, plati
analogicky i v predikatové logice.
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Logické vyplyvani
Pokud chceme ukdzat, ze dany zavér \ z predpokladd @1, @2,..., @,

nevyplyva, stadi najit priklad jedné konkrétni interpretace A a valuace v,
kde plati tyto predpoklady a neplati zavér .

Priklad:
- Existuje vodni Zivoclich Zivici se masem.
- ViSechny ryby jsou vodni Zivocichové.
- Existuje ryba Zivici se masem.

dx(P(x) N\ Q(x)) P(x) — ,x je vodni Zivocich*
Vx(R(x) — P(x)) Q(x) — ,.x se Zivi masem"
Ix(R(x) N\ Q(x)) R(x) — ,x je ryba“

Interpretace A, kde universum A = {a, b}
PA=lab) Q4=la) RA=(b)

Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky 11. brezna 2015



Vennovy diagramy

Obecné je tézké zjistit, zda zavér vyplyva nebo nevyplyva z danych
predpokladd.

V pripadé, kdy mame pouze unarni predikaty a téchto predikatl je jen
maly pocet (napf. 3), Ize pfi Gvahach pro nizornost pouzit tzv. Vennovy
diagramy.
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Vennovy diagramy

Ptiklad:

- Ryby jsou obratlovci.
- Ryby Ziji ve vodé.
- Existuje alespori jedna ryba.

vres

vx(Px) = Q(x)) oy
P(x) — ,x je ryba

gilgzx)() R Q(x) — ,x je obratlovec”

Ix(Q(x) N R(x)) R(x) — .x Zije ve vodé

(FeSeni na tabuli)
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Priklad dikazu

Vx(—R(x, x))
VxVyVz(R(x,y) A R(y,z) — R(x, z))
VxVy(R(x,y) = —R(y,x))

1. Vx(—=R(x, x)) - predpoklad 1
2. VxVyVz(R(x,y) N\ R(y,z) — R(x, z)) - predpoklad 2
3. Predpokladejme libovolné prvky x a y:

4. Predpokladejme R(x, y):

5. Predpokladejme R(y, x):

6. R(x,y) NR(y,x) = R(x,x) -2z2.

7. R(x, x) -z4.,5., 6.

8. —R(x,x) -z 1.

9. —R(y, x) - spor 7. a 8., takze 5. neplati
10. R(x,y) = —R(y, x) -z4,0.
11. VxVy(R(x,y) — —R(y,x)) -z3.,10.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 11. bfezna 2015 61 / 61



	Predikátová logika

