Logické vyplyvani

Definice

Formule 1 logicky vyplyva z predpokladii @1, @2,..., @,, jestlize pri
kazdém pravdivostnim ohodnoceni v, pri kterém plati vSechny tyto
predpoklady, plati i .

To, ze b logicky vyplyva z @1, @2,..., @, se oznaCuje zapisem

(P1>(P2)--~>(Pn}:'q)-

® ¢1,92,..., 9, — predpoklady
o \ — zavér
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Logické vyplyvani

Priklad: Zavér r — p logicky vyplyvéd z predpokladu p V' (g A —r), tj.

pV(gA=r) Er—p

plalr|pV(gA—r)|r—p
ojo0]o0 0 1
0/0]1 0 0
«|0]1]0 1 1
01]1 0 0
«| 1100 1 1
«|1]0]1 1 1
x| 11110 1 1
«|1]1]1 1 1
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Logické vyplyvani

Priklad:
- Jestlize mél vlak zpozdéni a na nadrazi nebyly taxiky, tak Honza
prisel pozdé do prace.
- Honza neprisel do prace pozdé.
- Vlak mél zpozdéni.
- Na nddrazi byly taxiky.

(pPA=q) =1, —r,p E q
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Logické vyplyvani

(pPA=q) =1, —r,p Eq

plqglr|(pA=q)—r|-rip|lq
0/0]0 1 1/0]0
001 1 000
0110 1 101
011 1 001
1/01]0 0 110
1/0]1 1 010
x| 1]1]0 1 111
111 1 01]1
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Pro zjisténi toho, zda \{ logicky vyplyva z predpokladi @1, @2,..., @, je
mozné pouzit tabulkovou metodu:

@ Pokud ve vSech radcich odpovidajicich ohodnocenim, kde vSechny
predpoklady @1, @2,..., @, maji hodnotu 1, ma také 1\ hodnotu 1,
tak zavér U logicky vyplyva z predpokladll @1, @2,..., @p.

@ Pokud existuje v tabulce alespon jedno ohodnoceni, kde
©1, P2,..., P Maji hodnotu 1 a zavér P ma hodnotu 0, pak tento
zavér z téchto predpokladd logicky nevyplyva.

Poznamka: Ohodnoceni, kde ma alesporni jeden z predpokladi
®©1,P2,..., @, hodnotu 0, nejsou z hlediska logického vyplyvani ddlezité
— zavér  tam mize, ale nemusi platit.

Logické vyplyvani
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Logické vyplyvani

Pro zjisténi toho, zda 1V logicky vyplyva z predpokladli @1, @2,..., @, je
mozné také pouzit sémanticky spor:

@ Vytvorime orientovany acyklicky graf spole¢ny pro vSechny formule
P1,@P2y...,Pp a ll’

@ Vrcholiim odpovidajicim predpokladiim @1, @2,..., @, pfifadime
hodnoty 1 a vrcholu, ktery odpovida zavéru 1, priradime 0.

@ Pokud se podafri vSechny vrcholy grafu konzistentné ohodnotit, tak
mame priklad ohodnoceni, pfi kterém predpoklady plati a zavér ne —
tj. zavér z danych predpokladd logicky nevyplyva.

@ Pokud ukazeme, Ze takové ohodnoceni nemize existovat (protoze
kazdy pokus o doplnéni hodnot k ostatnim vrcholim vede ke sporu),
zavér z danych predpokladil logicky vyplyva.
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Logické vyplyvani

Pokud je formule 1\ tautologie, tak logicky vyplyva z jakékoliv mnoziny
predpokladi, tj. pro jakoukoliv mnozinu predpokladt @1, @2,..., @, plati

Q1,P2y...,Pp ’: 11)

Specialné, pokud je 1 tautologie, tak vyplyva i z prazdné mnoziny
predpokladi:

=

Tautologie jsou jediné formule, které logicky vyplyvaji z prazdné mnoziny
predpokladi.
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Logické vyplyvani

Otéazku, zda dany zavér vyplyva z danych predpokladd, je mozné
preformulovat jako otazku, zda urcitd formule je tautologie:

D1y, P2, P3y...,Pp ': Ib
pravé tehdy, kdyz
©1 = (@2 = (@3 = (- = (@n — ) ---))) je tautologie

Ptiklad:

©1, P2, 93,94 = P
pravé tehdy, kdyz

©1 — (@2 = (@3 — (s — P))) je tautologie
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Logické vyplyvani

Nasledujici dvé formule jsou logicky ekvivalentni:

0 1 = (P2 = (@3 = (- = (@p =) ---)))
O (@1 NP2 AN~ Npy) =

Napriklad

01— (92 = (3 = (@2 = V) & (@1 AN@2 NP3 AN @s) =P

(D3 se to snadno odvodit pomoci ekvivalentnich Gprav s pouzitim
nasledujici ekvivalence: p — (¢ = r) & (p/\q) —r)

Plati tedy také, ze
@1y P2y-..5yPn 'Z 11)
pravé tehdy, kdyz
(@1 N @aAN---N@,) — U je tautologie
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Logické vyplyvani

Jesté dalsi moznost, jak chakterizovat, kdy zavér vyplyva z danych
predpokladd, je ddna nésledujici ekvivalenci:

QL P2,... @y E VP
pravé tehdy, kdyz
Q1N P2 N Np, & @1 /N@2/N\---N@, A\

Pfidanim néjakého zavéru U, ktery logicky vyplyva z danych predpokladi
©1, P2,...Qp, k tdmto predpokladim jako novy dalsi predpoklad se nijak
nezméni mnozina pravdivostnich ohodnoceni, pfi kterych jsou dané
predpoklady pravdivé.

(Mnoziny predpokladd @1, ©2,..., @, a @1, @2,..., Pn, P jsou pravdivé
pfi téch samych ohodnocenich.)
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Logické vyplyvani

Pridanim predpokladu 1, ktery logicky vyplyvd z danych predpokladi, se
tedy nezméni ani mnozina vSsech moznych zavér(, které z dané mnoziny
predpokladid vyplyvaji:

P1y,P2y...Pp ': 1|)
pravé tehdy, kdyz

pro kazdou formuli x plati:

@1, P2y... @, = x  pravé tehdy, kdyz  @1,92,... 0, = X

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Logické vyplyvani

Kdyz z danych predpokladil logicky vyplyvaji néjaké zavéry a z téchto
zavérl pak vyplyva néjaky dalsi zavér, vyplyvd tento zavér i z plivodnich
predpokladi.
Reknéme, Ze plati

(p1>(p2a---a(Pn’:X1 (Pla(p2>---)(pn’:X2

a zaroven X1, X2 E V.
Pak plati i @1, @2,...,¢n = .

Priklad:
o Pokud 1,92, 03 =(gV—p) a @1,02 @3 s, tak

©1, 92,93 = (gV —p) A s,
protoze gV —p, =s = (g V —p) A\ —s.
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Logické vyplyvani

Piiklad:
o Pokud @1,¢2,03Fp—9q a @1,902¢3Fp, tak
®1, 92,93 = q,

protoze p — q, p = q.

Priklad:
o Pokud @1, 92, @3, 94 F —p — —q, tak

P1, P2, 93, Qs = q — p,

protoze =p — —g = q — p.
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P¥i zdlvodnéni toho, ze zavér P logicky vyplyva z predpokladi
©1,P2,...,©p, je Mmozno postupovat po mensich krocich.

Zac¢neme s predpoklady, naptiklad:

P1, @2, O3
Postupné pridavame dalsi formule tak, aby kazda nové pridana formule
logicky vyplyvala z predchozich, napriklad:

D1, Q2, O3, X1, X2, X3y X4y X5y X6y X7y X8) 1-])

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky
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Logické vyplyvani

Predpoklady @1, @2, ..., @, jsou nekonzistentni (sporné), jestlize
neexistuje zadné pravdivostni ohodnoceni v, pri kterém by byly vSechny
tyto predpoklady pravdivé.

Predpoklady @1, @2,..., @, jsou nekonzistentni pravé tehdy, kdyz
O AN PARREVAR O

je kontradikce.

Priklad: Predpoklady p— q, r— p, r, —q jsou nekonzistentni.
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Logické vyplyvani

Pokud jsou predpoklady nekonzistentni, vyplyva z nich jakykoliv zavér.

Pokud jsou predpoklady @1, @2,..., @, nekonzistentni, tak pro libovolnou
formuli P plati

(ply(p2)---)(pn|:1b-

Z nekonzistentnich predpoklad( tak vyplyvaji napriklad nasledujici zavéry:

o |

@ formule x i —x, kde X je libovolna formule
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Logické vyplyvani

Formule L nemUze byt nikdy pravdivad a stejné tak neni mozné, aby pfi
néjakém ohodnoceni byly soucasné pravdivé formule x a —x.
Pokud tedy zjistime, Ze z predpokladi @1, @2,..., @, logicky vyplyva
@ | nebo
@ X a zaroven —,
znamena to, Ze predpoklady @1, @2,..., @, jsou nekonzistentni a vyplyva

z nich cokoliv.

Poznamka: Vsimnéte si, ze nasledujici formule jsou tautologie:
ol -

°ox—(x—W)
Plati tedy LEY a X, X E .
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Logické vyplyvani

Princip dikazu sporem

P1y P2y...5,Pn ’: lb
pravé tehdy, kdyz
predpoklady @1, ©2, ..., @5, — jsou nekonzistentni

Zdudvodnovani toho, ze dany zavér vyplyva z danych predpokladi se tak pfi
pouziti diikazu sporem prevede na zdiivodnovani toho, Ze neni mozné, aby
zaroven platily vSechny predpoklady i negace zavéru.

Zjistovani toho, zda @1, @2,..., @, E U, se tak da pfevést na zjistovani
toho, zda formule

AN ARRRAN PA )

je kontradikce.
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Rezoluéni metoda

Rezolucni metoda je jednim z algoritm0 pro zjisténi toho, zda dany zavér
vyplyva z danych predpokladi.

Resi nasledujici problém:

Vstup: Formule @1, @2, ..., @n, V.
Otédzka: Plati @1,@2,...,0, =EV? J

Poznamka: D3 se pouzit také pro zjisténi, zda je dana formule tautologie,
kontradikce nebo splnitelna.

Na pouziti rliznych variant rezolu¢ni metody jsou zalozeny nékteré systémy
pro automatické dokazovani a také logicky programovaci jazyk Prolog.
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Rezoluéni metoda

@ Pracuje s formulemi v KNF.
@ Vytvari diikaz toho, ze dany zavér plyne z predpokladi.
@ Jedna se o dikaz sporem — postupné generuje formule, které
vyplyvaji z predpokladi
@1, P2y -y @ny ™Y

@ Vypocet mize skonlit dvéma riznymi zpUlsoby:

e Podafi se najit spor, tj. podafi se odvodit formuli L — pak plati, ze
zavér 1 logicky vyplyva z predpokladd @1, @2,..., @p.

o Nepodafi se odvodit L a zadné dalsi nové formule se nedaji pfidat —
pak zavér \ z danych predpokladl nevyplyva.
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Rezoluéni metoda

@ Rezoluéni metoda pracuje s formulemi, které maji podobu
elementarnich disjukci, napt.

(—pV gV —sV —t)

Témto formulim se fika klauzule.

@ Specidlnim pfipadem klauzule je prazdna klauzule 1, ktera
predstavuje nalezeny spor.

@ Algorimus zacne svou cinnost tim, ze formule

P1, P2y -y @py ™Y
prevede do KNF a vezme vsechny klazule z takto vytvorenych formuli
jako pocate¢ni mnozinu predpokladi

X1yX2y-++sXm-
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Rezoluéni metoda

P¥i generovani dalsich klauzuli ke dfive pfidanym klauzulim se pouZiva
tzv. rezoluéni pravidlo (¢i rezoluéni princip):

Pro libovolné formule @, 1V a x plati

eV, meVX E bVx

V rezolu¢ni metodé se tento princip pouziva jen pro klauzule.
V pripadé rezoluéni metody jsou @ V1, =@ V x a ¥V x vzdy klauzule a
@ je navic atomicky vyrok.

Priklad: Z klauzuli
pNV—qgVrVs a —rVitV-—u

je mozno vyvodit pomoci rezoluéniho pravidla klauzuli pV —qV sV tV —u.
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Rezoluéni metoda

Poznamky:

@ Poradi literald v klauzulich neni podstatné.

@ Vicenadsobné vyskyty stejnych literal v téZe klauzuli je mozno
odstranit.

@ Pokud je nové vygenerovana klauzule stejnd, jako néjaka drive pridana
klauzule (a lisi se nanejvy$ poradim literdld), nema smysl ji pridavat.

@ Klauzule, které obsahuji zaroven literdly p a —p jsou ekvivalentni T a

je mozné je odstranit.

@ Klauzule je mozno pouzivat pro aplikaci rezolu¢niho pravidla
opakované (s jinymi klauzulemi).
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Rezoluéni metoda

Specidlni pfipady pouziti rezolu¢niho pravidla:
@ Jedna z klauzuli obsahuje jen jeden literdl a druha vice nez jeden
literal:
Z klauzuli
—q pVqV—t

je mozno vyvodit klauzuli pV —t.

@ Obé klauzule obsahuji jeden literal:
Z klauzuli
P —-p
je mozno vyvodit prazdnou klauzuli L, tj. spor.

24 / 29
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Rezoluéni metoda

Chceme ovéfit platnost nasledujiciho Gsudku:

- Neni pravda, Ze Jana je ve skole a Petr neni doma.
- Jana neni ve skole nebo je vsedni den nebo prsi.

- Jestlize je vsedni den, pak Petr neni doma.

- Jestlize je Jana ve skole, pak prsi.

Jednotliva tvrzeni nejprve zformalizujeme pomoci formuli vyrokové logiky:

= A\ —p) j — Jana je skole
—VdVr p — Petr je doma
d——p d — je vSedni den
j—or r — prsi
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Rezoluéni metoda

Jednotlivé predpoklady prevedeme do KNF:
e ~(jA=p) & —jVp
o ~jVdVr
od——p & ~dV—p

Zavér znegujeme a prevedeme do KNF:

e ~(j—or) & jA—-r
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Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

AR B

—jVp — predpoklad 1
—jVdVr - predpoklad 2
—dV —p — prespoklad 3
J — 1. klauzule z negovaného zavéru
—r — 2. klauzule z negovaného zavéru

2. brezna 2015
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Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

1. —jVp — predpoklad 1
2. —jVdVr - predpoklad 2
3. =dV-—p — prespoklad 3
4. § — 1. klauzule z negovaného zavéru
5. —r — 2. klauzule z negovaného zavéru
6. p — rezoluce: 1,4

2. brezna 2015
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Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

1. —jVp — predpoklad 1
2. —jVdVr - predpoklad 2
3. =dV-—p — prespoklad 3
4. § — 1. klauzule z negovaného zavéru
5. —r — 2. klauzule z negovaného zavéru
6. p — rezoluce: 1,4
7. d\Vr — rezoluce: 2,4
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Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

1. —jVp — predpoklad 1
2. —jVdVr - predpoklad 2
3. =dV-—p — prespoklad 3
4. § — 1. klauzule z negovaného zavéru
5. —r — 2. klauzule z negovaného zavéru
6. p — rezoluce: 1,4
7. d\Vr — rezoluce: 2,4
8. —d — rezoluce: 3,6
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Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

1. —jVp — predpoklad 1
2. —jVdVr - predpoklad 2
3. =dV-—p — prespoklad 3
4. § — 1. klauzule z negovaného zavéru
5. —r — 2. klauzule z negovaného zavéru
6. p — rezoluce: 1,4
7. d\Vr — rezoluce: 2,4
8. —d — rezoluce: 3,6
9. r — rezoluce: 7,8
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Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

1. —jVp — predpoklad 1
2. —jVdVr - predpoklad 2
3. =dV-—p — prespoklad 3
4. § — 1. klauzule z negovaného zavéru
5. —r — 2. klauzule z negovaného zavéru
6. p — rezoluce: 1,4
7. d\Vr — rezoluce: 2,4
8. —d — rezoluce: 3,6
9. r — rezoluce: 7,8
10. L — rezoluce: 5,9

Byl odvozen spor, takZe zavér skutecné z danych predpokladl vyplyva.
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Rezoluéni metoda

Poznamky:

@ Na rezolu¢ni metodu se Ize divat jako na vytvéreni jediné ,obfi"
formule v KNF, ktera je ekvivalentni formuli

AN WAREEVAN VAR

a kterd vznikd postupnym pridavanim jednotlivych klauzuli.

@ Pokud se nepodari vygenerovat spor, lze odvozené klauzule pouzit
k nalezeni prikladu pravdivostniho ohodnoceni v, pfi kterém plati
predpoklady @1, ©2,..., @, a neplati zavér .
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Rezoluéni metoda

@ Lze postupovat i pfimou metodou, kdy se za¢ne jen z predpokladi

P1,P2y...,Pn
a snazime se postupné vygenerovat vsechny klauzule zavéru .

Tento postup vSak nezarucuje, Ze se tyto klauzule podafri vygenerovat
ve vSech pripadech, kdy zavér 1 logicky vyplyva z predpokladi
P1y P2y-..5 Pn.

Priklad: Klauzuli pV g timto zplisobem nelze vygenerovat
z predpokladu p, i kdyz plati

pEPVG.
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