Tautologie

Formule @ je tautologie, jestlize pro kazdé pravdivostni ohodnoceni v plati
v = @ (tj. pokud @ je pravdiva p¥i kazdém pravdivostnim ohodnocent).

Priklad: , JestliZze venku prsi, tak venku prsi."

p—p

Priklad: ,,Dnes je patek nebo dnes neni patek."

qV—q
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Tautologie

Priklad komplikovanéjsi tautologie:

(p—q) = ((p——q) = —p)

plalp—q|—q|p—=—q|p|llp—=—9g ——p|¢
00 1 1 1 1 1 1
01 1 0 1 1 1 1
10| o0 1 1 0 0 1
11 1 0 0 0 1 1
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Tautologie

Dilezité jsou zejména tautologie tvaru @ — b nebo ¢ «—
— daji se pouzit pro logické vyvozovani:
@ Pokud plati @ — 1 a zaroven plati @, musi platit i V.
Specidlné, pokud @ — 1 je tautologie, z platnosti ¢ se da vyvodit, Ze
plati i V.

Priklad: (p/\g) — p je tautologie.
Pokud plati p /\ g, tak plati i p.

Priklad: (p — gq) — (—g — —p) je tautologie.
Pokud plati p — g a zaroven plati —gq, tak plati —p.
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Tautologie

@ Pokud plati @ < 1V a zaroven plati @, musi platit i V.
Podobné, pokud plati @ < 1 a zaroven plati 1, musi platit i @.

Priklad: (—p — q) & (g V p) je tautologie.

@ Pokud plati =p — q, tak musi platiti gV p.
o Pokud plati g \V p, tak musi platiti =p — gq.
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Pokud v tautologii @ nahradime jednotlivé atomické vyroky libovolnymi
formulemi, dostaneme opét tautologii.

Tautologie

J

Priklad: Formule p — (pV q) je tautologie.

Pro libovolné formule ¥ a x proto plati, ze
V= (b Vi)

je tautologie.

Nahrada atomickych vyroki:

@ p nahradime gV —(r — —s)
@ g nahradime = (q < p)

Dostaneme tautologii

(gV=(r—==s)) = ((gV—(r—=—s))V—(q < p))
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Formule ¢ je kontradikce, jestlize pro kazdé pravdivostni ohodnoceni v
plati v £ @ (tj. pokud ¢ je pfi kazdém pravdivostnim ohodnoceni
nepravdivd).

Priklad: ,Dnes je stfeda a dnes neni streda.”

p/\—p

@ @ je tautologie pravé tehdy, kdyZz —¢ je kontradikce
@ @ je kontradikce pravé tehdy, kdyz —@ je tautologie J
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Splnitelné formule

Formule ¢ je splnitelna, jestlize existuje alespon jedno pravdivostni
ohodnoceni v, pro které je v = @.

@ Formule je splnitelna pravé tehdy, kdyz neni kontradikci.

@ Kazda tautologie je splnitelna, ale ne kazda splnitelnd formule je
tautologie.

Ptiklad: Formule, kterd je splnitelnd, ale neni tautologie:

(pVaq)—p

@ Napriklad pfi ohodnoceni vq, kde vi(p) =1 a vi(q) =0, je pravdiva.

@ P¥i ohodnoceni vy, kde v2(p) =0 a va(q) = 1, je nepravdiva.
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Splnitelné formule

@ (@ je tautologie prave tehdy, kdyz —@ neni splnitelna
@ @ je splnitelnd pravé tehdy, kdyZz —@ neni tautologie J

@ Splnitelna formule:
@ Abychom ukazali, Ze formule je splnitelnd, staci najit ohodnoceni, pfi
kterém je pravdiva.

@ Abychom ukazali, Ze formule neni splnitelna, je tfeba ukazat, ze
neexistuje zadné ohodnoceni, pfi kterém by byla pravdiva.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 3. brezna 2015 8 /54



Tautologie a kontradikce

o Tautologie:
@ Abychom ukazali, Ze formule neni tautologie, staci najit ohodnoceni,
pfi kterém neni pravdiva.

@ Abychom ukazali, Ze formule je tautologie, je tfeba ukazat, ze
neexistuje zadné ohodnoceni, pfi kterém neni pravdiva.

o Kontradikce:
@ Abychom ukazali, ze formule neni kontradikce, staci najit ohodnoceni,
pri kterém je pravdiva.
o Abychom ukazali, ze formule je kontradikce, je tfeba ukazat, ze
neexistuje zadné ohodnoceni, pfi kterém by byla pravdiva.
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Pravdivostni ohodnoceni

Pfi zddvodriovani toho, ze formule ¢ je/neni tautogie (resp. kontradikce,
splnitelnd) mizeme pouzit tabulkovou metodu:

@ Systematicky probrat vSechna mozna pravdivostni ohodnoceni.

Vétsinou ovsem neni potreba vytvaret celou tabulku, ale stadi se soutredit
na ,,zajimavé" pripady.

@ Muzeme si nakreslit graf reprezentujici danou formuli a zkusit pfiradit
vrcholim hodnoty 0 a 1 tak, abychom bud nasli pfiklad ohodnoceni,
které nds zajima (napf. néjaké ohodnoceni, pfi kterém je dana formule
nepravdivd), nebo zjistili, ze takové ohodnoceni neexistuje.
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Pravdivostni ohodnoceni

Napriklad pro zjisténi toho, zda formule je/neni tautologie:
@ Je tfeba zjistit, zda existuje néjaké ohodnoceni, pfi kterém je tato
formule nepravdiva.

@ P¥i takovém ohodnoceni by vrchol, ktery odpovida celé formuli, mél
prifrazenu hodnotu 0.

@ Tomuto vrcholu tedy zkusime priradit hodnotu 0.

@ Zkousime postupné doplnovat hodnoty k dalsim vrcholim tak, aby
byly konzistentni s d¥ive prifazenymi hodnotami.

@ Pokud se podari cely graf konzistentné ohodnotit, mame ohodnoceni,
pri kterém formule neni pravdiva.

V tomto pfipadé je pak jasné, ze dana formule neni tautologie.
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Pravdivostni ohodnoceni

@ Pokud uz jsou nékterym vrcholdim pravdivostni hodnoty prirazeny,
muize toto prifazeni kladst omezeni na to, jaké hodnoty je mozno
prifadit dalSim vrchollim.

@ Priklady toho, kdy dFive prifazené hodnoty vynucuji urcitou hodnotu
u dal$iho vrcholu (nebo i vice vrcholi):

o A

_H O R ol&
— o o ol >

= N=1ES]
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prifadit dalSim vrchollim.

@ Priklady toho, kdy dFive prifazené hodnoty vynucuji urcitou hodnotu
u dal$iho vrcholu (nebo i vice vrcholi):

ey

= o R ol&e

= R O o8

— oo r]
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Je dand formule tautologii?

Priklad: @1 = (p—(gVr))V(p—r)
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Je dand formule tautologii?

Priklad: @1 = (p—(gVr))V(p—r)

Formule @1 neni tautologie — pfi ohodnoceni v, kde v(p) =1, v(q) =0,
v(r) =0, je nepravdiva.
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Je dand formule tautologii?

Priklad: ¢> := (p— (—gVr)) — (—p — q)

S
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Je dand formule tautologii?

Priklad: ¢> := (p— (—gVr)) — (—p — q)
0
1 ©

= 0

o

0 0
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Je dand formule tautologii?
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0
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= 0
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Je dand formule tautologii?

Priklad: ¢> := (p— (—gVr)) — (—p — q)

Formule @7 je tautologie.
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Sémanticky spor

Sémanticky spor — pfipad, kdy zjistime, ze pfi ohodnoceni

s pozadovanou vlastnosti, které hledame (napf. ohodnoceni, kde je dand
formule nepravdivd), by musela byt néjakd formule soucasné pravdiva i
nepravdiva.

@ Zadné takové pravdivostni ohodnoceni, kde by byla néjakd formule
soucasné pravdiva i nepravdivd, nemiZe existovat.

@ Timto zplsobem muzeme tedy napfiklad zdivodnit, ze dana formule
je tautologii (a tedy vzdy pravdivd), protoze nalezenim sémantického
sporu ukdzeme, Ze nemiize existovat zddné ohodnoceni, pri kterém by
byla nepravdiva.
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Je dand formule tautologii?

Postup z predchoziho prikladu je také mozné popsat nasledujici
posloupnosti argument(:

1. Predpoklddejme, ze (p < (—g V' r)) — (—p — g) neni pravda. Potom:
2 p & (—gV r) je pravda - plyne z 1.

3 —p — @ neni pravda - plyne z 1.

4 —p je pravda - plyne z 3.

5. g neni pravda - plyne z 3.

6. p neni pravda - plyne z 4.

7 —q je pravda - plyne z 5.

8 —qV r je pravda - plynez 7.

9. —q V r neni pravda - plyne z 2. a 6.

10. Neni mozné, aby (p & (—gV r)) = (—p — q) nebyla pravda, protoze

v takovém pripadé by —q V' r musela byt soucasné pravda i nepravda
(viz 8.2 9.).

Poznamka: Vsimnéme si, Ze v tomto zddivodnéni se viibec nemluvi
o grafu reprezentujicim danou formuli, ale jen o pravdivosti a nepravdivosti
jejich riznych podformuli.
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Je dand formule tautologii?

@ Zdaleka ne vzdy to vychazi tak, ze hodnoty pfirazené jednotlivym
vrchollim jsou jednoznacné urleny drive pfirazenymi hodnotami

@ Pokud se dojde do situace, kdy nelze zadnému dal$imu vrcholu
prifadit hodnotu, je tfeba zkusit vice moznosti.

@ Zvoli se néjaky vrchol a néjakd hodnota, kterd se mu priradi, a odvodi
se dalsi hodnoty, které musi byt pfifazeny vrcholu v tomto pripadé.

@ Pokud se nenajde hledané ohodnoceni, je tfeba se vratit, priradit
danému vrcholu jinou hodnotu, a vyzkouset tuto moznost.
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Je dand formule tautologii?

Priklad: @3 := ((pAq)V (=p/A—=q))V (=pAq)
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Je dand formule tautologii?
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Je dand formule tautologii?

Priklad: @3 := ((pAq)V (=p/A—=q))V (=pAq)

Vrchol p tedy musi mit hodnotu 1.
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Je dand formule tautologii?
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Je dand formule tautologii?

Priklad: @3 := ((pAq)V (=p/A—=q))V (=pAq)

Formule @3 neni tautologie — neni pravdiva pfi ohodnoceni v, kde
v(p) =1, v(q) =0.
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Ekvivalence formuli

Definice

Formule @ a { jsou logicky ekvivalentni, jestlize pro kazdé pravdivostni
ohodnoceni v plati, Ze @ a \ maji pri ohodnoceni v stejnou pravdivostni
hodnotu, tj.

vE @ pravé tehdy, kdyZz v E .
To, ze formule @ a V jsou logicky ekvivalentni, se oznacuje zapisem

¢ & .

Formule @ a U jsou logicky ekvivalentni pravé tehdy, kdyz ¢ « 1V je
tautologie.
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Ekvivalence formuli

Piiklad: —(p —q) & pA—q

plalp—q|-(p—q | ~q|pPAN—q
ojo] 1 0 1 0
01| 1 0 0 0
10| o 1 1 1
1]1] 1 0 0 0

Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky

3. brezna 2015
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Ekvivalence formuli

Pro zdivodnéni toho, ze formule ¢ a 1\ nejsou ekvivalentni, staci najit
jedno ohodnoceni v takové, Ze bud:

@ vE @ av, nebo
eviEpaviED.

Priklad: pV (g /\r) neni ekvivalentni (pV q) A\ r

Ohodnoceni v, kde:

o v(p)=1
e v(g)=1
o v(r)=0

PF¥i tomto ohodnoceni plati pV (g /\ r), ale neplati (p\V q) /\r.
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Nékteré dulezité ekvivalence

— Ekvivalence tykajici se negace:
—-—p & p dvojita negace

— Ekvivalence tykajici se konjunkce:

(pANg)\Nr & p/N\(g/\r) asociativita
p/Nqg & q/\p komutativita
pAp & p idempotence

— Ekvivalence tykajici se disjunkce:

(pVagVr & pVigVr) asociativita
pVag& gVp komutativita
pVp & p idempotence
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Nékteré dulezité ekvivalence

— Distributivni zakony pro A a V:

pA(qVr) & (pAqg)VI(pAr)
pVgAr) & (pVa A(pVr)

— De Morganovy zakony:

~(pNqg) & —pV—gq
—(pVa) & —pA—q

— Ekvivalence tykajici se implikace:

p—q & —pVg
—(p—q) & pA—q
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Nékteré dulezité ekvivalence

— Ekvivalence tykajici se spojky :

(poqglor & peo(ger) asociativita
peoqg &S qgep komutativita
peqg & (p—q)A(g—p)
peq e (pPV—q) A(—pVa)
peqg e (pPAGV(mpA—q)

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 3. bfezna 2015
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Ekvivalence formuli

Reknéme, Ze formule @ a 1\ jsou logicky ekvivalentni, tj.

o & .

Pokud ve @ a 1\ nahradime jednotlivé atomické vyroky libovolnymi
formulemi (v obou stejné), dostaneme opét ekvivalentni formule.

Priklad: —(pV q) & —p/A—gq
Pro libovolné formule x1 a x2 proto plati

“x1Vx2) & x1/\x2
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Ekvivalence formuli

—(pVq) & ~pA—q

Nahrada atomickych vyroki:

@ p nahradime gV —(r — —s)
@ g nahradime —(g & p)

Dostaneme

“((gV=(r—==s)V—-lgep) & ~(qV—lr——s) A—(q p)
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Ekvivalence formuli

Reknéme, 7e ¢ je formule a \ né&jaks jeji podformule.

Pokud nyni ve @ nahradime né&jaky vyskyt podformule \ formuli 1’
takovou, ze p & 1/, dostaneme tim z formule @ formuli ¢’ takovou, ze

o & 9.

Priklad: Ve formuli

~((p—=q)V(=(p—q)—r))

nahradime druhy vyskyt podformule p — g ekvivalentni formuli —pV gq.

Dostaneme
—((p—=q@V(=(=pVaq)—r))
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Ekvivalentni Gpravy

Pro libovolné formule ¢, 1 a x plati:

QP & .
@ Pokud ¢ & 1, tak P & o.
@ Pokud ¢ & Vap &Sy, tak o & x.

P¥i zdivodnovani toho, ze dané formule jsou ekvivalentni, mizeme
postupovat po mensich krocich:

Pokud napriklad plati @1 & @2, @2 & @3, 3 & @42 ©4 & @5,
muzeme z toho vyvodit, ze plati

P1 & @s.

Tento postup mlzeme strucnéji zapsat

01 & 02 & Q3 & P4 < @5
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Ekvivalentni Gpravy

Priklad: Zdlvodnéni toho, Ze plati

(pPANq)—r & p—(g—r)

(pAq)—r & —(pAqg)Vr

(mpV—=q)Vr
—pVI(=qVr)
—pV(q—r)

rrce

p—(q—r)

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky

3. brezna 2015

29 / 54



Ekvivalentni Gpravy

Kazda formule se da prevést na ekvivalentni formuli, kterd obsahuje
z logickych spojek pouze “—", “A" a "V". J

@ Spojku “—" je mozno odstranit pomoci libovolné z nasledujicich tfi
ekvivalenci:

opeqg & (p=q)N(g—p)
o p=qg & (pV—ogA(—pVa)
e peqg e (pPAQVI(mpA—q)

@ Spojku “—" je mozno odstranit pomoci nasledujici ekvivalence:
e p—qg e pVg

Priklad:

(rg—=rA=(pe=r) & (—qVr)A=(per)
& (=g Vr)A=(pAr)V (=pA-—r))
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Ekvivalentni Gpravy

Kazda formule se da prevést na ekvivalentni formuli, kterd obsahuje
z logickych spojek pouze “=", “/A\” a “V", a kde jsou navic negace
aplikovany pouze na atomické vyroky.

@ Muzeme predpokladat, ze formule obsahuje pouze “—", “A" a “V".

@ Negace mizeme postupné ,zatlacit" k atomickym vyrokim pouzitim
nasledujicich tfi ekvivalenci:

o p & p
o ~(pAq) & —pV—gq
o ~(pVaqg) & “pA—q
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Ekvivalentni Gpravy

Piiklad:
(m=qV r)A=((pAr)V (=pA—r))

& (@Vr)A=((pAr)V (=p/A—r))

S (VNP ANNA=(=p/A—r))
& (VN ((=pV—=r)AN=(=pA—r))
& (VA ((=pV=r)N\(=—pV —r))
& (V)N (=pV =)\ (pV——r))
& (@Vr)A((=pV=r)N\(pVr))
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Logické konstanty

Pro nékteré (clely se hodi zavést nasledujici dvé specialni formule:

@ T — formule, ktera je vzdy pravdiva J

@ | — formule, ktera je vzdy nepravdiva

Pro kazdé pravdivostni ohodnoceni v tedy plati:
oviET (T ma tedy vzdy pravdivostni hodnotu 1)
o v L (L ma tedy vzdy pravdivostni hodnotu 0)
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Logické konstanty

Symboly T a L je mozné chapat jako ,zkratky":

@ T zastupuje libovolnou tautologii (napf. p — p)
@ | zastupuje libovolnou kontradikci (napf. p A —p)

Alternativou by bylo rozsifit definici syntaxe a sémantiky vyrokové logiky
o prislusné polozky.

Na T a L se Ize divat jako na logické spojky s aritou 0.
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Logické konstanty

Priklady ekvivalenci, které plati pro T a L (a pro libovolné p):

T & pV—p L & pA—p
-T & 1 -1 & T
pANT & p pVL &p
pVT & T pNL & L
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Ekvivalence formuli

Ekvivalentni formule nemusi nutné obsahovat stejné atomické vyroky.

Priklad: (g > ——qg)A\—p & p— (r\—r)

(q—=——9)A=p & (g— g A—p
TA—p

—p

—pV L
p— L

reseee

p— (r/\—r)

Napriklad také libovolné dvé tautologie jsou spolu ekvivalentni.
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Diky asociativité konjunkce plati napriklad:
pAUGATIA(sAL) & (pAg)A((rAs)/At)
Obé tyto formule jsou také ekvivalentni formulim

o pA(gN(rA(s/At)))
o (((pAg)Ar)Ns) Nt

Vsechny vySe uvedené formule jsou pravdivé pravé tehdy, kdyz jsou
pravdivé vsechny vyroky p, g, r, s a t.

Konvence: Diky asociativité konjunkce je mozno vypustit zavorky a psat

p/Ng/ANrAs/At
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Protoze je konjunkce nejen asociativni, ale i komutativni, nezalezi na
poradi ¢lend v takové komplikovanéjsi konjunkci, napr.:

rANtANGAsAp & pANgAr/AsAt

Diky idempotenci neni podstatné, kolikrat se v dané konjunkci ktery ¢len
vyskytuje, napf.:

pANgAp < qAp/ANqg/q

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Totéz, co plati pro konjunkci, plati i pro disjunkci, napf.:

(pVa)V(rVg) & qV(pVI(rVI(rVr)))
Konvence: Misto (pV q) V (rV (s\V t)) lze psat

pVagVrVsVt

Toto vse plati nejen pro atomické vyroky, ale pro libovolné formule, napt.:

@ Misto (@1 /A @2) A (@3 /\(@s/\ @s)) Ize psat

1 N\ @2\ @3/\ @4 /\ 5

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Konjunkci n formuli @1, @2, ..., ©,, kde n > 0, budeme rozumét formuli

P1AN@2 /NN

Specialné:
@ Pro n =0 bude touto konjunkci formule T.

@ Pro n =1 bude touto konjunkci formule ;.

Disjunkci n formuli @1, @2, ..., ©,, kde n > 0, budeme rozumét formuli
e1V 2V Vo,

Specialné:
@ Pro n =0 bude touto disjunkci formule 1.

@ Pro n =1 bude touto disjunkci formule ;.
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Konjunkce @1 A\ @2 /\--- A\ @p:

@ Cela formule je pravdiva pravé tehdy, kdyz vSechny formule @1, @2,
..., @p jsou pravdivé.

@ Pokud je néktera formule @; ekvivalentni L, je cela formule
ekvivalentni L.

@ Pokud je nektera formule ¢; ekvivalentni negaci néjaké formule @;
(tj. @i & —@;), pak celd formule je ekvivalentni L.

@ Pokud je nékterd formule @; ekvivalentni T, je mozné formuli @;
z celé formule vypustit.
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Disjunkce @1V @2V ---V @p:

@ Cela formule je pravdiva pravé tehdy, kdyz alespon jedna z formuli
©1, ©2, ..., ©, je pravdiva.

@ Pokud je néktera formule @; ekvivalentni T, je cela formule
ekvivalentni T.

@ Pokud je nektera formule ¢; ekvivalentni negaci néjaké formule @;
(tj. @i & —@;), pak celd formule je ekvivalentni T.

@ Pokud je néktera formule @; ekvivalentni 1, je mozné formuli @;
z celé formule vypustit.
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Normalni formy formuli

o Literal — atomicky vyrok nebo jeho negace, napr.
p —q -r
@ Elementarni konjunkce — konjunkce jednoho nebo vice literald,

napr.
(pA—q) (r) (g/N\—r/p)

o Elementarni disjunkce (klauzule) — disjunkce jednoho nebo vice
literalt, napr.

(pV—q) (r) (gV—rVp)
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Normalni formy formuli

Ptiklad:

@ Elementarni konjunkce
(p/N=g A\ r/A\—s/A\—t)
je pravdiva pravé v téch pravdivostnich ohodnocenich v, kde
vip)=1 v(ig) =0 vir)=1 v(s)=0 v(t)=0

@ Elementarni disjunkce
(pV—qgVrV-sV-t)
je nepravdiva pravé v téch pravdivostnich ohodnocenich v, kde
v(ip)=0 vig)=1 v(ir)=0 vis)=1 vit) =1
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Normalni formy formuli

@ Disjunktivni normalni forma (DNF) — disjunkce nula nebo vice
elementarnich konjunkci, napf.

(PA=q) V (=r) V (mr A=p/A—q)

o Konjunktivni normalni forma (KNF) — konjunkce nula nebo vice
elementarnich disjunkci (klauzuli), napf.

(pV—=q) N\ (=r) N\ (=rV—pV—q)

Poznamka: Formule L je tedy specidlnim pfipadem formule v DNF a
formule T specidlnim pfipadem formule v KNF.
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Normalni formy formuli

Formule v KNF je tautologie pravé tehdy, kdyz pro kazdou elementarni
disjunkci v této formuli plati, Ze existuje né€jaky atomicky vyrok p takovy,
ze se v dané elementarni disjunkci zdroven vyskytuji literdly p i —p.

Priklad: (pV gV —rV—q) A (—pV—-sVs) A (tV—-rVsV-tVqg)

Formule v DNF je kontradikce pravé tehdy, kdyz pro kazdou elementarni
konjunkci v této formuli plati, Ze existuje néjaky atomicky vyrok p takovy,
Ze se v dané elementarni konjunkci zaroven vyskytuji literdly p i —p.

Priklad: (p ANg/A—rA—q)V (—p/A—=sAs)V (tAN—=rAs/A\—tVq)
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Normalni formy formuli

Prevod formule do DNF a do KNF:

@ Muazeme predpokladat, ze formule obsahuje pouze atomické vyroky,
spojky “—" aplikované na atomické vyroky a spojky “A”" a "V".

@ Pozadovany tvar formule mizeme dosdhnout pomoci nasledujicich
ekvivalenci:

e pAN(gVr) & (pAq)V (p/\r)— pti pfevodu do DNF
e pV(gNAr) & (pVag)A(pVr)— pfi prevodu do KNF
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Normalni formy formuli

Priklad: Prevod formule g A\ ((—pV —r) A (pV r)) do DNF:

(=pV—=r) A (pVr))

gNA(=pV=r))A(pVr)

gNA=p)VI(gA=r))N(pVr)

(@A=p)V(gNA=r)Ap) V (((gA—=p)V(gA—r))Ar)
(@gNA=p)Ap)V ((gNA=r)Ap)) V (((gA=p)V(g/A—=r))Ar)
gA\=p/Ap)V (gAN=rAp)V (((gA=p)V(gA—r))ATr)
(ALY V (gA=rAp) V (((gA—=p)V(gA—r))Ar)

LV (gA=rAp) V (((gA=p)V(gA=r))/Ar)

(gA=rAp) V (((gA=p)V(g/N=r))Ar)

(pAgA=r) V (((gA=p)V(g/N\=r))Nr)

A
(
((
((
((
(

(e A A S N
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Normalni formy formuli

K dané tabulce pravdivostnich hodnot miizeme snadno vyrobit prislusné
formule v DNF a KNF:

== =2 OOO Ot

= = OORKFE O O|Q

HOHORORO|N
OOk OORFOIB

DNF:
(P A=g ANV (=pANgA=r)V (pAN=q/ANr)

KNF:
(PVaVr)A(pV =gV =r)\(=pVqV r)\(=pV =gV r)\(=pV—qV—r)
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Normalni formy formuli

Pokud uvazujeme pevné danou kone¢nou mnozinu atomickych vyrokid At:

@ Uplna disjunktivni normalni forma (UDNF) — formule v DNF,
kde kazda elementarni konjunkce obsahuje kazdy atomicky vyrok z At
pravé jednou.

Priklad: (p A—g A=)V (pANg/AN—=r)\V (—p/\Ng/\—r)

@ Uplna konjunktivni normalni forma (UKNF) — formule v KNF,
kde kazda klauzule obsahuje kazdy atomicky vyrok z At pravé jednou.

Priklad: (pV =gV —=r) N\ (pV gV =r)A\(—pV qV —r)

Poznamka: V prikladech je At ={p,q,r}.
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Minimalni mnoziny logickych spojek

Z predchoziho vidime, Ze spojky “—", “/\"a “V" postacuji na vytvoreni
formule pro jakoukoliv tabulku pravdivostnich hodnot.

Ve skutecnosti staci i nékteré mensi mnoziny logickych spojek:

o ll_|YY , ll/\lY :
@ V1 je mozno vyjadfit jako —(—¢@ A )

o ll_‘lY' ll\/ll:

© A je mozno vyjadfit jako —(—¢ V )
O ll_‘l" ll_>11:

@ V1 je mozno vyjadrit jako ~¢@ —

@ N je mozno vyjadfit jako —(@ — )
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Minimalni mnoziny logickych spojek

L A
—@ je mozno vyjadfit jako @ — L
@ V1 je mozno vyjadfit jako (¢ — L) —
@ N je mozno vyjadrit jako (¢ — (b — 1)) — L

@ “|" — NAND — Shefferova funkce (téz se oznacuje “T"):
e VY| elb
0]0 1
0|1 1
1]0 1
1)1 0

—@ je mozno vyjadfit jako @ | @
@ V1 je mozno vyjadrit jako (@ @) [ (P [)
@ A1 je mozno vyjadfit jako (@ [ ) [ (¢ 1)
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Minimalni mnoziny logickych spojek

@ “|" — NOR — Peirceova funkce:

R O R ol&
O O O |

= R O o8

—@ je mozno vyjadfit jako @ | ¢
¢ V) je mozno vyjadfit jako (¢ L) | (¢ L)
@ A1 je mozno vyjadFit jako (¢ | @) | (b [ )
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