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@ Zapocet (22 bodu):
o Zapoctova pisemka (22 bodli) — bude se pséat na cviceni
Minimum pro ziskani zapoctu je 7 bodd.

Moznost opravy za 14 bodd.

@ Zkouska (78 bodu)

o Pisemna zkouska skladajici se ze tfi ¢asti po 26 bodech, pricemz
z kazdé Casti je nutné ziskat nejméné 10 bodd.
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Teoreticka informatika

Teoreticka informatika — védni obor na pomezi mezi informatikou a
matematikou

@ zkoumani obecnych otazek tykajicich se algoritm(i a vypocti
@ zkoumani riiznych formalism pro popis algoritmi

@ zkoumani rliznych prostfedk( pro popis syntaxe a sémantiky
formalnich jazyk( (zejména s dirazem na programovaci jazyky)

@ matematicky pristup k analyze a feSeni problémi (dokazovani obecné
platnych matematickych tvrzeni tykajicich se algoritmi)
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Teoreticka informatika

Priklady nékterych typickych otdzek studovanych v teoretické informatice:

)

M

Je mozné dany problém Fesit pomoci néjakého algoritmu?

Pokud je mozné dany problém fesit pomoci algoritmu, jaka je
vypocetni sloZitost tohoto algoritmu?

Existuje pro dany problém néjaky efektivni algoritmus, ktery ho resi?

Jak se presvédCit o tom, ze dany algoritmus je skutecné korektnim
feSenim daného problému?

Jaké instrukce musi umét vykonat stroj, ktery by mohl provddét dany
algoritmus?
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Priklad algoritmického problému

Problém ,,Hledani nejkratsi cesty v (neorientovaném) grafu*

Vstup: Neorientovany graf G = (V/, E) s ohodnocenim hran, a
dvojice vrcholl u,v € V.

Vystup: Nejkratsi cesta z vrcholu u do vrcholu v.

Ptiklad:
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Algoritmy a problémy

Teoreticka informatika se prekryva se s mnoha dalSimi oblastmi
matematiky a informatiky:

teorie grafii
teorie Cisel
vypocetni geometrie
vyhledavani v textu

)
°
)
°
@ teorie her
)
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Logika — obor zabyvajici se otazkami spravného vyvozovani a
argumentace

)
4

zkoumani, kdy zavér vyplyva z danych predpokladi
otazky tykajici se dikazi a dokazatelnosti

poskytuje zakladni jazyk matematiky a vSech na matematice
zalozenych véd

souvisi se zkoumdnim zdklad( matematiky

vyuziva se v informatice na mnoha rtiznych Grovnich
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Vyrokova logika
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Logické vyvozovani

- Jestlize mél vlak zpoZdéni a na nadraZzi nebyly taxiky, tak Honza
prisel pozdé do prace.

- Honza neprisel do prace pozdé.

- Vlak mél zpoZdéni.

- Na nddrazi byly taxiky.

- Jestlize prselo a Jana neméla s sebou destnik, tak zmokla.
- Jana nezmokla.

- Prselo.

- Jana méla s sebou destnik.
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Logické vyvozovani

p | Vlak mél zpozdéni. Prselo.

Na nadrazi byly taxiky. Jana méla s sebou destnik.
r | Honza prisel pozdé€ do prace. | Jana zmokla.

Q

Jestlize p a ne g, tak r.
Ne r.

p.

qg.
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Priklady vyrok:

)

»,Jana zmokla."

wJestlize prselo a Jana neméla s sebou destnik, tak zmokla.“
., Pariz je hlavnim méstem Japonska."

. Existuje nekone¢né mnoho prvocisel.”

1+1=3"

,Cislo \/2 je iraciondIni.*

e © 6 ¢ ¢
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Logické spojky

Atomicky vyrok — neda se rozlozit na Zzadné mensi vyroky

»,Jana zmokla. "

Slozeny vyrok — sloZen z mensich jednodussich vyroki

.Jestlize prselo a Jana neméla s sebou destnik, tak zmokla. "

Slozeno z vyroki:
@ , Prselo.”
@ ,Jana méla s sebou destnik.”
@ ,Jana zmokla.”
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Logické spojky

vvvvvv

Symbol Log. spojka Pfiklad pouZiti

Neformalni vyznam

- negace —p

AN konjunkce p/\gq
Vv disjunkce pVaq
— implikace p—q
— ekvivalence p—q

»heni pravda p“

WP aq’

.p nebo q“

. jestlize p, pak q*

.p pravé tehdy, kdyz q“

Atomické vyroky — p, q, r, ...
(pfipadné s indexy — po, p1, P2, ---)
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Logické spojky

Vyroky jsou reprezentovany pomoci formuli — formule maji presné danou
syntaxi a sémantiku.

»Jestlize prselo a Jana neméla s sebou destnik, tak zmokla."

Zapis pomoci formule:

(pA—q) —r
Atomické vyroky:
@ p— ,Prselo.”
@ g — ,Jana méla s sebou destnik.“
@ r — ,Jana zmokla.”
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Pravdivostni hodnoty

1 0
pravda nepravda
ano ne
true false

Pro oznacdeni pravdivostnich hodnot budeme pouzivat 0 a 1.

Pravdivostni hodnoty se téz oznacuji jako hodnoty booleovské.
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Negace

Negaci vyroku ¢ je vyrok ,neni pravda, Ze ¢ . Napriklad negaci vyroku
,Cislo 5 je prvocislo”
je vyrok
.neni pravda, Ze Cislo 5 je prvocislo*
nebo

,Cislo 5 neni prvocislo®.

Ve formulich se negace oznacuje symbolem “—".

Formalni zapis: —

YT
0] 1
1] 0

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 18. dnora 2015




Konjunkci vyrokl ¢ a \{ je vyrok ,,@ a*

Priklad: Konjunkci vyrokl ,,Kodari je hlavnim méstem Danska“ a
22+2=4" je vyrok

,Kodan je hlavnim méstem Danska a2+ 2 =4."

Ve formulich se konjunkce oznacuje pomoci symbolu , A"

p/\q

@ p — ,Kodarn je hlavnim méstem Danska*
e qg—  2+2=4"
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Priklady nepravdivych vyroki:
@ ,Helsinky jsou hlavnim méstem ltdlie a Karlova univerzita byla
zaloZena v roce 1348."
@ ,Asie je svétadil s nejvétsi rozlohou a 3 +5 = 14."

o ,Existuje jen kone¢né mnoho prvocisel a Plzen je hlavnim méstem

USA.”
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Disjunkci vyrokil ¢ a 1 je vyrok ,@ nebo”.

Priklad: Disjunkci vyrokd ,velryby patfi mezi savce” a
.CR lezi v mirném podnebném pasu” je vyrok

,velryby patfi mezi savce nebo CR leZi v mirném podnebném pdsu”.

Ve formulich se disjunkce oznaduje symbolem “\/".

pVq
@ p — ,velryby patfi mezi savce”
o g — ,,CR leZi v mirném podnebném pdsu*
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Disjunkce je ,,nebo” v nevylu€ujicim smyslu.

oV

== O OB
_ O R Oo|l&
== oK
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Implikace

Implikace — ,, jestlize @, pak "
@ @ — predpoklad
@ \ — zavér

Priklad:

,Jestlize se Petr dobre pripravil na zkousku, pak z této zkousky
dostal dobrou znamku. "

Implikace se oznacCuje symbolem “—".

p—4q
@ p — ,Petr se dobre pripravil na zkousku*
@ q — , Petr dostal z této zkousky dobrou znamku*
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Implikace

= = O o8
- O = oOl&

I—lOI—ll—ll

Poznamka: Formule p — g je pravdiva pravé v téch pripadech, kdy je
pravdiva formule
—pVq.
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Implikace

Implikace nevyjaruje pricinnou souvislost.

Priklad:
o ,Jestlize je Washington hlavnim méstem USA, tak1+1=2."
o ,Jestlize je Washington hlavnim méstem USA, tak1+1=3."
o ,Jestlize je Tokio hlavnim méstem USA, tak 1+1=2."
o ,Jestlize je Tokio hlavnim méstem USA, tak 1+ 1 =3."
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Implikace

Priklady riiznych zplsobl vyjadreni tvrzeni p — q v prirozené feli:

.pokud p, pak q*“

LkdyZ p, tak q“

»q, pokud p*“

.Z p plyne g“

.,Za predpokladu p plati q*“

.p implikuje g“

»q plati tehdy, kdyz plati p“

.p plati jen tehdy, kdyZ plati q“
.p je postacujici podminka pro q*

e © ¢ 6 © ¢ ¢ ¢ ¢ o

»q je nutna podminka pro p*
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Implikace

Pokud plati @ — 1 a zaroven plati ¢, je mozné z toho vyvodit, ze plati

i V.

Priklad: Pokud plati

@ , jestlize je dnes utery, pak je zitra streda”
@ ,dnes je atery"

Ize z toho vyvodit, ze plati

@ ,zitra je stfeda”

Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky 18. Gnora 2015 26 / 52



Ekvivalence

Ekvivalence — ,,@ pravé tehdy, kdyz "

Priklad:

. Trojuhelnik ABC ma vsechny tfi strany stejné dlouhé pravé
tehdy, kdyZz ma vsechny tfi ahly stejné velké."

Logickd spojka ekvivalence se oznaduje symbolem “~"
peq

@ p — ,trojihelnik ABC md vsechny tfi strany stejné dlouhé"
@ g — ,trojuhelnik ABC ma& vsechny tfi dhly stejné velké”
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Ekvivalence

= o = o|l&

= = O o8

= oor|]

Poznamka: Formule p <+ g rikd v podstaté to samé co formule

(p—q) N (g—p)
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Ekvivalence

Alternativni zplsoby vyjadreni ekvivalence p <> g v prirozené redi:
@ ,p tehdy a jen tehdy, kdyz q“

@ ,p je nutnou a postaclujici podminkou pro to, aby platilo g“

Ekvivalence se Casto pouZiva v definicich novych pojmi:

Priklad:

o , Trojuhelnik je rovnoramenny pravé tehdy, kdyz alespon dvé jeho
strany jsou stejné dlouhé. "

o , Trojuhelnik je rovnoramenny, jestlize alespon dvé jeho strany jsou
stejné dlouhé.”
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Formule vyrokové logiky

@ Syntaxe — jak vypadaji formule vyrokové logiky

@ Sémantika — pfifazuje formulim a jednotlivym symboliim, které se
v nich vyskytuji, pfesné definovany vyznam
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Formule — posloupnosti symbol( z urité abecedy:

“won won “on

@ atomické vyroky — napriklad symboly “p”, “q", “r", apod.

@ logické spojky — symboly “=", “A", “V" ‘3" a "&"

@ zavorky — symboly “(" a )"

Ne kazda posloupnost téchto symbold je formuli.

Napriklad toto formule neni:

AV)p=((=
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Dobre utvorené formule vyrokové logiky jsou posloupnosti symboli
vytvorené podle nasledujicich tri pravidel:

© Jestlize p je atomicky vyrok, pak p je dobre utvorena formule.

©Q Jestlize @ a ) jsou dobre utvorené formule, pak i (—@), (@ A1),
(@ V), (¢ = V) a (@ < ) jsou dobfe utvorené formule.

© Neexistuji zadné dalsi dobre utvorené formule nez ty, které jsou
vytvorené pomoci predchozich dvou pravidel.
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Priklady dobfe utvorenych formuli:

— Q
J
2

=~
]
Ke)

) —r)

r)

—r))

(=q) = A (=(p &)

e © ¢ 6 ¢ ¢ ¢ ¢
.G“G

ER
©

Priklad sekvence symboll, kterd neni dobre utvorenou formuli:
e (p/A\Vq)
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Formule 1V je podformuli formule @, jestlize plati alespon jedna
z nasledujicich moznosti:

@ Formule 1\ je stejnd jako formule ¢ (tj. jednd se o jednu a tutéz
formuli).

@ Pokud je formule ¢ tvaru (—x), tak VP je podformuli formule x.

@ Pokud je formule ¢ tvaru (x1 Ax2), (X1 V x2), (x1 — X2) nebo
(x1 & x2), tak P je podformuli formule x1 nebo podformuli
formule xo.

P¥iklad: Podformule formule ((—(p /A q)) < r):

P q r (p/\q) (—(pAq)) ((=(p/Aq)) & r)
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Alternativni symboly pro logické spojky:

Log. spojka Symbol Alternativni symboly
negace -
konjunkce AN
implikace —
ekvivalence —

Ty
I v
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Abstraktni syntakticky strom formule (((—q) — r) /A (—(p < r))):
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Py Ao P1 Vs

1A A

(P1 — Vo) (P1 & P2)
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Arita logickych spojek:
@ unarni spojka (arita 1): —

o binarni spojky (arita 2): A, V, —, &
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Konvence pro vypousténi zavorek:
@ Vnéjsi zavorky je mozno vypustit.

@ Priorita logickych spojek (od nejvyssi po nejnizsi):

- AN V — —

@ Misto —(—) je mozno psat —— .

Priklad: Misto ((—p) A\ (r — (g 'V s))) je mozno psat

—p/A\(r—qVs)

Poznamka: Dalsi konvence budou uvedeny pozdéji.
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Sémantika vyrokové logiky

At — mnozina atomickych vyroki

Napriklad
o At ={p,q, r}, nebo
o At ={po, p1,p2,--.}

Pravdivostni ohodnoceni je pfifazeni pravdivostnich hodnot (tj. hodnot
z mnoziny {0, 1}) véem atomickym vyroklim z mnoziny At.

(Formalné je mozné pravdivostni ohodnoceni definovat jako funkci

v: At —{0,1}.)

Priklad: Pravdivostni ohodnoceni v pro At ={p, q, r}, kde
vip)=1 v(g)=0 v(r)=1
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Sémantika vyrokové logiky

Pokud je mnozina At konecnd a obsahuje n atomickych vyrokd, existuje
celkem 2" pravdivostnich ohodnoceni.

Priklad: At ={p, q, r}

vw: w(p) =0, wl(q)=0, w(r)=0
vi: vi(p) =0, wvi(q)=0, w(r)=1
v w(p)=0 w(q)=1 w(r)=0
vi: w3(p) =0, wg)=1 w(r)=1
va: valp) =1 wlqg) =0, w(r)=0
vs: vs(p) =1, ws(q) =0, w(r)=1
ve: ve(p) =1 wlq)=1 wv(r)=0
vii w(p) =1, wi(qg) =1 w(r)=1
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Sémantika vyrokové logiky

Formule ¢@ ma pfi pravdivostnim ohodnoceni v pravdivostni hodnotu 1:

viE e

Formule ¢ ma pfi pravdivostnim ohodnoceni v pravdivostni hodnotu O:

viE @
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Sémantika vyrokové logiky

Pravdivostni hodnoty formuli vyrokové logiky pfi daném pravdivostnim
ohodnoceni v jsou definovany nasledujicim zpisobem:

@ Pro atomicky vyrok p plati v = p pravé tehdy, kdyz v(p) = 1.
(Pokud je tedy v(p) =0, tak v £ p.)

v E —@ pravé tehdy, kdyz v £ ¢.

v E @ AU pravé tehdy, kdyz v = @ a v = .

v E @ VU pravé tehdy, kdyz v = @ nebo v = 1.

v E @ — 1 pravé tehdy, kdyz v £ ¢ nebo v = 1.

v E @ ¢ pravé tehdy, kdyz v = @ a v =1, nebo kdyz v £ ¢ a
v .

e 6 6 6 ¢
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Sémantika vyrokové logiky

PV [NV |[oVY o= | oy
@ | 0|0 0 0 1 1
0] 1 01 0 1 1 0
1] 0 10 0 1 0 0
1)1 1 1 1 1
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Sémantika vyrokové logiky

Priklad: At ={p, q, r}
pravdivostni ohodnoceni v, kde v(p) =1, v(q) =0a v(r)=1

plaglr|—q|—q—or|por|-lpor)|e

@ = (~g—=r)N\=(p&r)
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Sémantika vyrokové logiky

Priklad: At ={p, q, r}
pravdivostni ohodnoceni v, kde v(p) =1, v(q) =0a v(r)=1

eviEp
°viEgq
eviEr

plaglr|—q|—q—or|por|-lpor)|e

@ = (~g—=r)N\=(p&r)
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Sémantika vyrokové logiky

Priklad: At ={p, q, r}
pravdivostni ohodnoceni v, kde v(p) =1, v(q) =0a v(r)=1

ovEDp
°viEgq
eviEr
°oviE—q

plaglr|—q|—q—or|por|-lpor)|e
1[o0]1] 1

@ = (~g—=r)N\=(p&r)
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Sémantika vyrokové logiky

Priklad: At ={p, q, r}
pravdivostni ohodnoceni v, kde v(p) =1, v(q) =0a v(r)=1

viEp
v q
viEr
viE—g
vE—qg—r

e & 6 6 ¢

plaglr|—q|—q—or|por|-lpor)|e
1[o0]1] 1 1

@ = (~g—=r)N\=(p&r)
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Sémantika vyrokové logiky

Priklad: At ={p, q, r}
pravdivostni ohodnoceni v, kde v(p) =1, v(q) =0a v(r)=1

viEp
v q
viEr
vE—q
vE—qg—r
vEpor

e © ¢ ¢ o ¢

plaglr|—q|—q—or|por|-lpor)|e
1[o0]1] 1 1 1

@ = (~g—=r)N\=(p&r)
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Sémantika vyrokové logiky

Priklad: At ={p, q, r}
pravdivostni ohodnoceni v, kde v(p) =1, v(q) =0a v(r)=1

viEp
v q
viEr
viE—q
vE—qg—r
vEpor
vE—(per)

e © 6 ¢ ¢ ¢ ¢

plaglr|—q|—q—or|por|-lpor)|e
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viEp

v q

viEr

viE—g

vE—qg—r

vEpor

vE—(per)

ViE(mg o ) A=(per)

e © ¢ 6 ¢ ¢ ¢ ¢
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Sémantika vyrokové logiky

(0] (g —=r)A—=(per)

plalr|=q|~qor|por|=por)| @
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Sémantika vyrokové logiky

@ = (~g—=r)A\—-(p&r)

plalr|=q|~qor|por|=peor)| @
0
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Sémantika vyrokové logiky
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Sémantika vyrokové logiky
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Sémantika vyrokové logiky
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Sémantika vyrokové logiky
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Sémantika vyrokové logiky
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Sémantika vyrokové logiky
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Sémantika vyrokové logiky

@ = (~g—=r)A\—-(p&r)

plglr|—q|—q—or|por|=peor)|e
olofo] 1 0 1 0 0
0olo0|1]| 1 1 0 1 1
0/1]/0] 0 1 1 0 0
o[1(1] 0 1 0 1 1
1{0]0] 1 0 0 1 0
1/0]1] 1 1 1 0 0
1/1]/0/[ 0 1 0 1 1
1/1]1]0 1 1 0 0

Ohodnoceni, pfi kterych je dand formule pravdiva jsou jejimi modely:
vi: wvi(p)=0, wv(q)=0 wv(r)=1,

vii w3(p) =0, wilg)=1, w(r)=1,
ve: w(p) =1 wl(g) =1 w(r)=0,
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Formule reprezentované jako orientované acyklické grafy

@ = ((pe2r)VipA—g) A ((pA—q) — —r)

V abstraktnim syntaktickém stromé odpovidaji vrcholy véem vyskytiim
jednotlivych podformuli.
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Formule reprezentované jako orientované acyklické grafy

@ = ((pe2r)VipA—g) A ((pA—q) — —r)

Alternativné miZeme formuli znazornit jako orientovany acyklicky graf.
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Formule reprezentované jako orientované acyklické grafy

@ = ((pe2r)VipA—g) A ((pA—q) — —r)

h A

Nejprve hranadm prifadime orientaci od potomkd k rodic¢iim.
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Formule reprezentované jako orientované acyklické grafy

@ Ztotoznime vsechny listy oznacené stejnym atomickym vyrokem.

@ Nasledné je mozné ztotoznit vrcholy, které jsou oznadeny stejnym
symbolem a maji stejné predchidce.

AN

@ Takova ztotoznéni je mozné provadét opakované — kdyz jsou nékteré
vrcholy ztotoznény, miZe byt mozné ztotoznit nékteré dalsi vrcholy.
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Formule reprezentované jako orientované acyklické grafy

@ = ((pe2r)VipA—g) N ((pA—q) — —r)
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Formule reprezentované jako orientované acyklické grafy

@ KdyzZ timto zplsobem ztotoznime vSechny vrcholy, které je takto
mozno ztotoznit, dostaneme graf, kde jednotlivé vrcholy odpovidaji
jednotlivym riznym podformulim dané formule.

@ Na acyklicky orientovany graf reprezentujici danou formuli je mozné
se divat jako na logicky obvod:

@ Vstupy — vrcholy oznadené atomickymi vyroky

o Vystup — vrchol odpovidajici celé formuli
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Formule reprezentované jako orientované acyklické grafy

@ = ((pe2r)VipA—g) A ((pA—q) — —r)

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 18. Gnora 2015 52 / 52



Formule reprezentované jako orientované acyklické grafy
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Formule reprezentované jako orientované acyklické grafy

@ = ((pe2r)VipA—g) A ((pA—q) — —r)
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Formule reprezentované jako orientované acyklické grafy
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