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@ Zapocet (22 bodu):
o Zapoctova pisemka (22 bodli) — bude se pséat na cviceni
Minimum pro ziskani zapoctu je 7 bodd.

Moznost opravy za 14 bodd.

@ Zkouska (78 bodu)

o Pisemna zkouska skladajici se ze tfi ¢asti po 26 bodech, pricemz
z kazdé Casti je nutné ziskat nejméné 10 bodd.
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Algoritmy a problémy

Algoritmus — mechanicky postup, jak néco spoditat (mize byt
vykondvan pocitacem)

Algoritmy slouZzi k feSeni riiznych problémii.

Priklad algoritmického problému:

Vstup: Prirozena Cisla x a y.
Vystup: Prirozené Cislo z takové, ze z = x + y.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014




Problém

V zadani problému musi byt urceno:
@ co je mnozinou moznych vstupl
@ co je mnozinou moznych vystupl

@ jaky je vztah mezi vstupy a vystupy

vstupy vystupy
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Priklady problémd

Problém , Tridéni"

Vstup: Sekvence prvki ai, as, ..., a,.

Vystup: Prvky sekvence aj, ay, ..., a, sefazené od nejmensiho po
nejvetsi.

Priklad:
@ Vstup: 8,13,3,10,1,4
@ Vystup: 1,3,4,8,10,13

Poznamka: Konkrétni vstup néjakého problému se nazyvd instance
problému.
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Priklady problémd

Problém ,,Hledani nejkratsi cesty v (neorientovaném) grafu*

Vstup: Neorientovany graf G = (V/, E) s ohodnocenim hran, a
dvojice vrcholl u,v € V.

Vystup: Nejkratsi cesta z vrcholu u do vrcholu v.

Ptiklad:
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Algoritmy a problémy

Algoritmus Fesi dany problém pokud:

@ Se pro kazdy vstup po koneéném poctu krokil zastavi.

@ Pro kazdy vstup vyda spravny vystup.

Korektnost algoritmu — ovéreni toho, Ze dany algoritmus skutecné resi
dany problém

Vypocetni slozitost algoritmu:

@ Casova slozitost — jak zavisi doba vypoctu na velikosti vstupu

@ pamétova (nebo téZ prostorova) slozitost — jak zdvisi mnoZzstvi
pouzité paméti na velikosti vstupu
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Algoritmy a problémy

Teoreticka informatika se prekryva se s mnoha dalSimi oblastmi

matematiky a informatiky:

4
)
)
)
)
4
N

teorie grafti

teorie Cisel
kryptografie
vypocetni geometrie

vyhleddvéni v textu, komprese dat

teorie her
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Dalsi priklady problémi

Problém ,,Prvoéiselnost*

Vstup: Prirozené Cislo n.

Vystup: ANO pokud je n prvocislo, NE v opa¢ném pripadé.

Poznamka: Prirozené Cislo n je prvocislo, pokud je vétsi nez 1 a je
délitelné beze zbytku pouze Cisly 1 a n.

Prvnich nékolik prvodisel: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, ...
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Rozhodovaci problémy

Problémim, kde mnozina vystupi je {ANO, NE} se fika rozhodovaci
problémy.

Rozhodovaci problémy jsou vétsinou specifikovany tak, ze misto popisu
toho, co je vystupem, je uvedena otazku.

Priklad:

Problém ,,Prvociselnost*

Vstup: Prirozené cislo n.

Otézka: Je n prvodislo?
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Algoritmicky resitelné problémy

Predpokladejme, ze madme dan néjaky problém P.

Jestlize existuje n€jaky algoritmus, ktery resi problém P, pak fikdme, ze
problém P je algoritmicky resitelny.

Jestlize P je rozhodovaci problém a jestlize existuje néjaky algoritmus,
ktery problém P fesi, pak fikime, ze problém P je (algoritmicky)
rozhodnutelny.

Kdyz chceme ukdazat, Ze problém P je algoritmicky reSitelny, stadi ukizat
néjaky algoritmus, ktery ho fesi (a pfipadné ukazat, ze dany algoritmus
problém P skutecné resi).
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Algoritmicky neresitelné problémy

Problém, ktery neni algoritmicky resitelny, je algoritmicky nereSitelny.

Rozhodovaci problém, ktery neni rozhodnutelny, je nerozhodnutelny.

Kupodivu existuje fada algoritmickych problémi (pfesné definovanych),
o kterych je dokazano, ze nejsou algoritmicky resitelné.

Teorie vycislitelnosti — oblast teoretické informatiky, kterd se zabyva
zkoumanim toho, které problémy jsou a které nejsou algoritmicky reSitelné.
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Teorie slozitosti

Rada probléma je algoritmicky Feditelnych, ale neexistuji (nebo nejsou
znamy) efektivni algoritmy, které by je fesily:

TSP - Problém obchodniho cestujiciho
Vstup: Neorientovany graf G s hranami ohodnocenymi prirozenymi
Cisly.
Vystup: Nejkratsi uzavrena cesta, ktera projde vsemi vrcholy a skonci
v tom vrcholu, kde zacina.
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Teoreticka informatika

Nékteré dalsi oblasti teoretické informatiky:

@ teorie slozitosti
@ paralelni a distribuované algoritmy

@ vypocetni modely
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Teorie formalnich jazyk

Oblast teoretické informatiky zabyvajicimi se otazkami tykajicimi se
syntaxe.

@ Jazyk — mnozina slov
@ Slovo — sekvence symboli z urcité abecedy

@ Abeceda — mnozina symbolii (nebo téz znak)

Prostfedky pouzivané pro popis jazyku:
@ gramatiky
@ regularni vyrazy

@ automaty

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 16 / 508



Logika — obor zabyvajici se otdzkami sprdvného vyvozovani a
argumentace

@ formulazace tvrzeni pfirozeného jazyka pomoci formuli
@ zkoumani, kdy zavér vyplyva z danych predpokladi
@ otazky tykajici se dilkazi a dokazatelnosti

@ souvisi se zkoumdnim zdkladd matematiky a s teorii mnozin

Dva nejdllezitéjsi typy logik:
@ vyrokova logika

@ predikatova logika
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Vyrokova logika
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Logické vyvozovani

- Jestlize mél vlak zpoZdéni a na nadraZzi nebyly taxiky, tak Honza
prisel pozdé do prace.

- Honza neprisel do prace pozdé.

- Vlak mél zpoZdéni.

- Na nddrazi byly taxiky.

- Jestlize prselo a Jana neméla s sebou destnik, tak zmokla.
- Jana nezmokla.

- Prselo.

- Jana méla s sebou destnik.
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Logické vyvozovani

p | Vlak mél zpozdéni. Prselo.

Na nadrazi byly taxiky. Jana méla s sebou destnik.
r | Honza prisel pozdé€ do prace. | Jana zmokla.

Q

Jestlize p a ne g, tak r.
Ne r.

p.

qg.
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Priklady vyrok:
»,Jana zmokla."

(4

.Jestlize prselo a Jana neméla s sebou destnik, tak zmokla.*
.Pafiz je hlavnim méstem Japonska.“

. Existuje nekone¢né mnoho prvocisel.”

A1+1=3"

,Cislo \/2 je iraciondlni."

‘

e © & ¢ ¢

Priklady formulaci, které nejsou vyroky:
@ ,Soucet ¢&isel 2 2 5."
@ ,V kolik hodin jede dneska rychlik z Ostravy do Prahy.”

o ,Vzddlenost Zemé od Slunce.”
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Priklady formulaci, které nejsou pfimo vyroky, ale ze kterych dostaneme
vyroky dosazenim konkrétnich hodnot za proménné:

o ,x>5"
o x+y=2z"

@ ,x je nejvétsim prvkem mnoZiny A"

Toto ovsem jsou vyroky:
o ,Existuje prirozené Cislo x takové, Ze x > 5.“

@ ,,Pro kazdé prirozené Cislo x plati x > 5."
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Logické spojky

Atomicky vyrok — neda se rozlozit na Zzadné mensi vyroky

»,Jana zmokla. "

Slozeny vyrok — sloZen z mensich jednodussich vyroki

.Jestlize prselo a Jana neméla s sebou destnik, tak zmokla. "

Slozeno z vyroki:
@ , Prselo.”
@ ,Jana méla s sebou destnik.”
@ ,Jana zmokla.”
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Logické spojky

Reprezentace vyrokl pomoci formuli:

Symbol Log. spojka

Priklad pouziti

Neformalni vyznam

- negace

AN konjunkce
V disjunkce
— implikace
— ekvivalence

—p
pAq
pVq
p—q
P& q

»heni pravda p“

WP aq’

.p nebo q“

. jestlize p, pak q*

.p pravé tehdy, kdyz q“

Atomické vyroky — p, q, r, .
(pfipadné s indexy — po, p1, P2, ---)
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Logické spojky

.Jestlize prselo a Jana neméla s sebou destnik, tak zmokla.“

Zapis pomoci formule:

(pA—q) —r
Atomické vyroky:
@ p— ,Prselo.”
@ g — ,Jana méla s sebou destnik."
@ r — ,Jana zmokla."
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Pravdivostni hodnoty

pravda nepravda
1 0
P N
true false
T F
ano ne
yes no

Pro oznaceni pravdivostnich hodnot budeme pouZivat 0 a 1.

Pravdivostni hodnoty se téz oznacuji jako hodnoty booleovské.
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Negace

Negaci vyroku ¢ je vyrok ,neni pravda, Ze ¢ . Napriklad negaci vyroku
,Cislo 5 je prvocislo”
je vyrok
.neni pravda, Ze Cislo 5 je prvocislo*
nebo

,Cislo 5 neni prvocislo®.

Ve formulich se negace oznacuje symbolem “—".

Formalni zapis: — priklad: —p
oo
0 1
1] 0
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Negace

Priklad: Negaci vyroku
.Karel je ze vsech Z3kii ve tridé nejvyssi”
je treba vyrok
.Karel neni ze vsech Zakii ve tridé nejvyssi*
nebo

,neni pravda, Ze Karel je ze vsech Zakii ve tridé nejvyssi”.

Ne ovsem vyrok

.Karel je ze vSech zdkii ve tfidé nejmensi”.
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Negace

Priklad:
. Neni pravda, Ze Cislo 5 neni kladné."

Ize formalizovat jako
—-p nebo —(=p)
Podobné
»heni pravda, Ze neni pravda, Ze Cislo 5 neni kladnée*
je mozné zapsat

—p nebo —~(=(=p))

4

p — ,Cislo 5 je kladné
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Konjunkci vyrokl ¢ a \{ je vyrok ,,@ a*

Priklad: Konjunkci vyrokl ,,Kodari je hlavnim méstem Danska“ a
22+2=4" je vyrok

,Kodan je hlavnim méstem Danska a2+ 2 =4."

Ve formulich se konjunkce oznacuje pomoci symbolu , A"

p/\q

@ p — ,Kodarn je hlavnim méstem Danska*
e qg—  2+2=4"
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Priklady nepravdivych vyroki:
@ ,Helsinky jsou hlavnim méstem ltdlie a Karlova univerzita byla
zaloZena v roce 1348."
@ ,Asie je svétadil s nejvétsi rozlohou a 3 +5 = 14."

o ,Existuje jen kone¢né mnoho prvocisel a Plzen je hlavnim méstem

USA.”
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Priklad:
,chtél jsem prijet, ale ujel mi viak"

Ize formalizovat jako p /\ gq.

Priklad:
,Cislo 12 je délitelné Cisly 3 a 4“
Ize formalizovat jako p /\ g, kde
@ p — ,Cislo 12 je délitelné Cislem 3"

@ g — ,Cislo 12 je délitelné &islem 4"
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Priklady vyroki, kde ,,a" nema vyznam konjunkce:

o ,Levy a pravy breh reky byly spojeny mostem."
o ,Cislo 3 je nejvétsim spole¢nym délitelem &isel 12 a 15."
@ ,Bod A lezi na priseciku pfimek p1 a p2.“
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onjunkce

Vyrok ,ani @, ani\{“ fika to samé, co
neni pravda ¢ a neni pravda \ “.

Je tedy mozné ho formalizovat jako

—e A\

Priklad: Vyrok , pfimka p neprochdzi ani bodem A ani bodem B*“ je
mozné formalizovat jako

—r/A\—s,
kde
@ r — ,pfimka p prochazi bodem A"
@ s — ,pfimka p prochazi bodem B*
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Disjunkci vyrokil ¢ a 1 je vyrok ,@ nebo”.

Priklad: Disjunkci vyrokd ,velryby patfi mezi savce” a
.CR lezi v mirném podnebném pasu” je vyrok

,velryby patfi mezi savce nebo CR leZi v mirném podnebném pdsu”.

Ve formulich se disjunkce oznaduje symbolem “\/".

pVq
@ p — ,velryby patfi mezi savce”
o g — ,,CR leZi v mirném podnebném pdsu*
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Disjunkce je ,,nebo” v nevylu€ujicim smyslu.

oV

== O OB
_ O R Oo|l&
== oK
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Implikace

Implikace — ,, jestlize @, pak "
@ @ — predpoklad
@ \ — zavér

Priklad:

., Jestlize se Petr dobre pripravil na zkousku, pak z této zkousky
dostal dobrou znamku. “

Implikace se oznacCuje symbolem “—".

p—4q
@ p — ,Petr se dobre pripravil na zkousku*
@ q — , Petr dostal z této zkousky dobrou znamku*
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Implikace

= = O o8
- O = oOl&

I—lOI—ll—ll

Poznamka: Formule p — g je pravdiva pravé v téch pripadech, kdy je
pravdiva formule
—pVq.
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Implikace

Implikace nevyjaruje pricinnou souvislost.

Priklad:
o ,Jestlize je Washington hlavnim méstem USA, tak1+1=2."
o ,Jestlize je Washington hlavnim méstem USA, tak1+1=3."
o ,Jestlize je Tokio hlavnim méstem USA, tak 1+1=2."
o ,Jestlize je Tokio hlavnim méstem USA, tak 1+ 1 =3."
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Implikace

Priklady riiznych zplsobl vyjadreni tvrzeni p — q v prirozené feli:

.pokud p, pak q*“

LkdyZ p, tak q“

»q, pokud p*“

.Z p plyne g“

.,Za predpokladu p plati q*“

.p implikuje g“

»q plati tehdy, kdyz plati p“

.p plati jen tehdy, kdyZ plati q“
.p je postacujici podminka pro q*

e © ¢ 6 © ¢ ¢ ¢ ¢ o

»q je nutna podminka pro p*
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Implikace

Pokud plati @ — 1 a zaroven plati ¢, je mozné z toho vyvodit, ze plati

i V.

Priklad: Pokud plati

@ , jestlize je dnes utery, pak je zitra streda”
@ ,dnes je atery"

Ize z toho vyvodit, ze plati

@ ,zitra je stfeda”
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Ekvivalence

Ekvivalence — ,,@ pravé tehdy, kdyz "

Priklad:

. Trojuhelnik ABC ma vsechny tfi strany stejné dlouhé pravé
tehdy, kdyZz ma vsechny tfi ahly stejné velké."

Logickd spojka ekvivalence se oznaduje symbolem “~"
peq

@ p — ,trojihelnik ABC md vsechny tfi strany stejné dlouhé"
@ g — ,trojuhelnik ABC ma& vsechny tfi dhly stejné velké”
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Ekvivalence

= o = o|l&

= = O o8

= oor|]

Poznamka: Formule p <+ g rikd v podstaté to samé co formule

(p—q) N (g—p)
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Ekvivalence

Alternativni zplsoby vyjadreni ekvivalence p <> g v prirozené redi:
@ ,p tehdy a jen tehdy kdyz q“

@ ,p je nutnou a postaclujici podminkou pro to, aby platilo g“

Ekvivalence se Casto pouZiva v definicich novych pojmi:

Priklad:

o , Trojuhelnik je rovnoramenny pravé tehdy, kdyz alespon dvé jeho
strany jsou stejné dlouhé. "

o , Trojuhelnik je rovnoramenny, jestlize alespon dvé jeho strany jsou
stejné dlouhé.”
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Formule vyrokové logiky

@ Syntaxe — jak vypadaji formule vyrokové logiky

@ Sémantika — pfifazuje formulim a jednotlivym symboliim, které se
v nich vyskytuji, pfesné definovany vyznam
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Formule — posloupnosti symbol( z urité abecedy:

“won won “on

@ atomické vyroky — napriklad symboly “p”, “q", “r", apod.

@ logické spojky — symboly “=", “A", “V" ‘3" a "&"

@ zavorky — symboly “(" a )"

Ne kazda posloupnost téchto symbold je formuli.

Napriklad toto formule neni:

AV)p=((=
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Dobre utvorené formule vyrokové logiky jsou posloupnosti symboli
vytvorené podle nasledujicich tri pravidel:

© Jestlize p je atomicky vyrok, pak p je dobre utvorena formule.

©Q Jestlize @ a ) jsou dobre utvorené formule, pak i (—@), (@ A1),
(@ V), (¢ = V) a (@ < ) jsou dobfe utvorené formule.

© Neexistuji zadné dalsi dobre utvorené formule nez ty, které jsou
vytvorené pomoci predchozich dvou pravidel.
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Priklady dobfe utvorenych formuli:

— Q
J
2

=~
]
Ke)

) —r)

r)

—r))

(=q) = A (=(p &)

e © ¢ 6 ¢ ¢ ¢ ¢
.G“G

ER
©

Priklad sekvence symboll, kterd neni dobre utvorenou formuli:
e (p/A\Vq)
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Formule 1V je podformuli formule @, jestlize plati alespon jedna
z nasledujicich moznosti:

@ Formule 1\ je stejnd jako formule ¢ (tj. jednd se o jednu a tutéz
formuli).

@ Pokud je formule ¢ tvaru (—x), tak VP je podformuli formule x.

@ Pokud je formule ¢ tvaru (x1 Ax2), (X1 V x2), (x1 — X2) nebo
(x1 & x2), tak P je podformuli formule x1 nebo podformuli
formule xo.

P¥iklad: Podformule formule ((—(p /A q)) < r):

P q r (p/\q) (—(pAq)) ((=(p/Aq)) & r)
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Alternativni symboly pro logické spojky:

Log. spojka Symbol Alternativni symboly
negace -
konjunkce AN
implikace —
ekvivalence —

Ty
I v
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Abstraktni syntakticky strom formule (((—q) — r) /A (—(p < r))):
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

(—1) (b1 A2) (W1 Vo)
(P1 — Vo) (P1 & P2)
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Arita logickych spojek:
@ unarni spojka (arita 1): —

o binarni spojky (arita 2): A, V, —, &
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Syntaxe formuli vyrokové logiky

Konvence pro vypousténi zavorek:
@ Vnéjsi zavorky je mozno vypustit.

@ Priorita logickych spojek (od nejvyssi po nejnizsi):

- AN V — —

@ Misto —(—) je mozno psat —— .

Priklad: Misto ((—p) A\ (r — (g 'V s))) je mozno psat

—p/A\(r—qVs)

Poznamka: Dalsi konvence budou uvedeny pozdéji.
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Sémantika vyrokové logiky

At — mnozina atomickych vyroki

Napriklad
o At ={p,q, r}, nebo
o At ={po, p1,p2,--.}

Pravdivostni ohodnoceni je pfifazeni pravdivostnich hodnot (tj. hodnot
z mnoziny {0, 1}) véem atomickym vyroklim z mnoziny At.

(Formalné je mozné pravdivostni ohodnoceni definovat jako funkci

v: At —{0,1}.)

Priklad: Pravdivostni ohodnoceni v pro At ={p, q, r}, kde
vip)=1 v(g)=0 v(r)=1
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Sémantika vyrokové logiky

Pokud je mnozina At konecnd a obsahuje n atomickych vyrokd, existuje
celkem 2" pravdivostnich ohodnoceni.

Priklad: At ={p, q, r}

vw: w(p) =0, wl(q)=0, w(r)=0
vi: vi(p) =0, wvi(q)=0, w(r)=1
v w(p)=0 w(q)=1 w(r)=0
vi: w3(p) =0, wg)=1 w(r)=1
va: valp) =1 wlqg) =0, w(r)=0
vs: vs(p) =1, ws(q) =0, w(r)=1
ve: ve(p) =1 wlq)=1 wv(r)=0
vii w(p) =1, wi(qg) =1 w(r)=1
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Sémantika vyrokové logiky

Formule ¢@ ma pfi pravdivostnim ohodnoceni v pravdivostni hodnotu 1:

viE e

Formule ¢ ma pfi pravdivostnim ohodnoceni v pravdivostni hodnotu O:

viE @
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Sémantika vyrokové logiky

Pravdivostni hodnoty formuli vyrokové logiky pfi daném pravdivostnim
ohodnoceni v jsou definovany nasledujicim zpisobem:

@ Pro atomicky vyrok p plati v = p pravé tehdy, kdyz v(p) = 1.
(Pokud je tedy v(p) =0, tak v £ p.)

v E —@ pravé tehdy, kdyz v £ ¢.

v E @ AU pravé tehdy, kdyz v = @ a v = .

v E @ VU pravé tehdy, kdyz v = @ nebo v = 1.

v E @ — 1 pravé tehdy, kdyz v £ ¢ nebo v = 1.

v E @ ¢ pravé tehdy, kdyz v = @ a v =1, nebo kdyz v £ ¢ a
v .

e 6 6 6 ¢
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Sémantika vyrokové logiky

PV [NV |[oVY o= | oy
@ | 0|0 0 0 1 1
0] 1 01 0 1 1 0
1] 0 10 0 1 0 0
1)1 1 1 1 1
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Sémantika vyrokové logiky

Priklad: At ={p, q, r}
pravdivostni ohodnoceni v, kde v(p) =1, v(q) =0a v(r)=1

vi#q

v —q

viEr

vE—q—or

vEDp

vEpor

vE—(per)

ViE(mg o ) A=(per)

e © ¢ 6 ¢ ¢ ¢ ¢

plglr|—q|—q—or|por|~(per)

o6
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Sémantika vyrokové logiky

(mg—=r)A=(per)
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Sémantika vyrokové logiky

o=(qg—=r)AN=(per)

plglr|—q|—q—or|por|=peor)|e
olofo] 1 0 1 0 0
0olo0|1]| 1 1 0 1 1
0/1]/0] 0 1 1 0 0
o[1(1] 0 1 0 1 1
1{0]0] 1 0 0 1 0
1/0]1] 1 1 1 0 0
1/1]/0/[ 0 1 0 1 1
1/1]1]0 1 1 0 0

Ohodnoceni, pfi kterych je formule pravdiva se nazyvaji modely:

vi: vi(p) =0, wvi(q)=0, w(r)=1,
i w3(p) =0, wilq)=1, w3(r)=
ve: w(p) =1 wl(g) =1 w(r)=0,
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Tautologie

Formule @ je tautologie, jestlize pro kazdé pravdivostni ohodnoceni v plati
v = @ (tj. pokud @ je pravdiva p¥i kazdém pravdivostnim ohodnocent).

Priklad: , JestliZze venku prsi, tak venku prsi."

p—p

Priklad: ,,Dnes je patek nebo dnes neni patek."

qV—q
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Tautologie

Priklad komplikovanéjsi tautologie:

(p—q) = ((p——q) = —p)

plalp—q|—q|p—=—q|p|llp—=—9g ——p|¢
00 1 1 1 1 1 1
01 1 0 1 1 1 1
10| o0 1 1 0 0 1
11 1 0 0 0 1 1

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Tautologie

Dilezité jsou zejména tautologie tvaru @ — b nebo ¢ «—
— daji se pouzit pro logické vyvozovani:
@ Pokud plati @ — 1 a zaroven plati @, musi platit i V.
Specidlné, pokud @ — 1 je tautologie, z platnosti ¢ se da vyvodit, Ze
plati i V.

Priklad: (p/\g) — p je tautologie.
Pokud plati p /\ g, tak plati i p.

Priklad: (p — gq) — (—g — —p) je tautologie.
Pokud plati p — g a zaroven plati —gq, tak plati —p.
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Tautologie

@ Pokud plati @ < 1V a zaroven plati @, musi platit i V.
Podobné, pokud plati @ < 1 a zaroven plati 1, musi platit i @.

Priklad: (—p — q) & (g V p) je tautologie.

@ Pokud plati =p — q, tak musi platiti gV p.
o Pokud plati g \V p, tak musi platiti =p — gq.
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Tautologie

Pokud v tautologii @ nahradime jednotlivé atomické vyroky libovolnymi
formulemi, dostaneme opét tautologii.

Priklad: Formule p — (pV q) je tautologie.

Pro libovolné formule ¥ a x proto plati, ze
V= (b Vi)

je tautologie.

Nahrada atomickych vyroki:

@ p nahradime gV —(r — —s)
@ g nahradime = (q < p)

Dostaneme tautologii

(gV=(r—==s)) = ((gV—(r—=—s))V—(q < p))
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Formule ¢ je kontradikce, jestlize pro kazdé pravdivostni ohodnoceni v
plati v £ @ (tj. pokud ¢ je pfi kazdém pravdivostnim ohodnoceni
nepravdivd).

Priklad: ,Dnes je stfeda a dnes neni streda.”

p/\—p

@ @ je tautologie pravé tehdy, kdyZz —¢ je kontradikce
@ @ je kontradikce pravé tehdy, kdyz —@ je tautologie J
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Splnitelné formule

Formule ¢ je splnitelna, jestlize existuje alespon jedno pravdivostni
ohodnoceni v, pro které je v = @.

@ Formule je splnitelna pravé tehdy, kdyz neni kontradikci.

@ Kazda tautologie je splnitelna, ale ne kazda splnitelnd formule je
tautologie.

Ptiklad: Formule, kterd je splnitelnd, ale neni tautologie:

(pVaq)—p

@ Napriklad pfi ohodnoceni vq, kde vi(p) =1 a vi(q) =0, je pravdiva.

@ P¥i ohodnoceni vy, kde v2(p) =0 a va(q) = 1, je nepravdiva.
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Splnitelné formule

@ (@ je tautologie prave tehdy, kdyz —@ neni splnitelna
@ @ je splnitelnd pravé tehdy, kdyZz —@ neni tautologie J

@ Splnitelna formule:
@ Abychom ukazali, Ze formule je splnitelnd, staci najit ohodnoceni, pfi
kterém je pravdiva.

@ Abychom ukazali, Ze formule neni splnitelna, je tfeba ukazat, ze
neexistuje zadné ohodnoceni, pfi kterém by byla pravdiva.
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Tautologie a kontradikce

o Tautologie:
@ Abychom ukazali, Ze formule neni tautologie, staci najit ohodnoceni,
pfi kterém neni pravdiva.

@ Abychom ukazali, Ze formule je tautologie, je tfeba ukazat, ze
neexistuje zadné ohodnoceni, pfi kterém neni pravdiva.

o Kontradikce:
@ Abychom ukazali, ze formule neni kontradikce, staci najit ohodnoceni,
pri kterém je pravdiva.
o Abychom ukazali, ze formule je kontradikce, je tfeba ukazat, ze
neexistuje zadné ohodnoceni, pfi kterém by byla pravdiva.
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Sémanticky spor

P¥i zdlvodriovani toho, Ze formule ¢ je/neni tautogie (resp. kontradikce,
splnitelnd) miZeme pouzit tabulkovou metodu.

Vétsinou neni potreba vytvaret celou tabulku, ale staci se soutfedit na
»zajimavé" pripady.

@ Muzeme si nakreslit syntakticky strom dané formule a zkusit pfifadit
vrcholdim hodnoty 0 a 1.

Napriklad pro zjisténi toho, zda formule je/neni tautologie:
@ Nejprve priradime koreni hodnotu 0.

@ Postupné prifazujeme dal$im vrcholim hodnoty, které jsou vynuceny
drive pfirazenymi hodnotami.

@ Pokud se podari cely strom konzistentné ohodotit, mdme ohodnoceni,
pri kterém formule neni pravdiva.

@ Pokud zjistime, ze zadné takové ohodnoceni nemiiZe existovat, dana
formule je tautologie.
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Sémanticky spor

@ Stejné podstromy musi byt ohodnoceny stejné — stejné podformule
musi mit stejné pravdivostni hodnoty.

@ Pokud ma byt néjaky vrchol ohodnocen 0 i 1, mame spor — takové
ohodnoceni nemiize existovat.

@ Nékdy je nutné se vracet a zkousSet vice moznosti prifazeni — pripady,
kdy aktudlné pfirazené hodnoty nevynucuji jednoznacné prirazeni
hodnoty néjakému dosud neohodnocenému vrcholu.
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Sémanticky spor

Priklad:
@ (p—=(gVr)V(p—r) (nenitautologie)

(Feseni na tabuli)

@ (p(—qgVr))—= (=p—q) (je tautologie)

(Feseni na tabuli)

o (pANg@V(=pA—q))V (=p/\q) (nenitautologie)

(Feseni na tabuli)
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Ekvivalence formuli

Definice

Formule @ a { jsou logicky ekvivalentni, jestlize pro kazdé pravdivostni
ohodnoceni v plati, Ze @ a \ maji pri ohodnoceni v stejnou pravdivostni
hodnotu, tj.

vE @ pravé tehdy, kdyZz v E .
To, ze formule @ a V jsou logicky ekvivalentni, se oznacuje zapisem

¢ & .

Formule @ a U jsou logicky ekvivalentni pravé tehdy, kdyz ¢ « 1V je
tautologie.
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Ekvivalence formuli

Piiklad: —(p —q) & pA—q

plalp—q|-(p—q | ~q|pPAN—q
ojo] 1 0 1 0
01| 1 0 0 0
10| o 1 1 1
1]1] 1 0 0 0

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Ekvivalence formuli

Pro zdivodnéni toho, ze formule ¢ a 1\ nejsou ekvivalentni, staci najit
jedno ohodnoceni v takové, Ze bud:

@ vE @ av, nebo
eviEpaviED.

Priklad: pV (g /\r) neni ekvivalentni (pV q) A\ r

Ohodnoceni v, kde:

o v(p)=1
e v(g)=1
o v(r)=0

PF¥i tomto ohodnoceni plati pV (g /\ r), ale neplati (p\V q) /\r.
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Nékteré dulezité ekvivalence

— Ekvivalence tykajici se negace:
—-—p & p dvojita negace

— Ekvivalence tykajici se konjunkce:

(pANg)\Nr & p/N\(g/\r) asociativita
p/Nqg & q/\p komutativita
pAp & p idempotence

— Ekvivalence tykajici se disjunkce:

(pVagVr & pVigVr) asociativita
pVag& gVp komutativita
pVp & p idempotence
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Nékteré dulezité ekvivalence

— Distributivni zakony pro A a V:

pA(qVr) & (pAqg)VI(pAr)
pVgAr) & (pVa A(pVr)

— De Morganovy zakony:

~(pNqg) & —pV—gq
—(pVa) & —pA—q

— Ekvivalence tykajici se implikace:

p—q & —pVg
—(p—q) & pA—q
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Nékteré dulezité ekvivalence

— Ekvivalence tykajici se spojky :

(poqglor & peo(ger) asociativita
peoqg &S qgep komutativita
peqg & (p—q)A(g—p)
peq e (pPV—q) A(—pVa)
peqg e (pPAGV(mpA—q)
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Ekvivalence formuli

Reknéme, Ze formule @ a 1\ jsou logicky ekvivalentni, tj.

o & .

Pokud ve @ a 1\ nahradime jednotlivé atomické vyroky libovolnymi
formulemi (v obou stejné), dostaneme opét ekvivalentni formule.

Priklad: —(pV q) & —p/A—gq
Pro libovolné formule x1 a x2 proto plati

“x1Vx2) & x1/\x2
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Ekvivalence formuli

—(pVq) & ~pA—q

Nahrada atomickych vyroki:

@ p nahradime gV —(r — —s)
@ g nahradime —(g & p)

Dostaneme

“((gV=(r—==s)V—-lgep) & ~(qV—lr——s) A—(q p)
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Ekvivalence formuli

Reknéme, 7e ¢ je formule a \ né&jaks jeji podformule.

Pokud nyni ve @ nahradime né&jaky vyskyt podformule \ formuli 1’
takovou, ze p & 1/, dostaneme tim z formule @ formuli ¢’ takovou, ze

o & 9.

Priklad: Ve formuli

~((p—=q)V(=(p—q)—r))

nahradime druhy vyskyt podformule p — g ekvivalentni formuli —pV gq.

Dostaneme
—((p—=q@V(=(=pVaq)—r))
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Ekvivalentni Gpravy

Pro libovolné formule ¢, 1 a x plati:

QP & .
@ Pokud ¢ & 1, tak P & o.
@ Pokud ¢ & Vap &Sy, tak o & x.

P¥i zdivodnovani toho, ze dané formule jsou ekvivalentni, mizeme
postupovat po mensich krocich:

Pokud napriklad plati @1 & @2, @2 & @3, 3 & @42 ©4 & @5,
muzeme z toho vyvodit, ze plati

P1 & @s.

Tento postup mlzeme strucnéji zapsat

01 & 02 & Q3 & P4 < @5
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Ekvivalentni Gpravy

Priklad: Zdlvodnéni toho, Ze plati

(pPANq)—r & p—(g—r)

(pAq)—r & —(pAqg)Vr

(mpV—=q)Vr
—pVI(=qVr)
—pV(q—r)

rrce

p—(q—r)
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Ekvivalentni Gpravy

Kazda formule se da prevést na ekvivalentni formuli, kterd obsahuje
z logickych spojek pouze “—", “A" a "V". J

@ Spojku “—" je mozno odstranit pomoci libovolné z nasledujicich tfi
ekvivalenci:

opeqg & (p=q)N(g—p)
o p=qg & (pV—ogA(—pVa)
e peqg e (pPAQVI(mpA—q)

@ Spojku “—" je mozno odstranit pomoci nasledujici ekvivalence:
e p—qg e pVg

Priklad:

(rg—=rA=(pe=r) & (—qVr)A=(per)
& (=g Vr)A=(pAr)V (=pA-—r))
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Ekvivalentni Gpravy

Kazda formule se da prevést na ekvivalentni formuli, kterd obsahuje
z logickych spojek pouze “=", “/A\” a “V", a kde jsou navic negace
aplikovany pouze na atomické vyroky.

@ Muzeme predpokladat, ze formule obsahuje pouze “—", “A" a “V".

@ Negace mizeme postupné ,zatlacit" k atomickym vyrokim pouzitim
nasledujicich tfi ekvivalenci:

o p & p
o ~(pAq) & —pV—gq
o ~(pVaqg) & “pA—q
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Ekvivalentni Gpravy

Piiklad:
(m=qV r)A=((pAr)V (=pA—r))

& (@Vr)A=((pAr)V (=p/A—r))

S (VNP ANNA=(=p/A—r))
& (VN ((=pV—=r)AN=(=pA—r))
& (VA ((=pV=r)N\(=—pV —r))
& (V)N (=pV =)\ (pV——r))
& (@Vr)A((=pV=r)N\(pVr))

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 88 / 508



Logické konstanty

Pro nékteré (clely se hodi zavést nasledujici dvé specialni formule:

@ T — formule, ktera je vzdy pravdiva J

@ | — formule, ktera je vzdy nepravdiva

Pro kazdé pravdivostni ohodnoceni v tedy plati:
oviET (T ma tedy vzdy pravdivostni hodnotu 1)
o v L (L ma tedy vzdy pravdivostni hodnotu 0)
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Logické konstanty

Symboly T a L je mozné chapat jako ,zkratky":

@ T zastupuje libovolnou tautologii (napf. p — p)
@ | zastupuje libovolnou kontradikci (napf. p A —p)

Alternativou by bylo rozsifit definici syntaxe a sémantiky vyrokové logiky
o prislusné polozky.

Na T a L se Ize divat jako na logické spojky s aritou 0.
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Logické konstanty

Priklady ekvivalenci, které plati pro T a L (a pro libovolné p):

T & pV—p L & pA—p
-T & 1 -1 & T
pANT & p pVL &p
pVT & T pNL & L
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Ekvivalence formuli

Ekvivalentni formule nemusi nutné obsahovat stejné atomické vyroky.

Priklad: (g > ——qg)A\—p & p— (r\—r)

(q—=——9)A=p & (g— g A—p
TA—p

—p

—pV L
p— L

reseee

p— (r/\—r)

Napriklad také libovolné dvé tautologie jsou spolu ekvivalentni.
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Diky asociativité konjunkce plati napriklad:
pAUGATIA(sAL) & (pAg)A((rAs)/At)
Obé tyto formule jsou také ekvivalentni formulim

o pA(gN(rA(s/At)))
o (((pAg)Ar)Ns) Nt

Vsechny vySe uvedené formule jsou pravdivé pravé tehdy, kdyz jsou
pravdivé vsechny vyroky p, g, r, s a t.

Konvence: Diky asociativité konjunkce je mozno vypustit zavorky a psat

p/Ng/ANrAs/At
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Protoze je konjunkce nejen asociativni, ale i komutativni, nezalezi na
poradi ¢lend v takové komplikovanéjsi konjunkci, napr.:

rANtANGAsAp & pANgAr/AsAt

Diky idempotenci neni podstatné, kolikrat se v dané konjunkci ktery ¢len
vyskytuje, napf.:

pANgAp < qAp/ANqg/q

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Totéz, co plati pro konjunkci, plati i pro disjunkci, napf.:

(pVa)V(rVg) & qV(pVI(rVI(rVr)))
Konvence: Misto (pV q) V (rV (s\V t)) lze psat

pVagVrVsVt

Toto vse plati nejen pro atomické vyroky, ale pro libovolné formule, napt.:

@ Misto (@1 /A @2) A (@3 /\(@s/\ @s)) Ize psat

1 N\ @2\ @3/\ @4 /\ 5

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Konjunkci n formuli @1, @2, ..., ©,, kde n > 0, budeme rozumét formuli

P1AN@2 /NN

Specialné:
@ Pro n =0 bude touto konjunkci formule T.

@ Pro n =1 bude touto konjunkci formule ;.

Disjunkci n formuli @1, @2, ..., ©,, kde n > 0, budeme rozumét formuli
e1V 2V Vo,

Specialné:
@ Pro n =0 bude touto disjunkci formule 1.

@ Pro n =1 bude touto disjunkci formule ;.
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Konjunkce @1 A\ @2 /\--- A\ @p:

@ Cela formule je pravdiva pravé tehdy, kdyz vSechny formule @1, @2,
..., @p jsou pravdivé.

@ Pokud je néktera formule @; ekvivalentni L, je cela formule
ekvivalentni L.

@ Pokud je nektera formule ¢; ekvivalentni negaci néjaké formule @;
(tj. @i & —@;), pak celd formule je ekvivalentni L.

@ Pokud je nékterd formule @; ekvivalentni T, je mozné formuli @;
z celé formule vypustit.
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Disjunkce @1V @2V ---V @p:

@ Cela formule je pravdiva pravé tehdy, kdyz alespon jedna z formuli
©1, ©2, ..., ©, je pravdiva.

@ Pokud je néktera formule @; ekvivalentni T, je cela formule
ekvivalentni T.

@ Pokud je nektera formule ¢; ekvivalentni negaci néjaké formule @;
(tj. @i & —@;), pak celd formule je ekvivalentni T.

@ Pokud je néktera formule @; ekvivalentni 1, je mozné formuli @;
z celé formule vypustit.
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Normalni formy formuli

o Literal — atomicky vyrok nebo jeho negace, napr.
p —q -r
@ Elementarni konjunkce — konjunkce jednoho nebo vice literald,

napr.
(pA—q) (r) (g/N\—r/p)

o Elementarni disjunkce (klauzule) — disjunkce jednoho nebo vice
literalt, napr.

(pV—q) (r) (gV—rVp)
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Normalni formy formuli

Ptiklad:

@ Elementarni konjunkce
(p/N=g A\ r/A\—s/A\—t)
je pravdiva pravé v téch pravdivostnich ohodnocenich v, kde
vip)=1 v(ig) =0 vir)=1 v(s)=0 v(t)=0

@ Elementarni disjunkce
(pV—qgVrV-sV-t)
je nepravdiva pravé v téch pravdivostnich ohodnocenich v, kde
v(ip)=0 vig)=1 v(ir)=0 vis)=1 vit) =1

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 100 / 508



Normalni formy formuli

@ Disjunktivni normalni forma (DNF) — disjunkce jedné nebo vice
elementdrnich konjunkci, napfr.

(pA=q) V (=r) V (=r A=p/A—q)

@ Konjunktivni normalni forma (KNF) — konjunkce jedné nebo vice
elementarnich disjunkci (klauzuli), napf.

(pV—=q) N\ (=r) A\ (=rV—pV—q)

Poznamka: Formule 1 a T také budeme povazovat za formule v DNF a
KNF.
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Normalni formy formuli

Predpokladejme, Ze u formule @ v KNF zadna elementarni disjunkce
neobsahuje zdroven literdly p a —p (takové elementdrni disjunkce je mozno
vypustit).

Tato formule @ je tautologie pravé tehdy, kdyz je T, tj. kdyz neobsahuje
zadné elementarni disjunkce. J

Predpokladejme, ze u formule 1 v DNF Zadna elementérni konjunkce
neobsahuje zdroven literdly p a —p (takové elementérni konjunkce je
mozno vypustit).

Tato formule \ je kontradikce pravé tehdy, kdyz je L, tj. kdyz
neobsahuje zadné elementarni konjunkce. J
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Normalni formy formuli

Prevod formule do DNF a do KNF:

@ Muazeme predpokladat, ze formule obsahuje pouze atomické vyroky,
spojky “—" aplikované na atomické vyroky a spojky “A”" a "V".

@ Pozadovany tvar formule mizeme dosdhnout pomoci nasledujicich
ekvivalenci:

e pAN(gVr) & (pAq)V (p/\r)— pti pfevodu do DNF
e pV(gNAr) & (pVag)A(pVr)— pfi prevodu do KNF
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Normalni formy formuli

Priklad: Prevod formule g A\ ((—pV —r) A (pV r)) do DNF:

(=pV—=r) A (pVr))

gNA(=pV=r))A(pVr)

gNA=p)VI(gA=r))N(pVr)

(@A=p)V(gNA=r)Ap) V (((gA—=p)V(gA—r))Ar)
(@gNA=p)Ap)V ((gNA=r)Ap)) V (((gA=p)V(g/A—=r))Ar)
gA\=p/Ap)V (gAN=rAp)V (((gA=p)V(gA—r))ATr)
(ALY V (gA=rAp) V (((gA—=p)V(gA—r))Ar)

LV (gA=rAp) V (((gA=p)V(gA=r))/Ar)

(gA=rAp) V (((gA=p)V(g/N=r))Ar)

(pAgA=r) V (((gA=p)V(g/N\=r))Nr)

A
(
((
((
((
(

(e A A S N
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Normalni formy formuli

K dané tabulce pravdivostnich hodnot miizeme snadno vyrobit prislusné
formule v DNF a KNF:

== =2 OOO Ot

= = OORKFE O O|Q

HOHORORO|N
OOk OORFOIB

DNF:
(P A=g ANV (=pANgA=r)V (pAN=q/ANr)

KNF:
(PVaVr)A(pV =gV =r)\(=pVqV r)\(=pV =gV r)\(=pV—qV—r)
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Normalni formy formuli

Pokud uvazujeme pevné danou kone¢nou mnozinu atomickych vyrokid At:

@ Uplna disjunktivni normalni forma (UDNF) — formule v DNF,
kde kazda elementarni konjunkce obsahuje kazdy atomicky vyrok z At
pravé jednou.

Priklad: (p A—g A=)V (pANg/AN—=r)\V (—p/\Ng/\—r)

@ Uplna konjunktivni normalni forma (UKNF) — formule v KNF,
kde kazda klauzule obsahuje kazdy atomicky vyrok z At pravé jednou.

Priklad: (pV =gV —=r) N\ (pV gV =r)A\(—pV qV —r)

Poznamka: V prikladech je At ={p,q,r}.
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Minimalni mnoziny logickych spojek

Z predchoziho vidime, Ze spojky “—", “/\"a “V" postacuji na vytvoreni
formule pro jakoukoliv tabulku pravdivostnich hodnot.

Ve skutecnosti staci i nékteré mensi mnoziny logickych spojek:

o ll_|YY , ll/\lY :
@ V1 je mozno vyjadfit jako —(—¢@ A )

o ll_‘lY' ll\/ll:

© A je mozno vyjadfit jako —(—¢ V )
O ll_‘l" ll_>11:

@ V1 je mozno vyjadrit jako ~¢@ —

@ N je mozno vyjadfit jako —(@ — )
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Minimalni mnoziny logickych spojek

L A
—@ je mozno vyjadfit jako @ — L
@ V1 je mozno vyjadfit jako (¢ — L) —
@ N je mozno vyjadrit jako (¢ — (b — 1)) — L

@ “|" — NAND — Shefferova funkce (téz se oznacuje “T"):
e VY| elb
0]0 1
0|1 1
1]0 1
1)1 0

—@ je mozno vyjadfit jako @ | @
@ V1 je mozno vyjadrit jako (@ @) [ (P [)
@ A1 je mozno vyjadfit jako (@ [ ) [ (¢ 1)
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Minimalni mnoziny logickych spojek

@ “|" — NOR — Peirceova funkce:

R O R ol&
O O O |

= R O o8

—@ je mozno vyjadfit jako @ | ¢
¢ V) je mozno vyjadfit jako (¢ L) | (¢ L)
@ A1 je mozno vyjadFit jako (¢ | @) | (b [ )

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky
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Logické vyplyvani

Definice

Formule 1V logicky vyplyva z formule @, jestlize pfi kazdém pravdivostnim
ohodnoceni v, pri kterém plati ¢, plati i .

To, ze b logicky vyplyva z @ se oznacuje zapisem

¢ = 1.

@ @ — predpoklad

@ \ — zavér

Formule 1 logicky vyplyvd z ¢ (tj. @ = ) pravé tehdy, kdyz @ — 1 je
tautologie.
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Logické vyplyvani

Priklad: Formule r — p logicky vyplyva z formule p VvV (g A —r), tj.

pV(gA=r) Er—p

plalr|pV(gA—r)|r—p
ojo0]o0 0 1
0/0]1 0 0
«|0]1]0 1 1
01]1 0 0
«| 1100 1 1
«|1]0]1 1 1
x| 11110 1 1
«|1]1]1 1 1
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Logické vyplyvani

Predpokladii mize byt libovolny podet:

Definice

Formule U logicky vyplyva z predpokladli @1, ©2,..., @,, jestlize pfi
kaZzdém pravdivostnim ohodnoceni v, pri kterém plati vSechny tyto
predpoklady, plati i .

To, ze 1V logicky vyplyva z @1, @2,..., @, se oznaCuje zapisem

@1»@2»--->(Pn|:11)-

® ¢1,92,..., 9, — predpoklady
@ | — zaveér
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Logické vyplyvani

Priklad:
- Jestlize mél vlak zpozdéni a na nadrazi nebyly taxiky, tak Honza
prisel pozdé do prace.
- Honza neprisel do prace pozdé.
- Vlak mél zpozdéni.
- Na nddrazi byly taxiky.

(pPA=q) =1, —r,p E q
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Logické vyplyvani

(pPA=q) =1, —r,p Eq

plqglr|(pA=q)—r|-rip|lq
0/0]0 1 1/0]0
001 1 000
0110 1 101
011 1 001
1/01]0 0 110
1/0]1 1 010
x| 1]1]0 1 111
111 1 01]1
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Logické vyplyvani

Pro konkrétnost reknéme, Zze mame celkem 4 predpoklady, ale podobné to
plati i pro libovolny (kone¢ny) poéet predpokladi:

P1, 92,93, 94 = P
pravé tehdy, kdyz
01, 92,03 = @4 =V
pravé tehdy, kdyz
1,92 = @3 = (94 =)
pravé tehdy, kdyz
01 F 92— (93 = (92 = )
pravé tehdy, kdyz
E @1 (92 = (03 = (94 — )

(tj. pravé tehdy, kdyz @1 — (@2 — (@3 — (@4 — P))) je tautologie)
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Logické vyplyvani

Priklad: Skute¢né plati
(pAN=q)—r,—r,p E q
(tj. zavér g logicky vyplyva z predpokladt (p /A —q) — r, =r a p), protoze
((pA=g) =)= (=r—(p—q))
je tautologie.

(Lze ovéfit napriklad pomoci tabulkové metody nebo pomoci nalezeni
sémantického sporu.)
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Logické vyplyvani

Véta o dedukci

P1y,@2y...90ny X IZ LI)
pravé tehdy, kdyz

P1y P2y...Qn 'Z X_)II)
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Logické vyplyvani

©1yP2y...0p |: 11)
pravé tehdy, kdyz
(@1 AN @2/\---/\ @, — U je tautologie

Zduvodnéni (pro pripad se ¢tyfmi predpoklady):

01— (@2 = (93 — (@a = V)))
& 01— (2 = (93N @4) = b))
& 01— (2N @3N\ @a) = P))
S (@1 NE2 NP3 N\ @q) =)

Poznamka: VyuZiva toho, Ze platip — (g — r) & (p/A\gq) — r.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 119 / 508



Logické vyplyvani

01y, P2y...Pp |: 11)
pravé tehdy, kdyz
P1N@NNe, & e1NE AN, AN

¢ =¥
pravé tehdy, kdyz

oEY a bEe@
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Logické vyplyvani

Pokud je formule 1\ tautologie, tak logicky vyplyva z jakékoliv mnoziny
predpokladi, tj. pro jakoukoliv mnozinu predpokladi @1, @2,... @, plati

Q1,P2y...9p |: 11)

Specialné, pokud je 1 tautologie, tak vyplyva i z prazdné mnoziny
predpokladi:

=

Tautologie jsou jediné formule, které logicky vyplyvaji z prazdné mnoziny
predpokladi.
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Logické vyplyvani

Reknéme, e plati

(pla(P2a°'-)(Pn|:X1 (Pla(p2)'-->(Pn|:X2

a zdrovefi X1, X2 = .
Pak plati i @1, ¢2,..., 05 = .

Piklad:
o Pokud @1,¢2,93=(qV —p) a 1,92 @3k s, tak
$1, 92,93 F (qV —p) As,
protoze gV —p, =s = (g V —p) A\ —s.
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Logické vyplyvani

Priklad:
@ Pokud @1,¢2,93FEp—q a @1,92 ¢3Fp, tak

©1, P2, P3 = q,

protoze p — q, p = q.

@ Pokud @1, @2, 93, 94 = —p — —q, tak

©1, P2, 3, Pa = q — p,

protoze =p — —p = q — p.
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Logické vyplyvani

P¥i zdlvodnéni toho, ze zavér P logicky vyplyva z predpokladi
©1, P2,..., O, je mozno postupovat po mensich krocich.

Zac¢neme s predpoklady, naptiklad:

P1, @2, O3
Postupné pridavame dalsi formule tak, aby kazda nové pridana formule
logicky vyplyvala z predchozich, napriklad:

D1, Q2, O3, X1, X2, X3y X4y X5y X6y X7y X8) 1-])
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Logické vyplyvani

Predpoklady @1, @2, ..., @, jsou nekonzistentni (sporné), jestlize
neexistuje zadné pravdivostni ohodnoceni v, pri kterém by byly vSechny
tyto predpoklady pravdivé.

Predpoklady @1, @2,..., @, jsou nekonzistentni pravé tehdy, kdyz
O AN PARREVAR O

je kontradikce.

Priklad: Predpoklady p— q, r— p, r, —q jsou nekonzistentni.
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Logické vyplyvani

V pripadé, kdy predpoklady @1, @2,..., @, jsou nekonzistentni, tak
©1/\ @2 /- @p je kontradikce, takze

PLA@2 NN, & L.
V tom pripadé tedy plati
P1N@ N Ne, & L & o1 ANe2 /N Nop, AL,
z Cehoz plyne, ze

(P1>(P2>---a(Pn|:J—-
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Logické vyplyvani

Predpoklady @1, @2,..., @, jsou nekonzistentni pravé tehdy, kdyz

(Pl,(P2)~--,(Pn|:L.

Protoze L — 1 je tautologie (pro jakoukoliv formuli 1), plati pro
libovolnou formuli 1 v pripadé, kdy jsou predpoklady @1, @2,...,@p
nekonzistentni

P1y,@02y...,Pn ’: 11)

Z nekonzistentnich predpokladi tedy logicky vyplyva jakakoliv formule.

Specidlné pro jakoukoliv formuli x plati, Ze z nekonzistentnich predpokladi
vyplyva jak x, tak —x.
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Logické vyplyvani

Predpoklady @1, @2,..., @, jsou nekonzistentni pravé tehdy, kdyz existuje
néjaka formule x takova, ze

P1, 92y, Pn E X a zarovefi P1, P2y, On F X

Formule x — (—x — L) je tautologie (pro libovolnou formuli ).
Pokud tedy plati
P1, 92y, Pn E X a zarovefi P1, P2y, Pn F X
tak plati i
P1L, P2,y Pp = L.

Naopak pokud plati za danych predpoklad(i L, tak za téchto predpokladi
plati i x a —x.
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Logické vyplyvani

Princip dikazu sporem

01,92, Q0 E P
pravé tehdy, kdyz
predpoklady @1, @, ..., ®,, b jsou nekonzistentni

Predpoklady @1, @2,..., @, — jsou nekonzistentni pravé tehdy, kdyz

(pl)(p%”')(pn)_qb = 1,

coz plati pravé tehdy, kdyz
01,920,900 E b — L.

Plati—p — L & 1 (protoze —p — L & ——pV L & ——p & p).
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Rezoluéni metoda

Rezolucni metoda je jednim z algoritm0 pro zjisténi toho, zda dany zavér
vyplyva z danych predpokladi.

Resi nasledujici problém:

Vstup: Formule @1, @2, ..., @n, V.
Otédzka: Plati @1,@2,...,0, =EV? J

Poznamka: D3 se pouzit také pro zjisténi, zda je dana formule tautologie,
kontradikce nebo splnitelna.

Na pouziti rliznych variant rezolu¢ni metody jsou zalozeny nékteré systémy
pro automatické dokazovani a také logicky programovaci jazyk Prolog.
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Rezoluéni metoda

@ Pracuje s formulemi v KNF.
@ Vytvari diikaz toho, ze dany zavér plyne z predpokladi.
@ Jedna se o dikaz sporem — postupné generuje formule, které
vyplyvaji z predpokladi
@1, P2y -y @ny ™Y

@ Vypocet mize skonlit dvéma riznymi zpUlsoby:

e Podafi se najit spor, tj. podafi se odvodit formuli L — pak plati, ze
zavér 1 logicky vyplyva z predpokladd @1, @2,..., @p.

o Nepodafi se odvodit L a zadné dalsi nové formule se nedaji pfidat —
pak zavér \ z danych predpokladl nevyplyva.
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Rezoluéni metoda

@ Rezoluéni metoda pracuje s formulemi, které maji podobu
elementarnich disjukci, napt.
(—pV gV —sV —t)

Témto formulim se fika klauzule.

@ Specidlnim pfipadem klauzule je prazdna klauzule 1, ktera
predstavuje nalezeny spor.

@ Algorimus zacne svou cinnost tim, ze formule

P1, P2y -y @py ™Y
prevede do KNF a vezme vsechny klazule z takto vytvorenych formuli
jako pocate¢ni mnozinu predpokladi

X1yX2y-++sXm-
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Rezoluéni metoda

P¥i generovani dalsich klauzuli ke dfive pfidanym klauzulim se pouZiva
tzv. rezoluéni pravidlo (¢i rezoluéni princip):

Pro libovolné formule @, 1V a x plati

eV, meVX E bVx

V rezolu¢ni metodé se tento princip pouziva jen pro klauzule.
V pripadé rezoluéni metody jsou @ V1, =@ V x a ¥V x vzdy klauzule a
@ je navic atomicky vyrok.

Priklad: Z klauzuli
pNV—qgVrVs a —rVitV-—u

je mozno vyvodit pomoci rezoluéniho pravidla klauzuli pV —qV sV tV —u.
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Rezoluéni metoda

Poznamky:

@ Poradi literald v klauzulich neni podstatné.

@ Vicenadsobné vyskyty stejnych literal v téZe klauzuli je mozno
odstranit.

@ Pokud je nové vygenerovana klauzule stejnd, jako néjaka drive pridana
klauzule (a lisi se nanejvy$ poradim literdld), nema smysl ji pridavat.

@ Klauzule, které obsahuji zaroven literdly p a —p jsou ekvivalentni T a

je mozné je odstranit.

@ Klauzule je mozno pouzivat pro aplikaci rezolu¢niho pravidla
opakované (s jinymi klauzulemi).
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Rezoluéni metoda

Specidlni pfipady pouziti rezolu¢niho pravidla:

@ Jedna z klauzuli obsahuje jen jeden literdl a druha vice nez jeden
literal:
Z klauzuli
—q pVagV—t

je mozno vyvodit klauzuli pV —t.

@ Obé klauzule obsahuji jeden literal:
Z klauzuli
P —-p
je mozno vyvodit prazdnou klauzuli L, tj. spor.
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Rezoluéni metoda

Chceme ovéfit platnost nasledujiciho Gsudku:

- Neni pravda, Ze Jana je ve skole a Petr neni doma.
- Jana neni ve skole nebo je vsedni den nebo prsi.

- Jestlize je vsedni den, pak Petr neni doma.

- Jestlize je Jana ve skole, pak prsi.

Jednotliva tvrzeni nejprve zformalizujeme pomoci formuli vyrokové logiky:

= A\ —p) j — Jana je skole
—VdVr p — Petr je doma
d——p d — je vSedni den
j—or r — prsi
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Rezoluéni metoda

Jednotlivé predpoklady prevedeme do KNF:
e ~(jA=p) & —jVp
o ~jVdVr
od——p & ~dV—p

Zavér znegujeme a prevedeme do KNF:

e ~(j—or) & jA—-r

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

AR B

—jVp — predpoklad 1
—jVdVr - predpoklad 2
—dV —p — prespoklad 3
J — 1. klauzule z negovaného zavéru
—r — 2. klauzule z negovaného zavéru
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Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

1. —jVp — predpoklad 1
2. —jVdVr - predpoklad 2
3. =dV-—p — prespoklad 3
4. § — 1. klauzule z negovaného zavéru
5. —r — 2. klauzule z negovaného zavéru
6. p — rezoluce: 1,4
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Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

1. —jVp — predpoklad 1
2. —jVdVr - predpoklad 2
3. =dV-—p — prespoklad 3
4. § — 1. klauzule z negovaného zavéru
5. —r — 2. klauzule z negovaného zavéru
6. p — rezoluce: 1,4
7. d\Vr — rezoluce: 2,4
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Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

1. —jVp — predpoklad 1
2. —jVdVr - predpoklad 2
3. =dV-—p — prespoklad 3
4. § — 1. klauzule z negovaného zavéru
5. —r — 2. klauzule z negovaného zavéru
6. p — rezoluce: 1,4
7. d\Vr — rezoluce: 2,4
8. —d — rezoluce: 3,6
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Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

1. —jVp — predpoklad 1
2. —jVdVr - predpoklad 2
3. =dV-—p — prespoklad 3
4. § — 1. klauzule z negovaného zavéru
5. —r — 2. klauzule z negovaného zavéru
6. p — rezoluce: 1,4
7. d\Vr — rezoluce: 2,4
8. —d — rezoluce: 3,6
9. r — rezoluce: 7,8
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Rezoluéni metoda

Sepiseme si jednotlivé klauzule:

1. —jVp — predpoklad 1
2. —jVdVr - predpoklad 2
3. =dV-—p — prespoklad 3
4. § — 1. klauzule z negovaného zavéru
5. —r — 2. klauzule z negovaného zavéru
6. p — rezoluce: 1,4
7. d\Vr — rezoluce: 2,4
8. —d — rezoluce: 3,6
9. r — rezoluce: 7,8
10. L — rezoluce: 5,9

Byl odvozen spor, takZe zavér skutecné z danych predpokladl vyplyva.
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Rezoluéni metoda

Poznamky:

@ Na rezolu¢ni metodu se Ize divat jako na vytvéreni jediné ,obfi"
formule v KNF, ktera je ekvivalentni formuli

AN WAREEVAN VAR

a kterd vznikd postupnym pridavanim jednotlivych klauzuli.

@ Pokud se nepodari vygenerovat spor, lze odvozené klauzule pouzit
k nalezeni prikladu pravdivostniho ohodnoceni v, pfi kterém plati
predpoklady @1, ©2,..., @, a neplati zavér .
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Rezoluéni metoda

@ Lze postupovat i pfimou metodou, kdy se za¢ne jen z predpokladi

P1,P2y...,Pn
a snazime se postupné vygenerovat vsechny klauzule zavéru .

Tento postup vSak nezarucuje, Ze se tyto klauzule podafri vygenerovat
ve vSech pripadech, kdy zavér 1 logicky vyplyva z predpokladi
P1y P2y-..5 Pn.

Priklad: Klauzuli pV g timto zplisobem nelze vygenerovat
z predpokladu p, i kdyz plati

pEPVG.
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Predikatova logika
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Predikatova logika

- Ryby jsou obratlovci Zijici ve vodé.
- Kapri jsou ryby.
- Existuje alespori jeden kapr.

Vs

- Trojahelniky jsou konvexni mnohodhelniky.

- Rovnostranné trojiihelniky jsou trojihelniky.

- Existuje alespori jeden rovnostranny trojuhelnik.
- Existuje alespori jeden konvexni mnohodhelnik.
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Predikatova logika

- Ryby jsou obratlovci Zijici ve vodé.
- Kapfi jsou ryby.
- Existuje alespori jeden kapr.

Vs

Pouziti proménnych:

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x je ryba, tak x je obratlovec a x Zije
ve vodé.

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x je kapr, tak x je ryba.

- Existuje alespori jedno x takové, Ze x je kapr.

- Existuje alespon jedno x takové, Ze x je obratlovec a x Zije ve vodeé.
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Predikatova logika

- Trojuhelniky jsou konvexni mnohodhelniky.

- Rovnostranné trojihelniky jsou trojihelniky.

- Existuje alespori jeden rovnostranny trojuhelnik.
- Existuje alespori jeden konvexni mnohodhelnik.

Pouziti proménnych:

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x je trojihelnik, tak x je mnohothelnik
a x je konvexni.

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x je rovnostranny trojihelnik, tak x je
trojihelnik.

- Existuje alespori jedno x takové, Ze x je rovnostranny trojihelnik.

- Existuje alesporn jedno x takové, Ze x je mnohoihelnik a x je kon-
vexni.
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Predikatova logika

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x md vlastnost P, tak x md vlastnost Q
a x ma vlastnost R.

- Pro kazdé x plati, Ze pokud x md viastnost S, tak x md vlastnost P.

- Existuje alesporn jedno x takové, Ze x md vlastnost S.

- Existuje alesponi jedno x takové, Ze x ma vlastnost Q a x md vlast-
nost R.

je ryba je trojahelnik

je obratlovec | je mnohoihelnik

Zije ve vodé | je konvexni

je kapr je rovnostranny trojihelnik

IO
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- Pro kazdé x plati,
- Pro kazdé x plati,
- Existuje x takové, Ze S(x).

Predikatova logika

Ze pokud P(x), tak Q(x) a R(x).
Ze pokud S(x), tak P(x).

- Existuje x takové, Ze Q(x) a R(x).

X je ryba

X je obratlovec
X Zije ve vodé

x je kapr

x je trojuhelnik

x je mnohoihelnik

X je konvexni

x je rovnostranny trojihelnik

Uvod do teoretické informatiky




Predikatova logika

- Pro kaZdé x plati (P(x) — (Q(x) N\ R(x))).
- Pro kazdé x plati (S(x) — P(x)).
- Existuje x takové, Ze S(x).

- Existuje x takové, Ze (Q

(x) N\ R(x)).

X je ryba

X je obratlovec
X Zije ve vodé

x je kapr

x je trojuhelnik

x je mnohoihelnik

X je konvexni

x je rovnostranny trojihelnik

Uvod do teoretické informatiky




Predikatova logika

- Vx(P(x) = (Q(x) A R(x)))
- Vx(S(x) — P(x))
- Ix S(x)
- IX(Q(x) N R(x))
P(x) | x je ryba x je trojahelnik
Q(x) | x je obratlovec | x je mnohothelnik
R(x) | x Zije ve vodé | x je konvexni
S(x) | x je kapr X je rovnostranny trojahelnik

@ V — univerzélni kvantifikdtor (,,pro kazdé")

@ J — existen¢ni kvantifikator (,existuje”)

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Predikatova logika

Formule predikatové logiky vyjadruji tvrzeni o objektech, které maji néjaké

vlastnosti a které jsou v urlitych vzajemnych vztazich.

Interpretace ¢i interpretacni struktura — konkrétni soubor téchto
objektd, jejich vlastnosti a vztahd.

Universum — soubor vSech objektd v dané interpretaci

@ Universem muize byt libovolna neprazdna mnozina.

@ Objektlim z tohoto universa se fika prvky universa.

Valuace — prifazeni prvki universa proménnym

Pravdivost formuli zavisi na dané interpretaci a valuaci.
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Predikatova logika

Priklad universa:
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Predikatova logika

Dalsi priklady univers:

@ Néjaka presné vymezena mnozina lidi, napriklad mnozina vsech
obyvatel daného domu (,,Jan Novdk“, , Frantisek Vomacka®“, ...)

@ Mnozina vSech knih v dané knihovné.

©

Mnozina pfirozenych &isel N ={0,1,2,3,...}
@ Mnozina vSech bodil v roviné.

Mnozina {a, b, ¢, d, e}.

[

©

Mnozina {a}.
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Proménné

Proménné — x, y, z, ..., pfipadné s indexy — xp, x1, X2, ...

Predpokladame, Ze k dispozici je nekonecny pocet proménnych.
Valuace — prifazeni prvki universa proménnym

Priklad:

@ Universum — néjakd mnozina lidi; valuace v, kde:
v(x) = ,Frantisek Vomadcka*“
v(y) = ,,Pavla Novdkova“

@ Universum — mnozina pfirozenych &isel N ={0,1,2,...};
valuace v, kde
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Predikaty — P, Q, R, ...
@ Unarni predikaty — reprezentuji vlastnosti prvki universa
Priklad: Predikat P reprezentujici vlastnost , byt modry“:
P(x) — ,xje modry"
Unarni predikdt pfirazuje prvkim universa pravdivostni hodnoty.

Napf. hodnota P(x) mazZe byt:

@ 1 — prvek pfifazeny proménné x ma danou vlastnost P (tj. je modry)

@ 0 — prvek pfifazeny proménné x nema danou vlastnost P (tj. neni
modry)
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@ Binarni predikaty — reprezentuji vztahy mezi dvojicemi prvki
universa

Priklad: Predikat R reprezentujici vztah , byt rodicem*:
R(x,y) — ,x je rodi¢em y"

Binarni predikat prifazuje pravdivostni hodnoty dvojicim prvki
universa.
Napf. hodnota R(x,y) mizZe byt:

@ 1 — kdyz x a y jsou v daném vztahu (tj. x je rodi¢em y)

@ 0 — kdyz x a y v daném vztahu nejsou (tj. x neni rodi¢em y)
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Mizeme uvazovat i predikaty libovolné jiné arity.

Naptiklad:

@ Ternarni predikat T (tj. predikat s aritou 3) reprezentujici vztah mezi
rodici a ditétem:

T(x,y,2)

— x a y jsou rodiéi ditéte z, pficemz x je jeho matka a y je jeho otec

@ Na nularni predikaty (tj. predikaty s aritou 0) se mizeme divat jako
na atomické vyroky, které se nevztahuji k prvkim universa.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Formule predikatové logiky

Atomicka formule — predikat aplikovany na néjaké proménné

Priklad:
@ P — undrni predikat reprezentujici vlastnost , byt modry"
@ @ — undrni predikat reprezentujici vlastnost , byt ¢tverec”
@ R — binarni predikat reprezentujici vztah , prekryva“

P(x) — ,x _je modry"
Ply) — .y je modry*
Q(y) — .,y je Ctverec”
R(z,x) — ,z pfekryvd x“
R(y,y) — .y prekryvd sam sebe“

Poznamka: Pozdéji pojem atomické formule ponékud rozsifime.
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Formule predikatové logiky

Z jednodussich formuli je moZno vytvaret slozitéjsi formule pomoci
logickych spojek (“=", “A", “V", “=", ") stejné jako ve vyrokové
logice.

Priklad:

@ P — unarni predikat reprezentujici vlastnost , byt modry"
@ @ — undrni predikat reprezentujici vlastnost , byt Ctverec”
@ R — binarni predikat reprezentujici vztah , prekryva*“

,Jestlize x je modry Ctverec nebo y neprekryvd x, tak z neni Ctverec.”

(PG A QX)) V =Ry, x)) — —Q(2)

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Formule predikatové logiky

Z jednodussich formuli je moZno vytvaret slozitéjsi formule pomoci
logickych spojek (“=", “A", “V", “=", *

—", "=") stejné jako ve vyrokové
logice.

Ptiklad:

@ P — unarni predikat reprezentujici vlastnost , byt Zena“
@ @ — undarni predikat reprezentujici vlastnost ,,mit tmavé viasy”
@ R — binarni predikat reprezentujici vztah , byt rodi¢em*

.Jestlize x je Zena s tmavymi vlasy nebo y neni rodi¢em x, tak z nemad
tmavé viasy.”

(PG A QX)) V =Ry, x)) — —Q(2)

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Formule predikatové logiky

Z jednodussich formuli je moZno vytvaret slozitéjsi formule pomoci
logickych spojek (“=", “A", “V", “=", *

—", "=") stejné jako ve vyrokové
logice.

Ptiklad:

@ P — unarni predikat reprezentujici vlastnost , byt sudy*”
@ @ — undarni predikat reprezentujici vlastnost , byt prvocislo”

@ R — binarni predikat reprezentujici vztah , byt vétsi“

»Jestlize x je sudé prvocislo nebo y neni vétsi nez x, tak z neni prvocislo.*

(PG A QX)) V =Ry, x)) — —Q(2)

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Kvantifikatory

Univerzalni kvantifikator — symbol “V"

J

Jestlize @ je formule reprezentujici urcité tvrzeni, tak
Vx@

je formule reprezentujici tvrzeni

,pro kazdé x plati @ "“.

Priklad: P — , byt ctverec”
Vx P(x)

@ ,,Pro kazdé x plati, Ze x je Ctverec.”
9o ,KaZdé x je Ctverec.”
@ ,VSechny prvky jsou Ctverce.”

20. kvétna 2014
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Kvantifikatory

Ptiklad:

(]

. Pro kazdé x plati, Ze pokud x je Ctverec, tak x je zeleny.”

©

,Vsechny Ctverce jsou zelené. "

Vx(P(x) = Q(x))

©

P — byt ctverec” (arita 1)
Q — ,.byt zeleny* (arita 1)

©
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Kvantifikatory

Ptiklad:

o , Jestlize pro kazdé x plati, Ze x je Ctverec nebo x je zeleny, tak pro
kazdé y plati, ze y je trojuhelnik.”

o , Jestlize je kazdy objekt Ctverec nebo je zeleny, tak jsou vSechny
prvky trojuhelniky. "

Vx(P(x)V Q(x)) = VyT(y)

@ P — byt ¢tverec” (arita 1)
o Q — byt zeleny" (arita 1)
o T — byt trojihelnik” (arita 1)
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Kvantifikatory

Zasadni rozdil mezi nasledujicimi formulemi:

o P(x) — ,x je {tverec”
Mluvi o jednom konkrétnim prvku pfirazeném proménné x.

Pravdivost tohoto tvrzeni zavisi na konkrétnim prvku prifazeném
proménné x, tj. na konkrétni valuaci.

@ VxP(x) — ,kaZdé x je ¢tverec” (tj. ,vSechny prvky jsou ctverce™)
Mluvi o vSech prvcich universa.

Pravdivost tohoto tvrzeni nezavisi na konkrétni valuaci.
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Kvantifikatory

Ptiklad:

@ ,Jestlize je x prvocislo, pak je liché.”

P(x) — L(x)

@ ,,Pro kazdé x plati, Ze pokud je x prvocislo, pak je liche".
(Tj. ,vSechna prvocisla jsou lichd*.)

Vx(P(x) — L(x))

Predikaty:
@ P — byt prvocislo” (arita 1)
o L — byt lichy” (arita 1)
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Kvantifikatory

Ptiklad:

@ ,,Pro kazdé y plati, Ze pokud y je zeleny, tak x prekryvd y."
@ ,Objekt x prekryva vsechny zelené objekty.*

Vy(G(y) = R(x,y))
Predikaty:

® R — ,prekryvd” (arita 2)
o G — , je zeleny" (arita 1)
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Kvantifikatory

Ptiklad:

@ ,,Pro kazdé x plati, Ze pro kaZdé y plati, Ze pokud x je rodicem y, tak
x marady.”
@ ,Pro kazdé x a y plati, Ze pokud x je rodicem y, tak x ma rad y."

@ ,,Pro kazdé dva prvky x, y plati, Ze pokud x je rodicem y, tak x ma

rad y."
VxVy(R(x,y) = S(x,y))
Predikaty:
@ R — , je rodi¢em" (arita 2)

© S— ,md rad"” (arita 2)

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 162 / 508



Kvantifikatory

Existencni kvantifikator — symbol “3"

J

Jestlize @ je formule reprezentujici urcité tvrzeni, tak

dx@

je formule reprezentujici tvrzeni

nexistuje x, pro které plati ¢ “.

Priklad: P — , byt ctverec”
dx P(x)

o ,Existuje x, pro které plati, Ze x je Ctverec.”
9 , Existuje x takové, Ze x je Ctverec.”
o ,Existuje alespori jeden Ctverec.”
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Kvantifikatory

Ptiklad:

. Existuje x, pro které plati, Ze x je Ctverec a x je zeleny."
., Existuje x takové, Ze x je Ctverec a x je zeleny.”

., Pro néjaké x plati, Ze x je Ctverec a x je zeleny.”

. Existuje zeleny Ctverec."

. Nékteré Ctverce jsou zelené. "

e 6 6 ¢ ¢ ¢

JAlesponi jedno x je zeleny Ctverec.”
Ix(P(x) A\ Q(x))
Predikaty:

@ P — byt ctverec” (arita 1)
@ Q — , byt zeleny" (arita 1)
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Kvantifikatory

Priklad:
o ,Existuje x takové, Ze pro kazde y je x vétsi neZ y."

IxVy P(x,y)

@ ,Pro kazdé y existuje x takové, Ze x je vétsi neZ y."

Vy3dx P(x,y)

7

P — byt vétsi nez" (arita 2)
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Syntaxe formuli predikatové logiky

Abeceda:
@ logické spojky — “=", "A", "V" "=" a “«"
@ kvantifikatory — “V", “J"
P pomocné Symb0|y _ n(n, n)n, n)n
o proménné _ HXH, nyn, “Z”, o HXOH, quyv, HX2H, L
o predikatové symboly — napriklad symboly “P”, “Q", “R", apod.

(u kazdého symbolu musi byt navic stanovena pfislusna arita)

Poznamka: Dalsi typy symbolii budou uvedeny pozdéji.
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Syntaxe formuli predikatové logiky

Dobre utvorené atomické formule predikatové logiky jsou formule tvaru:

@ P(x1,x2,...,Xn), kde P je predikiatovy symbol s aritou n a
X1, X2y« -+ Xp jsou (ne nutné rizné) proménné.

Poznamka: Tato definice neni Gplna. Pozdéji bude ponékud zobecnéna a
rozSirena o dalsi polozky.

Ptiklad:

P(x,y) R(z,z,z2) 5(y)
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Syntaxe formuli predikatové logiky

Dobre utvorené formule predikatové logiky jsou posloupnosti symbolii
vytvorené podle nasledujicich pravidel:

© Dobre utvorené atomické formule jsou dobre utvorené formule.

© Jestlize @ a ) jsou dobre utvorené formule, pak i (—@), (@ A1),
(@ V), (¢ = ) a (@ < ) jsou dobfe utvorené formule.

© Jestlize @ je dobre utvorena formule a x je proménna, tak Vx@ a dx@
jsou dobre utvorené formule.

© Neexistuji zadné dalsi dobre utvorené formule nez ty, které jsou
vytvorené pomoci predchozich pravidel.
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Syntaxe formuli predikatové logiky

Pojmy jako
@ podformule
@ abstraktni syntakticky strom

jsou zavedeny v predikatové logice podobné jako ve vyrokové logice (pouze
rozsireny o konstrukce, které jsou v predikatové logice navic).

Konvence pro vypousténi zavorek:

@ Stejné jako ve vyrokové logice.
o Kvantifikatory (“V" a “3") maji stejnou prioritu jako negace (“—"),
tj. nejvyssi prioritu.
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Syntaxe formuli predikatové logiky

Abstraktni syntakticky strom formule

Vx3y(R(y,z) V P(x)) = =Vy—Q(y, x,y)
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Volné a vadzané vyskyty proménnych

Kazdy vyskyt proménné x v podformuli tvaru Ix@ nebo Vx@ je vazany. J

Vyskyt proménné, ktery neni vdzany, je volny.

Priklad: Formule

Vx3y(R(y,z) V P(x)) = =Vy=Qly, x, y)

@ y v podformuli R(y,z) — véazany vyskyt (Jy)

@ z v podformuli R(y,z) — volny vyskyt

@ x v podformuli P(x) — vazany vyskyt (Vx)

@ oba vyskyty y v podformuli Q(y, x,y) — vazané vyskyty (Vy)
@ x v podformuli Q(y, x,y) — volny vyskyt
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Volné a vadzané vyskyty proménnych

Mnozinu proménnych, které se vyskytuji jako volné proménné ve
formuli @, budeme oznacovat free( ).

Priklad:
@ Pokud ¢ je formule P(x,y), tak free(@) = {x, y}.
@ Pokud  je formule Ix3yP(x, y), tak free(\) = 0.

@ Pokud x je formule
VxJy(R(y,z) V P(x)) = =Vy=Q(y, x, y)
tak free(x) = {x, z}.
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Volné a vadzané vyskyty proménnych

Mnozinu volnych proménnych free(@) je mozné popsat nasledujici
induktivni definici:

o free(P(x1,x0,...,%n)) = {x1, X0y ...y Xp}
(kde P je predikatovy symbol)

(4

free(—@) = free( )

free(@ N\P) = free(@) U free(1)
(pro formule tvaru @ V1, @ — 1 a @ < P je to podobné)

©

(]

free(Vx@) = free(p) — {x} (kde x je proménna)

(4

free(Ix @) = free(p) — {x} (kde x je proménnd)
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Sémantika predikatové logiky

Formule jsou vyhodnocovény pfi dané interpretaci (interpretacni
struktufe) a valuaci.

To, ze formule @ je pravdiva (tj. ma pravdivostni hodnotu 1)
v interpretaci A pfi valuaci v, budeme oznacovat

AviEe@

To, ze formule @ je nepravdiva (ma pravdivostni hodnotu 0)
v interpretaci A pfi valuaci v, budeme oznadovat A, v £ @.
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Sémantika predikatové logiky

Interpretace A je struktura sklddajici se z nasledujicich polozek:
@ Universum A — libovolna neprazdna mnozina

@ Kazdému unarnimu predikdtovému symbolu P je prifazena
podmnozina mnoziny A (tj. unarni relace na A) — oznaéme ji PA.

(Plati tedy PA C A))

o Kazdému binarnimu predikatovému symbolu @ je pfifazena binarni
relace na A — ozna&me ji Q.

(Plati tedy Q4 C A x A)
@ Podobné to bude pro predikatové symboly s dal$imi aritami (3, 4, 5,

).

Poznamka: Tato definice neni Gplnd a bude pozd€ji doplnéna o dalsi
polozky.
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Sémantika predikatové logiky

Priklad interpretace A:

universum A
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Sémantika predikatové logiky

Priklad interpretace A:

universum A
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Sémantika predikatové logiky

Priklad interpretace A:

universum A
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Sémantika predikatové logiky

Priklad interpretace A:

universum A

QA ~f
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Sémantika predikatové logiky

Jiny pfiklad interpretace A:
@ universum A={a, b,c,d,e, f, g}
o PA={b,d,e}
o QA ={a b,e gl

° RA :{(a> b)) (a)e)) (a>g)) (b> b)) (C>e)v (f,C),(f,g), (g) a)) (g>g)}
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Sémantika predikatové logiky

Ozna¢me mnozinu viech proménnych Var, tj.

Var ={x,¥,2y «.. y X0, X1, X2y -+ . }

Pri dané interpretaci A s universem A je valuace v libovolna funkce
v:Var — A

prifazujici jednotlivym proménnym prvky universa.

Poznamka: Jak uvidime, ve skutecnosti jsou pro urceni pravdivosti
formule ¢ dilezité hodnoty pfifazené valuaci v proménnym
z mnoziny free( ).

Hodnoty prifazené valuaci v ostatnim proménnym z tohoto hlediska
dilezité nejsou.
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Sémantika predikatové logiky

Vezméme si libovolnou interpretaci A s universem A a libovolnou valuaci v.
Reknéme, ze x je proménnd (tj. x € Var) a a je prvek universa (tj. a € A).

Zapis
vix — a

oznaluje valuaci v’ : Var — A, kterd se s valuaci v shoduje v hodnotach
vSech proménnych jinych nez x, a kde x nabyva hodnoty a.

Tj. pro kazdou proménnou y (kde y € Var) plati

oy ) a pokud y = x
vily) = { v(y) jinak
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Sémantika predikatové logiky

Priklad:
@ universum A={a, b, c,d, e, f, g, ...}
valuace v:

v(xg) = ¢ vixy) =e vixo) =b

valuace v[x — gl

vie)=c = vla)=e vixe) =g

v(ixz) =e

v(xz) =e

20. kvétna 2014
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Sémantika predikatové logiky

Definice
Predpokladejme danou interpretaci A s universem A a valuaci v, pfifazujici
proménnym prvky z universa A.

Pravdivost formuli predikatové logiky v interpretaci A a valuaci v je
definovana nasledovné:
@ Pro predikat P s aritou n plati A, v = P(x1, X2, ..., X,) pravé tehdy,
kdyZ (v(x1), v(x2), ... ,v(xp)) € PA.
o A, v E —@ pravé tehdy, kdyz A, v £ o.
o A,vE @ AP pravé tehdy, kdyz A,v = @ a A, v E ).
o A v E ¢V pravé tehdy, kdyz A, v = @ nebo A, v E 1.
o Ay v E @ — 1 pravé tehdy, kdyz A, v [~ @ nebo A, v = .
o A,v E @ & pravé tehdy, kdyz A,v = @ a A, v =1, nebo kdyz
A, v @ a A v .
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Sémantika predikatové logiky

Definice (pokrac.)

)

o A, v E Vx@ pravé tehdy, kdyz pro kazdé a € A plati
A, vix — al = o.

o A, v E dx@ pravé tehdy, kdyZ existuje a € A takové, Ze
A,vix — al E @.

Poznamka: Ty interpretace, ve kterych dana formule plati, se oznacuji
jako jeji modely.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Vyhodnocovani pravdivosti formuli jako hra

Vezméme si formuli tvaru
Ax1Vxodx3Vxg - - - Ixn_1VXp @,

kde se néjak libovolné stfidaji kvantifikatory a kde ¢ neobsahuje zadné
kvantifikatory.

Na vyhodnocovéni pravdivosti formuli tohoto tvaru v dané interpretaci A a
valuaci v Ize nahlizet jako na urcity druh hry:

@ Hraji dva hraci — Hrac | a Hrac Il.

@ Hrac | se snazi ukizat, ze formule plati.

@ Hrac Il se snazi ukazat, ze formule neplati.

@ Hrac | voli hodnoty proménnych vazanych existenénim
kvantifikatorem (3).

@ Hrac Il voli hodnoty proménnych vdzanych univerzalnim

kvantifikatorem (V).
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Vyhodnocovani pravdivosti formuli jako hra

Ptiklad: Formule 3xVy3z(P(x,y) — Q(y, z))

universum A = {a, b, c}

Hrac | voli x

Hrac Il voli y

Hracé | voli z
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Vyhodnocovani pravdivosti formuli jako hra

@ Formule @ plati pravé tehdy, kdyZz ma Hrac | v této hre vitéznou
strategii.

@ Formule @ neplati pravé tehdy, kdyz ma vitéznou strategii Hrac Il.

Strategie — urcuje, jak ma hra¢ hrat v kazdé situaci, tj. uréuje tahy pro
vSechny mozné tahy protihrace.

Vitézna strategie — strategie, kterd zaruci vitézstvi daného hrace bez
ohledu na to, jak hraje protihrac.
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Vyhodnocovani pravdivosti formuli jako hra

Ptiklad: Interpretace, kde universum je mnozina redlnych cisel R a bindrni
predikatovy symbol R reprezentuje relaci ,vétsi nebo rovno® (tj. R(x,y)
plati pravé tehdy, kdyz x > y).

Formule IxVyR(x, y) — vitézna strategie Hrace Il

@ Hrac¢ | zvoli &islo x.

@ Hrac Il zvoli ¢islo y = x +1 — Hrac Il vyhral, protoze zjevné neni
pravda, ze x > x + 1.

Formule Vy3xR(x, y) — vitézna strategie Hrace I

@ Hrac Il zvoli Cislo .

@ Hrac | zvoli Cislo x = y — Hrac | vyhral, protoze zjevné plati, ze
X > X.
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Logicky platné formule

Formule ¢ je logicky platna, jestlize je pravdivd v kazdé interpretaci a
valuaci, tj. jestlize pro kazdou interpretaci A a valuaci v plati

A v E .

Priklad:
o IxP(x) — JyP(y)
o VxP(x) A—=3yQ(y) — Vz(P(z) N —=Q(z))
o ¥xP(x) — 3xP(x)
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Logicky platné formule

Pokud vezmeme libovolnou tautologii vyrokové logiky a nahradime v ni

atomické vyroky libovolnymi formulemi predikatové logiky, dostaneme
logicky platnou formuli.

Priklad: Tautologie p — (qV p)

@ p nahradime Vz(P(x, z) <> —Q(z,y))
@ g nahradime R(x)

Dostaneme logicky platnou formuli

Vz(P(x,z) < =Q(z,y)) = (R(x) V Vz(P(x,2) & —Ql(z,y)))
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Logicky ekvivalentni formule

Formule @ a 1 jsou logicky ekvivalentni, jestlize maji stejné pravdivostni
hodnoty v kazdé interpretaci a valuaci, tj. jestlize pro kaZzdou
interpretaci A a valuaci v plati

AviE @ pravé tehdy, kdyz A, v EU.
To, ze @ a 1 jsou logicky ekvivalentni, se oznacuje zapisem

¢ <.

@ Stejné jako ve vyrokové logice, je v predikatové logice mozné provadét
ekvivalentni Gpravy.

@ VsSechny ekvivalence, které plati ve vyrokové logice, plati i
v predikatové logice.
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@ V predikatové logice plati rada dalSich ekvivalenci, které nemaji
analogii ve vyrokové logice.

Priklady néktery duleZitych ekvivalenci:

—Vxp & dx—o@
—dxp & Vx—o

UxVye & VyVxe
Ixdye & dydxe

Pokud x ¢ free(@):
Vxo & ¢
Ixp & @

X

Logicky ekvivalentni formule
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Logicky ekvivalentni formule

Nékteré dalsi dilezité ekvivalence:

Pokud x & free(\):

(Vx@) AP & Vx(p A1)
(Vx@) Vi & Vx(e V)
(Axe) AP & Ix(p AY)
(Bxe) VU & Ix(e V)
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Prejmenovani vazanych proménnych

Pokud prejmenujeme ve formuli vazanou proménnou, dostaneme
ekvivalentni formuli. J
Priklad: VxP(x,y) & VzP(z,y)

@ Pokud prejmenovavame napr. x na y ve formuli Vx@ nebo Ix¢,
proménnd y se nesmi vyskytovat ve formuli @ jako volnd proménna.

IxP(x, y) neni ekvivalentni JyP(y,y)

@ P¥i prejmenovani se volné vyskyty proménnych v podformuli nesmi
stat vazanymi. Napr.

AxVyP(x, y) neni ekvivalentni JyVyPl(y,y)
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Substituce

Reknéme, Ze ve formuli @ chceme nahradit volné vyskyty proménné x
proménnou y (tj. za x dosadit y).

Tato operace na formulich se nazyva substituce a vysledna formule se
oznacuje

ely/x].

Poznamka: Formule ¢ a ¢ly/x] obecné nejsou ekvivalentni.
Priklad:

P(x, z) neni ekvivalentni Py, z)
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Prejmenovani vazanych proménnych

S pouzitim operace substituce je mozné popsat prejmenovani vazanych
proménnych pomoci nasledujicich ekvivalenci.

Pokud y ¢ free(Vxo):

Vxe & Vy(ely/x])
Pokud y & free(Ix@):

Ixe & Jylely/x1)

Ptiklad:

IxVyP(x,y) & 3IxVzP(x,z) & 3yVzP(y,z) & 3JyVxP(y,x)
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Logické vyplyvani

Zavér U logicky vyplyva z predpokladli @1, @2,..., @, coz zapisujeme

P1,P2y...,Pp 'Z 1|),

jestlize v kazdé interpretaci A a kazdé valuaci v, kde plati pfedpoklady
©1y, P2y..., Pp, plati i zavér V.

@ Vse, co bylo feceno o logickém vyplyvani ve vyrokové logice, plati
analogicky i v predikatové logice.
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Logické vyplyvani
Pokud chceme ukdzat, ze dany zavér \ z predpokladd @1, @2,..., @,

nevyplyva, stadi najit priklad jedné konkrétni interpretace A a valuace v,
kde plati tyto predpoklady a neplati zavér .

Priklad:
- Existuje vodni Zivoclich Zivici se masem.
- ViSechny ryby jsou vodni Zivocichové.
- Existuje ryba Zivici se masem.

dx(P(x) N\ Q(x)) P(x) — ,x je vodni Zivocich*
Vx(R(x) — P(x)) Q(x) — ,.x se Zivi masem"
Ix(R(x) N\ Q(x)) R(x) — ,x je ryba“

Interpretace A, kde universum A = {a, b}
PA=lab) Q4=la) RA=(b)

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Vennovy diagramy

Obecné je tézké zjistit, zda zavér vyplyva nebo nevyplyva z danych
predpokladd.

V pripadé, kdy mame pouze unarni predikaty a téchto predikatl je jen
maly pocet (napf. 3), Ize pfi Gvahach pro nizornost pouzit tzv. Vennovy
diagramy.
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Vennovy diagramy

Ptiklad:

- Ryby jsou obratlovci.
- Ryby Ziji ve vodé.
- Existuje alespori jedna ryba.

Vs

vx(Px) = Q(x)) oy
P(x) — ,x je ryba

gilgzx)() R Q(x) — ,x je obratlovec”

Ix(Q(x) N R(x)) R(x) — .x Zije ve vodé

(FeSeni na tabuli)
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Priklad dikazu

Vx(—R(x, x))
VxVyVz(R(x,y) A R(y,z) — R(x, z))
VxVy(R(x,y) = —R(y,x))

1. Vx(—=R(x, x)) - predpoklad 1
2. VxVyVz(R(x,y) N\ R(y,z) — R(x, z)) - predpoklad 2
3. Predpokladejme libovolné prvky x a y:

4. Predpokladejme R(x, y):

5. Predpokladejme R(y, x):

6. R(x,y) NR(y,x) = R(x,x) -2z2.

7. R(x, x) -z4.,5., 6.

8. —R(x,x) -z 1.

9. —R(y, x) - spor 7. a 8., takze 5. neplati
10. R(x,y) = —R(y, x) -z4,0.
11. VxVy(R(x,y) — —R(y,x)) -z3.,10.
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Jednim z nejdulezitéjsich druhi relaci je rovnost (identita).

Prvky x a y jsou si rovny, coz zapisujeme

X =Y,

jestlize se jednd o jeden a tentyz prvek.

Rovnost Ize vyjadfit jako predikat, napf. mizeme zvolit, Ze P(x,y)
reprezentuje tvrzeni ,x je rovno y“.

V rliznych interpretacich ale maze platit P(x, y) i pro navzajem rizné
prvky x a y nebo naopak pro néjaky prvek x nemusi platit P(x,x) apod.
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Priklad: Chtéli bychom formuli popsat vztah ,x je sourozencem y*
pomoci bindrniho predikatu R, kde R(x, y) znamena ,x je rodicem y“.

Pokus o reseni:

X je sourozencem y "
pravé tehdy, kdyz
3z(R(z,x) A R(z,y))

Problém: Pokud pro dané x existuje prvek z takovy, Ze R(z,x), tak bude
platit

3z(R(z,x) N\ R(z,x)),
takze bude platit ,,x je sourozencem x*“.

Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky
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Abeceda:
°
@ Symbol pro rovnost: “=

)

Atomické formule (pokrac.)
9

@ Jestlize x a y jsou proménné, tak x = y je dobre utvorend atomicka
formule.

V kazdé interpretaci je symbol “=" interpretovan jako rovnost, tj. v kazdé

interpretaci A a valuaci v:

o A,v E x =y pravé tehdy, kdyz v(x) = v(y).
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Priklad: Vztah , x je sourozencem y“ je mozné vyjadfit formuli
~(x=y) N 3z(R(z,x) A R(z,y)),

kde R(x,y) znamen3, Ze ,x je rodi¢em y"“.

Poznamka: Misto —(x = y) se Casto pouziva zapis x # y.
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“,

~Existuje pravé jedno x takové, Ze P(x)

Ix(Px) A Vy(Ply) = x=y))

“,

.Existuji alespon dva prvky x takové, Ze P(x)

IxJy(P(x) N\ Ply) N =(x=y))

“,

. Existuji pravé dva prvky x takové, Ze P(x)

IxIy(P(x) N P(y) N—=(x=y) ANVz(P(z) = (z=x V z=y)))

,Existuje pravé jedno x takové, Ze pro néj plati @ “:

Ix(@ N Vylely/x] — x=y))
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Konstanty

Nékdy chceme mluvit o néjakém konkrétnim prvku universa.

Ptiklad: ,Existuje alesporn jedno x takové, Ze Jan Novak je rodicem x a
x je zena.” (Tj. ,,Jan Novdk md alespori jednu dceru.*)

Pokud je proménné y prirazen ,,.Jan Novak":

Ix(R(y,x) A 5(x))
® R(x,y) — ,x je rodi¢em y "
@ S(x) — ,x je Zena"

Mohli bychom zavést undrni predikdt N reprezentujici vlastnost , byt Jan
Novak*“:

Vy(N(y) — 3Ix(R(y,x) A\ S(x)))

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 205 / 508



Konstanty

Pokud mame néjaky unarni predikat N, kde nas zajimaji jen ty
interpretace, kde existuje pravé jeden prvek x, pro ktery plati N(x), mize
byt vyhodné mit moznost tento prvek pojmenovat a obejit se tak bez
predikatu N.

K tomuto Glelu slouzi konstantni symboly (konstanty).

Abeceda:
)

w_n

@ konstantni symboly: “a", “b", “c”, “d", ...

)
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Konstanty

V atomickych formulich se konstanty mohou vyskytovat na stejnych
mistech jako proménné:

P(c,x) Q(d) R(a, a) X=a

@ Konstanty se nesmi pouzivat v kvantifikatorech — napf. IcP(x, ¢)
neni dobfe utvorena formule.

Hodnoty prifazené konstantnim symboldm jsou dany pfrislusnou
interpretaci:

@ Dand interpretace A (s universem A) prifazuje kazdému konstantnimu
symbolu ¢ néjaky prvek universa A.

Znacme tento prvek c . atl te c’t e A.
Ozna¢me tento prvek c. Plati tedy ¢ € A
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Konstanty

Priklad: , Existuje alespori jedno x takové, Ze Jan Novak je rodicem x a

x je Zena."
Ix(R(a,x) N\ S(x))
® R(x,y) — ,x je rodi¢em y "

@ S(x) — ,x je Zena"
@ a — konstatni symbol reprezentujici ,,Jana Novdka"
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Konstanty

Priklad: ,,Kazdé prvocislo je vétsi nez jedna.”

Vx(P(x) — R(x,e))

@ P(x) — ,x je prvocislo”
o R(x,y) — ,x je vétsi neZ y"

@ e — konstatni symbol reprezentujici hodnotu 1
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Binarni relace R je (unarni) funkce, jestlize pro kazdé x existuje nejvyse
jedno y takové, Ze

(x,y) €R.

Tato funkce je totalni, jestlize pro kazdé x existuje pravé jedno takové y.

Priklad: Binarni relace R na mnoziné pfirozenych Cisel N, kde
(x,y) eR pravé tehdy, kdyz y=x+1
Plati tedy

R :{(0)1)) (1)2)) (2)3)a (334)) (4)5)) }
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Podobné ternarni relace T je (binarni) funkce, jestlize pro kazdé dva
prvky x; a xp existuje nejvySe jedno (resp. v pripadé totdlni funkce pravé
jedno) y takové, ze

(X1>X2,Y) eT.

Priklad: S¢itani na mnoziné redlnych Cisel R je mozné chapat jako
ternarni relaci S (tj. jako mnozZinu trojic redlnych Cisel), kde

(x1,x0,y) €S pravé tehdy, kdyz x1+x=y
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V predikatové logice mizeme funkce reprezentovat pomoci predikatd
zastupujicich prislusné relace — neni to ale prilis pfimocaré ani pohodIné.

Priklad: ,,Pro kazdé x a y plati, Ze x+y > y + x.”

VxVy3dzaw(S(x,y,z) N\ S(y,x,w) A\ P(z,w))

@ S(x,y,z) — ,z je souctem hodnot x a y*

@ P(x,y) — ,x je vétsi nebo rovno y“

Poznamka: Navic musime predpoklddat, ze pro kazdé dva prvky x a y
existuje pravé jeden prvek z takovy, ze S(x,y, z).
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V predikatové logice je mozné reprezentovat funkce pomoci funkcnich
symboli.
Abeceda:

0

o funkéni symboly: “f", “g”, "h", ...

0

Kazdy funkcni symbol musi mit stanovenu aritu odpovidajici arité funkce,
kterou tento symbol zastupuje (tj. poet argumentd pfislusné funkce).
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Termy — vyrazy slozené z proménnych a konstantnich a funkénich
symboll reprezentujici prvky universa

Priklad:

@ Reknéme, ze mame binérni predikit F, kde predpoklddame, Ze pro
kazdé x existuje pravé jedno y takové, ze

F(x,y).
Misto binarniho predikdtu F muizeme pouzit undrni funkéni symbol f.
Term
f(x)

reprezentuje onen jediny prvek y, pro ktery plati F(x,y).

Misto dy(F(x,y) A\ P(y)) pak mizeme psat P(f(x)).
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Ptiklad:

o Reknéme, Ze mame ternarni predikat G, kde predpokladdame, Ze pro
kazdé dva prvky x; a x» existuje pravé jedno y takové, ze

G(X1> X2y )/)
Misto ternarniho predikdtu G mizeme pouzit binarni funkcni
symbol g.
Term
g(x1, x2)

reprezentuje onen jediny prvek y, pro ktery plati G(xi,x2,y).

20. kvétna 2014 215 / 508

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky



‘

Priklad: ,Pro kazdé x ay plati, Ze x+y > y + x."

VXV}/P(f(X»Y% f(Y)X))

@ f — binarni funkéni symbol, kde f(x, y) reprezentuje soucet
hodnot x a y

@ P — binarni predikatovy symbol, kde P(x, y) reprezentuje vztah
X je vétsi nebo rovno y "
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Proménné, konstantni symboly a funkéni symboly je mozné v termech
libovolné skladat — je pouze tfeba dodrzet aritu vSech funkénich symbold
(aplikovat kazdy funkéni symbol na spravny pocet argument).

Priklad:
@ ¢ — konstantni symbol
@ f — undrni funkéni symbol
@ g — binarni funkéni symbol
@ h — binarni funkéni symbol
Priklady terma:
x fy) glc,x) g(h(x,x), f(c))

g(h(x, f(x)),g(f(c), gly, f(f(2)))))
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Syntakticky strom termu g(h(x, f(x)),g(f(c),g(y, f(f(2)))))
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Termy ve formulich

Syntakticky strom formule
Ix(Vy(R(f(x), f(gle,¥))) V y =fly)) — Fz(Plg(x,f(2))) N ~Q(2)))
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Termy ve formulich

Priklad:

@ Pro kazdé x, y a z plati (x+y)+z=x+ (y + z):
VxVyVz(f(f(x,y),z) = f(x,fly,z)))

@ Pro kazdé x plati x+0=xa 0+ x=x:
Vx(f(x,e) =x N f(e,x) = x)

@ Pro kazdé x existuje y takové, ze x +y = O:
Vx3Jy(f(x,y) =e)

Konstantni a funkéni symboly:

er

@ f — binarni funkéni symbol reprezentujici ,séitdni* (operace “+")
@ e — konstatni symbol reprezentujici prvek “0”
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Termy ve formulich

Ptiklad:

@ Prokazdé x, yazoplatix-(y+z)=x-y+x-2z:
VXVyVZ(g(X,f(y,Z)) = f(g(X,y),g(X,Z)))

@ Pro kazdé x a y takové, ze x <y, plati pro viechna z, ze
X+z<y+z
VxVy(R(x,y) — VzR(f(x,y),f(y,z)))

Konstantni a funkéni symboly:
@ f — binarni funkéni symbol reprezentujici ,s¢itani” (operace “+")
@ g — binarni funkéni symbol reprezentujici ,,ndsobeni* (operace “")
@ R — binarni predikatovy symbol reprezentujici relaci ,,mensi nebo

rovno* (relace “<")
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Syntaxe formuli predikatové logiky

Abeceda:
@ logické spojky — “—", “A", "V, “=" a “e"
@ kvantifikatory — V" a "3"
@ rovnost — "="
@ pomocné symboly — “(", “)" a )"
@ proménné — “x", "y, "Z", ... "%, "X, fxe, L.

o predikatové symboly — napriklad symboly “P”, “Q", “R", apod.
(u kazdého symbolu musi byt navic stanovena pfislusna arita)

wo_n

@ funkéni symboly — naptiklad symboly “f", “g", “h”, apod.
(u kazdého symbolu musi byt navic stanovena pfislusna arita)

w_n wo_n

@ konstantni symboly — napriklad symboly “a”, “b", “c", apod.

Poznamka: Na konstantni symboly se Ize divat jako na funkéni symboly
s aritou 0.
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Syntaxe formuli predikatové logiky

Dobre utvorené termy jsou definovany nasledujicim zpisobem:

© Jestlize x je proménnd, tak x je dobre utvoreny term.
@ Jestlize ¢ je konstatni symbol, tak ¢ je dobrfe utvoreny term.

© Jestlize f je funkéni symbol s aritou n a t1, t, ..., t, jsou dobre
utvorené termy, tak

f(t1y toy ..., tn)

je dobre utvoreny term.

© Neexistuji zadné dalsi dobre utvorené termy nez ty, které jsou
vytvoreny pomoci predchozich pravidel.
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Syntaxe formuli predikatové logiky

Dobre utvorené atomické formule jsou definovany nasledujicim
zpusobem:

© Jestlize P je predikatovy symbol s aritou n a ty, tp, ..., t, jsou dobre
utvorené termy, tak

P(tlat2)---atn)

je dobre utvorena atomicka formule.

@ Jestlize t; a ty jsou dobre utvorené termy, tak
t1 =t

je dobre utvorena atomicka formule.

© Neexistuji zadné dalsi dobre atomické formule nez ty, které jsou
vytvoreny pomoci predchozich dvou pravidel.
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Syntaxe formuli predikatové logiky

Definice (zopakovani dfive uvedené definice)

Dobre utvorené formule predikatové logiky jsou posloupnosti symbolii
vytvorené podle nasledujicich pravidel:

© Dobre utvorené atomické formule jsou dobre utvorené formule.

Q@ Jestlize @ a \ jsou dobfe utvorené formule, pak i (—@), (@ A1),
(@ V), (¢ = V) a (@ < ) jsou dobfe utvorené formule.

© Jestlize @ je dobre utvorena formule a x je proménnd, tak Vx@ a dx@
jsou dobre utvorené formule.

© Neexistuji zadné dalsi dobre utvorené formule nez ty, které jsou
vytvorené pomoci predchozich pravidel.
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Sémantika predikatové logiky

Interpretace A:
@ universum A

@ kazdému predikdtovému symbolu P s aritou n je prirazena n-arni
relace PA, kde PACAXxAx---x A

@ kazdému funkénimu symbolu f s aritou n je pfifazena n-arni
funkce 4, kde fA:AxAx---xA— A

o kazdému konstantnimu symbolu c je pfitazen prvek universa c#,
th.ctecA

Poznamka: V interpretacich se funkénim symbolim pfifazuji pouze
totalni funkce, tj. funkce, jejichz hodnota je definovana pro viechny
mozné hodnoty argumentu.
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Sémantika predikatové logiky

Hodnota termu v interpretaci A a valuaci v:

@ Term x, kde x je proménnd — hodnotou tohoto termu je prvek a € A
takovy, Ze v(x) = a.

@ Term c, kde c je konstantni symbol — hodnotou tohoto termu je
prvek ¢ € A.

o Term f(ty, to,...,t,), kde t1, to, ..., t, jsou termy — hodnotou
tohoto termu je prvek b € A takovy, ze

b= fA(ala a2y ...y an)r

kde a1, a2, ..., a, jsou hodnoty termi ty, to, ..., t, v interpretaci A a
valuaci v.
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Sémantika predikatové logiky

Priklad: Intrepretace A, kde universem je mnoZina pfirozenych
Cisel N =1{0,1,2, ... }.

e a't=0

o f* je funkce ,ndslednik”, tj. fAXx)=x+1

o g je funkce ,soucet”, tj. g(x,y) =x+y

Valuace v, kde v(x) =5, v(y) =13, v(z) =2,

Hodnoty term0 v interpretaci A a valuaci v:
@ Term x — hodnota 5
Term a — hodnota 0
Term f(a) — hodnota 1 (0+1=1)
Term f(f(a)) — hodnota 2 (1+1=2)
Term g(x, f(f(a))) — hodnota 7 (542 =17)
Term g(z,y) — hodnota 15 (2 + 13 = 15)
Term f(g(z,y)) — hodnota 16 (15+ 1 = 16)

e & 6 ¢ ¢ ¢
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Sémantika predikatové logiky

Pravdivost atomickych formuli v interpretaci A a valuaci v:

o A vE P(ty,ta,...,ts), kde P je predikidtovy symbol s aritou n a
t1, t2, ..., t, jsou termy, plati pravé tehdy, kdyz

(31,32,...,3,7) € PAy

kde a1, a2, ..., a, jsou hodnoty termi ty, to, ..., t, v interpretaci A a

valuaci v.

o A,vEt; =, kde t; a tp jsou termy, plati pravé tehdy, kdyz
a1 = az,

kde a; a ap jsou hodnoty termii t; a t, v interpretaci A a valuaci

V.

o
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Sémantika predikatové logiky

Priklad: Intrepretace A, kde universem je mnozina pfirozenych
¢isel N ={0,1,2, ... }.
o fA je funkce ,ndslednik”, tj. fA(x) =x +1
o g* je funkce ,soucet”, tj. g(x,y) =x+y
o P# je mnozina viech prvo&isel
o QA je binarni relace “<” tj. (x,y) € QA pravé tehdy, kdyz x < y

Valuace v, kde v(x) =5, v(y) =13, v(z) =2, ...

o A,vE P(x) (5 je prvodislo)

o A v~ Qy,z) (nenipravda, Ze 13 < 2)

o AvEQ(f(f(2),g(lx,y)) ((24+1)+1<5+13)

o A v P(f(glz,x))) ((245)+1=8 a8 neni prvocislo)
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Predikatova logika — dalSi poznamky

@ Jednd se o predikatovou logiku 1. Fadu — kvantifikovat Ize pouze
pres prvky universa (v predikatové logice 2. fadu je mozné
kvantifikovat pres relace) — it is possible to quantify only over the
elements of the universe (in the second order predicate logic, it is
possible to quantify over relations).
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Predikatova logika — dalSi poznamky

V bézné matematické praxi se vétSinou nepouZziva syntaxe formuli

predikatové logiky presné podle definice, ale pfi zapisu se pouziva celd fada
konvenci a zkratek.

@ Pro binarni funkéni a predikatové symboly se Casto pouziva infixovy
zpusob zapisu:

Napriklad misto f(x,y) a R(x,y) se mlze psat

xfy xRy

@ Pro oznaceni predikatovych, funkénich a konstantnich symbol( a
proménnych se pouzivaji vSechny mozné druhy symbold:

Naptiklad misto R(f(x,y),g(z)) se mlze psat tfeba

x+ 0 < g nebo naptiklad xoy 1 G(z)

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014

232 / 508



Predikatova logika — dalSi poznamky

Priklady formuli reprezentujicich tvrzeni z teorie mnozin:

@ X je prvkem mnoziny A:

xeA

“e" — binarni predikatovy symbol reprezentujici relaci ,,nalezeni*
“x", “A" — proménné

Pokud bychom provedli nasledujici zmény:

@ misto symbolu “€” bychom pouzili bindrni predikdtovy symbol E,
@ misto proménné A bychom pouzili proménnou y,

tak by formule vypadala nasledovné:

E(x,y)
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Predikatova logika — dalSi poznamky

@ Dvé mnoziny se rovnaji, pokud obsahuji stejné prvky:
A=B < Vx(x€ A & xeB)
Pokud bychom misto “€” pouzili predikat E, a misto A a B
pouzili y a z, formule bude vypadat takto:

y =z & Vx(E(x,y) & E(x,z))

@ Definice relace , byt podmnoZinou* (oznaéena symbolem “C"):
ACB & Vx(xe A — xeB)
Pokud misto “C" pouzijeme binarni predikidtovy symbol S:

S5(y,z) & Yx(E(x,y) — E(x,z))

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 234 / 508



Predikatova logika — dalSi poznamky

@ Definice operace ,sjednoceni (oznacena symbolem “U"):
Vx(x e AUB & (x€e AV xe€B))
Pokud misto “U" pouZijeme binarni funkéni symbol f:

Vx(E(x,fly,z)) & (E(x,y) V E(x,2)))
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Predikatova logika — dalSi poznamky

@ Misto
Ix(xe AN ...)
se nékdy pouziva zkraceny zapis

(Ix e A)(...)

Tj. misto

“

.existuje x takové, zex € Aa ...
se rekne

Lexistuje x € A takové, Ze ...

@ Podobné tfeba misto dx(x >1 /A ...) se nékdy zkricené pise

(Ix>1)(...)
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Predikatova logika — dalSi poznamky

@ Misto
Vx(xeA — ...)
se nékdy pouziva zkraceny zapis

(Vx e A)(...)

Tj. misto

.pro kazdé x, pro které plati x € A, plati ...
se rekne

“

,pro kazdé x € A plati ...

@ Podobné tfeba misto Vx(x >1 — ...) se nékdy zkracené pise

(Vx>1)(...)
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Formalni jazyky
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Abeceda a slovo

Abeceda je libovolnd neprazdnd kone¢nd mnozina symbold (znak).

Poznamka: Abeceda se ¢asto oznaluje feckym pismenem I (velké sigma).

Slovo v dané abecedé je libovolna kone¢na posloupnost symboll z této
abecedy.

Priklad 1:
L ={AB,C,D,E,F,G,H,I,J,K L,MN,0,P,Q,R, S, T,U, V, W, X, Y, Z}

Slova v abecedé X: AHOJ ABRACADABRA ERROR
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Abeceda a slovo

Priklad 2:
Z2 = {A) B) C) D) E» F) G) H> I) J) K) L) M> Nv 0) P) Q) R) S) T) U) V) W, X, Y» Z) I—I}

Slovo v abecedé ¥,: HELLO_WORLD

Priklad 3:

Z3 = {O) 1) 2) 3) 4) 5) 6) 7» 8> 9}

Slova v abecedé X3: 0, 31415926536, 65536

Ptiklad 4:
Slova v abecedé X, ={0,1}: 011010001, 111, 1010101010101010

Priklad 5:
Slova v abecedé L5 = {a, b}: aababb, abbabbba, aaab
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Abeceda a slovo

Priklad 6:

Abeceda X4 je mnozina vech ASCII znak.
Priklad slova:

class HelloWorld {
public static void main(String[] args) {
System.out.println("Hello, world!");

}

class HelloWorld, { + _uupublic,static,,void main(Str---
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Teorie formalnich jazyk(i — motivace

Jazyk — mnozina (nékterych) slov tvofenych symboly z dané abecedy

Priklady typl problémd, pfi jejichZ FeSeni se vyuzivd poznatkil z teorie
formalnich jazyku:

@ Tvorba prekladaci:

@ lexikalni analyza
@ syntaktickad analyza

@ Vyhleddvani v textu:

@ hledani zadaného vzorku
@ hledani textu zadaného reguldrnim vyrazem
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Prace s formalnimi jazyky

Kdyz chceme néjaky jazyk popsat, mame nékolik moznosti:

@ Muizeme vyjmenovat viechna jeho slova (coz je ale pouZitelné jen pro
malé kone¢né jazyky).

Priklad: L = {aab, babba, aaaaaa}

@ Muzeme specifikovat néjakou vlastnost, kterou maji pravé ta slova,
kterd do tohoto jazyka patfi:

Priklad: Jazyk nad abecedou {0, 1}, obsahujici vechna slova, ve
kterych je pocet vyskyt( symbolu 1 sudy.
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Prace s formalnimi jazyky

V teorii formalnich jazyki se pouZivaji predevsim nasledujici dva pristupy:

@ Popsat (idealizovany) stroj, zafizeni, algoritmus, ktery rozpoznd slova
patfici do daného jazyka — vede k pouziti tzv. automatu.

@ Popsat néjaky mechanismus umoznujici generovat vsechna mozna

slova patrici do daného jazyka — vede k tzv. gramatikam a
regularnim vyraziim.
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Nékteré zakladni pojmy

Délka slova je pocet znak( ve slové.

Napriklad délka slova abaab je 5.

Délku slova w oznacujeme |w|.
Pokud tedy napf. w = abaab, pak |w| = 5.

Pocet vyskytil znaku a ve slové w oznacujeme |w/,.

Pro slovo w = ababb tedy plati |w|, =2 a |w|p, = 3.

Prazdné slovo je slovo délky 0, tj. neobsahujici zddné znaky.
Prazdné slovo se oznacuje feckym pismenem ¢ (epsilon).

(Pozn.: V literatufe se pro oznaleni prazdného slova nékdy pouzivd misto
symbolu ¢ Fecké pismeno A (lambda).)

lef] =0
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Zretézeni slov

Se slovy je mozné provadét operaci zietézeni:
Napriklad zretézenim slov OST a RAVA vznikne slovo OSTRAVA.

Operace zfetézeni se oznacuje symbolem - (podobné jako ndsobeni). Tento
symbol je mozné vypoustét.

OST - RAVA = OSTRAVA
Ztetézeni je asociativni, tj. pro libovolna tfi slova u, v a w plati
(u-v)-w=u-(v-w)

coz znamenad, ze pfi zapisu vice zfetézeni mlizeme vypoustét zavorky a
psat napriklad wy - wo - w3 - wy - ws misto (wy - (wo - w3)) - (wy - ws).

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 246 / 508



Zretézeni slov

Zretézeni neni komutativni, tj. obecné pro dvojici slov v a v neplati
rovnost

u-v—=v-u

Priklad:
0ST - RAVA = RAVA - 0ST

Zjevné pro libovolna slova v a w plati:

v wl = v+ |wl

Pro libovolné slovo w také plati:
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Prefixy, sufixy a podslova

Slovo x je prefixem slova y, jestlize existuje slovo v takové, ze y = xv.

Slovo x je sufixem slova y, jestlize existuje slovo u takové, ze y = ux.

Slovo x je podslovem slova y, jestlize existuji slova u a v takova, Ze
Yy = uxv.

Priklad:
@ Prefixy slova abaab jsou ¢, a, ab, aba, abaa, abaab.
@ Sufixy slova abaab jsou ¢, b, ab, aab, baab, abaab.

@ Podslova slova abaab jsou ¢, a, b, ab, ba, aa, aba, baa, aab, abaa,
baab, abaab.
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Mnozinu vsech slov tvofenych symboly z abecedy £ oznadujeme X*.

(Formalni) jazyk L v abecedé X je néjaka libovolnd podmnozina
mnoziny X*, tj. L C X*.

Pfiklad 1: Mnozina {00,01001, 1101} je jazyk v abecedé {0, 1}.

Priklad 2: Mnozina vSech syntakticky spravnych programi v jazyce C je
jazyk v abecedé tvorené mnozinou vSech ASCII znaki.

Priklad 3: Mnozina vSech textd obsahujicich sekvenci znakl ahoj je jazyk
v abecedé tvorené mnozinou viech ASCII znaki.
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Mnozinové operace na jazycich

Vzhledem k tomu, Ze jazyky jsou mnoziny, mizeme s nimi provadét
mnozinové operace:

Sjednoceni — L1 U L, je jazyk tvoreny slovy, kterd patfi bud do jazyka L;
nebo do jazyka L, (nebo do obou).

Pranik — L1 N Ly je jazyk tvoreny slovy, kterd patfi soucasné do jazyka
Ly i do jazyka L,.

Doplnék — L je jazyk tvoreny témi slovy ze I*, kterd nepatii do L;.

Rozdil — L; — Ly je jazyk tvoreny slovy, ktera patfi do L;, ale nepatfi
do Lg.

Poznamka: Pri operacich nad jazyky predpokladame, Ze jazyky, se
kterymi operaci provadime, pouzivaji tutéz abecedu X.
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Formalné:

Sjednoceni:

Pranik

Doplnék:

Rozdil

Poznamka:

Mnozinové operace na jazycich

LUl ={weX*|weliVwely)}
cLhinb={weX*|lweliAwe Ly}
L={weZ*|w¢l)

L —L={weX*lweliAw¢ Ly}

Predpokladame, ze Ly, L, C £* pro néjakou danou abecedu X.
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Mnozinové operace na jazycich

Priklad:
Uvazujme jazyky nad abecedou {a, b}.

@ L3 — mnozina vsech slov obsahujicich podslovo baa

@ L, — mnoZina vsech slov se sudym poctem vyskytil symbolu b

Pak

@ L1 ULy — mnozina vsech slov obsahujicich podslovo baa nebo sudy
pocet symboll b

@ L1 N Ly — mnozina vsech slov obsahujicich podslovo baa a sudy
pocet symboll b

@ L3 — mnoZina vsech slov, kterd neobsahuji podslovo baa

@ L3 — L — mnozina vsech slov, ve kterych se vyskytuje podslovo baa,
ale kde pocet symboll b neni sudy
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Zretézeni jazykl

Zietézeni jazykl Ly a Ly, kde L1, L, C X*, je jazyk L C X* takovy, ze pro
kazdé w € L* plati

wel « (Jueli)(dvel)w=u-v)

Ztetézeni jazyk( L; a Ly oznacujeme L - L.

Ptiklad:
Ly = {abb, ba}
L, = {a,ab, bbb}

Jazyk L; - L, obsahuje slova:

abba abbab abbbbb baa baab babbb
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lterace jazyka

Definice

Iterace jazyka L, oznacovana zapisem L*, je jazyk tvoreny slovy vzniklymi
zretézenim libovolného poctu slov z jazyka L.

Tj. w € L* pravé tehdy, kdyz

dneN:dwy,wo,...,wp €EL:w=wiwy - W,

Piiklad: L = {aa, b}

L* ={¢, aa, b, aaaa, aab, baa, bb, aaaaaa, aaaab, aabaa, aabb, . ..}

Poznamka: Pocet slov, kterd zfetézujeme, mize byt i 0, coz znamen3, ze
vzdy plati ¢ € L* (bez ohledu na to, zda ¢ € L nebo ne).
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Iterace jazyka — alternativni definice

Nejprve definujeme pro jazyk L a &islo k € N jazyk Lk
L0 = {¢}, Lk=1k1.L prok>1

To znamena

o =
[
L2
L3
L4
15 =

—
™
-

I
~r~r~r~r~
~r~~r
~r~
~
S

Piiklad: Pro L = {aa, b} jazyk L3 obsahuje nasledujici slova:

aaaaaa aaaab aabaa aabb baaaa baab bbaa bbb
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Iterace jazyka — alternativni definice

Alternativni definice

Iterace jazyka L je jazyk

L*:ULk

k>0

Poznamka:
YJrr=1ttutvrrutu--.
k>0
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lterace jazyka

Poznamka: Pouziva se také zapis L jako zkratka za L - L*, tj.

L*:ULk

k>1
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Zrcadlovy obraz

Zrcadlovy obraz slova w je slovo w zapsané ,,pozpatku”.

Zrcadlovy obraz slova w zna&ime wF

Pfiklad: w = AHOJ wPR = JOHA

Formalné mizeme definovat, Zze pro w = a1a2 - - - a, (kde a; € X) je

wR =anan1---a1.
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Zrcadlovy obraz

Zrcadlovy obraz jazyka L je jazyk tvoreny zrcadlovymi obrazy vsech slov
z jazyka L.
Zrcadlovy obraz jazyka L zna&ime LF.

LR={wR|welL)

Priklad: L = {ab, baaba, aaab}
LR = {ba, abaab, baaa}
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Usporadani na slovech

Predpokladejme urcité (linedrni) usporadani < symboll abecedy X,
tj. pokud £ ={ay, as,...,a,}, tak plati

N <a<...<a.
Priklad: £ = {a, b, ¢}, pfi¢emz a < b < c.

Na mnoziné * mizeme definovat nasledujici (linedrni) usporadani <;:
X <y y pravé tehdy, kdyz:
@ |x| < |y, nebo
o |x| = |y| a existuji slova u,v,w € X* a symboly a, b € X takové, ze
plati
X = uav y = ubw a<b

Neformalné mizeme fict v usporadani <; radime slova podle délky a
v rdmci stejné délky lexikograficky (podle abecedy).
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Usporadani na slovech

Vsechna slova nad abecedou £ mizeme pomoci usporadani <; seradit do
posloupnosti

Wo, W1, W2, ...
ve které se kazdé slovo w € X* vyskytuje pravé jednou a kde pro libovolna
i,j € N plati, Ze w; <, w; pravé tehdy, kdyz i < j.

Priklad: Pro abecedu X ={a, b, ¢} (kde a < b < ¢) bude zac4tek
posloupnosti vypadat nasledovné:

€, a, b, c,aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc, aaa, aab, aac, aba, abb, abc, . ..
Pokud budeme mluvit napfiklad o prvnich deseti slovech jazyka L C X*,

mame tim na mysli deset slov, kterd patfi do jazyka L a jsou mezi vSemi
slovy z jazyka L nejmensi vzhledem k usporadani <;.
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Regularni vyrazy
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Regularni vyrazy

Regularni vyrazy popisujici jazyky nad abecedou X:
o (), ¢, a (kde a € X) jsou regularni vyrazy:

() ... oznaluje prazdny jazyk
€ ... oznaluje jazyk {e}
a ... oznaluje jazyk {a}

o Jestlize «, 3 jsou reguldrni vyrazy, pak i (c+ B), (¢- ), (x*) jsou
reguldrni vyrazy:

(¢+ B) ... oznaluje sjednoceni jazyk( oznacenych o a 3
(- B) ... oznaluje zfetézeni jazyk( oznacenych o a 3
(a*) ... oznaluje iteraci jazyka oznaceného o

@ Neexistuji zadné dalsi regularni vyrazy nez ty definované podle
predchozich dvou bodd.
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Regularni vyrazy

Priklad: abeceda £ ={0,1}

@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.
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Regularni vyrazy

Priklad: abeceda £ ={0,1}

@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.

@ Protoze 0 i 1 jsou reguldrni vyrazy, je i (0 + 1) regularni vyraz.
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Regularni vyrazy

Priklad: abeceda £ ={0,1}
@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.
@ Protoze 0 i 1 jsou reguldrni vyrazy, je i (0 + 1) regularni vyraz.

@ Protoze 0 je reguldrni vyraz, je i (0*) reguldrni vyraz.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 264 / 508



Regularni vyrazy

Priklad: abeceda £ ={0,1}

@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.

@ Protoze 0 i 1 jsou reguldrni vyrazy, je i (0 + 1) regularni vyraz.

@ Protoze 0 je reguldrni vyraz, je i (0*) reguldrni vyraz.

@ Protoze (0+ 1) i (0*) jsou reguldrni vyrazy, je i ((0+ 1) - (0*))
regularni vyraz.
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Regularni vyrazy

Priklad: abeceda £ ={0,1}

@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.
@ Protoze 0 i 1 jsou reguldrni vyrazy, je i (0 + 1) regularni vyraz.
@ Protoze 0 je reguldrni vyraz, je i (0*) reguldrni vyraz.

@ Protoze (0+ 1) i (0*) jsou reguldrni vyrazy, je i ((0+ 1) - (0*))
reguldrni vyraz.

Poznamka: Jestlize « je reguldrni vyraz, zapisem [«] oznalujeme jazyk
definovany regularnim vyrazem «.

[((0+1)-(0%))] ={0, 1, 00, 10, 000, 100, 0000, 1000, 00000, ...}
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Regularni vyrazy

Strukturu reguldrniho vyrazu si mizeme zndzornit abstraktnim
syntaktickym stromem:
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Regularni vyrazy

Formalni definice sémantiky reguldrnich vyrazi:

9
=

[
[
[
[
[
[
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Regularni vyrazy

Vv

ndsleduji pravidla:

@ Vynechiavame vnéjsi par zavorek.

@ Vynechdvame zavorky, které jsou zbytecné vzhledem k asociativité
operaci sjednoceni (+) a zfetézeni (-).

@ Vynechivame zavorky, které jsou zbytecné vzhledem k priorité operaci
(nejvyssi prioritu ma iterace (*), mensi zfetézeni () a nejmensi
sjednoceni (+)).

@ Nepiseme tecku pro zretézeni.

Priklad: Misto
(((((0-1)*)-1)-(1-1)) + (((0-0) +1)*))
obvykle piseme

(01)*111 + (00 4 1)*
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.
0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0

01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
0+ 1 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1
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Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0

01
0+1
O*

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0
. jazyk tvoreny jedinym slovem 01
. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

Regularni vyrazy
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0

01
0+1
O*
(01)*

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0

. jazyk tvoreny jedinym slovem 01

. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

. jazyk tvoreny slovy €, 01, 0101, 010101, ...
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0

01
0+1
o

(01)*
(0+1)*

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0

. jazyk tvoreny jedinym slovem 01

. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

. jazyk tvoreny slovy €, 01, 0101, 010101, ...

. jazyk tvofeny viemi slovy nad abecedou {0, 1}
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Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0

01

0+1

o

(01)*
(0+1)*
(0+1)*00

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0

. jazyk tvoreny jedinym slovem 01

. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

. jazyk tvoreny slovy €, 01, 0101, 010101, ...
. jazyk tvofeny viemi slovy nad abecedou {0, 1}

. jazyk tvoreny viemi slovy koncicimi 00

Regularni vyrazy
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
0+ 1 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1
0* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

(01)* ... jazyk tvofeny slovy ¢, 01, 0101, 010101, ...
(0+1)* ... jazyk tvoreny vsemi slovy nad abecedou {0, 1}
(0+1)*00 ... jazyk tvoreny vSemi slovy koncicimi 00

(01)*111(01)* ... jazyk tvofeny vSemi slovy obsahujicimi podslovo 111
predchizené i nasledované libovolnym poctem slov 01
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Regularni vyrazy

(0+1)*00 + (01)*111(01)* ... jazyk tvoreny viemi slovy, kterd bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
ndsledované libovolnym poctem slov 01
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ndsledované libovolnym poctem slov 01

(0+1)*1(0+1)* ... jazyk tvoreny viemi slovy obsahujicimi alespon
jeden symbol 1

0*(10*10*)* ... jazyk tvorfeny vsemi slovy obsahujicimi sudy pocet
symbold 1
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Konecné automaty
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Rozpoznavani jazyka

Pfiklad: Uvazujme slova nad abecedou {0, 1}.

Chtéli bychom rozpozndvat jazyk L, ktery je tvoren slovy, ve kterych se
vyskytuje sudy pocet symbold 1.

Chceme navrhnout zafizeni, které precte slovo, a sdéli ndm, zda toto slovo
patfi do jazyka L ¢i ne.
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Rozpoznavani jazyka

Prvni napad: Pocditat poclet vyskytli symboll 1.
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Rozpoznavani jazyka
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Rozpoznavani jazyka
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Rozpoznavani jazyka

Prvni napad: Pocditat poclet vyskytli symboll 1.

ANO - 6 je sudé &islo
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Rozpoznavani jazyka

Druhy néapad: Ve skuteCnosti nds zajima pouze, zda pocet dosud
prectenych symbolid 1 je sudy nebo lichy (tj. misto Eisla si stadi pamatovat
jen jeho posledni bit).
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Rozpoznavani jazyka

Chovani tohoto zafizeni mizeme popsat grafem:

© ©
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Rozpoznavani jazyka
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Rozpoznavani jazyka
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Rozpoznavani jazyka

Chovani tohoto zafizeni miiZeme popsat grafem:
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Deterministicky konecny automat

Deterministicky konecny automat se sklada ze stavli a prechodu.
Jeden ze stavil je oznacden jako pocatecni stav a nékteré ze stavill jsou
oznaceny jako pfijimajici.
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Deterministicky konecny automat

Formalné je deterministicky kone¢ny automat (DKA) definovéan jako
pétice

kde:

N
]
]
]
]

(Q> 2767‘70) F)

Q je neprazdna kone¢nd mnozina stav

¥ je abeceda (neprazdna kone¢nd mnozina symboli)

0:Q x X — @ je prechodova funkce

go € Q je pocatecni stav

F C Q je mnoZina prijimajicich stavi

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Deterministicky konecny automat

o Q=1{1,2,3,4,5) 5(La)=2  8(1L,b) =1
X :{a,b} 6(2,&) =4 6(2>b) =5
o=l 5(3,a) =1  5(3,b) —4

5(4,2) =1  5(4b) =3
° F={1,4,5 5(5,a) =4  5(5,b) =5
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Deterministicky konecny automat

Misto zapisu

Z. Sawa (VSB-TUO)

§(l,a)=2  8(1,b) =1
5(2,a) =4  8(2,b) =5
§(3,a)=1  5(3,b) =4
5(4,a)=1  6(4,b) =3
5(5,a)=4  5(5b) =5

Vv

dla b
=12 1
214 5
311 4
—4 |11 3
—5|4 5
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Deterministicky konecny automat
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Deterministicky konecny automat
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Deterministicky konecny automat

125225
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Deterministicky konecny automat
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Deterministicky konecny automat

1252252423
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Deterministicky konecny automat

U R N

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 279 / 508



Deterministicky konecny automat

Méjme DKA A= (Q, L, 5, qo, F).

Zéapisem g — q’, kde g,q’ € Q a w € L*, budeme oznadovat to, ze
pokud je automat ve stavu g, tak prectenim slova w prejde do stavu q’.

Poznamka: —C Q x I* x @ je ternarni relace.

Misto (g, w, q') €— piseme q — q'.

Pro DKA plati, ze pro libovolny stav g a libovolné slovo w existuje pravé
jeden stav g’ takovy, ze ¢ — q’.
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Deterministicky konecny automat

Relaci — muzeme formalné definovat ndsledujici induktivni definici:
@ g — g pro libovolné g € Q@

@ ProaeXawel™
g 2% g’ pravé tehdy, kdy? existuje q” € Q takové, 7e 5(g,a) = ¢ a
q// l) q/_
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Deterministicky konecny automat

Slovo w € X* je prijimano deterministickym kone¢nym automatem
A=(Q,L,5, qg, F) pravé tehdy, kdyZ existuje stav g € F takovy, Ze

G — q.

Definice

Jazyk rozpoznavany (pfijimany) danym deterministickym kone¢nym
automatem A = (Q, X, d, qo, F), oznaovany L(A), je mnozina vech slov
prijimanych timto automatem, tj.

LA ={weZ*|3geF:q — q}
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Regularni jazyky

Jazyk L je regularni pravé tehdy, kdyz existuje néjaky deterministicy
koneény automat A, ktery jej prijima, tj. DKA A, takovy, ze L(A) = L.
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Ekvivalence automatu

s (0

:

o

b

b
—@
a a

Vsechny 3 automaty pfijimaji jazyk vSech slov se sudym poctem a.
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Ekvivalence automatu

O konecnych automatech A;, A, fekneme, ze jsou ekvivalentni, jestlize
L(A1) = L(A2).
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Nedosazitelné stavy automatu

@ Automat pfijima jazyk L ={w € {a, b}* | w obsahuje podslovo ab}
@ Pro zadnou posloupnost vstupnich symbol( se automat nedostane do
stavi 3, 4 nebo 5.
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Nedosazitelné stavy automatu

@ Automat pfijima jazyk L ={w € {a, b}* | w obsahuje podslovo ab}

@ Pro zadnou posloupnost vstupnich symbol( se automat nedostane do
stavll 3, 4 nebo 5.

@ Pokud tyto stavy odstranime, pordd automat pfijima stejny jazyk L.
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Nedosazitelné stavy automatu

Stav g kone¢ného automatu A = (Q, %, 8, qo, F) je dosazitelny pokud
existuje n&jaké slovo w takové, Ze gy — q.

V opacném pripadé stav nazyvdme nedosazitelny.

@ Do nedosazitelnych stavil nevede v grafu automatu zadna orientovana
cesta z pocatecniho stavu.

@ Nedosazitelné stavy mizeme z automatu odstranit (spolu se vemi
prechody vedoucimi do nich a z nich). Jazyk pfijimany automatem se

nezméni.
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Automat pro prinik jazyk(

Mame nasledujici dva automaty:

Prijmou oba slovo ababb?
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Automat pro prinik jazyk(

Mame nasledujici dva automaty:

a
@%
b b

Prijmou oba slovo ababb?
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(

Mame nasledujici dva automaty:

a
@5
b b

Prijmou oba slovo ababb?
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Automat pro prinik jazyk(

Mame nasledujici dva automaty:
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o

Prijmou oba slovo ababb?
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Automat pro prinik jazyk(

Mame nasledujici dva automaty:
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(

a
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b b
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(
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Automat pro prinik jazyk(

Formalné mizeme popsat tuto konstrukci nasledovné:

Predpokladame, ze mame dva deterministické konec¢né automaty
A1 = (Q1, %, 81,901, F1) @ Az = (@2, £, 82, qoz2, F2).
K nim setrojime DKA A = (Q, %, d, qo, F) kde:

0 Q=01 x @

@ 0((q1,q2),a) = (01(q1,a),02(q0,a)) pro viechna g1 € Q1, g2 € Qo,
ack

@ qo = (qo1, go2)
o F=FXxFk

Neni tezké ovéfit, ze pro libovolné slovo w € L* plati, Ze w € L(A) pravé
tehdy, kdyz w € L(A1) a w € L(A)), tj.

L(A) = L(A1) N L(A2)
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Prinik regularnich jazyk

Jestlize jazyky L1, Ly C X* jsou regularni, pak také jazyk L N Ly je
reguldrni.

Duikaz: Predpokladejme, ze A1 a As jsou deterministické konecné
automaty takové, ze

Ly = L(Ay) Ly = L(A2)

Popsanou konstrukci k nim mizeme sestrojit deterministicky konec¢ny
automat A takovy, ze

L(A) = L(A1) N L(Ay) = L1 N Ly
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Automat pro sjednoceni jazyki
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Automat pro sjednoceni jazyki
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Automat pro sjednoceni jazyki
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Sjednoceni regularnich jazyk(

Konstukce automatu A, ktery pfijima sjednoceni jazykd prijimanych
automaty A; a A, tj. jazyk

L(A1) U L(A1)

je témé¥ stejnd jako v pfipadé automatu pfijimajiciho L(A1) N L(A2).
Jediny rozdil je v definici mnoziny pfijimajicich stavi:

o F=(FAx®Q)U(Q x F)
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Sjednoceni regularnich jazyk(

Konstukce automatu A, ktery pfijima sjednoceni jazykd prijimanych
automaty A; a A, tj. jazyk

L(A1) U L(A1)

je témé¥ stejnd jako v pfipadé automatu pfijimajiciho L(A1) N L(A2).

Jediny rozdil je v definici mnoziny pfijimajicich stavi:

o F=(FAx®Q)U(Q x F)

Jestlize jazyky L1, Ly C X* jsou reguldrni, pak také jazyk L; U Ly je

regularni.
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Automat pro doplnék jazyka
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Automat pro doplnék jazyka
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Doplnék regularniho jazyka

K DKA A= (Q, %, 9, qo, F) sestrojime DKA A’ = (Q, %, 0, q0, @ — F).

Je odividné, Ze pro kazdé slovo w € L* plati, Ze w € L(A’) pravé tehdy,
kdyz w € L(A), tj.

L(A") = L(A)

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Doplnék regularniho jazyka

K DKA A= (Q, %, 9, qo, F) sestrojime DKA A’ = (Q, %, 0, q0, @ — F).

Je odividné, Ze pro kazdé slovo w € L* plati, Ze w € L(A’) pravé tehdy,
kdyz w € L(A), tj.

L(A") = L(A)

Jestlize jazyk L je regularni, pak také jeho doplnék L je regularni.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

@ Z jednoho stavu mize vézt libovolny (i nulovy) pocet prechodu
oznacenych stejnym symbolem.

@ V automatu mdze byt vic nez jeden pocatecni stav.
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Nedeterministicky kone¢ny automat
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Nedeterministicky kone¢ny automat
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Nedeterministicky kone¢ny automat

1253244
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Nedeterministicky kone¢ny automat

125324242
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Nedeterministicky kone¢ny automat

125324252 55
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Nedeterministicky kone¢ny automat

12532422 25 25
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Nedeterministicky kone¢ny automat
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Nedeterministicky kone¢ny automat
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Nedeterministicky kone¢ny automat

125225
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Nedeterministicky konecny automat prijima dané slovo, jestlize existuje
alespon jeden jeho vypocet, ktery vede k prijeti tohoto slova.

/

ANO ANO  NE NE ANO NE NE ANO NE
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Nedeterministicky konecny automat prijima dané slovo, jestlize existuje
alespon jeden jeho vypocet, ktery vede k prijeti tohoto slova.

VAN
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Nedeterministicky kone¢ny automat

a b
—11]1234 1
2 — 5
—3 — 4
4 2 3,5
) — 5

Priklad: Les reprezentujici vSéechny mozné vypocty nad slovem abb.
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Nedeterministicky kone¢ny automat

Formalné je nedeterministicky koneény automat (NKA) definovéan jako
pétice

(Q,%,d,1,F)
kde:
Q je kone¢nd mnozina stavi
Y je konecnd abeceda
5:Q x X — P(Q) je prechodova funkce
I C @ je mnozina pocatecnich stavi

e © 6 6 ¢

F C Q je mnoZina prijimajicich stavi

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 300 / 508



Prevod NKA na DKA
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Prevod NKA na DKA
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Prevod NKA na DKA
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Prevod NKA na DKA
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0 0 0
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Prevod NKA na DKA

‘ a b
-1 — 2,3

—212,3 3

3/ 1 —
a b a b
—1{1,2} | (2,3} {2,3 —1]2 2
2,3} | {1,2,3} {3} 213 4
—{1,2,3} | {1,2,3} {2,3} «—3(3 2
(3} 1} 0 415 6
—{1} 0 2,3} «~5[6 2
0 0 0 6|6 6
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Prevod NKA na DKA

Poznamka: P¥i prevodu nedeterministického automatu, ktery ma n stavd,
mize mit vysledny deterministicky automat az 2" stavd.

Napriklad pri prevodu automatu, ktery ma 20 stavl, mdze vzniknout
automat, ktery ma 229 = 1048576 stavd.

Casto ma sice vysledny automat podstatné méné nez 2" stavii, nicméné
tyto nejhorsi pripady obcas nastavaji.
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

1253244
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

125324541
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

1253254551250
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

1253245512225
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

125324551252 25 25
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

Oproti nedeterministickému kone¢nému automatu ma zobecnény
nedeterministicky konecny automat tzv. e-prechody, tj. prechody
oznacené symbolem e.

P¥i provadéni e-prechodu se méni pouze stav fidici jednotky, ale hlava na
pasce se neposouva.

Poznamka: Vypoclty zobecnéného nedeterministického automatu mohou
byt libovolné dlouhé a dokonce i nekoneéné (pokud graf obsahuje cyklus
tvofeny ¢-prechody) bez ohledu na délku slova na pésce.
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Zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat

Formalné je zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat (ZNKA)
definovan jako pétice
(Q,%,8,/,F)

kde:

@ @ je kone¢nd mnozina stavii

@ X je koneCna abeceda

0 0:Q x (XU{e}) = P(Q) je pfrechodova funkce

@ | C @ je mnozina pocatecnich stavi

°

F C Q je mnozina prijimajicich stavii

Poznamka: Na NKA miZeme nahlizet jako na specialni pripad ZNKA,
kde 5(q, ¢) = () pro véechna g € Q.
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Prevod na deterministicky kone¢ny automat

Zobecnény nedeterministicky konecny automat je mozné prevést na
deterministicky podobnou konstrukci jako nedeterministicky konecny
automat, s tim rozdilem, Ze do mnozin stavii musime vzdy pfidat navic i

vSechny stavy dosazitelné z jiz pridanych stavli néjakou sekvenci
e-prechodil.
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Prevod ZNKA na DKA

Predtim, neZ formalné popiSeme pfevod ZNKA na DKA, zavedme si
nékolik pomocnych definic.

Predpoklddejme n&jaky dany ZNKA A = (Q, X, 5, /, F).

Definujme funkci & : P(Q) x (ZU{e}) — P(Q) tak, 2e pro K C Q a
a€ XU{e}je

S(K)a) = U 6((],8)

geK
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Prevod ZNKA na DKA

Pro K C Q oznaéme Cl.(K) mnoZinu vSech stavii dosazitelnych ze stavi
z mnoziny K néjakou libovolnou sekvenci e-prechodd.

To znamend, ze funkce Cl; : P(Q) — P(Q) je definovdna tak, Ze pro
K C Q je Cl.(K) nejmensi (vzledem k inkluzi) mnozina spliiujici
nasledujici dvé podminky:

o K C (l:(K)
@ Pro kazdé g € CI.(K) plati, ze 6(q,¢) C Cl.(K).

Poznamka: Vsimnéme si, Ze pro libovolné K je Cl.(Cl:.(K)) = Cl:(K).

Vsimnéme si také, ze v pripadé NKA (kde 5(q, ) = () pro kazdé g € Q) je
Cl.(K) =K.
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Prevod ZNKA na DKA

K danému ZNKA A = (Q, %, 5, /, F) nyni miZeme sestrojit DKA
A= (Q',L,5',qb, F'), kde:

o Q'=P(Q) (K € Q' tedy znamen3, Ze K C Q)
00 :Q' xX— Qjedefinovd tak, Zepro K € Q" aac L je

§'(K,a) = CL.(8(Cl:(K), a))

° qé = Cl¢(1)
o F/={KeQ'|Cl:(K)NF # 0}

Neni tezké ovéfit, ze L(A) = L(A).
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Zretézeni jazykl

Y ={a,b,c,d}

Ai: Az:
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Zretézeni jazykl

Y ={a,b,c,d}

Ai: Az:

A:
b d
O—=0O——O——0

L(A) = L(A1) - L(A2)
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Zretézeni jazykl

Y ={a,b,c,d}

Ali A2:

Chybna konstrukce:

acdbac € L(A), ale acdbac & L(A1) - L(A2)

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 313 / 508



Zretézeni jazykl
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Zretézeni jazykl
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lterace jazyka
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lterace jazyka
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Sjednoceni jazykd

Alternativni konstrukce pro sjednoceni jazyk:
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Sjednoceni jazykd

Alternativni konstrukce pro sjednoceni jazyk:
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Uzavrenost tridy regularnich jazyk

Mnozina (vSech) regularnich jazyki je uzaviend vici operacim:

©

sjednoceni
prinik
doplnék

°

°

@ zfetézeni
@ iterace
°

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 317 / 508



Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Kazdy jazyk, ktery je mozné vyjadrit regularnim vyrazem, je regularni
(tj. rozpoznavany néjakym kone¢nym automatem).

Dukaz: Stadi ukdzat, jak k danému reguldrnimu vyrazu o zkonstruovat
kone¢ny automat, ktery rozpoznava jazyk [o].

Konstrukce je rekurzivni a postupuje podle struktury vyrazu o

@ Pokud je « elementdrni vyraz (tj. (), ¢ nebo a):
o Sestrojime pfimo odpovidajici automat.

@ Pokud je o tvaru (B +7v), (B -v) nebo (B*):

@ Rekurzivné sestrojime automaty rozpozndvajici jazyky [B] a [v].
@ Z nich sestrojime automat rozpoznavajici jazyk [«].
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Prevod regularniho vyrazu na konec

Automaty pro elementarni vyrazy:

~O ~0 ~0—-0

0 € a
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Automaty pro elementarni vyrazy:

-0 ~0 ~0—-0

0 € a

Konstrukce pro sjednoceni:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Automaty pro elementarni vyrazy:

-0 ~0 ~0—-0

0 € a

Konstrukce pro sjednoceni:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Konstrukce pro zretézeni:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Konstrukce pro zretézeni:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Konstrukce pro zretézeni:

Konstrukce pro iteraci:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Konstrukce pro zretézeni:

Konstrukce pro iteraci:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1) - 1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1) - 1)*:

COC
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1) - 1)*:

COC

—0——0
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1) - 1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1) - 1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1) - 1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Priklad: Konstrukce automatu pro vyraz ((0+1) - 1)*:
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Prevod regularniho vyrazu na konecny automat

Pokud se vyraz o skldda z n znak( (nepocitdme-li zavorky), ma vysledny
automat:

@ nejvysSe 2n stavd,
@ nejvyse 4n prechodi.
Poznamka: Prevodem ze zobecnéného nedeterministického automatu na

deterministicky vsak muize pocet stavl vzrist exponencialné, tj. vysledny
automat pak mize mit az 22" = 4" stavi.
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Kazdy regularni jazyk je mozné popsat n€jakym reguldrnim vyrazem.

Dukaz: Stadi ukazat, jak pro libovolny kone¢ny automat A zkonstruovat
reguldrni vyraz o takovy, ze [a] = L(A).

@ A upravime tak, aby mél pravé jeden pocatecni a pravé jeden koncovy
stav.

@ Budeme postupné odebirat jednotlivé stavy.
@ Prechody budou oznaceny regularnimi vyrazy.

@ Zbude automat se dvéma stavy — pocate¢nim a koncovym, a jednim
prechodem ohodnocenym vyslednym reguldrnim vyrazem.
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Hlavni myslenka: PFi odstranovani stavu g nahradit pro kazdou dvojici
zbylych stavii g, g, cestu z g; do g, vedouci pres q.

Po odstranéni stavu g:
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 325 / 508



Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

a(b+aa)*

b+a(b+aa)*ab s—i—(a—i—ba)(b—i—aa)*

bb + (a + ba)(b + aa)*ab
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Prevod konecného automatu na regularni vyraz

Ptiklad:

a(b+ aa)*+
(b+ a(b + aa)*ab)
(bb + (a+ba)(b + aa)*ab)*

4»@ (€+(a+ba)(b+aa)*) @

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 325 / 508



Ekvivalence kone¢nych automat(i a regularnich vyrazi

Jazyk je regularni pravé tehdy, kdyZ je ho mozné popsat regularnim
vyrazem.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 326 / 508



Bezkontextové gramatiky
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chtéli bychom popsat jazyk aritmetickych vyraz( obsahujici
vyrazy jako napriklad:

175 (9+15) (((10-4)*((1+34)+2)) / (3+(-37)))

Pro jednoduchost predpokladejme:

@ Vyrazy jsou plné uzdvorkované.

@ Jediné aritmetické operace jsou “+", “=", “x" “/" a undrni “-".

@ Hodnoty operandi jsou pfirozena Cisla zapsana v desitkové soustavé
— zapis Cisla je neprazdna posloupnost dislic.

Abeceda jazyka: £ ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+,—,%,/, (,)}
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Bezkontextové gramatiky

Pfiklad (pokr.): Popis pomoci induktivni definice:

o Cislice je libovolny ze znakti 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

o Cislo je neprazdna posloupnost &islic, tj.:
@ Pokud je «x dislice, tak « je Cislo.

@ Pokud « je Cislice a 3 je Cislo, tak i xf3 je Cislo.

@ Vyraz je libovolna posloupnost symbolil vytvorena podle nésledujicich

pravidel:
@ Pokud je x &islo, tak « je vyraz.
@ Pokud « je vyraz, tak i (-) je vyraz.
@ Pokud o a 3 jsou vyrazy, tak i (a+3) je vyraz.
@ Pokud o a 3 jsou vyrazy, tak i (x-f3) je vyraz.
o Pokud o a 3 jsou vyrazy, tak i (a*[3) je vyraz.
o Pokud o a 3 jsou vyrazy, tak i («/3) je vyraz.
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Bezkontextové gramatiky

Priklad (pokr.): Zpisob zapisu téze informace jako v pfedchozi induktivni
definici pomoci bezkontextové gramatiky:

Zavedeme nasledujici pomocné symboly — témto symbolim se Fika
neterminaly:

@ D — zastupuje libovolnou dislici
@ C — zastupuje libovolné Cislo
@ E — zastupuje libovolny vyraz

D—o0 D —5 E=C
D—1 D— 6 £— CE
D — 2 D—7 ¢=D £ — (E+E)
C - DC E — (E-E)
D— 3 D —8
D— 4 D — 9 E — (ExE)
E — (E/E)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad (pokr.): Stru¢néjsi zpisob zapisu:

D—>ol1]2]3]|4|5|6]7]8]9
C—-D|DC
E— C|(-E) | (E+E) | (E-E) | (ExE) | (E/E)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Jazyk, kde slova jsou (pfipadné i prazdné) posloupnosti vyrazl
popsanych v predchozim prikladé, kde jednotlivé vyrazy jsou oddéleny
¢arkami (abecedu je tfeba rozsifit o symbol “,"):

S—T|e

T—->E|E, T
D—-o0|1]2]|3|4|5|6|7]|8]|9

C - D|DC

E— C|(-E)| (E+E) | (E-E) | (ExE) | (E/E)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Prikazy néjakého programovaciho jazyka (fragment gramatiky):

S—E; | T|if (E) S|if (E) S else S

| while (E) S|do S while (E); | for (F;F;F) S

| return F;
T—-{U}
U—e|SU
F—e¢elE
E—

Poznamka:

)

e © ¢ ¢

S — prikaz

T — blok prikazl

U — sekvence prikazil

E — vyraz

F — vyraz, ktery je mozno vynechat
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Bezkontextové gramatiky

Formalné je bezkontextova gramatika definovana jako Ctvefice
G = (n> z, 5) P)

kde:

(4

IT je kone¢nd mnozina neterminalnich symboli (neterminali)

(]

L je kone¢nd mnozina terminalnich symbold (terminali),
pficemz TTN L = ()

[

S €11 je pocatecni neterminal

©

P CTIx (TTUX)* je kone¢nd mnozina prepisovacich pravidel
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Bezkontextové gramatiky

Poznamky:

@ Pro oznacdeni netermindlnich symbol(i budeme pouzivat velkd pismena
A B, C, ...

@ Pro oznacdeni terminalnich symbol budeme pouZivat mala pismena a,
b, ¢, ... nebo Cislice 0, 1, 2, ...

@ Pro oznaceni fetézcii z (TTU X)* budeme pouzivat mald pismena fecké
abecedy «, B, v, ...

@ Misto zdpisu (A, «) budeme pro pravidla pouzivat zapis
A—-

A — leva strana pravidla
o — prava strana pravidla
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Gramatika G = (TT, X, S, P), kde

o IMT={A,B,(C}

o X ={a b}

e S5S=A

@ P obsahuje pravidla
A — aBBb
A — AaA
B — ¢
B — bCA
C — AB
C—a
C—b
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Bezkontextové gramatiky

Poznamka: Pokud mame vice pravidel se stejnou levou stranou, jako treba

A — X1 A — X2 A — X3
muzZeme je strucnéji zapsat jako

A— x| ool as

Napriklad pravidla dfive uvedené gramatiky mizZeme zapsat jako

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|alb
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Bezkontextové gramatiky

Gramatiky slouzi ke generovani slov.

Priklad: G = (TT, L, A, P), kde TT = {A, B, C}, £ = {a, b} a P obsahuje
pravidla
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B — ¢ | bCA

C—>ABlalb

Napriklad slovo abbabb je mozné v gramatice G vygenerovat nasledujicim
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Bezkontextové gramatiky

Na fetézcich z (TTU X)* definujeme relaci =C (TTU Z)* x (TTU £)*
takovou, Ze
o= o

pravé kdyz o« = 31AB2 a o' = B1yPR2 pro néjakd B, P2,y € (TTUX)* a
ATl kde (A — v) e P.

Ptiklad: Jestlize (B — bCA) € P, pak

aCBbA = aCbCAbA

Poznamka: Neformalné Feeno zdpis o« = o’ znamend, Ze z « je mozné
jednim krokem odvodit o, a to tak, Ze vyskyt néjakého netermindlu A v «
nahradime pravou stranou néjakého pravidla A — 7y, kde se A vyskytuje
na levé strané.
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Bezkontextové gramatiky

Derivace délky n je posloupnost Bo, B1, B2, -, Pn, kde B; € (TTUX)* a
kde ;-1 = B; pro vSechna 1 </ < n, coz mizeme struénéji zapsat

60:>[31:>B2:>...:>Bn—1:>[5n

Skuteénost, Ze pro dané o, ' € (TTU £)* a n € N existuje né&jaka derivace
[30 = [51 = [32 = ...= Bn—l = an kde o = BO ao = an ZaPiSUjeme

a="o
Skute&nost, ze o« =" o’ pro n&jaké n > 0, zapisujeme
o =% o

Poznamka: Relace =* je reflexivnim a tranzitivnim uzavérem relace =
(tj. nejmensi reflexivni a tranzitivni relaci obsahujici relaci =).
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Bezkontextové gramatiky

Vétné formy jsou ty o € (TTU L)*, pro které plati
S="«a

kde S je pocatedni netermindl.
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Bezkontextové gramatiky

Jazyk L(G) generovany gramatikou G = (TT, X, S, P) je mnozina vSech
slov v abecedé X, ktera lze odvodit néjakou derivaci z pocatecniho
neterminalu S pomoci pravidel z P, tj.

L(G)={wez|S="w
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk

L={a"b"| n>0}
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk
L={a"b" | n> 0}
Gramatika G = (TT, £, S, P), kde TT ={S}, £ ={a, b} a P obsahuje

S —aSh|e
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S —aSh|e

S=c¢

S=aSb= ab

S = aSb = aaSbb = aabb

S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaabbb

S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaaaSbbbb = aaaabbbb
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvofit gramatiku generujici jazyk tvoreny vsemi
palindromy nad abecedou {a, b}, tj.

L={we{aby|w=w"

Poznamka: wf oznaduje tzv. zrcadlovy obraz slova w, tj. slovo w

zapsané pozpatku.
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre uzavorkovanymi sekvencemi symboli ‘(" a ‘).

Naptiklad (O O)(O) €L, ale)()) & L.
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Bezkontextové gramatiky
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S—el(S)]|SS

$=55=(85S5= (55 = (855 = (5SS =
(08 S) = (OGNS = (VOIS = (ODO)WS) =
OO)O)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre vytvorenymi aritmetickymi vyrazy, kde operandy jsou vzdy tvaru ‘a’,
a kde jako operatory mizeme pouzivat symboly + a x.

Naptiklad (a+a)*xa+ (axa) € L.
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E=E+E=ExE+E= (E)xE+E=(E+E)xE+E=
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Derivacni strom

A = aBBb | AaA
B — ¢e| bCA
C - ABlalb
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a B B b
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Derivacni strom

a /B/A\B\ b
A = aBBb | AaA b/C/ \A

B — ¢e| bCA
C - ABlalb

A= aBBb = abCABb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA b/C/ \A

B — ¢e| bCA
C - ABlalb

A= aBBb = abCABb
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA b/C/ \A

B — ¢e| bCA
C - ABlalb

A= aBBb = abCABb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
At 70N

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
g:i\gﬁcjw YZANN

a B B b

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
f‘:i\gﬁcjw YZANN

a B B b
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Derivacni strom

a B
A — aBBb | AaA b/C/ \
B — ¢ | bCA

C o AB Al b /TN

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb
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Derivacni strom

A
N
a B B b
A — aBBb | AaA b/C/ \A
B | bCA
C o aB ol /B/\B\b

\

£

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb
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Derivacni strom

A
N
a B B b
A — aBBb | AaA b/c/ \A
B | bCA o
CaB s /B/\B\b

\

£
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Derivacni strom

//A\B\b
A — aBBb | AaA //\
cam / //\\
\

£
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
B — ¢ | bCA
C—>A:|B|a|b b/a/B/\B\b

\

£
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/c/ \A

B —¢| bCA
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/\A \8
B — ¢| bCA

C—>A:|B|a|b b/a/B/\B\b

\

£
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/\A \
B — ¢ | bCA
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/\A \
B —¢| bCA
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£
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Derivacni strom

A — aBBb | AaA b/C/ \ \

A €
gl N

b a B B b

I

£

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb = abbabb
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/\A \8
ARV /I

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb = abbabb
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Derivacni strom

Kazdé derivaci odpovidd néjaky derivacni strom:

4

)

(4

(]

Vrcholy stromu jsou ohodnoceny termindly a neterminaly.

Koren stromu je ohodnocen pocdate¢nim neterminalem.

Listy stromu jsou ohodnoceny termindly nebo symboly .

Ostatni vrcholy stromu jsou ohodnoceny neterminily.

Pokud je vrchol ohodnocen netermindlem A, pak jeho potomci jsou

ohodnoceni symboly pravé strany néjakého prepisovaciho pravidla

A — .
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Leva a prava derivace

ESE+E|ExE|(E)|a

Leva derivace je derivace, ve které v kazdém kroku nahrazujeme vzdy
nejlevéjsi netermindl.

E=E+E=ExE+E=axE+E=axa+E=axa+a

Prava derivace je derivace, ve které v kazdém kroku nahrazujeme vzdy
nejpravéjsi netermindl.

E=E+E=E+a=ExE+a=Exata=axa+ta

Derivace vSak nemusi byt ani leva ani prava:

E=E+E=ExE+E=Exa+E=Exat+a=axa+ta
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Leva a prava derivace

@ Jednomu derivaénimu stromu muze odpovidat vice riiznych derivaci.

@ Kazdému derivaénimu stromu odpovida pravé jedna leva a pravé
jedna prava derivace.
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Ekvivalence gramatik

Gramatiky G; a Gy jsou ekvivalentni, jestlize generuji tentyz jazyk, tj.
jestlize L(Gy) = L(Gy).

Poznamka: Problém ekvivalence bezkontextovych gramatik je
algoritmicky nerozhodnutelny. Da se dokazat, ze neni mozné vytvorit
algoritmus, ktery by pro libovolné dvé bezkontextové gramatiky rozhodl,
zda jsou ekvivalentni ¢i ne.

Dokonce je algoritmicky nerozhodnutelny i problém, zda gramatika
generuje jazyk XI*.
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Nejednoznacné gramatiky

Gramatika G je nejednoznacna, jestlize existuje néjaké slovo w € L(G),

kterému pfislusi dva riizné derivacni stromy, resp. dvé riizné levé Ci dvé
rizné pravé derivace.

Ptiklad:

E=E+E=E+xE+E=axE+E=axat+E=axa+ta
E=ExE=E+xE+E=axE+E=axat+E=axa+ta

SN SN
SN N

E * a a E E
| | |
a a a
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Nejednoznacné gramatiky

Nékdy je mozné nejednoznacnou gramatiku nahradit gramatikou, kterd
generuje tentyZ jazyk, ale neni nejednoznacna.

Priklad: Gramatiku

E—-E+E|ExE|(E)|a

muzeme nahradit ekvivalentni gramatikou

EST|T+HE
T F|FxT
F—al(E)

Poznamka: Pokud se nejednoznacna gramatika zadnou ekvivalentni

jednoznacnou gramatikou nahradit neda, rikdme, Ze je podstatné
nejednoznacna.

Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky

20. kvétna 2014 353 / 508



Bezkontextové jazyky

Jazyk L je bezkontextovy, jestlize existuje bezkontextova gramatika G
takova, ze L = L(G).

Trida bezkontextovych jazykil je uzavrena vici:
@ zfetézeni
@ sjednoceni

@ iteraci

Trida bezkontextovych jazyk( vSak neni uzaviend vidi:
@ doplnku

@ priniku
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Bezkontextové jazyky

Méme dény gramatiky Gy = (111, X, 51, P1) a Go = (T, £, S, P2),
pficemz mizeme predpokladat, ze Ty NTI, =0 a S & TT; UTI,.

@ Gramatika G takova, Zze L(G) = L(Gy)L(Gy):

G = (ﬂl UTl, U{S}, >, 5, Py U P U{S — 5152})

@ Gramatika G takova, Zze L(G) = L(Gy) U L(Gy):

G = (T U, U{S}, XS, PLUP,U{S — 5,5 — )

@ Gramatika G takova, Zze L(G) = L(Gy)*:

G=(MU{SLZXL S PLU{S — &S — 55}
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Algoritmy

Z. Sawa (VSB-TUO) Jvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 356 / 508



Algoritmy

Priklad: Popis algoritmu pomoci pseudokédu:

Algoritmus 1: Algoritmus pro nalezeni nejvétsiho prvku v poli

1 FIND-MAX (A, n):

2 begin

3 k=0

4 fori:=1ton—1do
5 if Ali] > Alk] then
6 k=i

7 end

8 end

9 return Alk]

10 end

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky
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Algoritmy

Algoritmus

@ zpracovdva vstup

@ generuje vystup

Z hlediska analyzy toho, jak dany algoritmus funguje, vétsinou neni pfrilis
podstatny rozdil v tom, jestli algoritmus:

@ Cte vstupni data z néjakého vstupniho zafizeni (napf. ze souboru na
disku, z klavesnice, apod.)
@ zapisuje data na néjaké vystupni zafizeni (napf. do souboru, na
obrazovku, apod.)
nebo

@ (te vstupni data z paméti (napf. jsou mu predany jako parametry)

@ zapisuje data na do paméti (nap¥. je vrati jako navratovou hodnotu)
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Ridici tok

Instrukce Ize zhruba rozdélit na dvé skupiny:

@ intrukce pfimo pracujici s daty:

prifazeni
vyhodnoceni hodnot vyrazd v podminkach
Cteni vstupu, zapis na vystup

& & ¢ ¢

@ instrukce ovliviujici fidici tok — urcuji, které instrukce se budou
provadét, v jakém poradi, apod.:

vétveni (if, switch, ...)

cykly (while, do .. while, for, ...)
usporadani instrukci do blok
navraty z podpogrami (return, ...)

¢ & ¢ ¢ ¢
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Graf ridiciho toku

result := Alk]
i=i+1
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Nékteré zadkladni konstrukce strukturovaného programani

51;5 if B then S; else S, if B then S
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Nékteré zadkladni konstrukce strukturovaného programani

Q
[—B]
®
(B]
[—B]
O
while B do S do S while B
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Nékteré zadkladni konstrukce strukturovaného programani

i:=a
while i < b do
)
=i+l P=it1
end

fori:=atobdo S
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Nékteré zadkladni konstrukce strukturovaného programani

Zkracené vyhodnocovani slozenych podminek, napft.:

while i < nand A/l > x do ...

(-8B

if B; and B, then S; else S, if B; or B, then S; else S,
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Rid

ici tok realizovany pomoci goto

@ goto { — nepodminény skok
o if B then goto { — podminény skok

Ptiklad:

k=0

=1

goto 6

if A[i] < A[k] then goto 5
k=1

i=1i4+1

if / < n then goto 3
return A[K]

NS

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 365 / 508



Rid

ici tok realizovany pomoci goto

@ goto { — nepodminény skok

o if B then goto { — podminény skok

Priklad:
start: k:=0
=1
goto L3
L1: if A[i] < Alk] then goto L2
k=i
L2: i:=i+1

L3: if i < n then goto LI
return A[K]
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Vyhodnoceni slozitych vyrazi

Vyhodnoceni slozitého vyrazu, jako tfeba

Ali+sl:=(BBx*j+1+x)xy+38

Vv

jako treba

t1:=i+s
th =3 %
b=t +1
t3 == Blt]
t3:=t3+ x
t3:=1t3xy
t3:=1t3+8
Alt] = t3
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Vypocet algoritmu

Algoritmus je vykonavan strojem — muize to byt napriklad:
@ skutecny pocita¢ — vykondva instrukce strojového kédu
@ virtudlni stroj — vykondva instrukce bytekddu
@ néjaky idealizovany matematicky model pocitace
° ...

Stroj maze byt:
@ jednolcelovy — vykondva jen jeden algoritmus

@ obecnéjsi — algoritmus dostava ve formé programu

Stroj pracuje po krocich.

Algoritmus béhem vypoctu zpracovava konkrétni vstup.
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Vypocet algoritmu

Béhem vypocltu si stroj musi pamatovat:
@ ktera intrukce se pravé provadi

@ obsah pracovni paméti

Podle typu stroje je urceno:
9 s jakym typem dat stroj pracuje
9 jak jsou tato data v paméti organizovana

Podle typu algoritmu a typu analyzy, kterou chceme provadét, se miizeme
rozhodnout, zda ma smysl mezi obsah paméti zahranout i mista

@ odkud se Ctou vstupni data

@ kam se zapisuji vystupni data
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Vypocet algoritmu

Konfigurace — popis celkového stavu stroje v néjakém okamziku béhem
vypoctu

Priklad: Konfigurace tvaru

(g, mem)

kde
@ g — aktudlni fidici stav

@ mem — predstavuje aktualni obsah paméti stroje — jaké hodnoty
jsou momentalné pfifazeny jednotlivym proménnym.

Priklad obsahu paméti mem:

(A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1, k:0, result:?)
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Vypocet algoritmu

Priklad konfigurace:

(2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1, k:0, result:?))

Vypocet stroje M provadéjiciho algoritmus Alg, kde zpracovava vstup w,
je posloupnost konfiguraci.

@ Zacina se v pocatecni konfiguraci.
@ Kazdym krokem se prejde z jedné konfigurace do druhé.

@ Vypocet kondi v koncové konfiguraci.
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Vypocet algoritmu

result := Alk]
i=i+1
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Vypocet algoritmu

Priklad: Vypocet, kde algoritmus FIND-MAX zpracovava vstup, kde
A=13,8,1,3,6] a n=5.
xo: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:?2 k:? result:?))
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Vypocet algoritmu

Priklad: Vypocet, kde algoritmus FIND-MAX zpracovava vstup, kde
A=1[3,8,1,3,6] a n=>5.

xo: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:?2 k:? result:?))
o (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result:?))
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Vypocet algoritmu

Priklad: Vypocet, kde algoritmus FIND-MAX zpracovava vstup, kde
A=1[3,8,1,3,6] a n=>5.

xo: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:?2 k:? result:?))
o (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result:?))
o (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1, k:0, result:?))
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Vypocet algoritmu

Priklad: Vypocet, kde algoritmus FIND-MAX zpracovava vstup, kde
A=1[3,8,1,3,6] a n=>5.

xo: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:?2 k:? result:?))
o (1, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result:?))
o (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1, k:0, result:?))
az: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i1, k:0, result:?))
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a0 (0, (A:[3,8,
ag: (1, (A:[3,8,
a2 (2, (A:[3,8,
a3 (3, (A:[3,8,
g (4, (A:[3,8,

Z. Sawa (VSB-TUO)

n:5, i:? k:?
n:5 i:? k:0,
n:5, i:1, k:0,
n:5, i:1, k:0,
n:5 i:1, k:0

Uvod do teoretické informatiky

Vypocet algoritmu

Priklad: Vypocet, kde algoritmus FIND-MAX zpracovava vstup, kde
A=1[3,8,1,3,6] a n=>5.

result: ?))
result: ?))
result: ?))
result: ?))
result: ?))
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Z. Sawa (VSB-TUO)
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Vypocet algoritmu

Priklad: Vypocet, kde algoritmus FIND-MAX zpracovava vstup, kde
A=1[3,8,1,3,6] a n=>5.

xQ:
X7:
X2
x3:
X4:
X5:

result: ?))
result: ?))
result: ?
result: ?
result: ?
result: ?
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Vypocet algoritmu

Priklad: Vypocet, kde algoritmus FIND-MAX zpracovava vstup, kde
A=1[3,8,1,3,6] a n=>5.

xo: (0, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:?2 k:? result:?))
o1: (1, (A: [3,8,1,3,6], n:5, i:? k:0, result:?))
o (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1, k:0, result:?))
az: (3, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i1, k:0, result:?))
g (4, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:1, k:0, result:?))
as: (5, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i1, ki1, result:?))
e (2, (A:[3,8,1,3,6], n:5, i:2, k:1, result:?))
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Vypocet algoritmu

Provedenim instrukce / se prejde z konfigurace « do konfigurace o':

/
o — o
Vypoclet miize byt:
@ Konecny:
Iy h h [ Iy It Iy
Xg — X1 — Xp — X3 — Xg —> -+ — K1 — Kt

kde o je koncova konfigurace

@ Nekonecny:

lo h b I3 Iy
Xg — X1 — Xp — X3 — Xg —
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Vypocet algoritmu

Vypocet je mozné popsat dvéma riznymi zpUsoby:

@ jako posloupnost konfiguraci &g, 1, xp, ...

@ jako posloupnost provedenych instrukci ly, I, b, ...
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Korektnost algoritmu

Algoritmy slouzi k reSeni problém.

@ Problém — specifikace toho, co ma algoritmus délat:

@ Popis vstupu
@ Popis vystupu
@ Vztah mezi vstupy a vystupy

@ Algoritmus — konkrétni postup, jak pfi vypoctu postupovat
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Korektnost algoritmu

Priklad: Problém nalezeni maximalniho prvku v poli:

Vstup: Pole A indexované od nuly a Cislo n udavajici pocet prvki

v tomto poli, pficemz se predpoklada, ze n > 1.

Vystup: Hodnota result, kterd je hodnotou maximalniho prvku
v poli A, tj. hodnota result, pro kterou plati:

o A[jl < result pro vsechna j € N, kde 0 <j < n, a
@ existuje j € N takové, ze 0 < j < n a Alj] = result.

Instance problému — konkrétni vstup, napf.

A=1[3,8,1,3,6], n=5.
Pro tuto instanci je vystupem hodnota 8.

20. kvétna 2014
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Korektnost algoritmu

Algoritmus Alg Fesi problém P, jestlize pro kazdou instanci w problému P

jsou splnény nasledujici dvé podminky:

(a) Vypocet algoritmu Alg nad vstupem w se po koneéném poctu kroku
(korektné) zastavi.

(b) Algoritmus Alg vygeneruje pro vstup w vystup, ktery odpovida
podminkam kladenym na vystup ve specifikaci problému P.

Algoritmus, ktery fesi problém P, je korektnim feSenim tohoto problému.
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Korektnost algoritmu

Algoritmus Alg neni korektnim feSeni problému P, jestlize existuje
vstup w takovy, ze pfi vypoctu nad timto vstupem nastane néktera
z nasledujicich chyb:

@ provedeni néjaké chybné nepovolené operace (pfistup k prvku pole
mimo povoleny rozsah indext, déleni nulou, ...),

@ vygenerovany vystup neodpovidd podminkam specifikovanym v zadani
problému P,

@ vypocet se nikdy nezastavi.

Testovani — spusténi algoritmu nad rliznymi vstupy a zkontrolovani, zda

ok

se algoritmus pro tyto vstupy chovd ,,spravné”.

Testovani mlze prokazat pritomnost chyb, ale ne to, Ze se algoritmus
chova korektné pro vSechny vstupy.
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Korektnost algoritmu

Dikaz korektnosti algoritmu je obecné vhodné rozdélit na dvé Casti:

@ Zdivodnéni toho, Ze algoritmus pro zadny vstup nikdy neudéld nic
»Spatné”:

@ béhem vypoctu nedojde k zadné chybné operaci
@ pokud program skonci, vystup bude ,,spravné"

@ Zdlivodnéni toho, Ze se algoritmus pro kazdy vstup po kone¢ném
poctu krokil zastavi.
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Korektnost algoritmu

Invariant — podminka, kterd musi byt v ur¢itém misté kddu algoritmu
vzdy (tj. ve vSech moznych vypoctech pro vSechny mozné vstupy) splnéna
v okamziku, kdy algoritmus timto mistem prochazi.

Rekneme, Ze konfigurace « je dosaZitelna, jestlize existuje vstup w
takovy, Ze je « jednou z konfiguraci, kterymi algoritmus Alg projde pfi
vypoctu nad vstupem w.

Pokud je algoritmus reprezentovan ve formé grafu fidiciho toku, mizeme
pro Fidici stav g (tj. vrchol grafu) specifikovat invarianty, které plati
v kazdé dosazitelné konfiguraci, kde je fidicim stavem gq.
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Invarianty

Invarianty miZeme zapisovat formulemi predikatové logiky:
@ volné proménné odpovidaji proménnym programu

@ valuace je dana hodnotami proménnych programu v dané konfiguraci

Priklad: Formule
(1<HAG<n)

bude platit napriklad v konfiguraci, kde proménna / ma hodnotu 5 a
proménna n ma hodnotu 14.
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Invarianty

result := Alk]
i=i+1
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Invarianty

Priklady invarianti:

@ invariant v fidicim stavu g zapiseme formuli @4

Invarianty v jednotlivych Fidicich stavech (zatim jen hypotézy):

e © © 6 © ¢ ¢ ¢

Po:
®1:
P2:
P3:
('
Ps5:
Pe:
(s

(n>1)

(n>1)A(k=0)
(n>DNANA<i<nNAN0< k<)
n>DNANA<i<mNAN0< k<)
n>DNANA<i<mMNAN0<k<i)
n>DNANA<i<nN0<k<I)
(n>AN(=nAN(0<k<n)
(n>)N(Hi=nAN(0<k<n)
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Invarianty

Priklady invarianta:

M

invariant v fidicim stavu g zapiseme formuli @

Invarianty v jednotlivych Fidicich stavech (zatim jen hypotézy):

®© © © ¢ 6 6 ¢ ¢

@o:n>1

p1:n>1, k=0

exn>1, 1<i<n 0<k<i
p3:n>1, 1<i<n 0<k<i
pa:n>1, 1<i<n 0<k<i
e5:n>1, 1<i<n 0<k<i
pe:n>1, i=n 0<k<n
@7:n>1 i=n 0<k<n
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Invarianty

Zkontrolovani toho, Ze invarianty opravdu plati:

@ Pro kazdou instrukci algoritmu je tfeba zkontrolovat, zda za
predpokladu, Ze bude platit prislusny invariant pred provedenim této
instrukce, bude platit i pfislusny invariant po provedeni této instrukce.

Predpokladejme algoritmus ve formé grafu fidiciho toku:

@ hrany odpovidaji instrukcim

@ vezméme si hranu ze stavu g do stavu g’ oznadenou instrukci /

@ feknéme, Ze (zatim neovéfené) invarianty pro stavy g a g’ jsou
vyjadreny formulemi @ a ¢’

@ pro tuto hranu musime zkontrolovat, ze pro viechny konfigurace
x = (g,mem) a o’ = (q’, mem’) takové, Zze 1w plati, ze
pokud

o v konfiguraci « plati ¢,
pak

@ v konfiguraci o’ plati @’
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Invarianty

Zkotrolovani instrukci, které jsou testy podminek:

@ hrana oznacend testem podminky [B]

Obsah paméti se neméni.
Stadi ovéfit, ze plati implikace

(@ A\NB)— @’

Poznamka: Prislusnd implikace musi platit pro vSechny mozné hodnoty
proménnych.

Priklad: Predpokladame, Ze se formulich objevuji jen proménné n, i, k, a
Ze hodnotami téchto proménnych mohou byt jen celd isla:

(VneZ)VieZ)(Vk e Z) (@ NB — ¢’)
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Invarianty

Zkotrolovani instrukci, které pfifazuji hodnoty proménnym (méni obsah
paméti):

@ hrana oznadend pfitazenim x .= E

@' — formule, kterou dostaneme z formule @’ pfejmenovanim vsech
volnych vyskyt proménné x na proménnou x’

Je tfeba ovéfit platnost implikace
(@ N (x'=E)) = @”
Priklad: Prifazeni k :=3x k+ i+ 1:

(VYneZ)(Vie Z)(Vk e Z)(Vk' € Z) (o N (k' =3 k+i+1) — @)
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Invarianty

Dokonceni ovéreni toho, ze algoritmus pro nalezeni maximalniho prvku
v poli vraci spravny vysledek (za predpokladu, ze skondi):

@ Po: @o

o 1 o1 A (VjeN)(0<j<1— Alj] < A[k])

@ Py: (pg/\(VJ eN)0<j<i— Al <AlK]

o Y3 3N (V) € N)(0 <j <i— Alj] < AlK])

o Py 4 N\ (Vj eN)(0 <)< i— Alj] <ALkl A (All] > Alk])
o Ps: @5 N\ (V) € N)(0 <) <i— Alj] < Alk])
°1|)61(96/\(VJ€N)(0<J<"—>A[1§ (k1)

o P7: @7 A (result = AKDNA(VjeN)(0<j<n— A[j] <

result) A (Fj € N)(0 <j < n/AA[] = result)
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Invarianty

Casto neni t¥eba specifikovat invarianty ve véech Fidicich stavech, ale je
v nékterych ,dllezitych” — zejména stavy, kde se vstupuje do nebo
vystupuje z cykla:

Je pak trfeba ovérit:

@ Ze invariant plati pred vstupem do cyklu.

@ Ze pokud invariant plati pred provedenim cyklu, tak bude platit i po
jeho provedeni.

@ Ze invariant plati p¥i opusténi cyklu.
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Invarianty

Priklad: V algoritmu FIND-MAX je takovym ,dllezitym" stavem stav 2.

Ve stavu 2 plati:
on>1
el1<i<n
e 0<k<i
@ Pro vSechna j takova, ze 0 < j </, plati A[j] < Alk].
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Konecnost vypoctu

Dva mozné pripady, jak mize vypadat nekonecny vypocet:

@ néjaka konfigurace se zopakuje — nasledujici konfigurace se opakuji
stéle dokola

@ objevuji se stale nové a nové konfigurace
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Konecnost vypoctu

Jeden z béznych zplisobl dokazovani toho, ze se algoritmus zarucené pro
kazdy vstup po konecném poctu krok( zastavi:

o kazdé (dosazitelné) konfiguraci pfifadit hodnotu z néjaké vhodné
zvolené mnoziny W

@ na mnoziné W definovat usporadani < takové, ze ve W neexistuji
nekonecné (ostre) klesajici posloupnosti

@ ukazat, ze s provedenim kazdé instrukce se hodnota prifazena
: . v ! .
konfiguraci zmensuje, tj. pro x — ' je
fla) > (')

(f(e), ) jsou hodnoty z mnoziny W pfifazené konfiguracim o
a

()
oc’)
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Konecnost vypoctu

Jako mnozinu W je moZno pouzit napriklad:

@ Mnozinu pfirozenych &isel N ={0,1,2,3,...} s usporadanim <.

@ Mnozinu vektor( pfirozenych Cislel s lexikografickym usporadanim,
tj. s usporddanim, kde vektor (a1, as,...,am) je mensi nez vektor
(b1, byy ..., by,), jestlize

@ existuje i takové, ze 1 < i< ma i< n, kde a; < b; a pro vSechna j
takovd, ze 1 < j </, plati a; = b;, nebo
@ m < na pro viechna j takovd, ze 1 < j < m, je a; = b;.

Naptiklad (5,1,3,6,4) < (5,1,4,1) a (4,1,1) < (4,1,1,3).

Poznamka: Pocet prvkl vektor musi byt omezen néjakou
konstantou.
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Konecnost vypoctu

result := Alk]
i=i+1
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Konecnost vypoctu

Priklad: Vektory prifazené jednotlivym konfiguracim:

@ Stav 0: f() = (4)
@ Stav 1: f() = (3)
o Stav 2: f(a) =(2,n—1i,3)
@ Stav 3: f(a) =(2,n—1i,2)
@ Stav4: f(a) =(2,n—i,1)
@ Stav 5: f(a) =(2,n—1i,0)
@ Stav 6: f(a) = (1)
@ Stav 7: f(x) = (0)
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Vypocetni slozitost algoritmu
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SloZitost algoritmu

@ Pocitace pracuji rychle, ale ne nekonecné rychle. Provedeni kazdé
instrukce trva néjakou (i kdyz velmi kratkou) dobu.

@ Stejny problém miize Fesit vice riznych algoritmi a doba vypoctu
muize byt riznd — chtéli bychom mit moznost algoritmy vzdjemné
porovnat.

@ Algoritmy miZeme naprogramovat a zméfit ¢as vypoctu. Tim zjistime
jak dlouho trva vypocet na konkrétnich datech, na kterych algoritmus
testujeme.

@ Chtéli bychom mit i néjakou presnéjsi predstavu o tom, jak dlouho
bude trvat vypocet na vSsech moznych vstupnich datech.
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SloZitost algoritmu

@ Doba vypoctu je ovlivnéna mnoha faktory, napf.:

¢

pouzity algoritmus

@ mnozstvi vstupnich dat

pouZity hardware (dileZitd miZe byt napF. taktovaci frekvence
procesoru)

@ pouzity programovaci jazyk — a jeho konkrétni implementace
(ptekladaé/interpreter)

©

@ Pokud potrebujeme Fesit problém pro ,,mald” vstupni data, doba
vypoctu je vétsinou zanedbatelna.

@ S nardstajicim mnoZstvim vstupnich dat (velikosti vstupu) muize doba
vypoctu rist, nékdy velmi vyrazné.
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SloZitost algoritmu

o Casova slozitost algoritmu — jak zavisi doba vypo¢tu na mnoZstvi
vstupnich dat

@ Pamétova (resp. prostorova) slozitost algoritmu — jak zavisi

mnozstvi pouzité paméti na mnozsti vstupnich dat

Poznamka: Presné definice budou uvedeny pozdéji.

Poznamka:

o Existuji i dalSi typy vypocetni slozitosti, kterymi se nebudeme zabyvat
(nap¥. komunikaéni sloZitost).
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SloZitost algoritmu

Ptesné urceni doby vypocltu nebo mnoZstvi pouzité paméti mize byt
extrémné komplikované.

Vétsinou se pfi analyze vypocetni slozitosti algoritmu pouziva celd rada
zjednoduseni:

@ Vétsinou se neanalyzuje, jak zavisi doba vypoctu nebo mnozstvi
pouzité paméti na konkrétnich vstupnich datech, ale pouze, jak zavisti
na velikosti vstupu, tj. na mnozstvi téchto dat.

@ Funkce vyjadrujici, jak roste doba vypoctu nebo mnozstvi pouzité
paméti v zavislosti na velikosti vstupu, se nepocitaji presné — pocitaji
se odhady téchto funkci.

@ Odhady téchto funkci se vyjadfuji pomoci tzv. asymptotické notace
— napr. se fekne, ze Casova slozitost algoritmu MergeSort je
O(nlog n), zatimco ¢asova sloZitost algoritmu BubbleSort je O(n?).
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Velikost vstupu

Velikost vstupu — hodnota udavajici, jak je dana vstupni instance
wvelkad™

@ Nejcastéji je velikost vyjadrena jako jediné Cislo — obvykle se
oznaluje toto Cislo n nebo N.

o Nékdy je vhodnéjsi vyjadrit velikost dvojici (obdas i trojici, ¢tvefici,
atd.) parametri — v tom pfipadé se ¢asto oznaluji n a m (nebo N
a M).

@ Co presné bude povazovano za velikost vstupu, si mizeme zvolit.
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Velikost vstupu

Priklady toho, co napfiklad mize byt velikosti vstupu:

@ Vstupem je sekvence néjakych hodnot, pole prvki apod.
(napf. u problému t¥idéni, vyhledavani v poli, hledani maximalniho
prvku, apod.):

n — pocet prvki v této sekvenci nebo poli

@ Vstupem je Fetézec znaki (slovo z néjaké abecedy):

n — pocet znaki v tomto retézci

@ Vstupem jsou dva fetézce, napf. (dlouhy) text, ktery se bude
prohledavat, a (kratsi) hledany fetézec:

n — pocet znakil v prohledavaném textu
m — pocet znak( hledaného fetézce
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Velikost vstupu

@ Vstupem je mnozina retézcl:
Jedna moznost:

n — soucet délek vSech retézci

Jina varianta:
n — soucet délek vSech fetézci, m — pocet retézci

@ Vstupem je graf:

n — pocet vrcholli, m — pocet hran
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Velikost vstupu

@ Vstupem je jedno &islo (napf. u testovani prvociselnosti):
Jedna moznost:
n — pocet bitl daného cisla — napr. velikost vstupu 962261 je 20

Jind varianta:
n — hodnota daného Cisla — velikost vstupu 962261 je 962261

@ Vstupem je posloupnost Cisel, pficemz hodnoty téchto Cisel ovlivniuji
dobu vypoctu (napf. u problému, kde je cilem spoéitat nejvétsiho
spoleéného délitele viech Cisel v dané posloupnosti):

n — soucet poctu bitd vSech Cisel v dané posloupnosti
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Doba vypoctu

Reknéme, Zze mame:

@ algoritmus Alg feSici problém P (resp. konkrétni implementaci
algoritmu Alg),

@ stroj M vykondvajici algoritmus Alg,

@ vstup w z mnoziny In, coZ je mnozina vSech vstupl pro problém P

Priklad:

@ konkrétni implementace algoritmu Quicksort v jazyce C++ fesici
problém tridénti,

@ pocitac s danym konkrétnim typem procesoru, s urcitou konkrétni
frekvenci, na které pracuje procesor, s danym konkrétnim mnozstvim
paméti, operacnim systémem, atd.

@ vstup: pole [6,13,1,8,4,5, 8]

(pozn.: realisti¢téjsi by byl priklad pole s milionem prvki)
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Doba vypoctu

t(w) — doba vypoétu algoritmu Alg nad vstupem w na stroji M

V jakych jednotkdch dobu vypoctu udavat? (Uvidime, Ze ve skute€nosti to
pFi pouziti asymptické notace neni podstatné.)

@ v sekundach — zavisi na prili§ mnoha detailech implementace, tézké
urcit jinak nez mérenim
(i na tomtéz pocitadi s témi samymi daty maze doba vypocti rizné
kolisat)

@ v poctu provedenych krok(i — je tfeba specifikovat, co povazovat
za jedek krok, napriklad:
@ jeden prikaz vyssiho programovaciho jazyka
jedna instrukce strojového kédu nebo bytekddu
jeden takt procesoru
jedna operace urcitého typu — napf. porovnani, aritmetickd operace,
apod. (pfi¢emz ostatni operace jsou ignorovéany)

¢ ¢ ¢
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Reknéme, ze mame algoritmus reprezentovan ve formé grafu fidiciho toku:

o Kazdé instrukci (tj. kazdé hrané) pfifadime hodnotu udavajici, jak
dlouho trva provedeni této instrukce.

@ Provedeni riznych instrukci mize trvat riiznou dobu.

@ Pro jednoduchost predpokladejme, Ze provedeni té samé instrukce
trvd pokazdé stejnou dobu — hodnota pfirazend dané instrukci je
&islo z mnoziny R™ (mnoZina nezépornych redlnych &isel).
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Doba vypoctu

result == Alk]

i=i+1

Instr. doba
k=0 Co
=1 a
[i < n} C2
i > n] a3
[Ali] < A[K]] a
[Ali] > AlK]] Gs
k=i Ce
i=i+1 fors
result := Alk] Cs

Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky
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Doba vypoctu

Priklad: Doby provedeni jednotlivych instrukci by mohly byt tfeba:

Instr. oznaceni | doba
k=0 Co 4
=1 c1 4
[i < n] Co 10
i > n] c3 12
[Ali] < AlK]] Ca 14
[A[i] > Alk]] Cs 12
k=1 Co 5
i=i+1 c7 6
result .= Alk] Cs 5

Pro konkrétni vstup w, napt. pro w = ([3,8,4,5,2],5), bychom mohli
vypocet odsimulovat a urcit konkrétni dobu vypoctu t(w).
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Casova slozitost algoritmu

Rekn&me, Ze:

@ Pro dany algoritmus Alg a stroj M a kazdy vstup w z mnoziny vSech
vstupll In je presné definovana doba vypoétu t(w).

@ Kazdému vstupu w z mnoziny In je pfifazeno Cislo size(w) udavajici
velikost vstupu w.

(Formalné se jednd o funkci size : In — N.)

Definice

Casova slozitost algoritmu Alg v nejhor$im pripadé je funkce

T:N — R, kterd kazdému ptirozenému &islu n pfifazuje maximalni dobu
vypoctu algoritmu Alg nad vstupem velikosti n.

Pro kazdé n € N tedy plati:

o Pro kazdy vstup w € In takovy, ze size(w) = n, je t(w) < T(n).

@ Existuje vstup w € In takovy, Ze size(w) = n a t(w) = T(n).
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Casova slozitost algoritmu

Z definice vidime, ze Casova slozitost algoritmu je funkce, jejiz presné
hodnoty zavisti nejen na daném algoritmu Alg, ale také na nasledujicich
vécech:
@ na stroji M, na kterém algoritmus Alg bézi,
@ na definici doby vypoctu t(w) algoritmu Alg na stroji M pro
vstup w € In,
@ na definici velikosti vstupu (tj. definici funkce size).
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Casova slozitost algoritmu

Nékdy se také urcuje Casova slozitost algoritmu v primérném pripadé:

@ Musi se predpokladat urcité pravdépodobnosti rozdéleni na dané
mnoziné vstupdl.

@ Misto maximalni doby vypoctu nad vstupy velikosti n se uvazuje
stfedni hodnota doby téchto vypocta.

@ Vétsinou je analyza v primérném pripadé o dost komplikovanéjsi nez
analyza nejhorsiho pripadu.

o Casto se tyto dvé funkce pfili§ neliéi, n&kdy je ale rozdil vjznamny.

Poznamka: Zkoumat slozitost v nejlepSim pripadé vétSinou moc smysl
nema.
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Casova slozitost algoritmu

Priklad analyzy Casové slozitosti algoritmu FIND-MAX bez pouZiti
asymptotické notace:

@ Takto podrobné se analyza vypocetni slozitosti algoritmu témér nikdy
nedéla — je to prilis pracné a komplikované.

@ Uvidime tak ale, co vSe je pfi pouziti asymptotické notace zanedbano
a o kolik je analyza s pouzitim asymptotické notace jednodussi.

@ Budeme pocitat s konstantami ¢y, c1, ..., cg, které udavaji dobu
trvani jednotlivych instrukci — nebudeme pocitat s konkrétnimi Cisly.
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Casova slozitost algoritmu

Predpoklddame vstupy tvaru (A, n), kde A je pole a n pocet prvki tohoto
pole (pficemz n > 1).

Jako velikost vstupu (A, n) zvolme n.
Uvazujme nyni o néjaké jednom vstupu w = (A, n) velikosti n:
@ Dobu vypoctu t(w) nad vstupem w muizeme vyjadfit jako
t(w) = cgmg+cimy + -+ + cgmg,

kde mg, my, ..., mg jsou Cisla uddvajici, kolikrdt je dana instukce pri
vypoctu nad vstupem w provedena.
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Casova slozitost algoritmu

Instr. doba | pocet provedeni | hodnota m;
k :=0a Co mg 1
=1 c1 my 1
[i < n Co mo n—1
[i > n] c3 ms 1
(Alll < ALKl | ca my n—1—1¢
[Al]] > A[K]] Cs ms )
k:=1i C6 mg (
i=i+1 c7 my n—1
result := Alk] cs mg 1

¢ — pocet prichodt cyklem, kdy plati A[i] > Alk] (zjevné je 0 < { < n)

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Casova slozitost algoritmu

Dosazenim do
t(w) = como+cim + -+ + cgmg,
dostaneme
tiw) = di + do-(n—1) + d3-(n—1—48) + dy-¢,
kde

di=c+c1+c3+cg d3 =
d2:C2-|—C7 d4:C5+C6

Po Gpravé je
tiw) = (da+d3)-n + (dg—d3)- € + (d1 —dr—ds)

Poznamka: t(w) neni ¢asova slozitost, ale doba vypoctu pro konkrétni
vstup w
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Casova slozitost algoritmu

Napriklad pokud budou doby provedeni jednotlivych instrukci nasledujici:

Instr. oznaceni | doba
k:=0 Co 4
=1 c 4
[i < nl (o5} 10
i > n] c3 12
[Ali] < A[K]] a 14
[Ali] > AlK]] cs 12
k=i Co 5
i=i+1 cr 6
result := Alk] cs 5

bude dy =25, d> =16, d3 =14 a dy = 17.
V takovém pripadé je t(w) = 30n+ 3{ —5.

Pro konkrétni vstup w = ([3,8,4,5,2],5) je n =5 a { =1, takze
t(w)=30-5+3-1—5=148.
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Casova slozitost algoritmu

Pro které vstupy velikosti n bude vypocet trvat nejdéle (tj. které vstupy
predstavuji nejhorsi pripad), miZze zaviset na detailech implementace a
presnych hodnotdch konstant:

Doba vypoctu algoritmu FIND-MAX pro vstup w = (A, n) velikosti n:

tiw) = (do+d3)-n + (da—d3)-L + (dp —do — o)

@ Pokud d; > dy — nejhorsi jsou pripady, kdy ma £ co nejmensi
hodnotu
{ =0 — napftiklad vstupy tvaru [0,0,...,0] nebo tfeba
[n,n—1,n—2,...,2,1]

@ Pokud d; < dy — nejhorsi jsou pripady, kdy ma £ co nejvétsi hodnotu
{ =n—1 — napfiklad vstupy tvaru [0,1,...,n—1]
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Casova slozitost algoritmu

Casova slozitost T(n) algoritmu FIND-MAX v nejhorsim pripadé je tedy
dana nasledovné:
@ Pokud d3 > di:
T(n) = (d+d3) - n+(dh —dr — ds)
@ Pokud d3 < di:

T(n) = (da+d3)-n + (dg—d3)-(n—1) + (di —do — ds)
= (do+ds) - n + (di —do—dy)

Ptiklad: Pro d; =25, dy =16, d3 = 14 a d; = 17 bude

T(n) = (164+17)-n + (25— 16 —17)
= 33n—8
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Casova slozitost algoritmu

V obou pfipadech (at uz d3 > dy nebo d3 < dy) bude ¢asova slozitost
algoritmu FIND-MAX funkce tvaru

T(n)=an+b

kde a a b jsou néjaké konstanty, jejichz presné hodnoty zavisi na délce
trvani jednotlivych instrukci.

Poznamka: Konkrétné bychom tyto konstanty mohli vyjadrit jako

a = dr + max{ds, dy} b= d; — d>» — max{ds, dy}

Napriklad

T(n)=33n—8
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Casova slozitost algoritmu

Pokud bychom se spokojili s tim, ze Casova slozitost algoritmu FIND-MAX
je né€jaka funkce tvaru

T(n) =an-+ b,

kde by nas ale nezajimaly konkrétni hodnoty konstant a a b, celd analyza
mohla byt vyrazné jednodussi.

@ Ve skuteénosti ani vétSinou nechceme védét, jak presné funkce T (n)
vypada (obecné to mize byt néjakd velmi komplikovana funkce), a
stacilo by ndm, ze vime, Ze hodnoty funkce T(n) ,zhruba® odpovidaji
hodnotam néjaké funkce S(n) = an+ b, kde a a b jsou néjaké
konstanty.
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Casova slozitost algoritmu

U dané funkce T (n) vyjadFujici ¢asovou nebo pamétovou slozitost se tak
vétsinou spokojime s jejim pribliznym vyjadfenim — odhadem, kde

@ zanedbame méné vyznamné Cleny

(napt. ve funkci T(n) = 15n% + 40n — 5 zanedbame ¢leny 40n a —5 a
misto pivodni funkce budeme uvazovat jen o funkci T(n) = 15n?),

@ zanedbame konstanty, kterymi se nasobi
(napt. misto funkce T (n) = 15n® budeme uvaZovat

o funkci T(n) = n?)

@ konstanty v exponentech ignorovat nebudeme — napriklad je

podstatny rozdil mezi funkcemi T1(n) = n? a Tp(n) = n3.

@ bude nds zajimat, jak se funkce T (n) chova pro ,velké" hodnoty n,
chovani na malych hodnotich budeme ignorovat
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Rychlost rlistu funkci

Program zpracovava vstup velikosti n.
Predpokladejme, Ze pro vstup velikosti n provede T (n) operaci, a ze
provedeni jedné operace trva 1 us (107%s).

n

T(n) 20 40 60 80 100 200 500 1000
n 20 us 40 us 60 us 80 us 0.1ms 0.2ms 0.5ms 1ms

nlogn | 86us 0.213ms 0.354 ms 0.506 ms 0.664 ms 1.528ms 4.48 ms 9.96 ms
n? 0.4 ms 1.6ms 3.6ms 6.4 ms 10ms 40ms 0.25s s
n 8ms 64 ms 0.216s 0.512s 1s 8s 1255 16.7 min.
n* 0.16s 2.560s 12.96s 42s 100s 26.6min.  17.36hod.  11.57dni
2" 1.05s 12.75dni 36560let  38.3-10%let  40.1-10°let 50-105let 10.4-10'%6let -

nl | 771470t 2.59:10%*let  2.64-10081et  2.27-101% et 2.96-10M4let - - -
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Rychlost rlistu funkci

UvaZujme 3 algoritmy se slozitostmi T1(n) = n, To(n) = n3, Tz3(n) = 2".

N4&$ pocitad zvlddne v redlném case (kolik jsme ochotni pockat) 1012
krokd.

Slozitost  Velikost vstupu

Ti(n)=n 10%2
To(n) =nd 10*
T3(n) =2 40

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Rychlost rlistu funkci

UvaZujme 3 algoritmy se slozitostmi T1(n) = n, To(n) = n3, Tz3(n) = 2".

N4&$ pocitad zvlddne v redlném case (kolik jsme ochotni pockat) 1012
krokd.

Slozitost  Velikost vstupu

Ti(n)=n 10%2
To(n) =nd 10*
T3(n) =2 40

Nyni podita¢ 1000 nisobné zrychlime. Zvladne tedy 10'° krokii.

Slozitost  Velikost vstupu

Narust
Ti(n)=n 10%° 1000
To(n) = n® 10° 10x
T3(n) =2" 50 +10

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Asymptotickd notace

V nésledujicim se zaméfime na funkce typu f : N — R, kde:

@ Hodnota f(n) nemusi byt definovana pro véechny hodnoty n € N, ale
musi existovat néjakad konstanta ng takova, Ze hodnota f(n) je
definovana pro vSechna n € N takova, ze n > ng.

Priklad: Funkce f(n) = log,(n) neni definovana pro n =0, ale pro
véechna n > 1 uz definovana je.

@ Musi existovat takova konstanta ng, Ze pro vsechny hodnoty n € N,
kde n > ng, plati f(n) > 0.

P¥iklad: Pro funkci f(n) = n®> — 25 plati f(n) > 0 pro véechna n > 5.
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Asymptotickd notace

Vezméme si libovolnou funkci : N — R. Zapisy O(f), Q(f) a O(f)
oznacuji mnoziny funkci typu N — R, kde:

@ O(f) — mnozina vsech funkci, které rostou nejvyse tak rychle jako f
@ Q(f) — mnoZina vsech funkci, které rostou alespon tak rychle jako f

@ O(f) — mnozina vsech funkci, které rostou stejné rychle jako f
Poznamka: Toto nejsou definice! Ty nasleduji na nasledujicich slidech.
o O — velké ,,0"

@ () — velké fecké pismeno ,,omega“

@ O — velké fecké pismeno ,theta”
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Asymptotickd notace — symbol O

Vezméme si libovolnou funkci g : N — R. Pro funkci f : N — R plati
f € O(g) pravé tehdy, kdyz

(3¢ > 0)(3no > 0)(¥n > o) (F(n) < c ().
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Asymptotickd notace — symbol O

Poznamky:
@ c je kladné redlné islo (tj. c€ R a ¢ > 0)

@ ng a n jsou prirozena Cisla (tj. np € Na n e N)
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Asymptotickd notace — symbol O

Piiklad: Vezméme si funkce f(n) =2n®> +3n+7 a g(n) = n?.
Chceme ukdzat f € O(g), tj. f € O(n?):

@ Postup 1:
Zvolme napriklad ¢ = 3.

cg(n) =3n? =2n?+ 3n%+ 1n?

Potfebujeme najit takové ng, aby pro kazdé n > ng platilo soucasné
2n? > 2n? %nz > 3n %nz >7

Snadno ovéfime, ze napriklad ng = 6 vyhovuje témto pozadavkim.

Pak pro kazdé n > 6 plati cg(n) > f(n):

cg(n) = 3n? =2n2+%n2+%n2 >2n° +3n+7="f(n)
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Asymptotickd notace — symbol O

Ptiklad, kde f(n) =2n*> +3n+7 a g(n) = n*:

@ Postup 2:
Zvolme ¢ = 12.

cg(n) =12n° = 2n% + 3n + 7n?
Potfebujeme najit takové ng, aby pro kazdé n > ng platilo soucasné
2n? > 2n? 3n% > 3n n?>7

Uvedené vztahy zjevné plati pro ng = 1, takze pro kazdé n > 1 plati
cg(n) > f(n):

cg(n) =12 =20 +3m2 +7n% > 2n® +3n+7 = f(n)
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Asymptotickd notace — symbol O

Tvrzeni

Predpokladejme, ze a a b jsou néjaké konstanty takové, ze a>0a b > 0,
a k a { jsou néjaké libovolné konstanty, kde k >0, £ >0 a k < L.

Uvazujme funkce

f(n) =a-nk g(n)=b-nt

Pro kazdé takové funkce f a g plati f € O(g):

Dukaz: Zvolme ¢ = %.

Vzhledem k tomu, Ze pro n > 1 zjevné plati n¥ < n' (protoze k < /), tak
pro n > 1 plati
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Asymptotickd notace — symbol Q)

f(n)

cg(n)

no

Vezméme si libovolnou funkci g : N — R. Pro funkci f : N — R plati
f € Q(g) pravé tehdy, kdyz

(3¢ > 0)(3no > 0)(¥n > o) (c g(n) < F(m)).

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 20. kvétna 2014 431 / 508



Asymptotickd notace — symbol Q)

Neni tézké zdlvodnit, ze plati nasledujici tvrzeni:

Pro libovolné funkce f a g plati:

f e O0(g) pravé tehdy, kdyz g € Q(f)
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Asymptotickd notace — symbol ©

c2g(n)
f(n)

c1g(n)

no

Vezméme si libovolnou funkci g : N — R. Pro funkci f : N — R plati
f € O(g) pravé tehdy, kdyz

(3er > 0)(3cz > 0)(Inp > 0)(Vn > np) (c1 g(n) < f(n) < c2g(n)).
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Asymptotickd notace — symbol ©

Pro libovolné funkce f a g plati:

fe0(g) pravé tehdy, kdyz feO(g)afe(g)
feO(g) pravé tehdy, kdyz feO(g)age Off)
feB(g) pravé tehdy, kdyz g € O(f)
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Asymptotickd notace

Pro libovolné tfi funkce f, g a h plati:
@ jestlize f € O(g) a g € O(h), pak f € O(h)
@ jestlize f € Q(g) a g € Q(h), pak f € Q(h)
@ jestlize f € O(g) a g € O(h), pak f € O(h)
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Asymptotickd notace

Priklady:
ne 0(n?) n® e 0(n*)
1000n € O(n) 0.0000112 — 10195 € ©(101°12)
2log2n ¢ @(n) n3 — n?log3 n +1000n — 101 € ©(n3)
n® ¢ 0(n?) n® +1000n — 10 ¢ O(n3)
n?> & O(n) n®+n? ¢ 0(n?)
n®+2" ¢ O(n?) nl & O(2M)
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Asymptotickd notace

@ Existuji dvojice funkci f a g takové, ze
f¢0(g) a g ¢ O(f),
napriklad
f(n)=n g(n) = pttsintn),

@ O(1) oznacuje mnozinu vech omezenych funkci, tj. funkci jejichz
funkéni hodnoty jsou shora omezeny néjakou konstantou.
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Asymptotickd notace

@ Pro libovolné dvé funkce f, g plati:
e max(f,g) € O(f +g)
@ pokud f € O(g), pak f + g € O(g)

@ Pro libovolné ¢tyfi funkce f1, >, g1, g» plati:

@ pokud f; € O(f,) a g1 € O(g), pak A+ g1 € O(f, + &) a
fi-g € 0(f-g)

o pokud f; € O(f,) a g1 € O(g2), pak f; +g1 € O(F, + g2) a
fi-81€0(h &)
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Asymptotickd notace

@ O funkci f fekneme, ze je:

logaritmicka, pokud f(n) € ©(log n)

linearni, pokud f(n) € ©(n)

kvadraticka, pokud f(n) € O(n?)

kubicka, pokud f(n) € ©(n3)

polynomialni, pokud f(n) € O(n*) pro né&jaké k > 0
exponencialni, pokud f(n) € O(c”k) pro néjaké c >1a k>0

@ Exponencidlni funkce se v asymptotické notaci ¢asto uvadi ve
k . . , v o ;s
tvaru 290" protoze potom jiz nemusime uvazovat riizné ziklady
mocniny.
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Asymptotickd notace

Jak bylo uvedeno, vyrazy O(g), Q(g) a ©(g) oznaluji uréité mnoziny
funkci.

V odbornych textech se vsak nékdy pouZzivaji tyto vyrazy i v ponékud
odlisném vyznamu:

@ zapis O(g), Q(g) nebo O(g) nereprezentuje danou mnozinu funkci,
ale néjakou funkci z dané mnozZiny.

Tato konvence se pouziva zejména v zdpisu rovnic nebo nerovnic.
Priklad: 3n% +5n%2 —11n+2 = 3n% + O(n?)

PFi pouziti této konvence je tedy mozné napriklad psat f = O(g) misto
feO(g).
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SlozZitost algoritmi

Reknéme, Ze bychom chtéli analyzovat ¢asovou slozitost T (n) néjakého
algoritmu, ktery se sklada z instrukci 1, b, ..., Ik:

@ Pokud my, mo, ..., my jsou pocty provedeni jednotlivych instrukci pro
néjaky vstup w (tj. pro vstup x se instrukce /; provede m; krat), tak
celkovy pocet instrukci provedenych pro vstup w je

T(n)=cim + comy + -+ + cpemy.

@ Vezméme si funkce fi, f>, ..., fx, kde f; : N — R, pficemz f;(n) je
maximum z poCtu provedeni instrukce [; pro vSechny vstupy
velikosti n.

@ Zjevné plati, ze pro libovolnou funkci f; je T € Q(f;).

@ Zjevné také plati T € O(f + o +--- + fi).
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SlozZitost algoritmi

@ Pfipomenme si, Zze pokud f € O(g), pak f + g € O(g).

@ Pokud tedy pro nékterou funkci f; plati, Ze pro vSechny f;, kde j # i,
je fj € O(f;), pak
T € O(f).

o Casto se tedy pfi analyze celkové ¢asové sloZitosti T (n) miZeme
omezit pouze na analyzu poctu provedeni nejcastéji provddéné
instrukce (pro vstup velikosti n je provedena maximalné f;(n) krat),
protoze plati

T € O(f;).
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SlozZitost algoritmi

Priklad: P¥i analyze slozitosti algoritmu FIND-MAX jsme zjistili, ze ¢asova
slozitost daného algoritmu v nejhorsim pripadé je

f(n)=an+b.

Kdybychom to nechtéli takto podrobné zjistovat a spokojili se s hrubsim
odhadem, mohli jsme urdit, Ze ¢asova sloZitost tohoto algoritmu je ©(n),
protoze:

@ Algoritmus obsahuje jediny cyklus, ktery se pro vstup velikosti n
provede vzdy pravé (n— 1) krat, tj. pocet prichodl cyklem je v ©O(n).

@ V ramci jednoho priichodu cyklem se provede nékolik instrukci, jejichz
pocet je shora i zdola omezen néjakymi konstantami nezavislymi na
velikosti vstupu.

@ Ostatni instrukce se provedou jednou. K celkové slozitosti tak
prispivaji prictenim néjaké konstanty.
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SlozZitost algoritmi

Pokusme se analyzovat ¢asovou sloZitost nasledujiciho algoritmu:

Algoritmus 2: T¥idéni pfimym vkladanim

1 INSERTION-SORT (A, n):

2 begin

3 for j:=1ton—1do
4 x = Al

5 i=j—1

6 while / > 0 and A[/] > x do
7 Ali + 1] := Al/]
8 i=i—1

9 end

10 Ali + 1] := x

11 end

12 end

Tj. chceme najit funkci T (n) takovou, Ze ¢asova slozitost algoritmu
INSERTION-SORT v nejhor§im pfipadé je v ©( T (n)).
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SlozZitost algoritmi

Uvazujme vstupy velikosti n:

©

Vnéjsi cyklus for se provede n — 1 krat.

©

Vnitrni cyklus while se pro danou hodnotu j provede maximalné
(j — 1) krat.

(]

Existuji vstupy, pro které plati ze pro kazdou hodnotu j od 2 do n se
vnitfni cyklus while provede pravé (j — 1) krét.

(4]

V nejhors$im pripadé se tedy cyklus while provede celkem m krat, kde

m:1—|—2—|—---—|—(n—1):(1+(n—1))-”7_1:%n2—%n

(]

Celkova Casova slozitost algoritmu INSERTION-SORT v nejhor$im
piipadé je tedy O(n?).
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SlozZitost algoritmi

V predchozim pripadé jsme presné spocitali celkovy pocet priichodi
cyklem while.
Obecné to neni vzdy mozné spocitat takto presné nebo to mize byt hodné

komplikované. Pokud nds zajima jen asymptoticky odhad, tak to ¢asto ani
neni nutné.
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SlozZitost algoritmi

Pokud bychom naptiklad neuméli spocitat soucet aritmetické posloupnosti,
mohli bychom provést analyzu nasledovné:

@ Vnéjsi cyklus for se neprovede vice nez n krat, vnitfni cyklus while se
pri kazdé iteraci vnéjsiho cyklu provede maximalné n krat. Celkové se
tedy vnitini cyklus provede maximalné n? krat.

Plati tedy T € O(n?).

@ Pro nékteré vstupy se pfi poslednich | n/2]| priichodech cyklem for
provede cyklus while alespori [n/2] krat.
Pro nékteré vstupy se tedy cyklus while provede alespon
|n/2| - [n/2] krat.
(/2] - [n/2] > (n/2—1) - (n/2) = 1n? — L
Plati tedy T € Q(n?).
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Prostorova (pamétovad) slozitost algoritmi

@ Zatim jsme se zajimali o Cas, ktery potfebujeme k vypoctu

@ Nékdy byva kritickou velikost paméti potiebné k provedeni vypoctu.

MnozZstvi paméti pouzité strojem M pii provadéni vypoctu nad
vstupem w muze byt napt.:
@ maximalni pocet bitl nutnych pro uloZeni vsech dat v kazdé
jednotlivé konfiguraci
@ maximalni pocet pamétovych bunék pouzitych béhem vypoctu

Prostorova slozitost algoritmu Alg béziciho na stroji M je funkce
S:N — N, kde S(n) udava maximalni mnozstvi paméti pouzité
strojem M pfi vypoctech nad vstupy velikosti n.
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Prostorova (pamétovad) slozitost algoritmi

@ Pro konkrétni problém miizeme mit dva algoritmy takové, Ze jeden
ma mensi prostorovou slozitost a druhy zase Casovou slozitost.

@ Je-li &asova sloZitost algoritmu v O(f(n)) je i prostorova v O(f(n))
(pocet pouzitych pamétovych bunék nemize byt vétsi nez pocet
provedenych operaci, protoze v kazdém kroku se pouzije jen néjaky
omezeny pocet bunék (omezeny néjakou konstantou nezavislou na
velikosti vstupu).

@ Prostorova slozitost mize byt mnohdy o dost mensi nez ¢asova
slozitost — napriklad pamétova slozitost algoritmu INSERTION-SORT
je ©(n), zatimco &asova O(n?).
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SlozZitost algoritmi

Orientacni typické hodnoty velikosti vstupu n, pro které algoritmus
s danou Casovou slozitosti jesté vétSinou zvlddne na ,,bézném PC" spoditat
vysledek ve zlomku sekundy nebo maximalné v radu sekund.

(Zavisi to samozfejmé vyrazné na konkrétnich detailech. Navic se zde
predpokladd, ze v asymptotické notaci nejsou skryty néjaké velké
konstanty.)

O(n) O(nlogn) O(n?) O(n?)
1000000-100000000 100000-1000000 1000-10000 100-1000

20(n) o(n!)
20-30 10-15
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SlozZitost algoritmi

P¥i pouzivani asymptotickych odhadil casové slozitosti algoritm( bychom
si méli byt védomi nékterych dskali:

@ Asyptotické odhady se tykaji pouze toho, jak roste Cas s rostouci
velikosti vstupu.

@ Nerikaji nic o konkrétni dobé vypoctu. V asymptotické notaci mohou
byt skryty velké konstanty.

@ Algoritmus, ktery ma lepsi asymptotickou ¢asovou slozitost nez
néjaky jiny algoritmus, mdze byt ve skuteCnosti rychlejsi az pro néjaké
hodné velké vstupy.

@ VEétsinou analyzujeme slozitost v nejhorsim pripadé. Pro nékteré
algoritmy muze byt doba vypoctu v nejhorSim pfipadé mnohem vétsi
nez doba vypoctu na ,typickych” instancich.
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SlozZitost algoritmi

@ MizZeme si to ilustrovat na algoritmech pro tfidéni.

Algoritmus ‘ Nejhorsi pripad ‘ Pramérny pripad

Bubblesort O(n?) Q(n?)
Heapsort O(nlogn) O(nlogn)
Quicksort O(n?) O(nlog n)

@ Quicksort ma horsi asymptotickou slozitost v nejhor$im pripadé nez
Heapsort, stejnou asymptotickou sloZitost v primérném pripadé a
presto je v praxi nejrychlejsi.

Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky
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SlozZitost algoritmi

Polynom — funkce tvaru
akn® +ag_1n* 1+ oo +an?+ain+ag

kde ag, a1, ..., ax jsou konstanty.

Priklady polynomd:
4n® —2n +8n+13 2n+1 nt00
Funkce f je polynomialni, jestlize je shora omezena néjakym polynomem,

tj. jestlize existuje néjaka konstanta k takova, ze f € O(n*).

Polynomidlni jsou napriklad funkce, které patfi do nasledujicich tfid:

O(n) O(nlog n) O(n?) O(n°) O(v/n) O(n'%)
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SlozZitost algoritmi

Funkce jako 2" nebo n! polynomialni nejsou — pro libovolné velkou
konstantu k plati

2" € Q(nk) n! € Q(nk)

Polynomialni algoritmus — algoritmus, jehoz Casova slozitost je
polynomidlni (tj. shora omezena néjakym polynomem)

Zhruba se d4 fict, ze:
@ polynomidlni algoritmy jsou efektivni algoritmy, které se daji prakticky
pouzit i pro relativné velké vstupy
@ algoritmy, které polynomialni nejsou, se daji pouzit jen pro pomérné
malé vstupy

20. kvétna 2014 454 / 508

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky



SlozZitost algoritmi

Rozdéleni na polynomidlni a nepolynomialni algoritmy je velmi hrubé —
nelze kategoricky tvrdit, Ze polynomialni algoritmy jsou vzdy prakticky
pouzitelné a nepolynomidlni naopak nikdy nejsou:

o algoritmus se slozitosti @(n'%%) pravdépodobné prili$ prakticky
pouzitelny nebude,

@ nékteré algoritmy, které nejsou polynomidlni, mohou fungovat
efektivné pro velkou ¢ast vstupl, a slozitost vétsi nez polynomidlni
maji jen kvali nékterym problematickym vstupdm, na kterych mize
vypocet trvat velmi dlouhou dobu.

Poznamka: Polynomialni algoritmy, kde by konstanta v exponentu bylo
néjaké velké Cislo (napf. algoritmy se slozitosti @(nloo)), se pri reseni
béznych algoritmickych problémi prakticky nevyskytuji.
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SlozZitost algoritmi

Pro vétsinu béZnych algoritmickych problém( nastava jedna ze tfi
moznosti:

@ Je zndm polynomialni algoritmus se slozitosti O(n*), kde k je n&jaké
velmi malé ¢islo (nap¥. 5 a Castéji tfeba 3 a méné).

@ Neni znam zadny polynomidlni algoritmus a nejlepsi znamé algoritmy
maji slozitosti jako tfeba 29", @(n!) nebo n&jaké jesté vétsi.
V nékterych pfipadech muze byt znam i diikaz, Ze pro dany problém
zadny polynomidlni algoritmus neexistuje (tj. neda se vytvofit).

@ Neni znam zadny algoritmus, ktery fesi dany problém (a pfipadné je i
dokazano, ze zadny takovy algoritmus neexistuje).
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SlozZitost algoritmi

Typicky priklad polynomidlniho algoritmu — ndsobeni matic s ¢asovou

slozitosti ®(n3) a pamétovou slozitosti ©(n?):

Algoritmus 3: Nésobeni matic

1 MATRIX-MULT (A, B, C, n):
2 begin
3 for i:=1to ndo

4 for j:=1to ndo

5 x:=0

6 for k:=1 to ndo

7 x := x + Alillk] = B[K][j]
8 end

9 Clllj] = x

10 end

11 end

12 end
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SlozZitost algoritmi

@ P¥i hrubé analyze sloZitosti Casto stali spocitat pocet do sebe
vnorenych smycek — a tento pocet pak udava stupen polynomu

Ptiklad: Tti vnorené cykly pfi ndsobeni matic — ¢asova slozitost
algoritmu je O(n?).

Pokud neprobihaji vSsechny smycky napt. od 0 do n, ale pocet
prichod vnitfnimi smyckami se pfi riiznych iteracich vnéjsi smycky
méni, podrobnéjsi analyza mize byt komplikovanéjsi.

Vétsinou to pak vede na poditdni souctl rliznych typa ciselnych rad
(napf. aritmetické, geometrické, apod.).

Casto d4 takova podrobnéjsi analyza podobny vysledek jako hrubd

analyza, mnohdy vSak mize byt slozitost zjisténa touto podrobnéjsi
analyzou podstatné nizsi nez by vyplyvalo z hrubého odhadu.
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SlozZitost algoritmi

Aritmeticka posloupnost — Ciselna rada ag, a1, ..., a,—1, kde

kde d je néjaka konstanta nezdvistld na /.

Poznamka: V aritmetické posloupnosti tedy pro vsechna / plati
dj+1 = aj +d.

Soucet aritmetické posloupnosti:

1
Za,- = a+ar1+---+ap-1 = En(a,,,lJrao)
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SlozZitost algoritmi

Priklad:

1 1
1+2+---4+n = En(n—l—l) = —nz—l—fn = @(nz)

Konkrétné napriklad pro n = 100 je
1+24---4100 = 50-101 = 5050.
Poznamka: Stadi si umédomit, ze
1+2+---4100 = (1+100)+ (2+99) +---+ (504 51),

kde s¢itame celkem 50 dvojic, kde soucet kazdé dvojice je 101.
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SlozZitost algoritmi

Geometricka posloupnost — ciselnd fada ag, ai, ..., a,, kde
ai=ao-q',

kde g je né€jaka konstanta nezavistla na /.

Poznamka: V geometrické posloupnosti tedy pro vsechna i plati
aj.1 = a;-q foreach i

Soucet geometrické posloupnosti (kde g # 1):

qn+1 -1

n
Y ai=ata+-+a, = a
g—1

i=0
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SlozZitost algoritmi

Priklad:
qn+1 -1

1+q+q*+ - +q" =
qg—1

Specidlné pro g = 2:

2n+1 -1

1428422423 4. 42" = o

=2.2"-1 = 92"
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SlozZitost algoritmi

Exponencialni funkce: funkce tvaru ¢”, kde c je konstanta —
napr. funkce 2"

Logaritmus — inverzni funkce k exponencialni funkci: pro dané n je
log. n

takova hodnota x, ze ¢* = n.
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SlozZitost algoritmi

n 2" n | [logy, n] n log, n
0 1 0 — 1 0
1 2 1 0 2 1
2 4 2 1 4 2
3 8 3 2 8 3
4 16 4 2 16 4
5 32 5 3 32 5
6 64 6 3 64 6
7 128 7 3 128 7
8 256 8 3 256 8
9 512 9 4 512 9
10 1024 10 4 1024 10
11 2048 11 4 2048 11
12 4096 12 4 4096 12
13 8192 13 4 8192 13
14 16384 14 4 16384 14
15 32768 15 4 32768 15
16 65536 16 4 65536 16
17 131072 17 5 131072 17
18 262144 18 5 262144 18
19 | 524288 19 5 524288 19
20 | 1048576 20 5 1048576 20
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SlozZitost algoritmi

Pro libovolnad a, b > 1 a libovolné n > 0 plati

_ log,n

log, n =
8 log, a

Dikaz: Z n = 2'°8:" plyne log, n = log,(a'°&").
Protoze log,(a'°8:") = log, n - log,, a, dostavame log, n = log, n - log,, a,
z CehoZ plyne vySe uvedeny zavér. [

Z toho dlvodu se pri pouziti asymptotické notace zaklad logaritmu
obvykle vynechava: napriklad misto ®(nlog, n) mizeme napsat O(nlog n).
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SlozZitost algoritmi

Priklady toho, kde se pfi analyze algoritmil objevuji exponencidlni funkce
a logaritmy:

@ Néjaka hodnota se opakované zmensuje na polovinu nebo naopak
zdvojndsobuje.

Napfiklad u binarniho vyhledavani (metodou pdleni intervalu) se
s kazdou iteraci cyklu zmensuje velikost intervalu na polovinu.
Predpokladejme, ze pole ma velikost n.

Jaka je minimalni velikost pole n, pfi které se provede alespon

k iteraci?

Odpovéd: 2k

Plati tedy k = log,(n). Casova sloZitost algoritmu je pak @(log n).
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SlozZitost algoritmi

@ Pomoci n bitdl je mozno reprezentovat Cisla od 0 do 2" — 1.

@ Minimalni pocet bitll potfebnych pro ulozeni prirozeného cisla x
reprezentovaného binarné je

[logy(x +1)].

@ Dokonale vyvazeny binarni strom o vyéce h ma 21 — 1 vrchold,
z &ehoz 2" jsou listy.

@ Dokonale vyvazZzeny binarni strom o n vrcholech ma vysku zhruba
log, n.

llustraéni priklad: Kdybychom nakreslili vyvazeny strom

o n=1000000 vrcholech tak, aby sousedni vrcholy byly vzdaleny
o 1cm a vyska kazdé vrstvy byla také 1cm, mél by tento strom na
Sirku 10 km a na vysku zhruba 20 cm.
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SlozZitost algoritmi

Dokonale vyvazeny binarni strom vysky h:
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SlozZitost algoritmi

Dokonale vyvazeny binarni strom vysky h:
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SlozZitost algoritmi

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.
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SlozZitost algoritmi
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SlozZitost algoritmi

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.
Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

o [10]11]
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SlozZitost algoritmi

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.
Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

> [10[11]34]
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SlozZitost algoritmi

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

158/ 61]
= [10]11]34]42]
153/67
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SlozZitost algoritmi

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

158/ 61]
= [10[11]34]42]53]
167]
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SlozZitost algoritmi
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SlozZitost algoritmi

Ptiklad: Algoritmus MERGE-SORT.

Hlavni myslenka algoritmu: Dvé setfidéné posloupnosti snadno spojime do
jediné setfidéné posloupnosti.

Pokud maji obé posloupnosti dohromady n prvk(, vyzaduje tato operace
n krokd.

—  [10[11]34]42]53]58]61] 67
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SlozZitost algoritmi

Algoritmus 4: Merge sort

1 MERGE-SORT (A, p, r):
2 begin

3 if r—p>1then

4 qg=1[(p+r)/2]

5 MERGE-SORT(A, p, q)
6 MERGE-SORT(A, g, r)
7 MERGE(A, p, g, r)

8 end

9 end

Pro setfidéni pole A, které obsahuje prvky A[0], A[1],---, Aln—1],
zavoldme MERGE-SORT(A, 0, n).

Poznamka: Procedura MERGE(A, p, q, r) spoji setfidéné posloupnosti
ulozené v Alp..g—1] a Alg .. r — 1] do jedné posloupnosti ulozené
vAp..r—1].
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SlozZitost algoritmi

Vstup: 58, 42, 34, 61, 67, 10, 53, 11

(10 11 34 42 53 58 61 67|

— T~

|34 42 58 61| 10 11 53 67|
/ X / X
|42 58] 134 61] 10 67| 11 53]

/N /AN /SN /X

Strom rekurzivnich volani ma ®(log n) Grovni. Na kazdé Grovni se provede
O(n) operaci. Casova slozitost algoritmu MERGE-SORT je ©O(nlogn).
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SlozZitost algoritmi

1[ 3=
- f 2| 1]
eprezentace grafu: ]
3| L[5
4| —=2]/]
5| —4l/]
(@ (2) (3) 6| 6]/
1 2 3 4 5 6
1/0 1. 0 1 0 O
o e e 2/0 0 0 0 1 0O
3o 0o 00 1 1
40 1.0 0 0 O
50 0 0 1 0 O
6|0 0 0 0 0 1
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SlozZitost algoritmi

A 3-E3-E3-E1
SAESOESEN
ENESHAESAN

Reprezentace grafu:

ga b~ W N P
nnnnn

a b WN R

» OO FRr O |k
[ = I = W I N}
oOr Oor o |w
r OFr P O |n
o r O Fr L |0
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SlozZitost algoritmi

Nalezeni nejkratsi cesty grafu, kde hrany nejsou ohodnoceny:
@ Algoritmus pro prohledavani grafu do Sirky
@ Vstupem je graf G (s mnozinou vrchold V') a pocdatecni vrchol s.
@ Algoritmus pro vSechny vrcholy najde nejkratsi cestu z vrcholu s.

@ Pro graf, ktery ma n vrchold a m hran je doba vypoctu tohoto
algoritmu ©(n + m).
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SlozZitost algoritmi

Algoritmus 5: Prohledavani do Sitky

1 Brs(G,s):
2 begin

3

BFs-INIT(G, s)

4 ENQUEUE(Q, s)

5 while Q # () do

6 u = DEQUEUE(Q)

7 for each v € edges[u] do
8 if colorlv] = WHITE then
9 color]v] := GRAY
10 dlv] =d[u] +1
11 predlv] .= u
12 ENQUEUE(Q, v)
13 end

14 end

15 color{u] := BLACK

16 end

17 end

Z. Sawa (VSB-TUO)
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SlozZitost algoritmi

Algoritmus 6: Prohledavani do Sitky — inicializace — initialization

1 Brs-INIT (G, s):
2 begin
3 for each u € V —{s} do

4 color{u] := WHITE
5 d[u] := o0

6 pred[u] ;== NIL

7 end

8 color[s] := GRAY

9 dlu] ;=

10 pred[u] := NIL

11 Q=10

12 end
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SlozZitost algoritmi

@ Mnozina obsahujici n prvk(i ma 2" podmnozin.

Algoritmus resici dany problém hrubou silou, kdy testuje néjakou
podminku pro vSechny podmnoziny dané mnoziny.

@ Pokud by stacilo omezit se na podmnoziny urcité konkrétni
velikosti k, téchto podmnozin je

(8

Pro nékteré hodnoty k celkovy pocet téchto podmnozin neni o moc

mensi nez 2";
Da se napriklad ukazat, ze
n S 2"
[n/2]) = n~
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SlozZitost algoritmi

Problém nezavislé mnoziny (IS — independent set)

Vstup: Neorientovany graf G, Cislo k.

Otazka: Existuje v grafu G nezdvisla mnozina velikosti k7

Poznamka: Nezavisla mnozina v grafu je podmnozina vrcholi grafu
takova, Ze zadné dva vrcholy z této podmnoziny nejsou spojeny hranou.
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SlozZitost algoritmi
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SlozZitost algoritmi

Priklad instance, kde je odpovéd ANO:

Pfiklad instance, kde je odpovéd NE:
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SlozZitost algoritmi

Algoritmus resici problém nezavislé mnoziny hrubou silou tim zpisobem,
ze bude postupné testovat pro vsechny k-prvkové podmnoziny n vrcholi,
zda tvori dand podmnozina nezavislou mnozinu, bude mit ¢asovou
slozitost 207
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Priklady algoritmickych problémidi

Na nasledujich slidech jsou uvedeny priklady nékolika typickych
algoritmickych problémi, které:

@ jsou algoritmicky reSitelné — vétSinou neni té€zké vymyslet algoritmus
s exponencialni Casovou slozitosti, fesici dany problém

@ neni pro né znam zadny algoritmus s polynomidlni ¢asovou slozitosti

@ na druhou stranu neni ani dokdzdno, ze dany pro dany problém
nemuzZe algoritmus s polynomialni ¢asovou slozitosti existovat

@ vse jsou to priklady tzv. NP-aplnych problémi
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Problém SAT

SAT (splnitelnost booleovskych formuli)

Vstup: Formule vyrokové logiky .
Otazka: Je @ splnitelna?

Priklad:

Formule @1 = p/\ (=g V r) je splnitelna:

napt. pfi ohodnoceni v, kde v(p) =1, v(q) =0, v(r) =1, plati v E @1.
Formule @ = (p /A —p) V (—g /\ r /\ g) neni splnitelna:

pro libovolné ohodnoceni v plati v F= @.
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Barveni grafu

Barveni grafu

Vstup: Neorientovany graf G, pfirozené Cislo k.

Otazka: Lze vrcholy grafu G obarvit k barvami tak, aby zddné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Priklad: kK =3
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Barveni grafu

Barveni grafu
Vstup: Neorientovany graf G, pfirozené Cislo k.

Otazka: Lze vrcholy grafu G obarvit k barvami tak, aby zddné dva
vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?

Priklad: kK =3

Odpovéd: NE
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VC - Vrcholové pokryti

VC - vrcholové pokryti (vertex cover)

Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k.

Otazka: Existuje v grafu G mnozina vrcholl velikosti k takova, ze
kazda hrana ma alespon jeden svij vrchol v této mnoziné?

Priklad: k =6
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VC - vrcholové pokryti (vertex cover)

Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k.
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Priklad: k =6
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CLIQUE — problém kliky

CLIQUE — problém kliky

Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k.

Otazka: Existuje v grafu G mnozina vrcholl velikosti k takova, ze
kazdé dva vrcholy této mnoZiny jsou spojeny hranou?

Priklad: k =4
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CLIQUE — problém kliky

CLIQUE — problém kliky

Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k.

Otazka: Existuje v grafu G mnozina vrcholl velikosti k takova, ze
kazdé dva vrcholy této mnoZiny jsou spojeny hranou?

Priklad: k =4

Odpovéd: ANO
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Hamiltonovsky cyklus

HC — Problém ,,Hamiltonovsky cyklus"

Vstup: Orientovany graf G.

Otazka: Existuje v grafu G Hamiltonovsky cyklus (orientovany cyklus
prochazejici kazdym vrcholem pravé jednou)?

Ptiklad:
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Hamiltonovsky cyklus

HC — Problém ,,Hamiltonovsky cyklus"

Vstup: Orientovany graf G.
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Hamiltonovska kruznice

HK - Problém ,,Hamiltonovska kruznice"

Vstup: Neorientovany graf G.

Otazka: Existuje v grafu G Hamiltonovska kruZnice (neorientovany
cyklus prochazejici kazdym vrcholem pravé jednou)?

Ptiklad:

Odpovéd: NE
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Hamiltonovska kruznice

HK - Problém ,,Hamiltonovska kruznice"

Vstup: Neorientovany graf G.

Otazka: Existuje v grafu G Hamiltonovska kruZnice (neorientovany
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Problém obchodniho cestujiciho

TSP - Problém ,,obchodniho cestujiciho"
Vstup: Neorientovany graf G s hranami ohodnocenymi prirozenymi
Cisly a cislo k.
Otdzka: Existuje v grafu G uzavrenda cesta prochdzejici vsemi vrcholy
takovy, Ze soucet délek hran na této cesté (vcetné
opakovanych) je maximalné k?

Ptiklad: kK =70
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Problém obchodniho cestujiciho

TSP - Problém ,,obchodniho cestujiciho"
Vstup: Neorientovany graf G s hranami ohodnocenymi prirozenymi
Cisly a cislo k.
Otdzka: Existuje v grafu G uzavrenda cesta prochdzejici vsemi vrcholy
takovy, Ze soucet délek hran na této cesté (vcetné
opakovanych) je maximalné k?

Ptiklad: kK =70

Odpovéd: ANO, protoze byl nalezen sled se souétem 69.
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SUBSET-SUM

Problém SUBSET-SUM

Vstup: Sekvence prirozenych Cisel ai, as, ..., a, a pfirozené Cislo s.

Otazka: Existuje mnozina | C€{1,2,...,n} takova, ze } ;.,a; =57

Jinak Feceno, ptdme se zda z dané (multi)mnoziny Cisel je mozné vybrat
podmnozinu, jejiz soulet je s.

Pfiklad: Pro vstup tvoreny &isly 3,5,2,3,7 a ¢islem s = 15 je odpovéd
ANO, nebot 3+5+7 =15.

Pro vstup tvoreny Cisly 3,5,2,3,7 a islem s = 16 je odpovéd NE, nebot
zadna podmnozina téchto Cisel neddva soucet 16.
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SUBSET-SUM

Poznamka:
Poradi Cisel a1, ap, ..., a, na vstupu neni dllezité.

Vsimnéte si vsak urcitého rozdilu oproti tomu, kdybychom problém
formulovali tak, Ze vstupem je mnozina {ai,as,...,a,} a Cislo s — v
mnoziné se Cisla neopakuji, zatimco v sekvenci se miize totéz Cislo
vyskytnout vicekrat.
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SUBSET-SUM

Problém SUBSET-SUM je specidlnim pfipadem problému batohu
(knapsack problem):

Knapsack problem

Vstup: Sekvence dvojic pfirozenych cisel
(a1, b1), (a2, b2), ..., (an, by) a dvé pfirozena Cisla s a t.

Otazka: Existuje mnozina | C {1,2,...,n} takova, ze } ;.,a; <sa
2 jer bi > t7?
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SUBSET-SUM

Neformalné muizeme problém batohu formulovat takto:

Mame n predmétd, kde i-ty predmét vazi a; gramli a ma cenu b; K&. Do
batohu se vejdou predméty o maximalni celkové vaze s grama.

Otazka zni, zda mlzeme z pfedmétl vybrat podmnozinu, ktera by vazila
maximalné s gram( a méla celkovou cenu alespon t K&.

Poznamka:

Zde jsme problém batohu formulovali jako rozhodovaci problém.
Béznéjsi je formulovat tento problém jako optimalizaéni problém, kde je
cilem najit takovou mnozinu / C {1,2,...,n}, kde hodnota } ., b; je
maximalni, pficemz ovSem musi byt dodrzena podminka } ;. ,a; <s,
tj. vybrat predméty s maximalni celkovou cenou tak, aby nebyla
prekroCena kapacita batohu.
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SUBSET-SUM

To, ze SUBSET-SUM je specidlnim pfipadem problému batohu, vidime
z nasledujici jednoduché konstrukce:

Reknéme, Ze aj,az,...,an, 51 je instance problému SUBSET-SUM.

Je ocividné, ze pro instanci problému batohu, kde mdme sekvenci

(a1, a1), (a2,a2)y..., (anyan), s =51 a t = s1, je odpovéd stejnd jako pro
ptvodni instanci SUBSET-SUM.
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SUBSET-SUM

Pokud chceme studovat slozZitost problémd jako jsou SUBSET-SUM nebo
problém batohu, je dobré si nejprve ujasnit, co povazujeme za velikost
vstupu.

Asi nejpfirozenéjsi je definovat velikost vstupu jako celkovy pocet bitl,
ktery potrebujeme k zapisu instance.

Musime vsak urcit, jakym zplsobem jsou na vstupu zadana prirozena Cisla
— zda bindrné (pfipadné v jiné Ciselné soustavé o zdkladu alespon 2,
napr. desitkové nebo Sestnactkové) nebo undrné.

@ Pokud pocitame velikost vstupu jako celkovy pocet bitl pfi pouziti
binarniho zapisu Cisel, tak pro problém SUBSET-SUM neni zndm
polynomidlni algoritmus.

@ Pokud pocitame velikost vstupu jako celkovy pocet bitil pfi pouziti
unarniho zapisu, tak existuje pro problém SUBSET-SUM algoritmus
s polynomialni ¢asovou slozitosti.
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ILP — celociselné linedrni programovani

Problém ILP (celociselné linearni programovani)

Vstup: Celociselna matice A a celodiselny vektor b.

Otazka: Existuje celoliselny vektor x, takovy ze Ax < b?

Priklad instance problému:

3 =25 8
A= 1 0 1 b=1 -3
2 1 0 5

Ptame se tedy, zda existuje celociselné feseni nasledujici soustavy nerovnic:

3x —2xp+5x3 < 8
X1 + X3

<
2x1+x <
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ILP — celociselné linedrni programovani

Jednim z FeSeni soustavy

3x1 —2xp+5x3 < 8
x1+x3 < =3
2x1+x < b
je napriklad x; = —4, xo =1, x3 =1, tj.
—4
X = 1
1
nebot
3.(—4)—-2-1+5-1 = —9 < 8
—44+1 = -3 < -3
2-(—4)+1 = -7 < 5

Pro tuto instanci je tedy odpovéd ANO.
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ILP — celociselné linedrni programovani

Poznamka: Analogicky problém, kdy se pro danou soustavu linedlnich
nerovnic ptame, zda existuje jeji feseni v oboru realnych Ccisel, je mozné
resit v polynomidlnim case.
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Priklady algoritmickych problémidi

Na nasledujich slidech jsou uvedeny priklady nékolika typickych
algoritmickych problémii, které:

@ nejsou algoritmicky resitelné

@ pro tyto problémy se da dokazat, Ze pro pro né nemohou existovat

algoritmy, které by je resily

Poznamka: Pripomerime, Ze algoritmus fesi dany problém, jestlize se pro
kazdy vstup po kone¢ném poctu krok( zastavi a vyda spravny vystup.

Pro nasledujici problémy tedy plati, ze pro kazdy algoritmus, ktery by se je
pokousel resit, se da najit priklad vstupu, pro ktery:
@ se algoritmus nikdy nezastavi, nebo

@ vyda chybny vystup

Poznamka: V pripadé, ze se jedna o rozhodovaci problémy, se problém(im,
které nejsou algoritmicky FesSitelné, fikd nerozhodnutelné problémy.
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Priklady nerozhodnutelnych problémd

S jednim prikladem nerozhodnutelného problému uZ jsme se setkali:

Problém

Vstup: Bezkontextové gramatiky Gi a Gp.
Otazka: Je L(Gy) = L(Gp)?

pripadné

Problém

Vstup: Bezkontextova gramatika G generujici jazyk nad abecedou X.
Otazka: Je L(G) = £*?
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Problém

Vstup: Bezkontextové gramatiky Gi a Gp.
Otdzka: Je L(G1) N L(Gp) = 0?

Problém

Vstup: Bezkontextova gramatika G.

Otazka: Je G nejednoznacna?
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Nerozhodnutelna je celd fada problém, které se tykaji ovéfovani chovani
programu:

@ Vyda dany program pro néjaky vstup odpovéd ANO?

@ Zastavi se dany program pro libovolny vstup?

@ Davaji dva dané programy pro stejné vstupy stejny vystup?

o ...
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Vstupem je mnozina typu kachlicek, jako treba:

L X

Otéazka je, zda je mozné pouzitim danych typi kachlicek pokryt kazdou
libovolné velkou konecnou plochu tak, aby vSechny kachli¢ky spolu
sousedily stejnymi barvami.

Poznamka: Miizeme predpokladat, Ze mame v zadsobé neomezené
mnozstvi kachlicek vsech typd.

Kachlicky neni dovoleno otécet.
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Dalsi nerozhodnutelné problémy
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Vstupem je mnozina typt karticek, jako treba:

abb a bab baba aba

bbab aa ab aa a

Otazka je, zda je mozné z téchto typl karti¢ek vytvofit neprazdnou
konecnou posloupnost, kde zretézenim slov nahore i dole vznikne totéz
slovo. Kazdy typ karticky je mozné pouzivat opakované.

a abb abb baba abb aba

aa bbab bbab aa bbab a

Nahore i dole vznikne slovo aabbabbbabaabbaba.
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Vstup: Uzavrena formule predikatové logiky, ve které mohou byt
pouzity jako funkéni symboly + a * a celociselné konstanty a
jako predikatové symboly = a <.

Otazka: Je dand formule pravdiva v oboru pfirozenych Eisel (pfi
prirozené interpretaci vSech funkcnich a predikatovych
symboli)?

Priklad vstupu:

VxdyVz((x*xy = z) AN (y +5 = x))

Poznamka: Uzce souvisi s Gédelovou vétou o nelplnosti.
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Je zajimavé, Ze analogicky problém, kde ale misto pfirozenych Cisel
uvazujeme Cisla realna, je algoritmicky rozhodnutelny (i kdyz popis
daného algoritmu a dikaz jeho korektnosti jsou znaéné netrividlni).

Rovnéz, pokud uvazujeme pfirozend nebo celd Cisla a stejné formule jako
v predchozim pfipadé, ale s tim, Ze v nich nesmi byt pouzit funkéni
symbol * (ndsobeni), tak je problém algoritmicky rozhodnutelny.
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Pokud mizeme pouzivat *, je ve skutecnosti nerozhodnutelny uz velmi
omezeny pripad:

Desaty Hilbertlv problém

Vstup: Polynom f(x1,x2,...,X,) vytvofeny z proménnych
X1, X2, ..., Xn a celociselnych konstant.
Otéazka: Existuji pfirozena Cisla x1, x2, ..., X, takova, Ze
f(Xl,XQ,...,X,-,) =07

Piklad vstupu: 5x°y —8yz + 3z%> — 15
Tj. ptame se, zda
IxTyIz(5xxxx*y+ (—8)*xy*z+3xz*z+ (—15) =0)

plati v oboru prirozenych disel.
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Dalsi nerozhodnutelné problémy

Také nasledujici problém je algoritmicky nerozhodnutelny:

Problém

Vstup: Uzavrena formule @ predikatové logiky.
Otazka: Plati =@ ?

Poznamka: Zapis = ¢ znamen3d, ze formule ¢ je logicky platn3,
tj. pravdiva v kazdé interpretaci.
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