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Cviceni 13
Priklad 1: Podrobné zduvodnéte, pro¢ pro funkce
f(n) =513 +2n? —9n+13 gn) =n?

plati f € O(g) a f € Q(g).
(Z ptedchoziho pak vyvodte, Ze tedy také plati g € O(f), g € Q(f), f € O(g) a g € O(f).)

Resend: Je tfeba najit konstanty ¢ € R a ng € N takové, ze ¢ > 0 a pro kazdé n > ng plati
f(n) <c-gn).
Snadno se ovéri, ze pro vSechna n > 1 plati:

5n® < 5n’ 2n? < 2n’ —9n < 9n’ 13 < 13n?
Pokud tedy zvolime ¢ =5+ 2+ 9+ 13 =29 a ny = 1, tak pro vSechna n > ngy plati

f(n):5n3—|—2n2—9n+13§5n3+2n3—|—9n3—|—13n3:29-n3:c-g(n).

Priiklad 2: Nasledujici funkce sefadte podle rychlosti jejich rustu, tj. sefadte je do posloup-
nosti g1, 92,...,915, kde g1 € O(g2), g2 € O(g3), ..., g1a € O(g15). Uvedte také, pro které
dvojice funkci g; a gi+1 v této posloupnosti plati g; € O(giy1)-

n? 2n n log,n n"
n! log,(n?) (log, n)? n3 vn
22" on n 1000 In nlog, n

Reseni: Funkce je mozno seradit nasledujicim zptisobem:

g1 92 93 94 g5 G6 g7 gs 99 gdio

log,n log;(n?) (log,n)? ¥m yn n nlogyn n? nd nlo®

g g2 gi3 g4 gis
210" nl o 22"

Jediné funkce, které rostou stejné rychle jsou funkce gq a g,, kde plati log, n € ©(log,(n?)) a
také log,(n?) € ©(log; n). (To, e tyto vztahy plati, plyne z toho, Ze log;(n?) = 2log, n.)
Pro vSechny ostatni funkce plati, Zze v této posloupnosti kazda nasledujici funkce roste rychleji
nez predchozi, tj. pro i > 2 plati g; € O(gir1), ale gir1 € O(gi), a tedy gi € O(gir1).

Piiklad 3: Pro nésledujici trojice funkci fy,f;,f3 urcete, které vztahy tvaru f; € O(fj),
fi € Q(f;) a f; € O(f;) plati a které ne.

Resend: Nasledujici feseni jsou prezentovany ve formé tabulek, kde jednotliva policka téchto
tabulek odpovidaji vztahim uvedenym v nasledujici tabulce. Krouzky oznacuji vztahy, které
plati, kiizky vztahy, které neplati.
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f1 € O(f,)

f, € O(fy)

f1 € O(f3)

f3 € O(fy)

f, € O(f3)

f3 € O(f,)

f1 € Q(f)

f, € Q(fy)

f1 € Q(f3)

f3 € Q(fy)

f, € Q(f3)

f3 € Q(f;)

f1 € O(f2)

f, € ©(fy)

f1 € O(f3)

f3 € ©(f1)

f, € O(f3)

f3 € O(f2)

a) fin) =3n?+5n—1, fH,(n)=2n>—15n—183, fz3(n)=Mn+1)(n—1)

Reseni:

Reseni:

c) filn) =nym,

Reseni:

d) fi(n)=2",

Reseni:

e) f] (TL) = Zn,

Reseni:

f) filn) =27,

Reseni:

g) fi (Tl) = ]Ona

Reseni:

h) fi(n) =logy(n?), fa(n)

Reseni:

O x]O10|x]|0O
x |O]1O0]O0 10O x
x| x| OO x| x
b) fi(n) =4n? + n?logyn, fa(n) =login, f3(n)=17n+3
x |O| x]O]0O]| x
Ol x 10O x| x1]10O
X | x| x| x| x| X
f2(n) =n, f3(n)=yn
x 1O x 101 x|0O
Ol x 10O x |10 x
X | x| x| x| X
f(n) =n' f3(n) =nl
x| O|1O| x|O] x
Ol x| *x]0|x]0
X | x| x| x| x| X
fo(n) =n", f3n)=n!
O x]O|x|x]0O
x |O| x]|O]0O]| x
X | x| x| x| x| x
f(n) =n", f3(n) =nlsn"
Ol x| x]|O]|x]|0
x 1 OO x|0O| x
X | x| x| x| x| X
fa(n) =2 f3(n) =2
x| O|1O| x|O] x
O x| x 10| x]0O
X | x| x| x| x| X
=log;n, f3(n) =log,(n?)
Ol0]0]0]10|0
Ol0]O01010]0
OO0 0]10]0O




Uvod do teoretické informatiky (2013/2014) — cviceni 13 3

i) fin) =n+yn-log;n, f(n)=n-log;n, f3n)=n- log%n

Reseni:

Ol x[*x]O[x]0O
x| O|1O| x|O] x
X | x| x| x| x| x
) ) =2" fo(n) =2v", f3(n)=n!
Reseni:
x| O|1O| x|O] x
Ol x| x]O]|x]0O
X | x| x| x| x| x
k) fi(n) =n/2048, f(n)=ymn-3n, f3(n)=n+n-logn
Reseni:
Ol x]|O]| x| x]0O
x 1Ol x| OO x
X | x| x| x| x| x
D) fi(n) = (log;n)", fa(n) =n", f3(n)=10v"
Resend:
Ol x| x]0O]|x]0O
x| O|1O| x|O] x
X | x| x| x| x| x

Priklad 4: Urcete co nejpresnéji ¢asovou a pamétovou slozitost Algoritmu 1.
Predpokladejte, Ze hodnota n udava pocet prvku v poli A a Ze toto pole je indexovano od
nuly.

Algoritmus 1: Tridéni pfimym vybérem

1 SELECTION-SORT (A,n):

2 begin

3 i=n—1

4 while i > 0 do

5 k=0

6 for j:=1to ido

7 if Alk] < Afj] then
8 k:=j

9 end

10 end

11 x:=A[kl; Alkl:=A[ll; All:=x
12 1:=1—1

13 end

14 end

Reseni:  Pii priichodech cyklem while nabyvad proménnéa i postupné hodnot n — 1, n —
2,...,2,1. Cyklus while tedy probéhne vzdy (n — 1) krat. V cyklu for nabyva proménna j
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hodnot 1,2,...,1. V jedné iteraci cyklu while se tedy télo cyklu for provede i1 krat. Pocet
iteraci cyklu for tedy zavisi na aktualni hodnoté proménné i, ktera se v pribéhu vypoctu
s kazdou iteraci cyklu while méni.

7 kédu je snadno vidét, Ze z hlediska analyzy ¢asové slozitosti tohoto algoritmu je nejdulezitéjsi
uréit celkovy pocet provedeni téla cyklu for, nebot to jsou instrukce, které jsou béhem vypoctu
provadény nejcastéji. Doba, ktera se stravi provadénim jinych instrukei, je pro velké hodnoty n
zanedbatelnd vici ¢asu, ktery se stravi provadénim cyklu for.

Celkovy pocet provedeni téla cyklu for se da presné spocitat jako soucet aritmetické fady:

—y

Mm—1+Mm—=2)4---+1 :z(n—1)n:%n2—%n:®(nz)

Doba jednoho provedeni téla cyklu for je ©(1). MnozZstvi ¢asu, které se stravi provadénim téla
cyklu for je tedy ©(n?) - ©(1) = ©(n?). Z toho vidime, 7e celkova ¢asové slozitost algoritmu
je ©(n?).

Algoritmus pracuje s polem, které ma celkem n bunék. Pro dal§i proménné postacuje ©(1)
pamétovych bunék. Paméfova sloZitost algoritmu je tedy ©(n).

Priklad 5: Urcete co nejpfesnéji casovou a pamétovou slozitost Algoritmu 2 (pfipomerite si
tento algoritmus z minulého cviceni).

(Predpokladejte, ze hodnota n udéva pocet prvkiu v poli A, Ze toto pole je indexovano od
nuly, a ze x je hodnota hledaného prvku.)

Algoritmus 2: Binarni vyhledavani

1 BSEARCH (x, A,n):

2 begin
3 £:=0
4 TI=mn
5 while { < r do
6 k= |{+71)/2]
7 if Ak] < x then
8 L:=k+1
9 else
10 r:=k
11 end
12 end
13 if £ <n and A[{] = x then
14 return ¢{
15 end
16 return NOTFOUND
17 end

Reseni: Co se tyka pamétové slozitosti, algoritmus BSEARCH pracuje s polem o n prvcich.
Pamét potiebna pro ostatni proménné je vici paméti potiebné pro toto pole zanedbatelna.
Celkova pamétova slozitost algoritmu BSEARCH je tedy ©(n).
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Zaméime se nyni na jeho ¢asovou slozitost.

Nejprve si vSimnéme, ze s kazdou iteraci cyklu se hodnota r—{ snizuje ,zhruba“ na polovinu.
Na zacatku je r — £ = n a postupné se tato hodnota snizuje az na nulu, kdy vypocet konéi.
Pokud bychom pro jednoduchost predpokladali, ze se tato hodnota snizuje vzdy pfesné na
polovinu a Ze n je mocninou dvojky, tj. 2! = n pro néjaké i € N, je vidét, Ze pocet iteraci,
které se provedou, nez rozdil r — £ dosdhne hodnoty 1, je i. (Je také jasné, ze pokud r—¢ =1,
v dalsi iteraci bude T — € = 0 a vypocet konéi.) Z 2' = n vyplyva i = log, n. Protoze doba
stravend jednou iteraci cyklu je ©(1), je ziejmé, ze celkova doba vypoctu bude O(logn).
Tento vysledek bude platit i v pripadé, kdy n neni mocninou dvojky. Intuitivné je asi jasné,
7e se v tomto pripadé provede nanejvys jedna iterace cyklu navic oproti situaci, kdybychom
n nahradili nejblizsi mocninou dvojky.

Ve skutecnosti neni aplné pravda, ze se hodnota r — { snizuje vzdy pfesné na polovinu —
napf. u lichych hodnot dochézi pfi déleni dvéma k zaokrouhlovani, novd hodnota rozdilu
by mozna mohla byt ve skutectnosti o jedna vétsi nebo mensi nez presna polovina hodnoty
puvodniho rozdilu, apod.

Presné urceni téchto detailit vyzaduje podrobnéjsi analyzu. Ve skutecnosti se ukazuje, zZe
vysledek takové podrobnéjsi analyzy je pak vétSinou uplné stejny, jako pri vyse uvedené
,hrubé® analyze. Na téchto detailech tedy v naprosté vétsiné pripadt nezalezi a pokud ndm
jde jen o asymptoticky odhad, tak je muZeme ignorovat.

Pro ilustraci zde uvedme, jak by mohla vypadat podrobnéjsi analyza, ze které je vidét, ze
¢asova slozitost algoritmu BSEARCH skuteéné vyjde O(logn) i v piipadé, kdy tyto detaily
bereme v uvahu.

Nejprve se zaméime na presné urceni toho, jak se snizuje s kazdou iteraci cyklu hodnota
rozdilu r — £. Jako £ a r ozna¢me hodnoty téchto proménnych pfed provedenim dané iterace
cyklu, a jako £’ a v’ ozna¢me hodnoty téchto proménnych po provedeni této iterace. (Pfed-
pokladejme, ze £ < T, protoze jinak by se zadné iterace neprovedla a vypocet by skon¢il.)
Déle polozme d=1—4{, d' =1"— 0" ak=[({+1)/2|. Chtéli bychom co nejpfesnéji vyjadrit
vztah mezi hodnotami d a d’.

Je potfeba rozebrat dva pripady, podle toho, zda je nebo neni splnéna podminka A[k] < x:

a) Plati Alk] < x a provede se piitazeni £ :=k + 1:
V tomto piipadé je ¢’ =k +1ar =71, takzed =1/ — ' =r—k—1.
Zk=|+7)/2] vyplyva, ze (L + 1) —2 < 2k < €+ 1. Protoze d’ = r — k — 1, tak
k =1 —d’ — 1. Dosazenim do ptfedchoziho vztahu dostavame

L+1)—2<2r—2d —2<(+r.

Odectenim hodnoty 2r — 2 ode vSech ¢lent téchto nerovnosti dotavame £ —r < —2d’ <
0 —1+ 2, z ¢ehoz plyne r — € > 2d’ > (r —{) — 2. Protoze d = v — {, tak dostavame
d > 2d’ > d — 2. Tento vztah se da prepsat jako d —1 > 2d’ > (d — 1) — 2, z ¢ehoZ plyne,
zed =|(d—1)/2].

b) Plati A[k] > x a provede se pfitazeni v := k:
V tomto piipadé je ¢’ =L ar’ =k, takze d’ =1/ — ' =k — (.
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Podobné jako v pfedchozim ptipadé z k = [ (€ + 1)/2] vyplyva, ze (£+71) —2 <2k < L+,
a protoze d’ =k —{, tak k = d’ + {, takze

E+71)—2<2d" +20< 0+,

Odectenim hodnoty 2£ dostavdme v — € — 2 < 2d’ < r — {. Protoze d = r — {, tak plati
d—2<2d’' <d, z éehoz vyplyva, ze d' = |d/2].

7 predchozi analyzy vidime, Ze v zavislosti na tom, kterou vétvi prikazu if se v dané iteraci
jde, tak je bud d’ = [(d — 1)/2] nebo d’ = | d/2]. Z hlediska doby vypoctu je horsi ten druhy
piipad, tj. pripad, kdy plati A[k] > x a provede se prirazeni r := k.

Neni tézké si rozmyslet, ze pro kazdé n existuji vstupy, kdy v kazdé iteraci cyklu nastava tento
druhy pfipad (tj. pfifazeni r := k) — staci, aby pro vSechny prvky v poli platilo A[i] > x. Pro
takové vstupy pak plati, ze v kazdé iteraci je d’ = [d/2].

Zaméime se tedy na tyto nejhorsi ptripady. Pokud si zkusime spocitat pfesny pocet iteraci
v téchto nejhorsich ptipadech pro nékteré malé hodnoty d, asi dojdeme k hypotéze, Ze pro
tyto nejhorsi ptipady plati nasledujici (pfedpokladame i > 0):

ve zbytku vypoctu algoritmus provede i iteraci  prdvé tehdy, kdyz 271 <d <2t

Toto tvrzeni mizeme ovérit indukci. Pro i = 1 urcité plati, protoze v tomto pripadé musi byt
d =1 (pro d > 1 se v nejhor§im ptipadé provedou alespon dvé iterace cyklu).
Predpokladejme nyni, ze toto tvrzeni plati pro i a ukazme, ze pak platii pro i+ 1. Algoritmus
provede i+ 1 iteraci pravé tehdy, kdyz po provedeni jedné iterace provede 1 iteraci, coz podle
indukéniho piedpokladu plati pravé tehdy, kdyz 2" < d’ < 2. Protoze d’ = |d/2], plati
tento vztah pravé pro ta d, kde 2t < d < 21, Tim je dikaz hotov.

Protoze na zacatku vypoctu je d = n, z predchoziho vyplyva, ze algoritmus provede 1 iteraci
v nejhor$im pifpadé pravé pro ty vstupy, kde 21=! < n < 2% Z toho plyne, ze i—1 < log, n < i,
coz muzeme prepsat jako (log,n)—1<i—1 <log,n, z ¢ehoz vyplyva, ze i—1 = |log, n|, a
tedy i = [logyn| + 1.

Pro vstup velikosti n tedy provede algoritmus v nejhorsim ptipadé presné |log, n|+1 iteraci,
z ¢ehoz vyplyva, ze Casova slozitost algoritmu je ©(logn).

Priklad 6: Popiste pseudokédem libovolny algoritmus pro feseni nésledujiciho problému
a urcete co nejpresnéji jeho ¢asovou a pamétovou slozitost. (Co je vhodné v pfipadé tohoto
problému povazovat za velikost vstupu?)

Vstup: Matice A, B, jejichz prvky jsou celé ¢isla.
VYysTuP: Matice A - B.

Poznamka: V algoritmu se nemusite zabyvat nacitdnim vstupu a vypisem vystupu.
Nepredpokladejte, ze matice A a B musi byt ¢tvercové, muzete vSak predpokladat, ze jejich
rozméry jsou takové, aby se obé matice daly vynésobit, tj. ze velikost matice A je m x n a
velikost matice B je n x p, kde m, n a p jsou néjaka prirozend cisla.

Reseni: Algoritmus 3 je standardni jednoduchy algoritmus pro nasobeni matic. Vstup je
predstavovan maticemi A (velikosti m x n) a B (velikosti n x p), vystup je pak zapséin do
matice C (velikosti m x p).
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Je ziejmé, ze nejvice Casu se pii vykonavani tohoto algoritmu strévi provadénim téla nejvniti-
né€jsiho cyklu for a zZe toto télo se provede celkem m - m - p krat.

Casova slozitost tohoto algoritmu je tedy @(m -n - p).

Z hlediska pamétovych narokt tohoto algoritmu je nejvice paméti potieba pro ulozeni matic A,
B a C, pamét pro ostatni proménné je vii¢i tomu zanedbatelna. Pamétova slozitost algoritmu
je pak dana celkovym poc¢tem pamétovych bunék nutnych pro uloZeni téchto tii matic, tedy
Om-n+n-p+m-p).

Algoritmus 3: Nasobeni matic

1 MATRIX-MULT (A, B, C,m,n,p):
2 begin
3 fori:=1 to m do

4 for j:=1 to p do

5 x:=0

6 for k:=1 to n do

7 x :=x + Ali][k] * B[K][j]
8 end

9 CLlG] ==x

10 end

11 end

12 end

Priklad 7: Navrhnéte (néjaky) algoritmus fesici nasledujici problém:

Vstup: Cislo n a sekvence ¢isel ap, as, ..., an, kde pro vechna i = 1,2,...,n
plati a; € {1,2,...,n}.
OTAZKA: Je v sekvenci aj, ay,...,a, kazdé x € {1,2,...,n} obsazeno pravé jed-
?
nou?

Analyzujte casovou slozitost vaseho algoritmu. Pokud je vétsi nez O(n), zkuste navrhnout
algoritmus s ¢asovou slozitosti O(n).

Reseni: Algoritmus 4 je pifikladem algoritmu s éasovou i pamétovou slozitosti @(n), ktery
fesi tento problém.

Hlavni myslenkou, na které je tento algoritmus zalozen, je, Ze si v n-prvkovém poli A pama-
tuje, které hodnoty v intervalu 1 az n jiz byly na¢teny. Pokud je na vstupu néjaké ¢islo, které
neni z intervalu 1 az n, nebo néjaké ¢islo, které jiz bylo dfive nacteno, je jasné, ze prislusena
podminka neni splnéna a algoritmus mtize vratit FALSE.

Pokud algoritmus nacetl n ¢isel, pricemz vSechna tato ¢isla byla z intervalu 1 az n a zadné
¢islo se neopakovalo, je také jasné, ze zadné z ¢isel z tohoto intervalu nemohlo chybét. Kazdé
¢islo z intervalu 1 az n se tedy v tomto pripadé muselo vyskytnout na vstupu pravé jednou,
a je tedy v poradku, ze v tomto piipadé vrati algoritmus vysledek TRUE.

Priklad 8: Nékdy je v algoritmech potieba pracovat s poli, u kterych pfedem nevime, kolik
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Algoritmus 4:

1 ALG ():

2 begin

3 read n

4 fori:=1 to ndo

5 Ali]l:=0

6 end

7 for i:=1 to n do

8 read x

9 if x <1 or x >n then
10 return FALSE

11 else if A[x] # 0 then
12 return FALSE

13 end

14 Alx] =1

15 end

16 return TRUE

17 end

prvka do nich bude potreba béhem vypoctu ulozit. V takovém piipadé muze byt vyhodné
pouzit druh pole, jehoz velikost se béhem vypoétu mtze dynamicky ménit — tento datovy
typ se vétsinou oznacuje jako vector.

Typickd implementace tohoto datového typu vypada tak, ze se alokuje o néco vétsi pole, nez
je momentalné potieba, pricemz se kromé tohoto pole a jeho délky navic udrzuje informace
o poc¢tu prvkid, které jsou zatim pouzity. Kdyz je potfeba pfidat dalsi prvek nebo prvky,
pouziji se dosud nepouzité bunky a jen se zvétsi prislusny index. Pouze v pripadé, kdy je pole
zcela zaplnéno a neni v ném dostatek volnych bunék, alokuje se nové vétsi pole, do kterého
se obsah ptivodniho pole piekopiruje.

Pro jednoduchost se zaméime jen na operaci APPEND, kterd piida jeden novy prvek na konec
pole. Tato operace je popsana Algoritmem 5. Proménna arr je alokované pole, proménna
allocated udava délku tohoto alokovaného pole a proménnd len pak pocet bunék, které jsou
skuteéné pouzity. (Predpoklada se, ze vzdy plati invariant allocated > len always holds) Pro
jednoduchost berme tyto tfi proménné (arr, allocated, len) jako globalni. VSechny ostatni
proménné jsou lokalni.

V procedufe APPEND je pouZito nékolik podprogrami:

e MALLOC(size) — alokuje pole o size prvcich (pro jednoduchost zde nefeSme osetieni
pripadu, kdy tato alokace selze),

e FREE(arr) — uvoliiuje pamét pouzitou pro pole arr,
e Copry(dst, src, cnt) — kopiruje ent prvkl z pole src do pole dst

U téchto t¥i podprogramu pocitejte s tim, Ze jejich asova slozitost je O(n), kde n je pocet
prvki daného pole, resp. pocet prvki, které je tfeba prekopirovat (u podprogramu COPY).
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Algoritmus 5: Pfidani prvku na konec vektoru

1 APPEND (x):
2 begin
3 if allocated < len then

4 s := NEW-SI1ZE(allocated)
5 if s <len+1 then

6 s:=len+1

7 end

8 newarr := MALLOC (s)
9 Copry (newarr, arr, len)
10 FREE (arr)

11 arr := newarr

12 allocated := s

13 end

14 arrllen] :=x

15 len:=len+1

16 end

Funkce NEW-SIZE urcuje, jakd mé byt velikost nové alokovaného pole v zavislosti na velikosti
dosud alokovaného pole.

Uvazujme dvé mozné implementace funkce NEW-SIZE:

a) funkce NEw-S1zZE(m) vraci hodnotu m + 1,
b) funkce NEW-S1ZE(m) vraci hodnotu 2 x m.

Uvazujme nyni o algoritmu, ktery zacne s prazdnym polem a v cyklu do néj bude pomoci
procedury APPEND postupné piidavat n prvki. (Reknéme napiiklad pro jednoduchost, Ze
na za¢atku vypocétu maji proménné allocated a len hodnoty O a pole arr obsahuje 0 prvk.)
Jaké bude casova slozitost daného algoritmu pro kazdou z vySe uvedenych variant funkce
NEW-SIZE?

(Predpokladejte, ze pokud nepocitame Cas straveny v procedufe APPEND, tak doba zpracovani
kazdého jednotlivého pfidavaného prvku je O(1).)

Reseni:

a) Pripad, kdy funkce NEW-S1ZE(m) vraci hodnotu m + 1:

V tomto pripadé se bude nové pole alokovat celkem n krat. V celkové dobé vypoctu bude
dominovat Cas, ktery se stravi témito alokacemi a kopirovanim ze staré kopie pole do nové.

Postupné se pii volani procedury Copy bude kopirovat 1 prvek, 2 prvky, atd., az nakonec
n — 1 prvkua. Celkovy pocet prvki, které se budou kopirovat, se da tedy spocitat jako
soucet aritmetické rady

1424 -+ (n—=1)=0(1n?).

Celkova ¢asova slozitost je v tomto piipadé ©(n?).
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b)

funkce NEW-SI1ZE(m) vraci hodnotu 2 * m:

K alokaci nového pole a kopirovani obsahu starého pole bude dochéazet pouze v téch pti-
padech, kdy pole obsahuje 1,2,4,8,... prvkd, tj. ve chvilich, kdy je pocet prvka 2! pro
néjaké prirozené ¢islo i.

Pokud neni aktualni pocet prvki v poli mocninou dvojky, pfi pfidani nového prvku bude
v poli volné misto, takze se novy prvek rovnou zapise do pole arr a hodnota proménné len
se zvétsi o jedna. Celkova doba ptidani jednoho nového prvku je v téchto pripadech ©O(1).
Celkovy ¢as, ktery se stravi zpracovanim téchto pfipadi je tedy O(n).

Zbyvé tedy urcit, kolik casu se stravi alokaci a kopirovanim v pripadech, kdy je aktualni
velikost pole mocninou dvojky. Je zfejmé, Ze tyto pfipady nastanou pii postupném prida-
vani n prvka celkem k krat, kde k = [log, n]. Poc¢ty prvki, které se v téchto pfipadech
kopiruji, tvofi geometrickou posloupnost

20021 L 2T,

Pro jednoduchost piedpoklddejme, ze n = 2. Soucet této geometrické posloupnosti se
spocte nasledujicim zptisobem:

2k 1
2—-1

k—1
1424448+ 42¢1=) 2= =2.n _1=—n_1=0(n)
j=0

Pokud neni n mocninou dvojky, bude tento soucet o néco vétsi, ale je zfejmé, ze nebude
vétsl o vic nez n. I tomto pripadé se kopiruje maximalné 2n — 1 prvka a tedy pocet
kopirovanych prvki je vzdy ©(n).

Celkovy cas, ktery se stravi vSemi ostatnimi operacemi je rovnéz ©(n). Celkova Gasova
slozitost je tedy ©(n).

Priklad 9: Sekvence prvki muze byt v paméti pocitace reprezentovana pomoci riznych
datovych struktur. Piiklady téchto datovych struktur jsou napriklad:

a)
)
c)
d)

pole

b) jednosmérny seznam, kde mame ukazatel na prvni prvek seznamu
jednosmérny seznam, kde mame ukazatele na prvni a posledni prvek seznamu

obousmérny seznam, kde mame ukazatele na prvni a posledni prvek seznamu

Pripomerite si, jak tyto datové struktury vypadaji a jak se s nimi pracuje.

Urcete co nejpresnéji ¢asovou slozitost nasledujicich operaci na téchto datovych strukturach
(predpokladejte, ze n udava celkovy poéet prvki v dané datové struktufe).

1. pfecteni hodnoty prvku na pozici i, kde i mize byt libovolné ¢islo od 0 do n — 1

(pfedpokladejte, ze prvky jsou ¢islovany od 0),

2. preéteni hodnoty prvniho prvku (tj. prvku na pozici 0),
3. precteni hodnoty posledniho prvku (tj. prvku na pozici n —1),
4. ptfidani prvku na zacatek (a posunuti vSech ostatnich prvki o jednu pozici déle),
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5. pridani prvku na konec,

6. pridani prvku pfed dany prvek (a posunuti vSech ostatnich prvka za nim o jednu pozici
dale),

7. ptridani prvku za dany prvek (a posunuti vSech ostatnich prvka za nim o jednu pozici
dale),

8. odstranéni zadaného prvku.

Pozndamka: V bodech 6., 7. a 8. predpokladejte, ze prvek, pred/za ktery se pridava, nebo
ktery se odstranuje, je uréen pomoci indexu v pfripadé pole a pomoci ukazatele na tento
prvek v pfipadé seznamu.

Pro jednoduchost u poli predpokladejte, ze zvétseni pole o jeden prvek je mozné provést
v ¢ase O(1).

Reseni: Casova slozitost jednotlivych operaci je shrnuta v nasledujici tabulce (jedna se o slo-
zitost v nejhor§im ptipadé) — sloupce odpovidaji jednotlivym datovym strukturam a fadky
jednotlivym operacim:

Operace  (a) (b) (c) (d)
1. (1) BOMmn) BOMmn) O(n)
2. (1) o) 1) ©o(1)
3. (1) Bem) (1) o(1)
4. OMm) O() 1) o(1)
5. (1) Bem) (1) o(1)
6. On) O©(Mn) Bmn) ©O(l)
7. Om) ©O() ©o(1) o(1)
8. On) O©(Mn) Bmn) ©O(l)

Piiklad 10: Reknéme, ze mame dano n prvki, které jsou uloZeny v poli A, a chtéli bychom
postupné provést néjakou operaci se vsemi podmnozinami téchto n prvki.

Jednou moznosti, jak tyto podmnoziny generovat, je pouzit rekurzivni algoritmus. P¥ikladem
takového algoritmu je Algoritmus 6.

Predpokladé se zde, ze A a B jsou globalni pole a n je globalni proménné obsahujici jako
hodnotu velikost obou téchto poli. Pole A obsahuje zadané prvky a jeho obsah se v pribéhu
vypoctu neméni. Do pole B algoritmus pribézné zapisuje jednotlivé podmnoziny, pricemz
zpravovani kazdé podmnoziny je provedeno podprogramem PROCESS. Podprogram PROCESS
jako parametr dostane ¢islo {, které udava pocet prvkia v dané podmnoziné, pricemz hodnoty
téchto prvki jsou v dané chvili zapsédny v poli B jako prvky B[0], B[1], ..., Bll—1]. Proménné k
a {, které predstavuji parametry procedury SUBSETS, jsou v této procedufe lokalni. Procedura
SUBSETS se na zac¢atku vola s nulovymi hodnotami obou argumentt, tj. SUBSETS(0, 0).

Urcete co nejpresnéji ¢asovou a pamétovou slozitost tohoto algoritmu. (Pfedpokladejte, ze
¢asova 1 pamétova slozitost podprogramu PROCESS je v O(n).)

Resenid: Piedstavme si strom zachycujici strukturu jednotlivich rekurzivnich volani procedury
SUBSETS. Jedna se o Gplny bindrni strom vysky n. Listy odpovidaji tém volanim, kde k =n a
kde se vola procedura PROCESS. Téchto listi je celkem 2™. Vrcholy stromu, které nejsou listy,
odpovidaji tém volanim, kdy se procedura SUBSETS déle dvakrat rekurzivné vola. Celkovy
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Algoritmus 6: Generovani podmnozin

1 SUBSETS (k, {):

2 begin

3 if k > n then

4 PROCESS ()

5 return

6 end

7 SUBSETS (k + 1, {)

8 Bl{] .= A[K]

9 SUBSETS (k+ 1, £+ 1)
10 end

pocet vrcholt stromu se dé spocitat jako soucet nésledujici geometrické posloupnosti (muzeme
si pfedstavit, ze poc¢itame pocet vrcholu v kazdé jednotlivé ,vrstvé* stromu):

n o+l

Zzi_ - :211-‘,-1_]

i=0

Cas straveny v proceduie SUBSETS pii kazdém jednotlivém volani této procedury je ©(1)
(pokud nepocitdme cas, ktery se stravi v podprogramech, které jsou z ni volany). Celkovy
¢as, ktery se stravi v proceduie SUBSETS je tedy 2" - ©(1) = ©(2M).

Pokud predpoklddame, Ze ¢as straveny v jednom volani procedury PROCESS je O(n), celkovy
cas straveny provadénim procedury PROCESS je

om . O(Tl) — O(Zn . Tl) — O(zn . zlogzn) _ O(2n+log2n) _ ZO(n)

Celkova doba vypoctu je pak souctem dob stravenych v procedurdch SUBSETS a PROCESS.
Nejprve si viimnéme, Ze celkova doba vipoétu je v 20, (Cas straveny v proceduie SUBSETS
je v ©(2M), takze je i v 20V a jak jsme vidéli, ¢as straveny v procedufe PROCESS je v 200M).)
Na druhou stranu, ¢as straveny v procedutfe SUBSETS je v ©(2"), takze celkova doba vypoctu
je uréité v Q(2") a tedy i v 22,

Z toho vidime, e ¢asové slozitost celého algoritmu je 20,

Co se tyka pamétové slozitosti, hloubka rekurzivnich volani je n a mnozstvi paméti potfebné
pro ulozeni lokalnich proménnych procedury SUBSETS pii jednom volani je ©(1). Celkové
je tedy mnozstvi paméti, kterd je potieba pro proceduru SUBSETS, v ©(n). Kdyz k tomu
pripocteme O(n) paméti pro proceduru PROCESS a @(n) paméti pro globalni pole A a B,
dostavame celkovou pamétovou slozitost @(n).

Priklad 11: UvaZujme o nasledujicich dvou variantdch Euklidova algoritmu pro vypocet
nejvétsiho spolecného délitele dvou ¢isel popsanych Algoritmy 7 a 8.

Urcete ¢asovou slozitost obou téchto algoritmi, pricemz jako velikost vstupu uvazujete celkovy
pocet bitu ¢isel a a b. (Pro jednoduchost predpokladejte, Ze doba provedeni kazdé jednotlivé
aritmetické operace je O(1).)
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Algoritmus 7: Eukliduv algoritmus — neefektivni verze

1 EucLip (a, b):

2 begin

3 if b =0 then

4 return a

5 else if a > b then

6 return EucLiD(b, a — b)
7 else

8 return EucLiD(b — a, a)
9 end

10 end

Algoritmus 8: Euklidiv algoritmus — efektivnéjsi varianta

1 EucLip (a, b):

2 begin

3 while b # 0 do
4 c:=amodb
5 a:=">b

6 b:=c

7 end

8 return a

9 end
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Reseni:

a)

Algoritmus 7: S kazdym rekurzivnim voldnim se jedno z ¢isel a, b zmensi aspon o 1. Nemiize
tedy nastat vice nez 2 - 2% = 2%1 rekurzivnich volani. Kazdé volani trva konstantni ¢as.
Na druhou stranu si lze snadno predstavit zadani, pii kterém bude 2* iteraci skuteéné
nutnych: a = 1, b = 2%, Celkem tedy je slozitost algoritmu ©(2%).

Algoritmus 8:

Pokud a > b, tak ¢islo (zbytek) ¢ = a mod b je vZidy méné nez polovinou hodnoty b.
Proto se v kazdé iteraci naseho algoritmu (moZnéd mimo prvni) jedno z ¢isel a,b zmensi
na méné nez polovinu, neboli z jeho binarniho zapisu ubude aspon jedna cislice. Pokud
na zac¢atku mély a a b jen £ biti, algoritmus musi skoncit po méné nez 2{ iteracich. Kazda
tato iterace trvéd konstantni cas, takze celkem mame horni odhad O({), coz je mnohem
lepsi nez v predchozim pripadé.

Pro dolni odhad bychom méli najit dvojici ¢isel a,b, pro které trva béh algoritmu co
nejdéle. (Sice mtizeme zjednodusené Fici, Ze potiebujeme aspon precist £ biti vstupu, ale
to neni Gplné dostacujici k rigoréznimu argumentu, nebotf v zadani zanedbavame délku
zépisu vzhledem k aritmetickym operacim.) Neni to nyni zase tak jednoduché, ale po
par pokusech asi prijdete na to, ze nejlepsi je volit dva po sobé jdouci ¢leny Fibonaciho
posloupnosti (ap = a; = 1, any1 = an + an—1). Napiiklad a = 13 a b = 8 d4 6 iteraci
cyklu. Celkem v tomto pripadé pocet iteraci vyjde ©({), takZe to je i nejhorsi slozitost
naseho algoritmu. (Vsimnéte si, ze ve Fibbonaciho posloupnosti plati pro vSechna n, ze
an1 < 2ay,, takze n-té Fibonaciho ¢islo mé urcité méné nez n bitt. Pokud bychom méli
n-bitové Fibonaciho ¢islo, provede se minimélné n iteraci cyklu.)



