Uvod do teoretické informatiky (2013/2014) — cviceni 1 1

Cviceni 1

Priklad 1: Pro kazdy z néasledujicich formalnich zapist mnozin uvedte (svymi slovy), jaké
prvky dand mnozina obsahuje:

) {1,3,5,7,...}
) {o..,—4,-2,0,2,4,...}

c) {nln 2m pro nejakemeN}
) {
) {

a

o

o

n | n =2m pro néjaké m € N a n = 3k pro néjaké k € N}
neZln=n+1}

Reseni

a) Lichd pfirozena ¢isla

b) Suda cela ¢isla

c¢) Piirozen4 ¢isla délitelnd dvémi beze zbytku
d) Ptirozend ¢isla délitelné Sesti beze zbytku
e) Zadné, jedna se o prazdnou mnozinu

Priklad 2: Popiste vhodnym formalnim zapisem nésledujici mnoziny:

a) Mnozina obsahujici ¢isla 1, 10 a 100.

b) Mnozina obsahujici v8echna cela ¢isla vétsi nez 5.

¢) Mnozina obsahujici v8echna pfirozend ¢isla mensi nez 5.
d) Mnozina neobsahujici zadné prvky.

e) Mnozina vSech podmnozin dané mnoziny X.

Resent

a) {1,10,100}.

)
b) {(ne€Z|n>>5}

c) {n e N|n <5} nebo{0,1,2,3,4}.
) 0

) {YIYCX}

Priklad 3: Uvazujme mnoziny A = {x,y,z} a B = {x,y}.
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Priklad 4: Rozhodnéte, zda plati:
a) a € {a},{a,{a}}
Reseni: ne
b) {a,{a}} N P({a,{a}}) =0
Reseni: ne
c) {0} € {01}

Reseni: ano

Priklad 5: Urcete vSechny prvky néasledujicich mnozin:
a) {a,{a}} U{a,{b},c}
Reseni: a,{a},{b},c
b) {a,{a}} N{a,{b},c}
Reseni: a
C) {(1, {(1}} - {(1, {b}) C}

Reseni: {a}

Priklad 6: Jestlize mnozina A méa a prvkii a mnozina B mé& b prvki, kolik prvka maé
mnozina A X B? Vasi odpovéd vysvétlete.

Reseni: a-b

Priklad 7: Jestlize mnozina C méa c¢ prvki, kolik prvki mé& mnozina P(C)? Vasi odpovéd
vysvétlete.

Reseni: 2¢

Priklad 8: Pfipomerite si, co je to relace, a jaké znéte typy relaci (homogenni vs. nehomo-
genni, unarni, binarni, atd.).
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a) Presné definujte, co to znamena, Ze relace je reflexivni, ireflexivni, symetricka, asymetricka,
antisymetricka, tranzitivni, funkéni.

b) Uvédomte si souvislost mezi bindrnimi relacemi a orientovanymi grafy (které mohou byt
i nekonecné) a popiste, co jednotlivé vlastnosti uvedené v predchozim bodé znamenaji
z hlediska grafu reprezentujiciho pfislusnou relaci.

c) Piipomerte si, co to znamend, ze relace je ekvivalence. Jak pojem ekvivalence souvisi
s pojmem rozkladu?

Priklad 9: Uvedte piiklad binarni relace, kterd je:
a) Reflexivni a symetricka, ale neni tranzitivni.
Resend: Naptiklad nésledujici relace na mnoziné R:
{y) e RxR[x—yl<T}
Nebo nésledujici relace na mnoziné {a, b, c}:
{(a, a), (b,b), (c,c), (a,b), (b,a), (b,c), (c,b)}
b) Reflexivni a tranzitivni, ale neni symetricka.

Resend: Napftiklad relace < na mnoziné N nebo relace
{(a,a), (b,b), (c,c), (a,b), (a,c¢), (b,c)}
na mnoziné {a, b, c}.
¢) Symetrickd a tranzitivni, ale neni reflexivni.
Resend: Naptiklad relace
{(a,a), (b,b), (¢,c¢), (a,b), (b,a), (b,c), (¢,b), (a,c), (c,a)}

na mnoziné {a, b, ¢, d} nebo prazdna relace () nad jakoukoliv neprazdnou mnozinou.

Priklad 10: Pripomerite si, co to znamena, Ze relace je usporadani. Jaké znéte typy uspo-
Ffadani? Uvedte piiklad usporadéni na mnoziné prirozenych ¢isel, které neni uplnym uspora-
danim.

Resend: Naptiklad relace délitelnosti na piirozenych éislech.

Priklad 11: Necht X ={1,2,3,4,5} a Y ={6,7,8,9,10}. Unérni funkce f: X — Y a binarni
funkce g: X X Y — Y jsou popsany nasledujicimi tabulkami:

n | f(n) g|l6 7 8 9 10
1] 6 1110 10 10 10 10
20 7 217 8 9 10 6
31 6 317 7 8 8 9
4| 7 419 8 7 6 10
5| 6 5/!6 6 6 6 6
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a) Jaka je hodnota f(2)?

b) Co definiénim oborem a oborem hodnot funkce f7?

c) Jaka je hodnota g(2,10)?

d) Co definiénim oborem a oborem hodnot funkce g?
)

e) Jaka je hodnota g(4,f(4))?

Reseni:

o

O
D T
O

efiniéni obor je {1, 2,3,4,5}, obor hodnot je {6,7}.

o

(xy)IxeXyeY}

o~ O

@

Priklad 12: Priipomerite si, co to znamend, Ze funkce je injektivni (prostd), surjektivni
(na) a bijektivni. Je funkce f(x) = x + 1 injektivni, surjektivni a/nebo bijektivni na mnoziné
prirozenych ¢isel N7 A na mnoziné celych ¢isel Z7

Resend: Na mnoziné Z je funkce f injektivni, surjektivni i bijektivni, na mnoziné N je injek-
tivni, ale neni surjektivni ani bijektivni (pro zadné x € N neni f(x) = 0).

Priiklad 13: Pripomeiite si pojem binarni operace na mnoziné a co to znamend, ze dand
operace je asociativni, a co to znamen4, ze je komutativni. Uvedte ptiklad operace, ktera:

a) je asociativni, ale neni komutativni,
b) je komutativni, ale neni asociativni.
c¢) neni asociativni ani komutativni.

*Priklad 14: Uvazujme asociativni operaci o na mnoziné S. Ukazte, Zze hodnota vyrazu
X10X20---0Xp, kde x; € S, je dobfe definovand, nebot tato hodnota nezavisi na konkrétnim
uzavorkovani.

Reseni:

Uzavorkované vyrazy definujme nasledovné: x, kde x € S, je uzavorkovany vyraz, a (o o oz),
kde a1 a «y jsou uzavorkované vyrazy, je uzavorkovany vyraz (a zadné dalsi uzévorkované
vyrazy neexistuji). Velikost vyrazu «, kterou ozna¢ime size(«), je definovéna tak, ze size(x) =
1 prox € Sasize((xjox)) = size(o)+size(y). Hodnotu vyrazu o ozna¢me val (o). Zapisem
o = 3 budeme oznacovat, ze « a 3 jsou identické vyrazy. Zapis val(x) = val(B) znamena, ze
vyrazy « a [3 nabyvaji stejnych hodnot. Pro libovolné uzavorkované vyrazy «, 3,y tedy plati
((xoP)oy) # (xo(Boy)) a(val(x)owval(B)) o val(y) = val(e) o (val(B) o val(y)) (protoze
o je asociativni). Je také ocividné, ze val((o o &z)) = wal(oy) o val(x;).

Reknéme, ze « je uzévorkovany vyraz vznikly néjakym libovolnym doplnénim zévorek do
vyrazu X; 0Xz o ---0Xyn. V dalsim textu budeme zapisem oy, kde 0 < k < n, oznacovat vyraz
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tvaru ((-+- ((x1 ox2) 0x3)0-+-)oxy) o (X1 0 (Xg2 0 (+++ 0 (Xxn_1 0Xn) -+ ))). Specidlné tedy
xr=(xjo(xg0(---0o(xn10oxn)--))) aang=(-((xgox2)oxz)o---)oxn). Pozn.: Pro
n=1je o =x=Xg.

Diky asociativité operace o zjevné plati val(oy) = val(og 1) pro kazdé k, kde 1 <k <n—1,
takze val(o) = val(oy) = - = val(otn_1).

Pro dokézani toho, ze na uzdvorkovani vyrazu o« nezalezi, staci dokézat, ze val(x) = val(o) =
val(on_1). To se da lehce dokédzat indukei podle size(«). Pokud size(a) = 1, tvrzeni zjevné
plati, protoZe o« = x1, coZ je jediné mozné uzavorkovani. Pfedpokladejme tedy, ze size(o) > 1,
takze o« = (P o), pro né&jaké uzévorkované vyrazy B a y takové, Ze size(p) < size(x) a
size(y) < size().

Podle indukéniho pfedpokladu je val(B) = val(Bx—1), kde k = size(B) a Pr_1 = ((---((xq o
Xz)ox3) o+ )oxy), aval(y) = val(y1), kde y1 = (xi10 (xip20 (- 0 (Xn—10%Xn) - -+ ))), takze
val(a) = val((B oy)) = val(B) o vally) = val(Bx—1) o val(y1) = val((Bx—1 0v1)) = val(ox).
Protoze val(a) = val(o) a val(og) = val(xy) = val(axn_1), dostavame val(x) = val(o) =
val(on_1), ¢imz je dikaz hotov.



