Vypocetni slozitost algoritmu
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SloZitost algoritmu

@ Pocitace pracuji rychle, ale ne nekonecné rychle. Provedeni kazdé
instrukce trva néjakou (i kdyz velmi kratkou) dobu.

@ Stejny problém miize Fesit vice riznych algoritmi a doba vypoctu
muize byt riznd — chtéli bychom mit moznost algoritmy vzdjemné
porovnat.

@ Algoritmy miZeme naprogramovat a zméfit ¢as vypoctu. Tim zjistime
jak dlouho trva vypocet na konkrétnich datech, na kterych algoritmus
testujeme.

@ Chtéli bychom mit i néjakou presnéjsi predstavu o tom, jak dlouho
bude trvat vypocet na vSsech moznych vstupnich datech.
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SloZitost algoritmu

@ Doba vypoctu je ovlivnéna mnoha faktory, napf.:

¢

pouzity algoritmus

@ mnozstvi vstupnich dat

pouZity hardware (dileZitd miZe byt napF. taktovaci frekvence
procesoru)

@ pouzity programovaci jazyk — a jeho konkrétni implementace
(ptekladaé/interpreter)

©

@ Pokud potrebujeme Fesit problém pro ,,mald” vstupni data, doba
vypoctu je vétsinou zanedbatelna.

@ S nardstajicim mnoZstvim vstupnich dat (velikosti vstupu) muize doba
vypoctu rist, nékdy velmi vyrazné.
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SloZitost algoritmu

o Casova slozitost algoritmu — jak zavisi doba vypo¢tu na mnoZstvi
vstupnich dat

@ Pamétova (resp. prostorova) slozitost algoritmu — jak zavisi

mnozstvi pouzité paméti na mnozsti vstupnich dat

Poznamka: Presné definice budou uvedeny pozdéji.

Poznamka:

o Existuji i dalSi typy vypocetni slozitosti, kterymi se nebudeme zabyvat
(nap¥. komunikaéni sloZitost).
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SloZitost algoritmu

Ptesné urceni doby vypocltu nebo mnoZstvi pouzité paméti mize byt
extrémné komplikované.

Vétsinou se pfi analyze vypocetni slozitosti algoritmu pouziva celd rada
zjednoduseni:

@ Vétsinou se neanalyzuje, jak zavisi doba vypoctu nebo mnozstvi
pouzité paméti na konkrétnich vstupnich datech, ale pouze, jak zavisti
na velikosti vstupu, tj. na mnozstvi téchto dat.

@ Funkce vyjadrujici, jak roste doba vypoctu nebo mnozstvi pouzité
paméti v zavislosti na velikosti vstupu, se nepocitaji presné — pocitaji
se odhady téchto funkci.

@ Odhady téchto funkci se vyjadfuji pomoci tzv. asymptotické notace
— napr. se fekne, ze Casova slozitost algoritmu MergeSort je
O(nlog n), zatimco ¢asova sloZitost algoritmu BubbleSort je O(n?).
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Velikost vstupu

Velikost vstupu — hodnota udavajici, jak je dana vstupni instance
wvelkad™

@ Nejcastéji je velikost vyjadrena jako jediné Cislo — obvykle se
oznaluje toto Cislo n nebo N.

o Nékdy je vhodnéjsi vyjadrit velikost dvojici (obdas i trojici, ¢tvefici,
atd.) parametri — v tom pfipadé se ¢asto oznaluji n a m (nebo N
a M).

@ Co presné bude povazovano za velikost vstupu, si mizeme zvolit.
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Velikost vstupu

Priklady toho, co napfiklad mize byt velikosti vstupu:

@ Vstupem je sekvence néjakych hodnot, pole prvki apod.
(napf. u problému t¥idéni, vyhledavani v poli, hledani maximalniho
prvku, apod.):

n — pocet prvki v této sekvenci nebo poli

@ Vstupem je Fetézec znaki (slovo z néjaké abecedy):

n — pocet znaki v tomto retézci

@ Vstupem jsou dva fetézce, napf. (dlouhy) text, ktery se bude
prohledavat, a (kratsi) hledany fetézec:

n — pocet znakil v prohledavaném textu
m — pocet znak( hledaného fetézce
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Velikost vstupu

@ Vstupem je mnozina retézcl:
Jedna moznost:

n — soucet délek vSech retézci

Jina varianta:
n — soucet délek vSech fetézci, m — pocet retézci

@ Vstupem je graf:

n — pocet vrcholli, m — pocet hran
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Velikost vstupu

@ Vstupem je jedno &islo (napf. u testovani prvociselnosti):
Jedna moznost:
n — pocet bitl daného cisla — napr. velikost vstupu 962261 je 20

Jind varianta:
n — hodnota daného Cisla — velikost vstupu 962261 je 962261

@ Vstupem je posloupnost Cisel, pficemz hodnoty téchto Cisel ovlivniuji
dobu vypoctu (napf. u problému, kde je cilem spoéitat nejvétsiho
spoleéného délitele viech Cisel v dané posloupnosti):

n — soucet poctu bitd vSech Cisel v dané posloupnosti
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Doba vypoctu

Reknéme, Zze mame:

@ algoritmus Alg feSici problém P (resp. konkrétni implementaci
algoritmu Alg),

@ stroj M vykondvajici algoritmus Alg,

@ vstup w z mnoziny In, coZ je mnozina vSech vstupl pro problém P

Priklad:

@ konkrétni implementace algoritmu Quicksort v jazyce C++ fesici
problém tridénti,

@ pocitac s danym konkrétnim typem procesoru, s urcitou konkrétni
frekvenci, na které pracuje procesor, s danym konkrétnim mnozstvim
paméti, operacnim systémem, atd.

@ vstup: pole [6,13,1,8,4,5, 8]

(pozn.: realisti¢téjsi by byl priklad pole s milionem prvki)
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Doba vypoctu

t(w) — doba vypoétu algoritmu Alg nad vstupem w na stroji M

V jakych jednotkdch dobu vypoctu udavat? (Uvidime, Ze ve skute€nosti to
pFi pouziti asymptické notace neni podstatné.)

@ v sekundach — zavisi na prili§ mnoha detailech implementace, tézké
urcit jinak nez mérenim
(i na tomtéz pocitadi s témi samymi daty maze doba vypocti rizné
kolisat)

@ v poctu provedenych krok(i — je tfeba specifikovat, co povazovat
za jedek krok, napriklad:
@ jeden prikaz vyssiho programovaciho jazyka
jedna instrukce strojového kédu nebo bytekddu
jeden takt procesoru
jedna operace urcitého typu — napf. porovnani, aritmetickd operace,
apod. (pfi¢emz ostatni operace jsou ignorovéany)

¢ ¢ ¢
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Reknéme, ze mame algoritmus reprezentovan ve formé grafu fidiciho toku:

o Kazdé instrukci (tj. kazdé hrané) pfifadime hodnotu udavajici, jak
dlouho trva provedeni této instrukce.

@ Provedeni riznych instrukci mize trvat riiznou dobu.

@ Pro jednoduchost predpokladejme, Ze provedeni té samé instrukce
trvd pokazdé stejnou dobu — hodnota pfirazend dané instrukci je
&islo z mnoziny R™ (mnoZina nezépornych redlnych &isel).
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Doba vypoctu

result == A[k]

Z. Sawa (VSB-TUO)

i=i+1

Uvod do teoretické informatiky

Instr. doba
k=0 Co
i=1 cl
[i < n} ()
i > n] a3
[Ali] < A[K]] a
[Ali] > AlK]] Cs
k:=1i Co
i=i+1 fors
result == Alk] cg
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Doba vypoctu

Priklad: Doby provedeni jednotlivych instrukci by mohly byt tfeba:

Instr. oznaceni | doba
k=0 Co 4
=1 c1 4
[i < n] Co 10
i > n] c3 12
[Ali] < AlK]] Ca 14
[A[i] > Alk]] Cs 12
k=1 Co 5
i=i+1 c7 6
result .= Alk] Cs 5

Pro konkrétni vstup w, napt. pro w = ([3,8,4,5,2],5), bychom mohli
vypocet odsimulovat a urcit konkrétni dobu vypoctu t(w).
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Casova slozitost algoritmu

Rekn&me, Ze:

@ Pro dany algoritmus Alg a stroj M a kazdy vstup w z mnoziny vSech
vstupll In je presné definovana doba vypoétu t(w).

@ Kazdému vstupu w z mnoziny In je pfifazeno Cislo size(w) udavajici
velikost vstupu w.

(Formalné se jednd o funkci size : In — N.)

Definice

Casova slozitost algoritmu Alg v nejhor$im pripadé je funkce

T:N — R, kterd kazdému ptirozenému &islu n pfifazuje maximalni dobu
vypoctu algoritmu Alg nad vstupem velikosti n.

Pro kazdé n € N tedy plati:

o Pro kazdy vstup w € In takovy, ze size(w) = n, je t(w) < T(n).

@ Existuje vstup w € In takovy, Ze size(w) = n a t(w) = T(n).
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Casova slozitost algoritmu

Z definice vidime, ze Casova slozitost algoritmu je funkce, jejiz presné
hodnoty zavisti nejen na daném algoritmu Alg, ale také na nasledujicich
vécech:
@ na stroji M, na kterém algoritmus Alg bézi,
@ na definici doby vypoctu t(w) algoritmu Alg na stroji M pro
vstup w € In,
@ na definici velikosti vstupu (tj. definici funkce size).
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Casova slozitost algoritmu

Nékdy se také urcuje Casova slozitost algoritmu v primérném pripadé:

@ Musi se predpokladat urcité pravdépodobnosti rozdéleni na dané
mnoziné vstupdl.

@ Misto maximalni doby vypoctu nad vstupy velikosti n se uvazuje
stfedni hodnota doby téchto vypocta.

@ Vétsinou je analyza v primérném pripadé o dost komplikovanéjsi nez
analyza nejhorsiho pripadu.

o Casto se tyto dvé funkce pfili§ neliéi, n&kdy je ale rozdil vjznamny.

Poznamka: Zkoumat slozitost v nejlepSim pripadé vétSinou moc smysl
nema.
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Casova slozitost algoritmu

Priklad analyzy Casové slozitosti algoritmu FIND-MAX bez pouZiti
asymptotické notace:

@ Takto podrobné se analyza vypocetni slozitosti algoritmu témér nikdy
nedéla — je to prilis pracné a komplikované.

@ Uvidime tak ale, co vSe je pfi pouziti asymptotické notace zanedbano
a o kolik je analyza s pouzitim asymptotické notace jednodussi.

@ Budeme pocitat s konstantami ¢y, c1, ..., cg, které udavaji dobu
trvani jednotlivych instrukci — nebudeme pocitat s konkrétnimi Cisly.
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Casova slozitost algoritmu

Predpoklddame vstupy tvaru (A, n), kde A je pole a n pocet prvki tohoto
pole (pficemz n > 1).

Jako velikost vstupu (A, n) zvolme n.
Uvazujme nyni o néjaké jednom vstupu w = (A, n) velikosti n:
@ Dobu vypoctu t(w) nad vstupem w muizeme vyjadfit jako
t(w) = cgmg+cimy + -+ + cgmg,

kde mg, my, ..., mg jsou Cisla uddvajici, kolikrdt je dana instukce pri
vypoctu nad vstupem w provedena.
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Casova slozitost algoritmu

Instr. doba | pocet provedeni | hodnota m;
k :=0a Co mg 1
=1 c1 my 1
[i < n Co mo n—1
[i > n] c3 ms 1
(Alll < ALKl | ca my n—1—1¢
[Al]] > A[K]] Cs ms )
k:=1i C6 mg (
i=i+1 c7 my n—1
result := Alk] cs mg 1

¢ — pocet prichodt cyklem, kdy plati A[i] > Alk] (zjevné je 0 < { < n)

Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky

19. kvétna 2014

20 / 53



Casova slozitost algoritmu

Dosazenim do
t(w) = como+cim + -+ + cgmg,
dostaneme
tiw) = di + do-(n—1) + d3-(n—1—48) + dy-¢,
kde

di=c+c1+c3+cg d3 =
d2:C2-|—C7 d4:C5+C6

Po Gpravé je
tiw) = (da+d3)-n + (dg—d3)- € + (d1 —dr—ds)

Poznamka: t(w) neni ¢asova slozitost, ale doba vypoctu pro konkrétni
vstup w
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Casova slozitost algoritmu

Napriklad pokud budou doby provedeni jednotlivych instrukci nasledujici:

Instr. oznaceni | doba
k:=0 Co 4
=1 c 4
[i < nl (o5} 10
i > n] c3 12
[Ali] < A[K]] a 14
[Ali] > AlK]] cs 12
k=i Co 5
i=i+1 cr 6
result := Alk] cs 5

bude dy =25, d> =16, d3 =14 a dy = 17.
V takovém pripadé je t(w) = 30n+ 3{ —5.

Pro konkrétni vstup w = ([3,8,4,5,2],5) je n =5 a { =1, takze
t(w)=30-5+3-1—5=148.
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Casova slozitost algoritmu

Pro které vstupy velikosti n bude vypocet trvat nejdéle (tj. které vstupy
predstavuji nejhorsi pripad), miZze zaviset na detailech implementace a
presnych hodnotdch konstant:

Doba vypoctu algoritmu FIND-MAX pro vstup w = (A, n) velikosti n:

tiw) = (do+d3)-n + (da—d3)-L + (dp —do — o)

@ Pokud d; > dy — nejhorsi jsou pripady, kdy ma £ co nejmensi
hodnotu
{ =0 — napftiklad vstupy tvaru [0,0,...,0] nebo tfeba
[n,n—1,n—2,...,2,1]

@ Pokud d; < dy — nejhorsi jsou pripady, kdy ma £ co nejvétsi hodnotu
{ =n—1 — napfiklad vstupy tvaru [0,1,...,n—1]
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Casova slozitost algoritmu

Casova slozitost T(n) algoritmu FIND-MAX v nejhorsim pripadé je tedy
dana nasledovné:
@ Pokud d3 > di:
T(n) = (d+d3) - n+(dh —dr — ds)
@ Pokud d3 < di:

T(n) = (da+d3)-n + (dg—d3)-(n—1) + (di —do — ds)
= (do+ds) - n + (di —do—dy)

Ptiklad: Pro d; =25, dy =16, d3 = 14 a d; = 17 bude

T(n) = (164+17)-n + (25— 16 —17)
= 33n—8

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 19. kvétna 2014 24 /53



Casova slozitost algoritmu

V obou pfipadech (at uz d3 > dy nebo d3 < dy) bude ¢asova slozitost
algoritmu FIND-MAX funkce tvaru

T(n)=an+b

kde a a b jsou néjaké konstanty, jejichz presné hodnoty zavisi na délce
trvani jednotlivych instrukci.

Poznamka: Konkrétné bychom tyto konstanty mohli vyjadrit jako

a = dr + max{ds, dy} b= d; — d>» — max{ds, dy}

Napriklad

T(n)=33n—8
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Casova slozitost algoritmu

Pokud bychom se spokojili s tim, ze Casova slozitost algoritmu FIND-MAX
je né€jaka funkce tvaru

T(n) =an-+ b,

kde by nas ale nezajimaly konkrétni hodnoty konstant a a b, celd analyza
mohla byt vyrazné jednodussi.

@ Ve skuteénosti ani vétSinou nechceme védét, jak presné funkce T (n)
vypada (obecné to mize byt néjakd velmi komplikovana funkce), a
stacilo by ndm, ze vime, Ze hodnoty funkce T(n) ,zhruba® odpovidaji
hodnotam néjaké funkce S(n) = an+ b, kde a a b jsou néjaké
konstanty.
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Casova slozitost algoritmu

U dané funkce T (n) vyjadFujici ¢asovou nebo pamétovou slozitost se tak
vétsinou spokojime s jejim pribliznym vyjadfenim — odhadem, kde

@ zanedbame méné vyznamné Cleny

(napt. ve funkci T(n) = 15n% + 40n — 5 zanedbame ¢leny 40n a —5 a
misto pivodni funkce budeme uvazovat jen o funkci T(n) = 15n?),

@ zanedbame konstanty, kterymi se nasobi
(napt. misto funkce T (n) = 15n® budeme uvaZovat

o funkci T(n) = n?)

@ konstanty v exponentech ignorovat nebudeme — napriklad je

podstatny rozdil mezi funkcemi T1(n) = n? a Tp(n) = n3.

@ bude nds zajimat, jak se funkce T (n) chova pro ,velké" hodnoty n,
chovani na malych hodnotich budeme ignorovat
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Rychlost rlistu funkci

Program zpracovava vstup velikosti n.
Predpokladejme, Ze pro vstup velikosti n provede T (n) operaci, a ze
provedeni jedné operace trva 1 us (107%s).

n

T(n) 20 40 60 80 100 200 500 1000
n 20 us 40 us 60 us 80 us 0.1ms 0.2ms 0.5ms 1ms

nlogn | 86us 0.213ms 0.354 ms 0.506 ms 0.664 ms 1.528ms 4.48 ms 9.96 ms
n? 0.4 ms 1.6ms 3.6ms 6.4 ms 10ms 40ms 0.25s s
n 8ms 64 ms 0.216s 0.512s 1s 8s 1255 16.7 min.
n* 0.16s 2.560s 12.96s 42s 100s 26.6min.  17.36hod.  11.57dni
2" 1.05s 12.75dni 36560let  38.3-10%let  40.1-10°let 50-105let 10.4-10'%6let -

nl | 771470t 2.59:10%*let  2.64-10081et  2.27-101% et 2.96-10M4let - - -
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Rychlost rlistu funkci

UvaZujme 3 algoritmy se slozitostmi T1(n) = n, To(n) = n3, Tz3(n) = 2".

N4&$ pocitad zvlddne v redlném case (kolik jsme ochotni pockat) 1012
krokd.

Slozitost  Velikost vstupu

Ti(n)=n 10%2
To(n) =nd 10*
T3(n) =2 40
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Rychlost rlistu funkci

UvaZujme 3 algoritmy se slozitostmi T1(n) = n, To(n) = n3, Tz3(n) = 2".

N4&$ pocitad zvlddne v redlném case (kolik jsme ochotni pockat) 1012
krokd.

Slozitost  Velikost vstupu

Ti(n)=n 10%2
To(n) =nd 10*
T3(n) =2 40

Nyni podita¢ 1000 nisobné zrychlime. Zvladne tedy 10'° krokii.

Slozitost  Velikost vstupu

Narust
Ti(n)=n 10%° 1000
To(n) = n® 10° 10x
T3(n) =2" 50 +10
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Asymptotickd notace

V nésledujicim se zaméfime na funkce typu f : N — R, kde:

@ Hodnota f(n) nemusi byt definovana pro véechny hodnoty n € N, ale
musi existovat néjakad konstanta ng takova, Ze hodnota f(n) je
definovana pro vSechna n € N takova, ze n > ng.

Priklad: Funkce f(n) = log,(n) neni definovana pro n =0, ale pro
véechna n > 1 uz definovana je.

@ Musi existovat takova konstanta ng, Ze pro vsechny hodnoty n € N,
kde n > ng, plati f(n) > 0.

P¥iklad: Pro funkci f(n) = n®> — 25 plati f(n) > 0 pro véechna n > 5.
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Asymptotickd notace

Vezméme si libovolnou funkci : N — R. Zapisy O(f), Q(f) a O(f)
oznacuji mnoziny funkci typu N — R, kde:

@ O(f) — mnozina vsech funkci, které rostou nejvyse tak rychle jako f
@ Q(f) — mnoZina vsech funkci, které rostou alespon tak rychle jako f

@ O(f) — mnozina vsech funkci, které rostou stejné rychle jako f
Poznamka: Toto nejsou definice! Ty nasleduji na nasledujicich slidech.
o O — velké ,,0"

@ () — velké fecké pismeno ,,omega“

@ O — velké fecké pismeno ,theta”

19. kvétna 2014 31 /53

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky



Asymptotickd notace — symbol O

Vezméme si libovolnou funkci g : N — R. Pro funkci f : N — R plati
f € O(g) pravé tehdy, kdyz

(3¢ > 0)(3no > 0)(¥n > o) (F(n) < c ().
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Asymptotickd notace — symbol O

Poznamky:
@ c je kladné redlné islo (tj. c€ R a ¢ > 0)

@ ng a n jsou prirozena Cisla (tj. np € Na n e N)
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Asymptotickd notace — symbol O

Piiklad: Vezméme si funkce f(n) =2n®> +3n+7 a g(n) = n?.
Chceme ukdzat f € O(g), tj. f € O(n?):

@ Postup 1:
Zvolme napriklad ¢ = 3.

cg(n) =3n? =2n?+ 3n%+ 1n?

Potfebujeme najit takové ng, aby pro kazdé n > ng platilo soucasné
2n? > 2n? %nz > 3n %nz >7

Snadno ovéfime, ze napriklad ng = 6 vyhovuje témto pozadavkim.

Pak pro kazdé n > 6 plati cg(n) > f(n):

cg(n) = 3n? =2n2+%n2+%n2 >2n° +3n+7="f(n)
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Asymptotickd notace — symbol O

Ptiklad, kde f(n) =2n*> +3n+7 a g(n) = n*:

@ Postup 2:
Zvolme ¢ = 12.

cg(n) =12n° = 2n% + 3n + 7n?
Potfebujeme najit takové ng, aby pro kazdé n > ng platilo soucasné
2n? > 2n? 3n% > 3n n?>7

Uvedené vztahy zjevné plati pro ng = 1, takze pro kazdé n > 1 plati
cg(n) > f(n):

cg(n) =12 =20 +3m2 +7n% > 2n® +3n+7 = f(n)
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Asymptotickd notace — symbol O

Tvrzeni

Predpokladejme, ze a a b jsou néjaké konstanty takové, ze a>0a b > 0,
a k a { jsou néjaké libovolné konstanty, kde k >0, £ >0 a k < L.

Uvazujme funkce

f(n) =a-nk g(n)=b-nt

Pro kazdé takové funkce f a g plati f € O(g):

Dukaz: Zvolme ¢ = %.

Vzhledem k tomu, Ze pro n > 1 zjevné plati n¥ < n' (protoze k < /), tak
pro n > 1 plati
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Asymptotickd notace — symbol Q)

f(n)

cg(n)

no

Vezméme si libovolnou funkci g : N — R. Pro funkci f : N — R plati
f € Q(g) pravé tehdy, kdyz

(3¢ > 0)(3no > 0)(¥n > o) (c g(n) < F(m)).
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Asymptotickd notace — symbol Q)

Neni tézké zdlvodnit, ze plati nasledujici tvrzeni:

Pro libovolné funkce f a g plati:

f e O0(g) pravé tehdy, kdyz g € Q(f)
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Asymptotickd notace — symbol ©

c2g(n)
f(n)

c1g(n)

no

Vezméme si libovolnou funkci g : N — R. Pro funkci f : N — R plati
f € O(g) pravé tehdy, kdyz

(3er > 0)(3cz > 0)(Inp > 0)(Vn > np) (c1 g(n) < f(n) < c2g(n)).
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Asymptotickd notace — symbol ©

Pro libovolné funkce f a g plati:

fe0(g) pravé tehdy, kdyz feO(g)afe(g)
feO(g) pravé tehdy, kdyz feO(g)age Off)
feB(g) pravé tehdy, kdyz g € O(f)
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Asymptotickd notace

Pro libovolné tfi funkce f, g a h plati:
@ jestlize f € O(g) a g € O(h), pak f € O(h)
@ jestlize f € Q(g) a g € Q(h), pak f € Q(h)
@ jestlize f € O(g) a g € O(h), pak f € O(h)
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Asymptotickd notace

Priklady:
ne 0(n?) n® e 0(n*)
1000n € O(n) 0.0000112 — 10195 € ©(101°12)
2log2n ¢ @(n) n3 — n?log3 n +1000n — 101 € ©(n3)
n® ¢ 0(n?) n® +1000n — 10 ¢ O(n3)
n?> & O(n) n®+n? ¢ 0(n?)
n®+2" ¢ O(n?) nl & O(2M)
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Asymptotickd notace

@ Existuji dvojice funkci f a g takové, ze
f¢0(g) a g ¢ O(f),
napriklad
f(n)=n g(n) = pttsintn),

@ O(1) oznacuje mnozinu vech omezenych funkci, tj. funkci jejichz
funkéni hodnoty jsou shora omezeny néjakou konstantou.
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Asymptotickd notace

@ Pro libovolné dvé funkce f, g plati:
e max(f,g) € O(f +g)
@ pokud f € O(g), pak f + g € O(g)

@ Pro libovolné ¢tyfi funkce f1, >, g1, g» plati:

@ pokud f; € O(f,) a g1 € O(g), pak A+ g1 € O(f, + &) a
fi-g € 0(f-g)

o pokud f; € O(f,) a g1 € O(g2), pak f; +g1 € O(F, + g2) a
fi-81€0(h &)
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Asymptotickd notace

@ O funkci f fekneme, ze je:

logaritmicka, pokud f(n) € ©(log n)

linearni, pokud f(n) € ©(n)

kvadraticka, pokud f(n) € O(n?)

kubicka, pokud f(n) € ©(n3)

polynomialni, pokud f(n) € O(n*) pro né&jaké k > 0
exponencialni, pokud f(n) € O(c”k) pro néjaké c >1a k>0

@ Exponencidlni funkce se v asymptotické notaci ¢asto uvadi ve
k . . , v o ;s
tvaru 290" protoze potom jiz nemusime uvazovat riizné ziklady
mocniny.
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Asymptotickd notace

Jak bylo uvedeno, vyrazy O(g), Q(g) a ©(g) oznaluji uréité mnoziny
funkci.

V odbornych textech se vsak nékdy pouZzivaji tyto vyrazy i v ponékud
odlisném vyznamu:

@ zapis O(g), Q(g) nebo O(g) nereprezentuje danou mnozinu funkci,
ale néjakou funkci z dané mnozZiny.

Tato konvence se pouziva zejména v zdpisu rovnic nebo nerovnic.
Priklad: 3n% +5n%2 —11n+2 = 3n% + O(n?)

PFi pouziti této konvence je tedy mozné napriklad psat f = O(g) misto
feO(g).
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SlozZitost algoritmi

Reknéme, Ze bychom chtéli analyzovat ¢asovou slozitost T (n) néjakého
algoritmu, ktery se sklada z instrukci 1, b, ..., Ik:

@ Pokud my, mo, ..., my jsou pocty provedeni jednotlivych instrukci pro
néjaky vstup w (tj. pro vstup x se instrukce /; provede m; krat), tak
celkovy pocet instrukci provedenych pro vstup w je

T(n)=cim + comy + -+ + cpemy.

@ Vezméme si funkce fi, f>, ..., fx, kde f; : N — R, pficemz f;(n) je
maximum z poCtu provedeni instrukce [; pro vSechny vstupy
velikosti n.

@ Zjevné plati, ze pro libovolnou funkci f; je T € Q(f;).

@ Zjevné také plati T € O(f + o +--- + fi).
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SlozZitost algoritmi

@ Pfipomenme si, Zze pokud f € O(g), pak f + g € O(g).

@ Pokud tedy pro nékterou funkci f; plati, Ze pro vSechny f;, kde j # i,
je fj € O(f;), pak
T € O(f).

o Casto se tedy pfi analyze celkové ¢asové sloZitosti T (n) miZeme
omezit pouze na analyzu poctu provedeni nejcastéji provddéné
instrukce (pro vstup velikosti n je provedena maximalné f;(n) krat),
protoze plati

T € O(f;).
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SlozZitost algoritmi

Priklad: P¥i analyze slozitosti algoritmu FIND-MAX jsme zjistili, ze ¢asova
slozitost daného algoritmu v nejhorsim pripadé je

f(n)=an+b.

Kdybychom to nechtéli takto podrobné zjistovat a spokojili se s hrubsim
odhadem, mohli jsme urdit, Ze ¢asova sloZitost tohoto algoritmu je ©(n),
protoze:

@ Algoritmus obsahuje jediny cyklus, ktery se pro vstup velikosti n
provede vzdy pravé (n— 1) krat, tj. pocet prichodl cyklem je v ©O(n).

@ V ramci jednoho priichodu cyklem se provede nékolik instrukci, jejichz
pocet je shora i zdola omezen néjakymi konstantami nezavislymi na
velikosti vstupu.

@ Ostatni instrukce se provedou jednou. K celkové slozitosti tak
prispivaji prictenim néjaké konstanty.
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SlozZitost algoritmi

Pokusme se analyzovat ¢asovou sloZitost nasledujiciho algoritmu:

Algoritmus 1: T¥idéni pfimym vkladanim

1 INSERTION-SORT (A, n):

2 begin

3 for j:=1ton—1do
4 x = Al

5 i=j—1

6 while / > 0 and A[/] > x do
7 Ali + 1] := Al/]
8 i=i—1

9 end

10 Ali + 1] := x

11 end

12 end

Tj. chceme najit funkci T (n) takovou, Ze ¢asova slozitost algoritmu
INSERTION-SORT v nejhor§im pfipadé je v ©( T (n)).
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SlozZitost algoritmi

Uvazujme vstupy velikosti n:

@ Vnéjsi cyklus for se provede n — 1 krat.

@ Vnitini cyklus while se pro danou hodnotu j provede maximalné
(j — 1) krat.

@ Existuji vstupy, pro které plati ze pro kaZzdou hodnotu j od 2 do n se
vnitfni cyklus while provede pravé (j — 1) krét.

@ V nejhorsim pripadé se tedy cyklus while provede celkem m krat, kde

m:1—|—2—|—---—|—(n—1):(1+(n—1))-”7_1:%n2—%n

@ Celkova Casova slozitost algoritmu INSERTION-SORT v nejhorSim
piipadé je tedy O(n?).
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SlozZitost algoritmi

V predchozim pripadé jsme presné spocitali celkovy pocet priichodi
cyklem while.
Obecné to neni vzdy mozné spocitat takto presné nebo to mize byt hodné

komplikované. Pokud nds zajima jen asymptoticky odhad, tak to ¢asto ani
neni nutné.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky

19. kvétna 2014 52 /53



SlozZitost algoritmi

Pokud bychom naptiklad neuméli spocitat soucet aritmetické posloupnosti,
mohli bychom provést analyzu nasledovné:

@ Vnéjsi cyklus for se neprovede vice nez n krat, vnitfni cyklus while se
pri kazdé iteraci vnéjsiho cyklu provede maximalné n krat. Celkové se
tedy vnitini cyklus provede maximalné n? krat.

Plati tedy T € O(n?).

@ Pro nékteré vstupy se pfi poslednich | n/2]| priichodech cyklem for
provede cyklus while alespori [n/2] krat.
Pro nékteré vstupy se tedy cyklus while provede alespon
|n/2| - [n/2] krat.
(/2] - [n/2] > (n/2—1) - (n/2) = 1n? — L
Plati tedy T € Q(n?).
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