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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chtéli bychom popsat jazyk aritmetickych vyraz( obsahujici
vyrazy jako napriklad:

175 (9+15) (((10-4)*((1+34)+2)) / (3+(-37)))

Pro jednoduchost predpokladejme:

@ Vyrazy jsou plné uzdvorkované.

@ Jediné aritmetické operace jsou “+", “=", “x" “/" a undrni “-".

@ Hodnoty operandi jsou pfirozena Cisla zapsana v desitkové soustavé
— zapis Cisla je neprazdna posloupnost dislic.

Abeceda jazyka: £ ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+,—,%,/, (,)}
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Bezkontextové gramatiky

Pfiklad (pokr.): Popis pomoci induktivni definice:

o Cislice je libovolny ze znakti 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

o Cislo je neprazdna posloupnost &islic, tj.:
@ Pokud je «x dislice, tak « je Cislo.

@ Pokud « je Cislice a 3 je Cislo, tak i xf3 je Cislo.

@ Vyraz je libovolna posloupnost symbolil vytvorena podle nésledujicich

pravidel:
@ Pokud je x &islo, tak « je vyraz.
@ Pokud « je vyraz, tak i (-) je vyraz.
@ Pokud o a 3 jsou vyrazy, tak i (a+3) je vyraz.
@ Pokud o a 3 jsou vyrazy, tak i (x-f3) je vyraz.
o Pokud o a 3 jsou vyrazy, tak i (a*[3) je vyraz.
o Pokud o a 3 jsou vyrazy, tak i («/f3) je vyraz.
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Bezkontextové gramatiky

Priklad (pokr.): Zpisob zapisu téze informace jako v pfedchozi induktivni
definici pomoci bezkontextové gramatiky:

Zavedeme nasledujici pomocné symboly — témto symbolim se Fika
neterminaly:

@ D — zastupuje libovolnou dislici
@ C — zastupuje libovolné Cislo
@ E — zastupuje libovolny vyraz

D—o0 D —5 E=C
D—1 D— 6 £— CE
D — 2 D—7 ¢=D £ — (E+E)
C - DC E — (E-E)
D— 3 D —8
D— 4 D — 9 E — (ExE)
E — (E/E)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad (pokr.): Stru¢néjsi zpisob zapisu:

D—>ol1]2]3]|4|5|6]7]8]9
C—-D|DC
E— C|(-E) | (E+E) | (E-E) | (ExE) | (E/E)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Jazyk, kde slova jsou (pfipadné i prazdné) posloupnosti vyrazl
popsanych v predchozim prikladé, kde jednotlivé vyrazy jsou oddéleny
¢arkami (abecedu je tfeba rozsifit o symbol “,"):

S—T|e

T—->E|E, T
D—-o0|1]2]|3|4|5|6|7]|8]|9

C - D|DC

E— C|(-E)| (E+E) | (E-E) | (ExE) | (E/E)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Prikazy néjakého programovaciho jazyka (fragment gramatiky):

S—E; | T|if (E) S|if (E) S else S
| while (E) S|do S while (E); | for (F;F;F) S
| return F;

T—-{U}
U—e|SU
F—e¢elE
E—
Poznamka:
@ S — prikaz

@ T — blok prikaz(

@ U — sekvence prikazil

@ E — vyraz

@ [ — vyraz, ktery je mozno vynechat
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Bezkontextové gramatiky

Formalné je bezkontextova gramatika definovana jako Ctvefice
G = (n> z, 5) P)

kde:

(4

IT je kone¢nd mnozina neterminalnich symboli (neterminali)

(]

L je kone¢nd mnozina terminalnich symbold (terminali),
pficemz TTN L = ()

[

S €11 je pocatecni neterminal

©

P CTIx (TTUX)* je kone¢nd mnozina prepisovacich pravidel

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 16. dubna 2014 8 /29



Bezkontextové gramatiky

Poznamky:

@ Pro oznacdeni netermindlnich symbol(i budeme pouzivat velkd pismena
A B, C, ...

@ Pro oznacdeni terminalnich symbol budeme pouZivat mala pismena a,
b, ¢, ... nebo Cislice 0, 1, 2, ...

@ Pro oznaceni fetézcii z (TTU X)* budeme pouzivat mald pismena fecké
abecedy «, B, v, ...

@ Misto zdpisu (A, «) budeme pro pravidla pouzivat zapis
A—-

A — leva strana pravidla
o — prava strana pravidla
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Gramatika G = (TT, X, S, P), kde

o IMT={A,B,(C}

o X ={a b}

e S5S=A

@ P obsahuje pravidla
A — aBBb
A — AaA
B — ¢
B — bCA
C — AB
C—a
C—b
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Bezkontextové gramatiky

Poznamka: Pokud mame vice pravidel se stejnou levou stranou, jako treba

A — X1 A — X2 A — X3
muzZeme je strucnéji zapsat jako

A— x| ool as

Napriklad pravidla dfive uvedené gramatiky mizZeme zapsat jako

A — aBBb | AaA
B — ¢ | bCA
C—AB|alb
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Bezkontextové gramatiky

Gramatiky slouzi ke generovani slov.

Priklad: G = (TT, L, A, P), kde TT = {A, B, C}, £ = {a, b} a P obsahuje
pravidla

A — aBBb | AaA

B — ¢ | bCA

C—>ABlalb

Napriklad slovo abbabb je mozné v gramatice G vygenerovat nasledujicim
zplusobem:
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Bezkontextové gramatiky

Na fetézcich z (TTU X)* definujeme relaci =C (TTU Z)* x (TTU £)*
takovou, Ze
o= o

pravé kdyz o« = 31AB2 a o' = B1yPR2 pro néjakd B, P2,y € (TTUX)* a
ATl kde (A — v) e P.

Ptiklad: Jestlize (B — bCA) € P, pak

aCBbA = aCbCAbA

Poznamka: Neformalné Feeno zdpis o« = o’ znamend, Ze z « je mozné
jednim krokem odvodit o, a to tak, Ze vyskyt néjakého netermindlu A v «
nahradime pravou stranou néjakého pravidla A — 7y, kde se A vyskytuje
na levé strané.
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Bezkontextové gramatiky

Derivace délky n je posloupnost Bo, B1, B2, -, Pn, kde B; € (TTUX)* a
kde ;-1 = B; pro vSechna 1 </ < n, coz mizeme struénéji zapsat

60:>[31:>B2:>...:>Bn—1:>[5n

Skuteénost, Ze pro dané o, ' € (TTU £)* a n € N existuje né&jaka derivace
[30 = [51 = [32 = ...= Bn—l = an kde o = BO ao = an ZaPiSUjeme

a="o
Skute&nost, ze o« =" o’ pro n&jaké n > 0, zapisujeme
o =% o

Poznamka: Relace =* je reflexivnim a tranzitivnim uzavérem relace =
(tj. nejmensi reflexivni a tranzitivni relaci obsahujici relaci =).
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Bezkontextové gramatiky

Vétné formy jsou ty o € (TTU L)*, pro které plati
S="«a

kde S je pocatedni netermindl.
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Bezkontextové gramatiky

Jazyk L(G) generovany gramatikou G = (TT, X, S, P) je mnozina vSech
slov v abecedé X, ktera lze odvodit néjakou derivaci z pocatecniho
neterminalu S pomoci pravidel z P, tj.

L(G)={wez|S="w
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk

L={a"b"| n>0}
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Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk
L={a"b" | n> 0}
Gramatika G = (TT, £, S, P), kde TT ={S}, £ ={a, b} a P obsahuje

S —aSh|e
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S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaaaSbbbb = aaaabbbb
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvofit gramatiku generujici jazyk tvoreny vsemi
palindromy nad abecedou {a, b}, tj.

L={we{aby|w=w"

Poznamka: wf oznaduje tzv. zrcadlovy obraz slova w, tj. slovo w

zapsané pozpatku.
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palindromy nad abecedou {a, b}, tj.

L={we{aby|w=w"
Poznamka: wf oznaduje tzv. zrcadlovy obraz slova w, tj. slovo w
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Reseni:
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvofit gramatiku generujici jazyk tvoreny vsemi
palindromy nad abecedou {a, b}, tj.

L={we{aby|w=w"

Poznamka: wf oznaduje tzv. zrcadlovy obraz slova w, tj. slovo w

zapsané pozpatku.

Reseni:
S —aSa|bShb|a|b|ce

S = aSa = abSha = abaSaba = abaaaba
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre uzavorkovanymi sekvencemi symboli ‘(" a ‘).

Naptiklad (O O)(O) €L, ale)()) & L.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre uzavorkovanymi sekvencemi symboli ‘(" a ‘).

Naptiklad (O O)(O) €L, ale)()) & L.

Reseni:

S—el(S)]|SS
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Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre uzavorkovanymi sekvencemi symboli ‘(" a ‘).

Naptiklad (O O)(O) €L, ale)()) & L.

Reseni:

S—el(S)]|SS

$=55=(85S5= (55 = (855 = (5SS =
(08 S) = (OGNS = (VOIS = (ODO)WS) =
OO)O)

Bezkontextové gramatiky
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre vytvorenymi aritmetickymi vyrazy, kde operandy jsou vzdy tvaru ‘a’,
a kde jako operatory mizeme pouzivat symboly + a x.

Naptiklad (a+a)*xa+ (axa) € L.
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre vytvorenymi aritmetickymi vyrazy, kde operandy jsou vzdy tvaru ‘a’,
a kde jako operatory mizeme pouzivat symboly + a x.

Naptiklad (a+a)*xa+ (axa) € L.

Regeni:
E—a|lE+E|ExE]|(E)
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Bezkontextové gramatiky

Priklad: Chceme vytvorit gramatiku generujici jazyk L tvoreny viemi
dobre vytvorenymi aritmetickymi vyrazy, kde operandy jsou vzdy tvaru ‘a’,
a kde jako operatory mizeme pouzivat symboly + a x.

Naptiklad (a+a)*xa+ (axa) € L.

Regeni:
E—a|lE+E|ExE]|(E)

E=E+E=ExE+E= (E)xE+E=(E+E)xE+E=
(a+E)xE4+E= (a+a)*xE4+E= (at+a)xa+E= (a+a)xa+(E)=
(a+a)xa+ (ExE)= (a+a)xa+(a*xE)= (a+a)*xa+ (axa)
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Derivacni strom

A = aBBb | AaA
B — ¢e| bCA
C - ABlalb
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Derivacni strom

A

A — aBBb | AaA
B — ¢| bCA
C - ABlalb

(>
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a B B b

A — aBBb | AaA
B — ¢| bCA
C - ABlalb

A= aBBb
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a B B b
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Derivacni strom

a /B/A\B\ b
A = aBBb | AaA b/C/ \A

B — ¢e| bCA
C - ABlalb

A= aBBb = abCABb

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 16. dubna 2014 21 /29



Derivacni strom

A — aBBb | AaA b/C/ \A

B — ¢e| bCA
C - ABlalb

A= aBBb = abCABb

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 16. dubna 2014 21 /29



Derivacni strom

A — aBBb | AaA b/C/ \A

B — ¢e| bCA
C - ABlalb

A= aBBb = abCABb

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 16. dubna 2014 21 /29



Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/\A
?:i\gﬁcjw YZANN

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb
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Derivacni strom
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Derivacni strom

A
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Derivacni strom

a B
A — aBBb | AaA b/C/ \
B — ¢ | bCA

C o AB Al b /TN

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb
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Derivacni strom

A
N
a B B b
A — aBBb | AaA b/C/ \A
B | bCA
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Derivacni strom
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Derivacni strom

//A\B\b
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cam / //\\
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£
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A
A — aBBb | AaA b/C/ \A
B — ¢ | bCA
C—>A:|B|a|b b/a/B/\B\b

\

£

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 16. dubna 2014 21 /29



Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/c/ \A

B —¢| bCA

C—>A:|B|a|b b/a/B/\B\b

\

£

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 16. dubna 2014 21 /29



Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/\A \8
B — ¢| bCA

C—>A:|B|a|b b/a/B/\B\b

\

£

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 16. dubna 2014 21 /29



Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/\A \
B — ¢ | bCA
C—>A:|B|a|b b/a/B/\B\b

\

£

£

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 16. dubna 2014 21 /29



Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/\A \
B —¢| bCA

C—>A:|B|a|b b/a/B/\B\b

\

£

£

A = aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 16. dubna 2014 21 /29



Derivacni strom

A — aBBb | AaA b/C/ \ \

A €
gl N

b a B B b

I

£
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Derivacni strom

A
A — aBBb | AaA b/C/\A \8
ARV /I

A= aBBb = abCABb = abCaBBbBb = abCaBbBb = abbaBbBb =
abbaBbb = abbabb
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Derivacni strom

Kazdé derivaci odpovidd néjaky derivacni strom:

4

)

(4

(]

Vrcholy stromu jsou ohodnoceny termindly a neterminaly.

Koren stromu je ohodnocen pocdate¢nim neterminalem.

Listy stromu jsou ohodnoceny termindly nebo symboly .

Ostatni vrcholy stromu jsou ohodnoceny neterminily.

Pokud je vrchol ohodnocen netermindlem A, pak jeho potomci jsou

ohodnoceni symboly pravé strany néjakého prepisovaciho pravidla

A — .

16. dubna 2014
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Leva a prava derivace

ESE+E|ExE|(E)|a

Leva derivace je derivace, ve které v kazdém kroku nahrazujeme vzdy
nejlevéjsi netermindl.

E=E+E=ExE+E=axE+E=axa+E=axa+a

Prava derivace je derivace, ve které v kazdém kroku nahrazujeme vzdy
nejpravéjsi netermindl.

E=E+E=E+a=ExE+a=Exata=axa+ta

Derivace vSak nemusi byt ani leva ani prava:

E=E+E=ExE+E=Exa+E=Exat+a=axa+ta
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Leva a prava derivace

@ Jednomu derivaénimu stromu muze odpovidat vice riiznych derivaci.

@ Kazdému derivaénimu stromu odpovida pravé jedna leva a pravé
jedna prava derivace.
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Gramatiky G; a Gy jsou ekvivalentni, jestlize generuji tentyz jazyk, tj.
jestlize L(Gy) = L(Gy).

Poznamka: Problém ekvivalence bezkontextovych gramatik je
algoritmicky nerozhodnutelny. Da se dokazat, ze neni mozné vytvorit
algoritmus, ktery by pro libovolné dvé bezkontextové gramatiky rozhodl|
zda jsou ekvivalentni ¢i ne.

Dokonce je algoritmicky nerozhodnutelny i problém, zda gramatika
generuje jazyk XI*.

Ekvivalence gramatik

1
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Nejednoznacné gramatiky

Gramatika G je nejednoznacna, jestlize existuje néjaké slovo w € L(G),

kterému pfislusi dva riizné derivacni stromy, resp. dvé riizné levé Ci dvé
rizné pravé derivace.

Priklad:
E=E+E=E+xE+E=axE+E=axat+E=axa+ta
E=ExE=E+xE+E=axE+E=axat+E=axa+ta

SN SN
N N

E * a a E E
| | |
a a a
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Nejednoznacné gramatiky

Nékdy je mozné nejednoznacnou gramatiku nahradit gramatikou, kterd
generuje tentyZ jazyk, ale neni nejednoznacna.

Priklad: Gramatiku

E—-E+E|ExE|(E)|a

muzeme nahradit ekvivalentni gramatikou

EST|T+HE
T F|FxT
F—al(E)

Poznamka: Pokud se nejednoznacna gramatika zadnou ekvivalentni

jednoznacnou gramatikou nahradit neda, rikdme, Ze je podstatné
nejednoznacna.
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Bezkontextové jazyky

Jazyk L je bezkontextovy, jestlize existuje bezkontextova gramatika G
takova, ze L = L(G).

Trida bezkontextovych jazykil je uzavrena vici:
@ zfetézeni
@ sjednoceni

@ iteraci

Trida bezkontextovych jazyk( vSak neni uzaviend vidi:
@ doplnku

@ priniku
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Bezkontextové jazyky

Méme dény gramatiky Gy = (111, X, 51, P1) a Go = (T, £, S, P2),
pficemz mizeme predpokladat, ze Ty NTI, =0 a S & TT; UTI,.

@ Gramatika G takova, Zze L(G) = L(Gy)L(Gy):

G = (ﬂl UTl, U{S}, >, 5, Py U P U{S — 5152})

@ Gramatika G takova, Zze L(G) = L(Gy) U L(Gy):

G = (T U, U{S}, XS, PLUP,U{S — 5,5 — )

@ Gramatika G takova, Zze L(G) = L(Gy)*:

G=(MU{SLZXL S PLU{S — &S — 55}
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