Formalni jazyky
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Abeceda a slovo

Abeceda je libovolnd neprazdnd kone¢nd mnozina symbold (znak).

Poznamka: Abeceda se ¢asto oznaluje feckym pismenem I (velké sigma).

Slovo v dané abecedé je libovolna kone¢na posloupnost symboll z této
abecedy.

Priklad 1:
L ={AB,C,D,E,F,G,H,I,J,K L,MN,0,P,Q,R, S, T,U, V, W, X, Y, Z}

Slova v abecedé X: AHOJ ABRACADABRA ERROR
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Abeceda a slovo

Priklad 2:

Y», ={A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,MN,0P,Q,R,S, T, U, V,W,X,Y, Z, ,}
Slovo v abecedé ¥,: HELLO_WORLD

Priklad 3:

Y3 ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Slova v abecedé X3: 0, 31415926536, 65536

Ptiklad 4:
Slova v abecedé X, ={0,1}: 011010001, 111, 1010101010101010

Priklad 5:
Slova v abecedé L5 = {a, b}: aababb, abbabbba, aaab
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Abeceda a slovo

Priklad 6:

Abeceda X4 je mnozina vech ASCII znak.
Priklad slova:

class HelloWorld {
public static void main(String[] args) {
System.out.println("Hello, world!");

}

class HelloWorld, { + _uupublic,static,,void main(Str---
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Teorie formalnich jazyk(i — motivace

Jazyk — mnozina (nékterych) slov tvofenych symboly z dané abecedy

Priklady typl problémd, pfi jejichZ FeSeni se vyuzivd poznatkil z teorie
formalnich jazyku:

@ Tvorba prekladaci:

@ lexikalni analyza
@ syntaktickad analyza

@ Vyhleddvani v textu:

@ hledani zadaného vzorku
@ hledani textu zadaného reguldrnim vyrazem
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Prace s formalnimi jazyky

Kdyz chceme néjaky jazyk popsat, mame nékolik moznosti:

@ Muizeme vyjmenovat viechna jeho slova (coz je ale pouZitelné jen pro

malé kone¢né jazyky).

Priklad: L = {aab, babba, aaaaaa}

@ Muzeme specifikovat néjakou vlastnost, kterou maji pravé ta slova,
kterd do tohoto jazyka patfi:

Priklad: Jazyk nad abecedou {0, 1}, obsahujici vechna slova, ve
kterych je pocet vyskyt( symbolu 1 sudy.
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Prace s formalnimi jazyky

V teorii formalnich jazyki se pouZivaji predevsim nasledujici dva pristupy:

@ Popsat (idealizovany) stroj, zafizeni, algoritmus, ktery rozpoznd slova
patfici do daného jazyka — vede k pouziti tzv. automatu.

@ Popsat néjaky mechanismus umoznujici generovat vsechna mozna

slova patrici do daného jazyka — vede k tzv. gramatikam a
regularnim vyraziim.
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Nékteré zakladni pojmy

Délka slova je pocet znak( ve slové.

Napriklad délka slova abaab je 5.

Délku slova w oznacujeme |w|.
Pokud tedy napf. w = abaab, pak |w| = 5.

Pocet vyskytil znaku a ve slové w oznacujeme |w/,.

Pro slovo w = ababb tedy plati |w|, =2 a |w|p, = 3.

Prazdné slovo je slovo délky 0, tj. neobsahujici zddné znaky.
Prazdné slovo se oznacuje feckym pismenem ¢ (epsilon).

(Pozn.: V literatufe se pro oznaleni prazdného slova nékdy pouzivd misto
symbolu ¢ Fecké pismeno A (lambda).)

lef] =0
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Zretézeni slov

Se slovy je mozné provadét operaci zietézeni:
Napriklad zretézenim slov OST a RAVA vznikne slovo OSTRAVA.

Operace zfetézeni se oznacuje symbolem - (podobné jako ndsobeni). Tento
symbol je mozné vypoustét.

OST - RAVA = OSTRAVA
Ztetézeni je asociativni, tj. pro libovolna tfi slova u, v a w plati
(u-v)-w=u-(v-w)

coz znamenad, ze pfi zapisu vice zfetézeni mlizeme vypoustét zavorky a
psat napriklad wy - wo - w3 - wy - ws misto (wy - (wo - w3)) - (wy - ws).
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Zretézeni slov

Zretézeni neni komutativni, tj. obecné pro dvojici slov v a v neplati
rovnost

u-v—=v-u

Priklad:
0ST - RAVA = RAVA - 0ST

Zjevné pro libovolna slova v a w plati:

v wl = v+ |wl

Pro libovolné slovo w také plati:
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Prefixy, sufixy a podslova

Slovo x je prefixem slova y, jestlize existuje slovo v takové, ze y = xv.

Slovo x je sufixem slova y, jestlize existuje slovo u takové, ze y = ux.

Slovo x je podslovem slova y, jestlize existuji slova u a v takova, Ze
Yy = uxv.

Priklad:
@ Prefixy slova abaab jsou ¢, a, ab, aba, abaa, abaab.
@ Sufixy slova abaab jsou ¢, b, ab, aab, baab, abaab.

@ Podslova slova abaab jsou ¢, a, b, ab, ba, aa, aba, baa, aab, abaa,
baab, abaab.
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Mnozinu vsech slov tvofenych symboly z abecedy £ oznadujeme X*.

(Formalni) jazyk L v abecedé X je néjaka libovolnd podmnozina
mnoziny X*, tj. L C X*.

Pfiklad 1: Mnozina {00,01001, 1101} je jazyk v abecedé {0, 1}.

Priklad 2: Mnozina vSech syntakticky spravnych programi v jazyce C je
jazyk v abecedé tvorené mnozinou vSech ASCII znaki.

Priklad 3: Mnozina vSech textd obsahujicich sekvenci znakl ahoj je jazyk
v abecedé tvorené mnozinou viech ASCII znaki.
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Mnozinové operace na jazycich

Vzhledem k tomu, Ze jazyky jsou mnoziny, mizeme s nimi provadét
mnozinové operace:

Sjednoceni — L1 U L, je jazyk tvoreny slovy, kterd patfi bud do jazyka L;
nebo do jazyka L, (nebo do obou).

Pranik — L1 N Ly je jazyk tvoreny slovy, kterd patfi soucasné do jazyka
Ly i do jazyka L,.

Doplnék — L je jazyk tvoreny témi slovy ze I*, kterd nepatii do L;.

Rozdil — L; — Ly je jazyk tvoreny slovy, ktera patfi do L;, ale nepatfi
do Lg.

Poznamka: Pri operacich nad jazyky predpokladame, Ze jazyky, se
kterymi operaci provadime, pouzivaji tutéz abecedu X.
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Formalné:

Sjednoceni:

Pranik

Doplnék:

Rozdil

Poznamka:

Mnozinové operace na jazycich

LUl ={weX*|weliVwely)}
cLhinb={weX*|lweliAwe Ly}
L={weZ*|w¢l)

L —L={weX*lweliAw¢ Ly}

Predpokladame, ze Ly, L, C £* pro néjakou danou abecedu X.
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Mnozinové operace na jazycich

Priklad:
Uvazujme jazyky nad abecedou {a, b}.

@ L3 — mnozina vsech slov obsahujicich podslovo baa

@ L, — mnoZina vsech slov se sudym poctem vyskytil symbolu b

Pak

@ L1 ULy — mnozina vsech slov obsahujicich podslovo baa nebo sudy
pocet symboll b

@ L1 N Ly — mnozina vsech slov obsahujicich podslovo baa a sudy
pocet symboll b

@ L3 — mnoZina vsech slov, kterd neobsahuji podslovo baa

@ L3 — L — mnozina vsech slov, ve kterych se vyskytuje podslovo baa,
ale kde pocet symboll b neni sudy
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Zretézeni jazykl

Zietézeni jazykl Ly a Ly, kde L1, L, C X*, je jazyk L C X* takovy, ze pro
kazdé w € L* plati

wel « (Jueli)(dvel)w=u-v)

Ztetézeni jazyk( L; a Ly oznacujeme L - L.

Ptiklad:
Ly = {abb, ba}
L, = {a,ab, bbb}

Jazyk L; - L, obsahuje slova:

abba abbab abbbbb baa baab babbb
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lterace jazyka

Definice

Iterace jazyka L, oznacovana zapisem L*, je jazyk tvoreny slovy vzniklymi
zretézenim libovolného poctu slov z jazyka L.

Tj. w € L* pravé tehdy, kdyz

dneN:dwy,wo,...,wp €EL:w=wiwy - W,

Piiklad: L = {aa, b}

L* ={¢, aa, b, aaaa, aab, baa, bb, aaaaaa, aaaab, aabaa, aabb, . ..}

Poznamka: Pocet slov, kterd zfetézujeme, mize byt i 0, coz znamen3, ze
vzdy plati ¢ € L* (bez ohledu na to, zda ¢ € L nebo ne).
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Iterace jazyka — alternativni definice

Nejprve definujeme pro jazyk L a &islo k € N jazyk Lk
L0 = {¢}, Lk=1k1.L prok>1

To znamena

o =
[
L2
L3
L4
15 =

—
™
-

I
~r~r~r~r~
~r~~r
~r~
~
S

Piiklad: Pro L = {aa, b} jazyk L3 obsahuje nasledujici slova:

aaaaaa aaaab aabaa aabb baaaa baab bbaa bbb
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Iterace jazyka — alternativni definice

Alternativni definice

Iterace jazyka L je jazyk

L*:ULk

k>0

Poznamka:
YJrr=1ttutvrrutu--.
k>0
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lterace jazyka

Poznamka: Pouziva se také zapis L jako zkratka za L - L*, tj.

L*:ULk

k>1
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Zrcadlovy obraz

Zrcadlovy obraz slova w je slovo w zapsané ,,pozpatku”.

Zrcadlovy obraz slova w zna&ime wF

Pfiklad: w = AHOJ wPR = JOHA

Formalné mizeme definovat, Zze pro w = a1a2 - - - a, (kde a; € X) je

wR =anan1---a1.
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Zrcadlovy obraz

Zrcadlovy obraz jazyka L je jazyk tvoreny zrcadlovymi obrazy vsech slov
z jazyka L.
Zrcadlovy obraz jazyka L zna&ime LF.

LR={wR|welL)

Priklad: L = {ab, baaba, aaab}
LR = {ba, abaab, baaa}
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Usporadani na slovech

Predpokladejme urcité (linedrni) usporadani < symboll abecedy X,
tj. pokud £ ={ay, as,...,a,}, tak plati

N <a<...<a.
Priklad: £ = {a, b, ¢}, pfi¢emz a < b < c.

Na mnoziné * mizeme definovat nasledujici (linedrni) usporadani <;:
X <y y pravé tehdy, kdyz:
@ |x| < |y, nebo
o |x| = |y| a existuji slova u,v,w € X* a symboly a, b € X takové, ze
plati
X = uav y = ubw a<b

Neformalné mizeme fict v usporadani <; radime slova podle délky a
v rdmci stejné délky lexikograficky (podle abecedy).
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Usporadani na slovech

Vsechna slova nad abecedou £ mizeme pomoci usporadani <; seradit do
posloupnosti

Wo, W1, W2, ...
ve které se kazdé slovo w € X* vyskytuje pravé jednou a kde pro libovolna
i,j € N plati, Ze w; <, w; pravé tehdy, kdyz i < j.

Priklad: Pro abecedu X ={a, b, ¢} (kde a < b < ¢) bude zac4tek
posloupnosti vypadat nasledovné:

€, a, b, c,aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc, aaa, aab, aac, aba, abb, abc, . ..
Pokud budeme mluvit napfiklad o prvnich deseti slovech jazyka L C X*,

mame tim na mysli deset slov, kterd patfi do jazyka L a jsou mezi vSemi
slovy z jazyka L nejmensi vzhledem k usporadani <;.
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Regularni vyrazy
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Regularni vyrazy

Regularni vyrazy popisujici jazyky nad abecedou X:
o (), ¢, a (kde a € X) jsou regularni vyrazy:

() ... oznaluje prazdny jazyk
€ ... oznaluje jazyk {e}
a ... oznaluje jazyk {a}

o Jestlize «, 3 jsou reguldrni vyrazy, pak i (c+ B), (¢- ), (x*) jsou
reguldrni vyrazy:

(¢+ B) ... oznaluje sjednoceni jazyk( oznacenych o a 3
(- B) ... oznaluje zfetézeni jazyk( oznacenych o a 3
(a*) ... oznaluje iteraci jazyka oznaceného o

@ Neexistuji zadné dalsi regularni vyrazy nez ty definované podle
predchozich dvou bodd.
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Regularni vyrazy

Priklad: abeceda £ ={0,1}

@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.
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Regularni vyrazy

Priklad: abeceda £ ={0,1}

@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.

@ Protoze 0 i 1 jsou reguldrni vyrazy, je i (0 + 1) regularni vyraz.
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Regularni vyrazy

Priklad: abeceda £ ={0,1}
@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.
@ Protoze 0 i 1 jsou reguldrni vyrazy, je i (0 + 1) regularni vyraz.

@ Protoze 0 je reguldrni vyraz, je i (0*) reguldrni vyraz.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 24. dubna 2014 27 / 32



Regularni vyrazy

Priklad: abeceda £ ={0,1}

@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.

@ Protoze 0 i 1 jsou reguldrni vyrazy, je i (0 + 1) regularni vyraz.

@ Protoze 0 je reguldrni vyraz, je i (0*) reguldrni vyraz.

@ Protoze (0+ 1) i (0*) jsou reguldrni vyrazy, je i ((0+ 1) - (0*))
regularni vyraz.
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Regularni vyrazy

Priklad: abeceda £ ={0,1}

@ Podle definice jsou 0 i 1 reguldrni vyrazy.
@ Protoze 0 i 1 jsou reguldrni vyrazy, je i (0 + 1) regularni vyraz.
@ Protoze 0 je reguldrni vyraz, je i (0*) reguldrni vyraz.

@ Protoze (0+ 1) i (0*) jsou reguldrni vyrazy, je i ((0+ 1) - (0*))
reguldrni vyraz.

Poznamka: Jestlize « je reguldrni vyraz, zapisem [«] oznalujeme jazyk
definovany regularnim vyrazem «.

[((0+1)-(0%))] ={0, 1, 00, 10, 000, 100, 0000, 1000, 00000, ...}
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Regularni vyrazy

Strukturu reguldrniho vyrazu si mizeme zndzornit abstraktnim
syntaktickym stromem:
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Regularni vyrazy

Formalni definice sémantiky reguldrnich vyrazi:

9
=

[
[
[
[
[
[
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Regularni vyrazy

Vv

ndsleduji pravidla:

@ Vynechiavame vnéjsi par zavorek.

@ Vynechdvame zavorky, které jsou zbytecné vzhledem k asociativité
operaci sjednoceni (+) a zfetézeni (-).

@ Vynechivame zavorky, které jsou zbytecné vzhledem k priorité operaci
(nejvyssi prioritu ma iterace (*), mensi zfetézeni () a nejmensi
sjednoceni (+)).

@ Nepiseme tecku pro zretézeni.

Priklad: Misto
(((((0-1)*)-1)-(1-1)) + (((0-0) +1)*))
obvykle piseme

(01)*111 + (00 4 1)*
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.
0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0

01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
0+ 1 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1
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Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0

01
0+1
O*

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0
. jazyk tvoreny jedinym slovem 01
. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

24. dubna 2014

Regularni vyrazy
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0

01
0+1
O*
(01)*

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0
. jazyk tvoreny jedinym slovem 01
. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

. jazyk tvoreny slovy €, 01, 0101, 010101, ...

24. dubna 2014
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0

01
0+1
o

(01)*
(0+1)*

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0

. jazyk tvoreny jedinym slovem 01

. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

. jazyk tvoreny slovy €, 01, 0101, 010101, ...

. jazyk tvofeny viemi slovy nad abecedou {0, 1}
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Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0

01

0+1

o

(01)*
(0+1)*
(0+1)*00

. jazyk tvoreny jedinym slovem 0

. jazyk tvoreny jedinym slovem 01

. jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1

. jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

. jazyk tvoreny slovy €, 01, 0101, 010101, ...
. jazyk tvofeny viemi slovy nad abecedou {0, 1}

. jazyk tvoreny viemi slovy koncicimi 00

Regularni vyrazy
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Regularni vyrazy

Priklady: Ve vSech pfipadech ~ ={0, 1}.

0 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 0
01 ... jazyk tvoreny jedinym slovem 01
0+ 1 ... jazyk tvoreny dvéma slovy 0 a 1
0* ... jazyk tvoreny slovy ¢, 0, 00, 000, ...

(01)* ... jazyk tvofeny slovy ¢, 01, 0101, 010101, ...
(0+1)* ... jazyk tvoreny vsemi slovy nad abecedou {0, 1}
(0+1)*00 ... jazyk tvoreny vSemi slovy koncicimi 00

(01)*111(01)* ... jazyk tvofeny vSemi slovy obsahujicimi podslovo 111
predchizené i nasledované libovolnym poctem slov 01
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Regularni vyrazy

(0+1)*00 + (01)*111(01)* ... jazyk tvoreny viemi slovy, kterd bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
ndsledované libovolnym poctem slov 01
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Regularni vyrazy

(0+1)*00 + (01)*111(01)* ... jazyk tvoreny viemi slovy, kterd bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
ndsledované libovolnym poctem slov 01

(0+1)*1(0+1)* ... jazyk tvoreny viemi slovy obsahujicimi alespon
jeden symbol 1
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Regularni vyrazy

(0+1)*00 + (01)*111(01)* ... jazyk tvoreny viemi slovy, kterd bud
kon¢i 00 nebo obsahuji podslovo 111 predchazené i
ndsledované libovolnym poctem slov 01

(0+1)*1(0+1)* ... jazyk tvoreny viemi slovy obsahujicimi alespon
jeden symbol 1

0*(10*10*)* ... jazyk tvorfeny vsemi slovy obsahujicimi sudy pocet
symbold 1
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