Ekvivalentni Gpravy

Kazda formule se da prevést na ekvivalentni formuli, kterd obsahuje
z logickych spojek pouze “—", “A" a "V". J

@ Spojku “—" je mozno odstranit pomoci libovolné z nasledujicich tfi
ekvivalenci:

opeqg & (p—q)N(g—p)
e p=qg & (pPV—ogA(—pVa)
o pe=qg e (pPAGVI(mpA—Q)

@ Spojku “—" je mozno odstranit pomoci nasledujici ekvivalence:
e p—qg e pVg

Priklad:

(tg—=rA=(pe=r) & (qVr)A=(per)
& (g Vr)A=((pAr)V (=p/A—r))
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Ekvivalentni Gpravy

Kazda formule se da prevést na ekvivalentni formuli, kterd obsahuje
z logickych spojek pouze “=", “/A\” a “V", a kde jsou navic negace
aplikovany pouze na atomické vyroky.

@ Muzeme predpokladat, ze formule obsahuje pouze “—", “A" a “V".

@ Negace mizeme postupné ,zatlacit" k atomickym vyrokim pouzitim
nasledujicich tfi ekvivalenci:

o p & p
o ~(pAq) & —pV—gq
o ~(pVaqg) & “pA—q
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Ekvivalentni Gpravy

Ptiklad:
(m=gV ) A=((pAr)V (=p/A=r))

& (@Vr)A=((pAr)V (=p/A=r))

< (@V )N (=(pAr)AN=(=p/A=r))
< (@Vr)A((=pV =r)A=(=p/A=r))
& (@V A ((=pV=r)A(==pV —r)
< (@Vr)A((=pV=r)A(pV —7r))
& (@Vr)A((=pV=r)A(pVr))
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Logické konstanty

Pro nékteré (clely se hodi zavést nasledujici dvé specialni formule:

@ T — formule, ktera je vzdy pravdiva J

@ | — formule, ktera je vzdy nepravdiva

Pro kazdé pravdivostni ohodnoceni v tedy plati:
oviET (T ma tedy vzdy pravdivostni hodnotu 1)
o v L (L ma tedy vzdy pravdivostni hodnotu 0)
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Logické konstanty

Symboly T a L je mozné chapat jako ,zkratky":

@ T zastupuje libovolnou tautologii (napf. p — p)
@ | zastupuje libovolnou kontradikci (napf. p A —p)

Alternativou by bylo rozsifit definici syntaxe a sémantiky vyrokové logiky
o prislusné polozky.

Na T a L se Ize divat jako na logické spojky s aritou 0.
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Logické konstanty

Priklady ekvivalenci, které plati pro T a L (a pro libovolné p):

T & pV—p L & pA—p
-T & 1 -1 & T
pANT & p pVL &p
pVT & T pNL & L
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Priklad: (g > ——q)A\—p & p— (r/A\—r)

(g—=——qg)\—p & (g—=qg)\—p
TA—p

—p

—pV L
p— L

reseee

p— (r/\—r)

Napriklad také libovolné dvé tautologie jsou spolu ekvivalentni.

Ekvivalence formuli

Ekvivalentni formule nemusi nutné obsahovat stejné atomické vyroky.
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Diky asociativité konjunkce plati napriklad:
pAUGATIA(sAt) & (pAg)A((rAs)/At)
Obé tyto formule jsou také ekvivalentni formulim

o pA(gN(rA(s/At)))
o (((pAg)Ar)Ns) /Nt

Vsechny vySe uvedené formule jsou pravdivé pravé tehdy, kdyz jsou
pravdivé vsechny vyroky p, g, r, s a t.

Konvence: Diky asociativité konjunkce je mozno vypustit zavorky a psat

p/Ng/ANrAs/At
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Protoze je konjunkce nejen asociativni, ale i komutativni, nezalezi na
poradi ¢lend v takové komplikovanéjsi konjunkci, napr.:

rANtANGAsAp & pANgArAsAt

Diky idempotenci neni podstatné, kolikrat se v dané konjunkci ktery ¢len
vyskytuje, napf.:

pANgAp < q/Ap/ANqg/Nq
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Totéz, co plati pro konjunkci, plati i pro disjunkci, napf.:

(pVaq)V(rVq) & qV(pVI(rVI(rVr)))
Konvence: Misto (pV q) V (rV (s\V t)) lze psat

pVagVrVsVt

Toto vse plati nejen pro atomické vyroky, ale pro libovolné formule, napt.:

@ Misto (@1 /A @2) A (@3 /\(@s/\ @s)) Ize psat

1 N\ @2\ @3/\ @4 /\ 5
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Konjunkci n formuli @1, @2, ..., ©,, kde n > 0, budeme rozumét formuli

P11\ @2 /NN

Specialné:
@ Pro n =0 bude touto konjunkci formule T.

@ Pro n =1 bude touto konjunkci formule ;.

Disjunkci n formuli @1, @2, ..., ©,, kde n > 0, budeme rozumét formuli
e1V 2V Vo,

Specialné:
@ Pro n =0 bude touto disjunkci formule 1.

@ Pro n =1 bude touto disjunkci formule ;.
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Konjunkce @1 A\ @2 /\ -/ @p:

@ Cela formule je pravdiva pravé tehdy, kdyz vSechny formule @1, @2,
..., @p jsou pravdivé.

@ Pokud je néktera formule @; ekvivalentni L, je celd formule
ekvivalentni L.

@ Pokud je nékterd formule @; ekvivalentni negaci néjaké formule @;
(tj. @i & —@;), pak celd formule je ekvivalentni L.

@ Pokud je néktera formule @; ekvivalentni T, je mozné formuli @;
z celé formule vypustit.
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Konjunkce a disjunkce vice formuli

Disjunkce @1V @2 V-V @p:

@ Cela formule je pravdiva pravé tehdy, kdyz alespon jedna z formuli
©1, ©2, ..., ©, je pravdiva.

@ Pokud je néktera formule @; ekvivalentni T, je celd formule
ekvivalentni T.

@ Pokud je nékterd formule @; ekvivalentni negaci néjaké formule @;
(tj. @i & —@;), pak celd formule je ekvivalentni T.

@ Pokud je néktera formule @; ekvivalentni 1, je mozné formuli @;
z celé formule vypustit.
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Normalni formy formuli

o Literal — atomicky vyrok nebo jeho negace, napr.
p —q -r
@ Elementarni konjunkce — konjunkce jednoho nebo vice literald,

napr.
(pA—q) (r) (g/A\—r/p)

o Elementarni disjunkce (klauzule) — disjunkce jednoho nebo vice
literalt, napr.

(pV —q) (r) (gV—rVp)
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Normalni formy formuli

Ptiklad:

@ Elementarni konjunkce
(p/ \N=g A\ r/A\—s/A\—t)
je pravdiva pravé v téch pravdivostnich ohodnocenich v, kde
vip)=1 v(ig) =0 vir)=1 v(s)=0 v(t)=0

@ Elementarni disjunkce
(pV—qgVrV-sV-t)
je nepravdiva pravé v téch pravdivostnich ohodnocenich v, kde
v(ip)=0 vig)=1 v(ir)=0 vis)=1 vit) =1
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Normalni formy formuli

@ Disjunktivni normalni forma (DNF) — disjunkce jedné nebo vice
elementdrnich konjunkci, napfr.

(pA=q) V (=r) V (=r A—p/A—q)

@ Konjunktivni normalni forma (KNF) — konjunkce jedné nebo vice
elementarnich disjunkci (klauzuli), napf.

(pV—=q) N\ (=r) N\ (=rV—pV—q)

Poznamka: Formule 1 a T také budeme povazovat za formule v DNF a
KNF.
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Normalni formy formuli

Predpokladejme, Ze u formule @ v KNF zadna elementarni disjunkce
neobsahuje zdroven literdly p a —p (takové elementdrni disjunkce je mozno
vypustit).

Tato formule @ je tautologie pravé tehdy, kdyz je T, tj. kdyz neobsahuje
zadné elementarni disjunkce. J

Predpokladejme, ze u formule 1 v DNF Zadna elementérni konjunkce
neobsahuje zdroven literdly p a —p (takové elementérni konjunkce je
mozno vypustit).

Tato formule \ je kontradikce pravé tehdy, kdyz je L, tj. kdyz
neobsahuje zadné elementarni konjunkce. J
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Normalni formy formuli

Prevod formule do DNF a do KNF:

@ Muazeme predpokladat, ze formule obsahuje pouze atomické vyroky,
spojky “—" aplikované na atomické vyroky a spojky “A”" a "V".

@ Pozadovany tvar formule mizeme dosdhnout pomoci nasledujicich
ekvivalenci:

e pAN(gVr) & (p/Aq)V (p/\r)— pti pfevodu do DNF
e pV(gNAr) & (pVag)A(pVr)— pfi prevodu do KNF
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Normalni formy formuli

Priklad: Prevod formule g A\ ((—pV —r) /A (pV r)) do DNF:

(=pV—=r)A(pVr))

gNA(=pV=r))A(pVr)

gNA=p)VI(@A=r))N(pVr)

(@A=p)V(gNA=r)Ap) V (((gA—=p)V(gA—r))Ar)
(@gNA=p)Ap)V ((gNA=r)Ap)) V (((gA=p)V(g/A—=r))Ar)
gA=pAp)V (gA—rAp) V (((gA=p)V(gA—r))Ar)
(@NAL) VvV (gA=rAp) V (((gA=p)V(gA—r))Ar)

LV (gA=rAp) VvV (((gA=p)V(gA=r))/Ar)

(gA=rAp) V (((gA=p)V(g/N—=r))Nr)

(pAgNA=r) V (((gA=p)V (g/N\=r))Nr)

A
(
((
((
((
(

(e A A S N

Z. Sawa (VSB-TUO) Jvod do teoretické informatik 20. bFezna 2014 19 / 44



Normalni formy formuli

& (pAgNA=r) V (((gA=p)V(gNA—r)) Nr)

& (pAgA=r) V (((gA=p)Ar) V ((g/A=r)Ar))
& (pAgGNA=r) vV (@A=p/Ar) V (gA\—r/Ar)

S (pANgA—r) NV (mp/ANgAr) NV (gN\—r/Ar)

& (pAgA=r) V (=p/ANgAr) V (gA 1)

S (pANgA—r) V (mpAgAr) V L

& (pAgA=r) V (mpAg/Ar)
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Normalni formy formuli

K dané tabulce pravdivostnich hodnot miizeme snadno vyrobit prislusné
formule v DNF a KNF:

=== O OO OoOlT

= = OORKFk OOl

HOHORORO|N
OO, OO RFR OB

DNF:
(P A=g ANV (=pAgA=r)V(pAN=q/Ar)

KNF:
(PVaVr)A(pV =gV =r)\(=pV qV r)\(=pV =gV r)\(=pV—qV—r)
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Normalni formy formuli

Pokud uvazujeme pevné danou kone¢nou mnozinu atomickych vyrokid At:

@ Uplna disjunktivni normalni forma (UDNF) — formule v DNF,
kde kazda elementarni konjunkce obsahuje kazdy atomicky vyrok z At
pravé jednou.

Priklad: (p A—g A=)V (pANg/A\—=r)\V (—p/\Ng/\—r)

@ Uplna konjunktivni normalni forma (UKNF) — formule v KNF,
kde kazda klauzule obsahuje kazdy atomicky vyrok z At pravé jednou.

Priklad: (pV —qV —=r) N\ (pV gV =r)A\(—pV qV —r)

Poznamka: V prikladech je At ={p,q, r}.
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Minimalni mnoziny logickych spojek

Z predchoziho vidime, Ze spojky “—", “/\"a “V" postacuji na vytvoreni
formule pro jakoukoliv tabulku pravdivostnich hodnot.

Ve skutecnosti staci i nékteré mensi mnoziny logickych spojek:

o ll_|YY , ll/\lY :
@ V1 je mozno vyjadfit jako —(—¢@ A )

o ll_‘lY' ll\/ll:

© A je mozno vyjadfit jako —(—¢ V )
O ll_‘l" ll_>11:

@ V1 je mozno vyjadrit jako ~¢@ —

@ N je mozno vyjadfit jako —(@ — )
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Minimalni mnoziny logickych spojek

L A
—@ je mozno vyjadfit jako @ — L
@ V1 je mozno vyjadfit jako (¢ — L) —
@ N je mozno vyjadrit jako (¢ — (b — 1)) — L

@ “|" — NAND — Shefferova funkce (téz se oznacuje “T"):
e VY| elb
0]0 1
0|1 1
1]0 1
1)1 0

—@ je mozno vyjadfit jako @ | @
@ V1 je mozno vyjadrit jako (@ @) [ (P [)
@ A1 je mozno vyjadfit jako (@ [ ) [ (¢ 1)
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Minimalni mnoziny logickych spojek

@ “|" — NOR — Peirceova funkce:

R O R ol&
O O O |

= R O o8

—@ je mozno vyjadfit jako @ | ¢
¢ V) je mozno vyjadfit jako (¢ L) | (¢ L)
@ A1 je mozno vyjadFit jako (¢ | @) | (b [ )

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky
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Logické vyplyvani

Definice

Formule 1V logicky vyplyva z formule @, jestlize pfi kazdém pravdivostnim
ohodnoceni v, pri kterém plati ¢, plati i .

To, ze b logicky vyplyva z @ se oznacuje zapisem

¢ = 1.

@ @ — predpoklad

@ \ — zavér

Formule 1 logicky vyplyvd z ¢ (tj. @ = ) pravé tehdy, kdyz @ — 1 je
tautologie.
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Logické vyplyvani

Priklad: Formule r — p logicky vyplyva z formule pV (g A —r), tj.

pV(@A—r) Er—p

plaglr|pV(gA—r)|r—p
ojo0]o0 0 1
0/0]1 0 0
«|0]1]0 1 1
01]1 0 0
«| 1100 1 1
«|1]0]1 1 1
x| 11110 1 1
«|1]1]1 1 1
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Logické vyplyvani

Predpokladii mize byt libovolny podet:

Definice

Formule V¥ logicky vyplyva z predpokladli @1, ©2,..., ©,, jestlize pfi
kaZzdém pravdivostnim ohodnoceni v, pri kterém plati vSechny tyto
predpoklady, plati i .

To, ze 1V logicky vyplyva z @1, @2,..., @, se oznaCuje zapisem

@1»@2»--->(Pn|:11)-

® ¢1,92,..., 9, — predpoklady
@ | — zaveér
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Logické vyplyvani

Priklad:
- Jestlize mél vlak zpozdéni a na nadrazi nebyly taxiky, tak Honza
prisel pozdé do prace.
- Honza neprisel do prace pozdé.
- Vlak mél zpozdéni.
- Na nddrazi byly taxiky.

(pPA=q) =1, —r,p E q
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Logické vyplyvani

(pPA=q) =1, —r,p E q

plglr|(pA—q)—r|-rip|q
0/0]0 1 1/0]0
001 1 000
0110 1 101
011 1 001
1/01]0 0 110
1/0]1 1 010
1/1]0 1 111
111 1 01]1

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Logické vyplyvani

Pro konkrétnost reknéme, Zze mame celkem 4 predpoklady, ale podobné to
plati i pro libovolny (kone¢ny) poéet predpokladi:

P1, 92,93, 94 = P
pravé tehdy, kdyz
01, 92,03 = @4 =V
pravé tehdy, kdyz
1,92 = @3 = (94 =)
pravé tehdy, kdyz
01 F 92— (93 = (92 = )
pravé tehdy, kdyz
E @1 (92 = (03 = (94 — )

(tj. pravé tehdy, kdyz @1 — (@2 — (@3 — (@4 — P))) je tautologie)
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Logické vyplyvani

Priklad: Skute¢né plati
(pAN=q)—r,—r,p FE q
(tj. zavér g logicky vyplyva z predpokladt (p /A —q) — r, =r a p), protoze
((pA=g) =)= (=r—(p—q))
je tautologie.

(Lze ovéfit napriklad pomoci tabulkové metody nebo pomoci nalezeni
sémantického sporu.)
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Logické vyplyvani

Véta o dedukci

@1y, @P2y...90ny X IZ LI)
pravé tehdy, kdyz

P1y P2y...Pn 'Z X_)II)
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Logické vyplyvani

©1yP2y...0p |: 11)
pravé tehdy, kdyz
(@1 AN @2 /\---/\@,) — U je tautologie

Zduvodnéni (pro pripad se ¢tyfmi predpoklady):

01— (@2 = (93 — (@a = V)))
& 01— (2 = (93N @4) = b))
& 01— (2N @3N\ @a) = P))
S (@1 NE2 NP3 N\ @q) =)

Poznamka: VyuZiva toho, ze platip — (g — r) & (p/A\gq) —r.
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Logické vyplyvani

01y, P2y...Pp |: 11)
pravé tehdy, kdyz
PLN@NNe, & e1NENA N, AN

¢ =¥
pravé tehdy, kdyz

oEY a bEe@
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Logické vyplyvani

Pokud je formule 1\ tautologie, tak logicky vyplyva z jakékoliv mnoziny
predpokladi, tj. pro jakoukoliv mnozinu predpokladi @1, @2,... @, plati

@1, P2y...9Qp |: 11)

Specialné, pokud je 1 tautologie, tak vyplyva i z prazdné mnoziny
predpokladi:

=

Tautologie jsou jediné formule, které logicky vyplyvaji z prazdné mnoziny
predpokladi.
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Logické vyplyvani

Reknéme, e plati

(pla(P2a°'-)(Pn|:X1 (Pla(p2)'-->(Pn|:X2

a zdrovefi X1, X2 = .
Pak plati i @1, ¢2,...,¢n = .

Priklad:
@ Pokud @1,¢2,03F (qV—p) a @1,92,¢3F s, tak
®1, 92,93 F (qV —p) A s,
protoze gV —p, =s = (g V —p) /A —s.
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Logické vyplyvani

Priklad:
@ Pokud @1,¢2,93FEp—q a @1,902,¢3Fp, tak

®1, P2, P3 = q,

protoze p — q, p = q.

@ Pokud @1, @2, 93, 94 = —p — —q, tak

©1, P2, 3, Ps = q — p,

protoze =p — —p = q — p.
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Logické vyplyvani

P¥i zdlvodnéni toho, ze zavér P logicky vyplyva z predpokladi
©1, P2,..., Oy je mozno postupovat po mensich krocich.

Zac¢neme s predpoklady, naptiklad:

P1, @2, O3
Postupné pridavame dalsi formule tak, aby kazda nové pridana formule
logicky vyplyvala z predchozich, napriklad:

D1, Q2, O3, X1, X2, X3y X4y X5y X6y X7y X8) 1-])
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Logické vyplyvani

Predpoklady @1, @2, ..., @, jsou nekonzistentni (sporné), jestlize
neexistuje zadné pravdivostni ohodnoceni v, pri kterém by byly vSechny
tyto predpoklady pravdivé.

Predpoklady @1, @2,..., @, jsou nekonzistentni pravé tehdy, kdyz
1N @2 /NN p

je kontradikce.

Priklad: Predpoklady p— q, r— p, r, —q jsou nekonzistentni.
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Logické vyplyvani

V pripadé, kdy predpoklady @1, @2,..., @, jsou nekonzistentni, tak
©1/\ @2 /- @p je kontradikce, takze

PLA@2 NN, & L.
V tom pripadé tedy plati
P1N@ N Ne, & L & o1 Ne2 /N Nop, AL,
z Cehoz plyne, ze

(P1>(P2>---a(Pn|:J—-
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Logické vyplyvani

Predpoklady @1, @2,..., @, jsou nekonzistentni pravé tehdy, kdyz

(Pl,(P2)~--,(Pn|:L.

Protoze L — 1 je tautologie (pro jakoukoliv formuli 1), plati pro
libovolnou formuli 1 v pripadé, kdy jsou predpoklady @1, @2,...,@p
nekonzistentni

P1,@P2y...,Pn ’: 11)

Z nekonzistentnich predpokladi tedy logicky vyplyva jakakoliv formule.

Specidlné pro jakoukoliv formuli x plati, Ze z nekonzistentnich predpokladi
vyplyva jak x, tak —x.
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Logické vyplyvani

Predpoklady @1, @2,..., @, jsou nekonzistentni pravé tehdy, kdyz existuje
néjaka formule x takova, ze

P1, 92y, Pn E X a zarovefi ©1, 92y, Pn F X

Formule x — (—x — L) je tautologie (pro libovolnou formuli ).
Pokud tedy plati
P1, P2y, Pn E X a zarovefi I N P T ¢
tak plati i
P, P2,y Pn = L.

Naopak pokud plati za danych predpoklad(i L, tak za téchto predpokladi
plati i x a —x.
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Logické vyplyvani

Princip dikazu sporem

01,92, Q0 E P
pravé tehdy, kdyz
predpoklady @1, @, ..., ®,, b jsou nekonzistentni

Predpoklady @1, @2,..., @, — jsou nekonzistentni pravé tehdy, kdyz

(pl)(p%”')(pn)_qb = 1,

coz plati pravé tehdy, kdyz
01,920,900 E TP — L.

Plati—p — L & 1 (protoze —p — L & ——pV L & ——p & p).
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