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Cviceni 6

Priklad 1: Prfipomerite si pravidla pro kvantifikatory (Vi, Ve, 3i, Je). Pomoci téchto pravidel
(a dalsich dfive zavedenych pravidel) dokazte néasledujici sekventy:

a) Va(P(x) — Q(x)), VaP(z) - VzQ(x)
Regend: T :=Vx(P(x) — Q(z)), VzP(x)

1. 'FVz(P(x) - Q(x)) (Assm)
2. I'+Va(P(x)) (Assm)
3. '+ P(x) — Q(z) (Ve 1)

4. T+ P(a) (Ve 2)

5. T'F Q(x) (—e 3,4)
6. I'-VzQ(z) (Vi 5)

b) P(f(y,2)), Va(P(z) = -Q(z)) - =Q(f(y,2))
Regeni: T := P(f(y,2)), Vz(P(z) — —Q(x))

1. T FVz(P(z) - ~Q(x)) (Assm)
2. TF P(f(y,2)) = ~Q(f(y,2)) (Ve l)

3. TF P(f(y,z2)) (Assm)
4. TF-Q(f(y,2)) (—e 2,3)

c) VYzP(z)t JzP(z)
Regeni: T :=VaP(z)

1. 'FVzP(x) (Assm)
2.TF P(x) (Ve 1)
3. '+3JxP(z) (32

d) Vz(P(z) = Q(x)), JzP(x) F JzQ(x)
Regend: T :=Vax(P(x) — Q(z)), IzP(x)

1. T'F3zP(x) (Assm)
2. I',P(z) FVz(P(z) —» Q(z)) (Assm)
3.T.P(r) - Pr) = Q) (Ve?)

4. T, P(x) - P(z) (Assm)
5., P(z) F Q(x) (—e3,4)
6. I', P(x) - J2Q(x) (3i5)

7. I'F 3zQ(z) (Je 1,6)

Priklad 2: Nasledujici tvrzeni formulovand v prirozené feci zapiSte forméalné formulemi
predikatové logiky 1. fadu.
Kazdé tvrzeni zapiste nésledujicimi dvéma zptisoby:

e formuli, kde jako predikatové, funkéni a konstatni symboly mohou byt pouzity stan-
dardni matematické symboly jako tieba >, +, N, €, C, zapis ciselnych konstant pomoci
¢islic, apod., a kde jsou pouzity bézné konvence, jako napriklad infixovy zapis binarnich
funkénich a predikatovych symboli,
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e formuli, ktera je vytvorena presné podle formalni definice syntaxe formuli predikatové
logiky 1. fadu (pficemz je mozné pouzit standardni konvence pro vynechavani zavorek) a
kde jsou jako predikatové, funkéni a konstantni symboly pouzita pouze pismena latinské
abecedy.

Pozndmka: Nejprve vidy urcete signaturu, kterou budete pouzivat, tj. urcete, co budou jed-
notlivé predikatové, funkéni a konstatni symboly, a jaké budou jejich prislusné arity.

Popiste také zamyslenou interpretaci, kterou mate pri vytvareni formule na mysli, tj. co
bude univerzum, a jaké relace, funkce a prvky univerza budou reprezentoviny jednotlivymi
predikatovymi, funkénimi a konstatnimi symboly.

a) Pro jakékoliv pfirozené ¢islo existuje prvoéislo vétsi nez toto ¢islo.
b) Nékteré pfirozené ¢islo neni beze zbytku délitelné ¢islem 5 ani ¢islem 7.
c) Pro kazdé reélné ¢islo vétsi nez 10 plati, Ze po odeéteni ¢isla 9 dostaneme kladné éislo.
Reseni:
e Signatura ({>, K'},{—},{10,9,0}, arity), kde arity(>) = 2, arity(K) = 1, arity(—) = 2.
Ve(z > 10 — K(z —0))

nebo
Ve(zr >10 — x—9>0)
e Signatura ({V, K},{g},{a,b,c},arity), kde arity(V') = 2, arity(K) = 1, arity(g) = 2.
Interpretace, kde univerzum je mnozina realnych ¢isel, V' reprezentuje binarni relaci
,Vetsl nez“, K unarni relaci byt kladny“, ¢ funkci ,minus“ a a,b, ¢ konstanty 10, 9

a 0.
Va(V(xz,a) = K(g(z,b)))

nebo

Va(V(z,a) = V(g(x,b),c))

d) Prazdnd mnozina je podmnozinou kazdé mnoziny.
e) Pro kazdé dvé mnoziny plati, Ze jsou obé podmnozinou jejich sjednoceni.

Reseni:
e Signatura ({C}, {U}, 0, arity), kde arity(C) = 2 a arity(U) = 2.

VaVy(x CxUy A y CxUy)

e Signatura ({P}, {s},0,arity), kde arity(P) = 2 a arity(s) = 2.
Interpretace, kde univerzum je mnozinové univerzum, tj. soubor vSech mnozin (pozor
— tento soubor neni mnozina, ale vlastni t¥ida). Symbol P reprezentuje binarni relaci
,byt podmnozinou* a s binarni funkci ,sjednoceni”.

VaVy(P(z, s(x,y)) A P(y, s(x,y)))

f) Prinik dvou mnozin je podmnozinou obou téchto mnozin.
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g)

Kazdé ¢tyrkolové motorové vozidlo méa volant.
Reseni:
e Signatura ({C, M, V'},0,0,arity), kde arity(C) = arity(M) = arity(V') = 1.

Interpretace, kde univerzum je mnozina vSech vozidel, C' reprezentuje unarni relaci
»byt ctytkolové“, M unarni relaci ,byt motorové“ a V unéarni relaci ,,mit volant®.

Va(C(z) AN M(z) — V(x))

Priklad 3: Pro kazdy z néasledujicich jazyka uvedte néjakych 5 slov, kterd do néj patii, a
néjakych 5 slov, ktera do néj nepatii.

L; = {w €{0,1}* | délka slova w je mensi nez 5}

Reseni:  Slova z jazyka Li jsou napf. €,0,1,00,01 atd. Do jazyka L; nepatfi napf.
00000,00001,00010,000000,1111111

Ly = {w € {a,b}" | pocet vyskyti symbolu b ve slové w je sudy}

Ly = {w € {0,1}* | ve w je kazda 0 (pfimo) néasledovana 1}

Reseni: Slova z jazyka L; jsou napf. €,1,01,11,101101 atd. Do jazyka L; nepatii napft.
0,10,001,010,1010

Ly ={w € {0,1}* | w za¢iné a kon¢i stejnym symbolem }

Ls = {w € {a,b}* | w obsahuje jako podslovo sekvenci abb}

Priklad 4: Vezméme si nasledujici abecedu

Y ={AB,...,Z,a,b,...,2,0,1,...,9, ..+, - %/ ()},

ktera obsahuje velkd a mald pismena latinské abecedy, ¢islice 0 az 9 a nékolik dalSich vyse
uvedenych symboli, jako jsou tecka (.), aritmetické operatory (+,-,*,/) a zavorky.

Reknéme, ze bychom chtéli navrhnout syntaxi pro zapis jednoduchych aritmetickych vyrazii
pomoci slov nad abecedou X. Zkuste néjakou vhodnou syntaxi pro tento zapis navrhnout a
slovné neformalné (ale pokud mozno presné) popsat:

Popiste, jak budou vypadat identifikatory, tj. jaky jazyk nad abecedou ¥ bude odpovidat
mnoziné vsech identifikator.

Popiste, jak budou vypadat ¢iselné konstanty, tj. jaky jazyk nad abecedou ¥ bude odpo-
vidat mnoziné vsech ¢iselnych konstant.

Popiste, jak budou vypadat aritmetické vyrazy, tj. jaky jazyk nad abecedou ¥ bude od-
povidat mnoziné vSech dobfre utvorenych aritmetickych vyrazu.

Priklad 5: Predpokladejme, ze ¥ = {a,b} an € N.

a)

Kolik existuje slov ze ¥* délky n?

Reseni: 2™
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b) Kolik existuje slov ze ¥* délky nejvyse n?

Resend:
0 1 7 2n+1 1 n+1
2 2 2 =2 —1
+ Z e



