Vv

@ Rozsifime deterministicky konecny automat o pohyb ¢teci hlavy
obéma sméry, moznost zapisu na vstupni pasku, a prodlouzime jeho
pasku do nekonecna.
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Formalné je Turinguv stroj definovan jako Sestice M = (Q, X, T, 0, qo, F)
kde:

o

)

(]

©

©

©

Q je konec¢na neprazdnd mnozina stav

[ je kone¢nd neprazdnd mnozina paskovych symboli (paskova

abeceda)

Y C T je konetna neprazdna mnozina vstupnich symbolu (vstupni

abeceda)

§:(Q—F)xT—= QxT x{-1,0,+1} je pfechodova funkce

go € @ je pocatecni stav

F C Q@ je mnoZina koncovych stavii
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@ Predpokldddme, ze v [ — X je vzdy specidlni prvek O oznacujici
prazdny znak.

o Konfigurace je dana:
@ stavem fidici jednotky
@ obsahem pasky
@ pozici hlavy

@ Vypocet nad slovem w € ¥* zacind v pocatecni konfiguraci, kde:
o stav fidici jednotky je qo
@ na pasce je zapsano slovo w, zbyvajici policka pasky jsou vyplnéna
prazdnymi symboly (O)
@ hlava se nachdzi na prvnim symbolu slova w (nebo na symbolu O
pokud je w = ¢)
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Turingiv stroj

Jeden krok Turingova stroje:
Predpokladejme, ze:
@ stav ridici jednotky je g

@ na polic¢ku, kde se pravé nachazi hlava, je zapsan symbol b
Reknéme, ?e 0(q, b) = (¢, b',d), kde d € {~1,0,1}.

Jeden krok Turingova stroje se provede nasledovné:
@ stav fidici jednotky se zméni na ¢’
@ na poli¢ko na pozici hlavy se misto symbolu b zapise symbol b’

@ V zavislosti na hodnoté d se hlava posune:

@ pro d = —1 se posune o jedno poli¢ko doleva
@ pro d = 1 se posune o jedno policko doprava
@ pro d = 0 se pozice hlavy nezméni
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Jestlize stav Fidici jednotky patfi do mnoZiny F, dalsi krok neni definovan
a vypocet stroje kondi.
Casto volime mnoZinu prijimajicich stavii F = {qano, Gne }-
Miizeme pak pro slovo w € ¥* definovat, zda ho dany Turingliv stroj
prijima:
@ Pokud je po skonceni vypoctu nad slovem w ridici jednotka ve stavu
Qano, Stroj slovo w pfijima.

@ Pokud je po skonceni vypoctu nad slovem w fidici jednotka ve stavu
Qne, Stroj slovo w nepfijima.

@ Vypocet stroje nad slovem w mize byt nekonecny. V tom pripadé
stroj slovo w nepfijima.

Jazyk L(M) Turingova stroje M je mnozina vsech slov, kterd stroj M
prijima.
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Turingiv

@ Turinglv stroj nemusi ddvat jen odpovéd ANO nebo NE, ale mize
realizovat néjakou funkci, kterd kazdému slovu ze X* pfirazuje néjaké
jiné slovo (z ).

@ Slovo pfifazené slovu w je slovo, které zilstane zapsidno na pdsce po
vypoctu nad slovem w, kdyz odstranime vSechny znaky O.
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Turingiv stroj

Jazyk L = {a"b"c" | n > 0}
Q = {90, 91,92, 93, G4, Gano, Ine } F = {Gano, Gne }

Z:{avbvc} FZ{D,a,b,C,X}
é m] a b c x
qo (qaan,O) (¢717X7+1) (qne:ba 0) (qneyc70) (quX7 +1)
q1 | (gne,0,0)  (g1,2,+1) (g2,%x,4+1)  (gne,c,0)  (q1,%,+1)
q2 (qn67 D70) (qne,a, 0) (q27b7+1) (q3,X +1) (q2,X, +1)
g3 | (g4,0,-1)  (Gne;a,0)  (gne,b,0) (a3, +1) (g3, %,+1)
qs | (90,0,+1) (gs,2,—1) (qa,b,—1) (qga,c,—1) (ga,%,—1)
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q2 (qn67 D70) (qne,a, 0) (q27b7+1) (q3,X +1) (q2,X, +1)
g3 | (g4,0,-1)  (Gne;a,0)  (gne,b,0) (a3, +1) (g3, %,+1)
qs | (90,0,+1) (gs,2,—1) (qa,b,—1) (qga,c,—1) (ga,%,—1)
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Turingiv stroj

Jazyk L = {a"b"c" | n > 0}
Q = {90, 91,92, 93, G4, Gano, Ine } F = {Gano, Gne }

Z:{avbvc} FZ{D,a,b,C,X}
é m] a b c x
qo (qaan,O) (¢717X7+1) (qne:ba 0) (qneyc70) (quX7 +1)
q1 | (gne,0,0)  (g1,2,+1) (g2,%x,4+1)  (gne,c,0)  (q1,%,+1)
q2 (qn67 D70) (qne,a, 0) (q27b7+1) (q3,X +1) (q2,X, +1)
g3 | (g4,0,-1)  (Gne;a,0)  (gne,b,0) (a3, +1) (g3, %,+1)
qs | (90,0,+1) (gs,2,—1) (qa,b,—1) (qga,c,—1) (ga,%,—1)
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Nedeterministické Turingovy stroje

MuiZeme uvazovat i nedeterministické Turingovy stroje, kde pro kazdy
stav g a symbol b pfechodova funkce (g, b) uréuje vice riiznych trojic

(¢'. b, d).
Stroj si mize vybrat libovolnou z nich.

Stroj pfijima slovo w, jestlize existuje alespon jeden jeho vypocet vedouci

k prijeti slova w.

Poznamka: Ke kazdému nedeterministickému Turingovu stroji je mozné
sestrojit ekvivalentni deterministicky Turinglv stroj.
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Churchova-Turingova teze

Churchova-Turingova teze
Kazdy algoritmus je mozné realizovat néjakym Turingovym strojem.

Neni to véta, kterou by bylo mozno dokazat v matematickém smyslu —
neni formalné definovano, co je to algoritmus.

Tezi formulovali nezavisle na sobé v poloviné 30. let 20. stoleti Alan Turing
a Alonzo Church.
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Churchova-Turingova teze

Priklady matematickych formalism( zachycujicich pojem algoritmus:
stroje RAM

Turingovy stroje

lambda kalkulus

rekurzivni funkce

e © 6 ¢ ¢

Dale mizeme uvést:

@ Libovolny (obecny) programovaci jazyk (jako napf. C, Java, Lisp,
Haskell, Prolog apod.).

Vsechny tyto modely jsou ekvivalentni z hlediska algoritmi, které jsou
schopny realizovat. J
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Slozitost algoritmuii
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SloZitost algoritmu

@ Pocitace pracuji rychle, ale ne nekonecné rychle. Provedeni kazdé
instrukce trva néjakou (i kdyz velmi kratkou) dobu.

@ Stejny problém muze Fesit vice riznych algoritm( a doba vypoctu
(dana hlavné po¢tem provedenych instrukci) maze byt pro rizné
algoritmy rlizna.

@ Algoritmy bychom chtéli mezi sebou porovnavat a zvolit si ten lepsi.

@ Algoritmy miizeme naprogramovat a zméfit ¢as vypoctu. Tim zjistime
jak dlouho trva vypocet na konkrétnich datech, na kterych algoritmus
testujeme.

@ Chtéli bychom mit i néjakou presnéjsi predstavu o tom, jak dlouho
bude trvat vypocet na vSech moznych vstupnich datech.
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Casova slozitost

Problém ,Vyhledavani*

Vstup: Celé ¢islo x a sekvence celych Eisel a1, a2, ..., a, (kde
a; # 0) ukonéend 0.
Vystup: Pokud a; = x, je vystupem i (pokud jich je takovych i vice,
tak nejmensi z nich), jinak je vystupem 0.

start: READ LOAD 2
STORE 3 ADD =1
LOAD =1 JUMP cyklus
cyklus: STORE 2 nasel: LOAD 2
READ vypis: WRITE
JZERO0 vypis HALT
SUB 3

JZERO0 nasel
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Casova slozitost

start:

cyklus:

nasel:
vypis:

READ
STORE
LOAD
STORE
READ
JZERO
SUB
JZERO
LOAD
ADD
JUMP
LOAD
WRITE
HALT

Z. Sawa (VSB-TUO)

Uvod do teoretické informatiky

Vstup:
9,13,5,9,7,2,0

Bunka 0:
Bunka 1:
Bunka 2:
Bunka 3:
Bunka 4:
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Vystup:

Instrukci: 0
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start:

cyklus:
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vypis:

READ
STORE
LOAD
STORE
READ
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LOAD
ADD
JUMP
LOAD
WRITE
HALT
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start:

cyklus:

nasel:
vypis:

READ
STORE
LOAD
STORE
READ
JZERO
SUB
JZERO
LOAD
ADD
JUMP
LOAD
WRITE
HALT
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start:

cyklus:

nasel:
vypis:

READ
STORE
LOAD
STORE
READ
JZERO
SUB
JZERO
LOAD
ADD
JUMP
LOAD
WRITE
HALT

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Vstup:
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start:

cyklus:

nasel:
vypis:

READ
STORE
LOAD
STORE
READ
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ADD
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HALT
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start:

cyklus:

nasel:
vypis:

READ
STORE
LOAD
STORE
READ
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LOAD
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HALT
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start:

cyklus:

nasel:
vypis:

READ
STORE
LOAD
STORE
READ
JZERO
SUB
JZERO
LOAD
ADD
JUMP
LOAD
WRITE
HALT

Vstup:

9,13,5,9,7,2,0

Bunka 0:
Bunka 1:
Bunka 2:
Bunka 3:
Bunka 4:

Vystup:

Instrukci: 5

13
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Casova slozitost

start:

cyklus:

nasel:
vypis:

READ
STORE
LOAD
STORE
READ
JZERO
SUB
JZERO
LOAD
ADD
JUMP
LOAD
WRITE
HALT

Vstup:

9,13,5,9,7,2,0

Bunka 0:
Bunka 1:
Bunka 2:
Bunka 3:
Bunka 4:

Vystup:

Instrukci: 6

13
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start:
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start:

cyklus:
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READ
STORE
LOAD
STORE
READ
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@ V uvedeném prikladé, kdy vstup byl
9,13,5,9,7,2,0

bylo provedeno 27 instrukci.
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Casova slozitost

@ V uvedeném prikladé, kdy vstup byl
9,13,5,9,7,2,0
bylo provedeno 27 instrukci.
Rozeberme nyni, kolik instrukci se provede obecné pro vstup

x,al,a2,...,a,,,0
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Casova slozitost

@ V uvedeném prikladé, kdy vstup byl
9,13,5,9,7,2,0
bylo provedeno 27 instrukci.
Rozeberme nyni, kolik instrukci se provede obecné pro vstup
X7317327"'7an>0

@ Pokud pro vSechna i (kde 1 < i < n) plati x # a;:
3+8-n+3+2=8n+38
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Casova slozitost

@ V uvedeném prikladé, kdy vstup byl
9,13,5,9,7,2,0

bylo provedeno 27 instrukci.
Rozeberme nyni, kolik instrukci se provede obecné pro vstup
X7317327"'7an>0
@ Pokud pro viechna i (kde 1 < i < n) plati x # a;:

3+8-n+34+2=8n+8

@ Pokud pro néjaké i (kde 1 < < n) plati x = a;:
3+8-(i—1)+5+3=8i+3

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 22. dubna 2013 17 / 55



Velikost vstupu

Pro riizné vstupy provede program riizny pocet instrukci.

Pokud chceme pocet provedenych instrukci néjak analyzovat, je vhodné si
zavést pojem velikost vstupu.

Typicky je velikost vstupu Cislo, které udava, jak je dand instance ,velkd“
(&im vétsi Cislo, tim vétsi instance).

Priklad: Pro problém ,Vyhledavani“, kde jsou vstupy tvaru
X7alaa27"‘7an70

muzeme jako velikost vstupu zvolit napriklad hodnotu n.
Velikost vstupu 9,13,5,9,7,2,0 je tedy potom 5.
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Velikost vstupu

Poznamka: Velikost vstupu si v daném konkrétnim pfipadé miazeme
definovat, jak chceme a jak je to pro dalsi analyzu vyhodné.

Co presné zvolime jako velikost vstupu neni pfedem dano, ale z podstaty
zadaného problému vétSinou néjak prirozené vyplyva, co za velikost vstupu
zvolit.

Priklady:
@ Pro problém , T¥idéni“, kde vstupem je sekvence Cisel aj, as,...,a, a
vystupem jsou tato Cisla setfidénd, mizeme vzit jako velikost vstupu
hodnotu n.

@ Pro problém ,,Prvociselnost”, kde vstupem je prirozené Cislo x, a kde
se ptame, zda x je prvocislo, mizeme vzit jako velikost vstupu pocet
bit cisla x.

(Jinou moznosti by bylo vzit jako velikost vstupu pfimo hodnotu x.)
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Velikost vstupu

Nékdy je vhodné popsat velikost vstupu pomoci vice Cisel.

Napriklad u problémi, kde vstupem je graf, mizeme definovat velikost
vstupu jako dvojici Cisel n, m, kde:

@ n — pocet vrcholl grafu

@ m — pocet hran grafu

Poznamka: Jinou moznosti by bylo definovat velikost vstupu jako jediné
¢islo n+ m.
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Velikost vstupu

Obecné miZeme pro libovolny problém definovat velikost vstupu
ndsledovné:

@ Pokud je vstupem slovo w z néjaké obecedy ¥ :
délka slova w

@ Pokud je vstupem sekvence bitt (tj. slovo z abecedy {0, 1}):
pocet bitll v této sekvenci

@ Pokud je vstupem prirozené Cislo x:
pocet bitl nutnych k zapisu Cisla x
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Casova slozitost

Chceme analyzovat konkrétni algoritmus (jeho konkrétni implementaci).

Zajima nas, kolik instrukci se provede, pokud algoritmus dostane vstup
velikosti 1,2,3,4,.. ..

Je zrejmé, ze i pro vstupy, které maji stejnou velikost, mlze byt pocet
provedenych instrukci rizny.

Predpokladejme, ze X je mnoZina vSech moznych vstupd daného problému
a g(x) je pocet instrukci provedenych algoritmem pro vstup x € X.

Oznac¢me si velikost vstupu x € X jako |x]|.

Nyni definujme nasledujici funkci f : N — N takovou, ze pro n € N je

f(n) =max{g(x) | x € X, |x| = n}
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Casova slozitost v nejhorsim pripadé

Takto definované funkci f(n) (tj. funkci, kterd pro dany algoritmus a
danou definici velikosti vstupu pfifazuje kazdému pfirozenému Cislu n
maximalni pocet instrukci, které algoritmus provede, pokud dostane vstup
velikosti n) se fika €asova sloZitost algorimu v nejhorsim pfipadé.
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Casova slozitost v nejhorsim pripadé

Takto definované funkci f(n) (tj. funkci, kterd pro dany algoritmus a
danou definici velikosti vstupu pfifazuje kazdému pfirozenému Cislu n
maximalni pocet instrukci, které algoritmus provede, pokud dostane vstup
velikosti n) se fika €asova sloZitost algorimu v nejhorsim pfipadé.

Priklad: Jak jsme zjistili, dfive popsany algorimus reSici problém
,Vyhleddvani* provede pro vstup x, a1, a, ..., an, 0 nasledujici pocty
instrukci:

@ Pokud pro vechna i plati x # a;, algorimus provede 8n + 8 instrukci.
@ Pokud pro néjaké i plati x = a;, algorimus provede 8/ + 3 instrukci.

Vzhledem k tomu, Ze ve druhém pripadé€ je vzdy i < n, je Casova slozitost
tohoto algorimu v nejhor$im pripadé f(n) = 8n + 8.
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Casova slozitost v primérném pripadé

Kromé cCasové slozitosti v nejhorsim pripadé ma smysl zkoumat i ¢asovou
sloZitost v primérném pripadé.

V tomto pfipadé f(n) nedefinujeme jako maximum, ale jako aritmeticky

primér z hodnot
{g(x) | x € X, |x| = n}

@ Urdcit ¢asovou slozitost v priimérném pripadé je vétSinou tézsi nez
urcit ¢asovou slozitost v nejhorsim pripadé.

o Casto se tyto dvé funkce pfili§ neliéi, n&kdy je ale rozdil vjznamny.

Poznamka: Zkoumat slozitost v nejlepSim pripadé vétSinou moc smysl

nema.
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Rychlost rlistu funkci

Program zpracovava vstup velikosti n.
Predpokladejme, Ze pro vstup velikosti n provede f(n) operaci, a ze
provedeni jedné operace trva 1 us (107°5s).

n
f(n) 20 40 60 80 100 200 500 1000
n 20 s 40 s 60 s 80 s 0.1ms 0.2ms 0.5ms lms
nlogn | 86pus 0.213 ms 0.354 ms 0.506 ms 0.664 ms 1.528 ms 4.48ms 9.96 ms
n? 0.4 ms 1.6ms 3.6ms 6.4 ms 10ms 40ms 0.25s s
n 8ms 64 ms 0.216s 0.512s 1s 8s 1255 16.7 min.
n* 0.16s 2.560s 12.96s 42s 100s 26.6min.  17.36hod.  11.57dni
2" 1.05s 12.75dni 36560let  38.3-10%let  40.1-10°let 50-105let 10.4-10%6let -
nl | 771471t 2.50-10%*1let  2.64-10%81et  2.27-10'%let  2.96-10Mlet - - -
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Rychlost rlistu funkci

Uvazujme 3 algoritmy se slozitostmi t;(n) = n, to(n) = n3, t3(n) = 2". Na§
podita¢ zvladne v redlném Case (kolik jsme ochotni pockat) 10%2 kroki.

Slozitost  Velikost vstupu

ti(n)=n 1012
to(n) = n’ 10*
tz(n) = 2" 40
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Rychlost rlistu funkci

Uvazujme 3 algoritmy se slozitostmi t;(n) = n, to(n) = n3, t3(n) = 2". Na§
podita¢ zvladne v redlném Case (kolik jsme ochotni pockat) 10%2 kroki.

Slozitost  Velikost vstupu

ti(n)=n 1012
to(n) = n’ 10*
tz(n) = 2" 40

Nyni pocita¢ 1000 nasobné zrychlime. Zvladne tedy 105 kroka.

SloZitost ~ Velikost vstupu  Narust

ti(n)=n 101 1000 x
ta(n) = n3 10° 10x
ts(n) = 2" 50 +10

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Asymptotickd notace

(]

Presnou slozitost byva problém vyjadrit.

Presna slozZitost je silné zavisla na konkrétnim zvoleném modelu a
konkrétni implementaci (na detailech této implementace).

Slozitost nas vétSinou zajima hlavné pro velké vstupy. Pro malé vstupy
obvykle i neefektivni algoritmus probéhne rychle.

Ve vétsiné pripadi nepotiebujeme znat presny pocet provedenych
instrukci, ale spokojime se s odhadem toho, jak rychle tento pocet
narlistd se zvétSovanim velikosti vstupu.

Proto zavadime tzv. asymptotickou notaci, kterd nam umozni
zanedbat méné dilezZité detaily a odhadnout priblizné, jak rychle dana
funkce roste, a kterd analyzu podstatnym zpisobem zjednodusuje.
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Asymptotickd notace

Vezméme si libovolnou funkci g : N — N. Zpisy O(g), Q(g) a O(g)
oznacuji mnoziny funkci typu N — N, kde:

@ O(g) — mnozina vSech funkci, které rostou nejvyse tak rychle jako g
@ Q(g) — mnozina vsech funkci, které rostou alespon tak rychle jako g

@ O(g) — mnozina viech funkci, které rostou stejné rychle jako g

Poznamka: Toto nejsou definice! Ty nasleduji na nasledujicich slidech.

o O — velké ,, 0"
o Q) — velké fecké pismeno ,,omega“

@ O — velké Fecké pismeno ,theta”
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Asymptotickd notace — symbol O

Vezméme si libovolnou funkci g : N — N. Pro funkci f : N — N plati
f € O(g) pravé tehdy, kdyz

(3¢ > 0)(3no > 0)(VYn > ng) : f(n) < cg(n).
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Asymptoticka notace — symbol €2

f(n)

cg(n)

no

Vezméme si libovolnou funkci g : N — N. Pro funkci f : N — N plati
f € Q(g) pravé tehdy, kdyz

(3¢ > 0)(3no > 0)(VYn > ng) : cg(n) < f(n).
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Asymptoticka notace — symbol ©

c2g(n)
f(n)

cig(n)

no

Vezméme si libovolnou funkci g : N — N. Pro funkci f : N — N plati
f € ©(g) pravé tehdy, kdyz

(a1 > 0)(3c2 > 0)(3ng > 0)(Yn > ng) : c1 g(n) < f(n) < 2 g(n).
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Asymptotickd notace

Pro jednoduchost uvazujeme v predchozich definicich pouze funkce typu
N — N.

Ve skutecnosti by se tyto definice daly rozsifit na vSechny asymptoticky
nezaporné funkce typu Ry — R, které navic mohou byt na néjakém
konec¢né podintervalu svého defini¢niho nedefinované.

Funkce f : R; — R je asymptoticky nezaporna pokud pro ni plati:

(3ng > 0)(Vn > no)(f(n) > 0)

Poznamka: Pro n < ng, mize byt hodnota f(n) nedefinovana.

Ry ={xeR|x>0}
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Asymptotickd notace

Piiklady:
n € O(n?)
1000n € O(n)
2lce2n ¢ Q(n)
n> ¢ O(n%)
n* ¢ O(n)
n3 42" ¢ O(n?)

n3 € O(n*)

0.00001n% — 10'%n € ©(101%n2)

n3 — n?log3 n + 1000n — 10%%° € ©(n3)
n® 4 1000n — 10%% ¢ O(n3)

n +n? ¢ O(n?)

n! ¢ O(2")

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Asymptotickd notace

@ Pro libovolnou funkci g : N — N plati:
g€ 0(g) g <Q(g) g €06(g)

@ Pro libovolné dvé funkce f, g : N — N plati:
o f € O(g) pravé tehdy, kdyz g € Q(f)
o f € ©(g) pravé tehdy, kdyz g € O(f)
o f € ©(g) pravé tehdy, kdyz f € O(g) a f € Q(g)

@ Pro libovolné tfi funkce f, g, h: N — N plati:
o jestlize f € O(g) a g € O(h), pak f € O(h)
o jestlize f € Q(g) a g € Q(h), pak f € Q(h)
9 jestlize f € ©(g) a g € O(h), pak f € ©(h)
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Asymptotickd notace

@ Existuji dvojice funkci f, g : N — N takové, ze

f ¢ 0(g) a g ¢ O(f),
napriklad

f(n)=n g(n) = nttsin(n),

@ O(1) oznacuje mnozinu vSech omezenych funkci, tj. funkci jejichz
funkéni hodnoty jsou shora omezeny néjakou konstantou.
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Asymptotickd notace

@ Pro libovolné dvé funkce f, g : N — N plati:
e max(f,g) € ©(f + g)
@ pokud f € O(g), pak f + g € O(g)

@ Pro libovolné ¢tyfi funkce f1, 1, g1, : N — N plati:

o pokud f; € O(f;) a g1 € O(g2), pak i + g1 € O(h + &) a
fi-g1 € 0(f g2)

o pokud 1 € O(H) a g1 € O(g), pak 1 + g1 € O(H + &) a
fi-g1€0(h-g)
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Asymptotickd notace

@ O funkci f fekneme, ze je:
logaritmicka, pokud f(n) € ©(log n)
linearni, pokud f(n) € ©(n)
kvadraticka, pokud f(n) € ©(n?)
kubicka, pokud f(n) € ©(n?)
polynomialni, pokud f(n) € O(n*) pro néjaké k >0
exponenciélni, pokud f(n) € O(c™) pro n&jaké ¢ > 1 a k > 0

@ Exponencialni funkce se v asymptotické notaci ¢asto uvadi ve
k v ey , v o ;s
tvaru 29(") | protoze potom jiz nemusime uvaZovat riizné zaklady
mocniny.
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Asymptotickd notace

@ Pro libovolnd k, £ > 0 takova, ze k < £, a libovolné ¢ > 1 plati:

nk € O(n%) n & O(n¥)
logk n € O(logt n) logt n & O(logk n)
c™ € 0(c™) " ¢ o(c™)

@ Pro libovolna k,¢ > 0 a libovolné ¢ > 1 plati:
logk n € O(n’) n’ & O(logk n)
nk € O(c™) e ¢ 0(n*)
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Asymptotickd notace

Pro libovolna a, b > 1 a libovolné n > 0 plati

_ logpn
log, a

log, n

Dukaz: Z n = a'°8:" plyne log;, n = log,(a'°8=").
Protoze log,(a'°8") = log, n - log, a, dostavame log, n = log, n - log, n,
z ¢ehoz plyne vySe uvedeny zavér. OJ

Pro libovolné konstanty a, b > 1 tedy plati log, n € ©(log,, n).

Z toho dlvodu se pri pouziti asymptotické notace zdklad logaritmu
obvykle vynechava: napriklad misto ©(nlog, n) mizeme napsat ©(nlog n).
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Asymptotickd notace

Jak bylo uvedeno, vyrazy O(g), Q(g) a ©(g) oznaluji urité mnoziny
funkci.

V odbornych textech se vsak nékdy pouZzivaji tyto vyrazy i v ponékud
odlisném vyznamu:

@ zapis O(g), Q2(g) nebo ©(g) nereprezentuje danou mnozinu funkci,
ale néjakou funkci z dané mnozZiny.

Tato konvence se pouziva zejména v zdpisu rovnic nebo nerovnic.
Priklad:  3n% +5n? — 11n+2 = 3n3 + O(n?)

PFi pouziti této konvence je tedy mozné napriklad psit f = O(g) misto
fe 0(g).
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Asymptotickd notace

@ Asymptotickd notace se da primocare zobecnit pro funkce vice
argumenta:

Uvazujme napriklad funkci g : N x N — N. Pro funkci f : N x N — N
plati f(n, m) € O(g(n, m)) pravé tehdy, kdyz
(3¢ > 0)(3ng > 0)(Ime > 0)(Vn > ng)(Ym > mg)(f(n, m) < c g(n, m))

@ Kromé vyrazi O(g), Q(g) a ©(g) se pouzivaji jesté vyrazy o(g) a
w(g)-
e o(g) — mnoZina viech funkci, které rostou pomaleji neZ funkce g

@ w(g) — mnozina viech funkci, které rostou rychleji nez funkce g

Jejich presné definice zde nebudeme uvadét a nebudeme se jimi dale
zabyvat.
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SlozZitost algoritmi

Reknéme, e bychom chtéli analyzovat asovou slozitost t(n) né&jakého
algoritmu, ktery se sklada z instrukci 1, b, ..., I:

@ Pokud my, mo, ..., my jsou pocty provedeni jednotlivych instrukci pro
néjaky vstup x (tj. pro vstup x se instrukce /; provede m; krat), tak
celkovy pocet instrukci provedenych pro vstup x je

my + mo + - 4+ myg.

@ Vezméme si funkce fi, 1, ..., f, kde f; : N — N, pfi¢emz f;(n) je
maximum z poCtu provedeni instrukce /; pro vSechny vstupy
velikosti n.

@ Zjevné plati, ze pro libovolnou funkci f; je t € Q(f).

@ Zjevné také plati t € O(fi + o + - - - + fx).
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SlozZitost algoritmi

@ Pripomenme si, ze pokud f € O(g), pak f + g € O(g).

@ Pokud tedy pro nékterou fukci f; plati, Ze pro vSechny f;, kde j # i, je
f € O(f), pak
t € O(f7).

o Casto se tedy pfi analyze celkové Casové slozitosti t(n) miizeme
omezit pouze na analyzu poctu provedeni nejcastéji provddéné
instrukce (pro vstup velikosti n je provedena maximalné f;(n) krat),
protoze plati

t € O(f;).
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SlozZitost algoritmi

Priklad: P¥i analyze sloZitosti vyhledavani Cisla v posloupnosti jsme zjistili,
Ze Casova slozitost daného algoritmu v nejhorSim pripadé je

f(n)=8n+8.

Kdybychom to nechtéli takto podrobné zjistovat a spokojili se s hrubsim
odhadem, mohli jsme urcit, Ze ¢asova slozitost tohoto algoritmu je ©(n),
protoze:

@ Algoritmus obsahuje jediny cyklus, ktery se provede nejvyse n krat,
pricemz pro nékteré vstupy se skute¢né miize az n krat provést.

@ V ramci jednoho priichodu cyklem se provede nékolik instrukci, jejichz
pocet je shora i zdola omezen néjakymi konstantami nezavislymi na
velikosti vstupu.

@ Ostatni instrukce se provedou maximalné jednou. K celkové slozitosti
tak prispivaji prictenim néjaké konstanty.
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SlozZitost algoritmi

Pokusme se analyzovat ¢asovou slozitost nasledujiciho algoritmu:

INSERTION-SORT(A, n):
for j :=2 to ndo
x = A[j]
i=j—1
while i > 0 and A[i/] > x do
Ali + 1] := A[f]
i=i—1
end while
Ali +1] :=x
end for

Tj. chceme najit funkci t(n) takovou, ze ¢asova sloZitost algoritmu
INSERTION-SORT v nejhorsim pripadé je v ©(t(n)).
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SlozZitost algoritmi

Uvazujme vstupy velikosti n:

©

Vnéjsi cyklus for se provede n — 1 krat.

©

Vnitrni cyklus while se pro danou hodnotu j provede maximalné
(j— 1) krat.

(]

Existuji vstupy, pro které plati ze pro kazdou hodnotu j od 2 do n se
vnitfni cyklus while provede pravé (j — 1) krat.

(4]

V nejhors$im pripadé se tedy cyklus while provede celkem m krat, kde

m:1+2+-~-—|—(n—1):(l—i—(n—l))-”%l:%nz—%n

(]

Celkova Casova slozitost algoritmu INSERTION-SORT v nejhor$im
pripadé je tedy ©(n?).
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SlozZitost algoritmi

V predchozim pripadé jsme presné spocitali celkovy pocet priichodi
cyklem while.
Obecné to neni vzdy mozné spocitat takto presné nebo to mize byt hodné

komplikované. Pokud nds zajima jen asymptoticky odhad, tak to ¢asto ani
neni nutné.
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SlozZitost algoritmi

Pokud bychom naptiklad neuméli spocitat soucet aritmetické posloupnosti,
mohli bychom provést analyzu nasledovné:

@ Vnéjsi cyklus for se neprovede vice nez n krat, vnitfni cyklus while se
pri kazdé iteraci vnéjsiho cyklu provede maximalné n krat. Celkové se
tedy vnitini cyklus provede maximalné n? krat.

Plati tedy t € O(n?).
@ Pro nékteré vstupy se pfi poslednich [ n/2] priichodech cyklem for
provede cyklus while alespori [n/2] krat.

Pro nékteré vstupy se tedy cyklus while provede alespon

|n/2|-[n/2] krat.
[n/2] - [n/2] > (n/2 = 1) - (n/2) = gn* = 3n
Plati tedy t € Q(n?).
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SlozZitost algoritmi

P¥i pouzivani asymptotickych odhadil casové slozitosti algoritm( bychom
si méli byt védomi nékterych dskali:

@ Asyptotické odhady se tykaji pouze toho, jak roste Cas s rostouci
velikosti vstupu.

@ Nerikaji nic o konkrétni dobé vypoctu. V asymptotické notaci mohou
byt skryty velké konstanty.

@ Algoritmus, ktery ma lepsi asymptotickou ¢asovou slozitost nez
néjaky jiny algoritmus, mdze byt ve skuteCnosti rychlejsi az pro néjaké
hodné velké vstupy.

@ VEétsinou analyzujeme slozitost v nejhorsim pripadé. Pro nékteré
algoritmy muze byt doba vypoctu v nejhorSim pfipadé mnohem vétsi
nez doba vypoctu na ,typickych” instancich.
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SlozZitost algoritmi

@ MizZeme si to ilustrovat na algoritmech pro tfidéni.
Algoritmus ‘ Nejhorsi ‘ Primérny
Bubblesort | ©(n?) O(n?)
Heapsort | ©(nlogn) | ©(nlogn)
Quicksort | ©(n?) ©(nlog n)

@ Quicksort ma horsi asymptotickou slozitost v nejhor$im pripadé nez
Heapsort, stejnou asymptotickou sloZitost v primérném pripadé a
presto je v praxi nejrychlejsi.
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SlozZitost algoritmi

@ Zatim jsme uvaZovali, ze provedeni vSech instrukci trva stejné dlouho.

@ V praxi mohou byt nékteré instrukce ¢asové narocCnéjsi.

@ Pokud zname casy provedeni jednotlivych instrukci a mlzeme si
spocitat pocty jejich provedeni, ¢as béhu potom dostaneme jako

Z m;t;
i

kde m; je pocet provedeni instrukce i a t; je Cas potfebny k vykonani
této instrukce.
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SlozZitost algoritmi

Predpokladejme, Ze analyzujeme Casovou slozZitost néjakého algoritmu
realizovaného strojem RAM.

@ Zatim jsme pfi analyze pocitali jen pocet provedenych instrukci.
Tato se oznaduje jako pouziti tzv. jednotkové miry.

Odhady casové slozitosti v jednotkové mire odpovidaji dobé béhu na
skuteénych pocitacich za predpokladu, ze operace, které provadi stroj
RAM, mize skutecny pocitac provést v konstantnim case.

To plati, pokud disla, se kterymi algoritmus pracuje, jsou mala
(vejdou se napf. do 32 nebo 64 biti).

@ Pokud by stroj RAM pracoval s ,velkymi* isly (napf. 1000 bitovymi),
bude odhad casové slozitosti v jednotkové mire nerealisticky v tom
smyslu, Ze vypocet na skuteCném pocitacdi bude trvat mnohem déle.
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SlozZitost algoritmi

@ Proto se pfi analyze Casové slozitosti algoritmi, u kterych se
predpokladd prace s velkymi Cisly, pouziva tzv. logaritmicka mira,
kdy doba trvani jedné instrukce stroje RAM neni 1, ale je imérna
poctu bitovych operaci, které je tfeba pro provedeni dané instrukce
provést.

@ Doba trvani instrukce je tedy zavisla na aktualnich hodnotach jejich
operand.

@ Napriklad doba provadéni instrukci ADD a SUB je rovna souctu poctil
bit jejich operandd.

@ Doba provadéni instrukci MUL a DIV je rovna soucinu poctl bitd jejich
operandd.
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Prostorova (pamétovad) slozitost algoritmi

@ Zatim jsme se zajimali o Cas, ktery potfebujeme k vypoctu

@ Nékdy byva kritickou velikost paméti potrebné k provedeni vypoctu.

MnozZstvim paméti stroje RAM M pouzitym pro vstup x rozumime pocet
bunék paméti, které stroj M béhem svého vypoctu nad vstupem x pouzije.

Prostorova slozitost stroje RAM M (v nejhorsim pfipadé) je funkce
s: N — N, kde s(n) udavd maximalni mnozstvi paméti pouzité strojem M
pro vstupy délky n.
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Prostorova (pamétovad) slozitost algoritmi

@ Pro konkrétni problém miizeme mit dva algoritmy takové, Ze jeden
md mensi prostorovou slozitost a druhy zase ¢asovou slozitost.

@ Je-li éasova slozitost algoritmu v O(f(n)) je i prostorova v O(f(n))
(pocet bunék navstivenych RAMem nemuze byt vétsi nez pocet
krokli, protoze v kazdém kroku pouzije kromé akumulatoru
maximalné jednu dalsi burku).
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