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Co je to algoritmus?

Algoritmus

Algoritmus je mechanicky postup skladajici se z néjakych jednoduchych

elementarnich kroki, ktery pro né€jaky zadany vstup vyprodukuje né€jaky
vystup.

Algoritmus m{ize byt zadan:
@ slovnim popisem v prirozeném jazyce
@ pseudokédem
@ jako pocitacovy program v néjakém programovacim jazyce
@ jako hardwarovy obvod
o ...

Algoritmy slouzi k feseni rliznych problému.
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Problém

V zadani problému musi byt urceno:
@ co je mnozinou moznych vstupl
@ co je mnozinou moznych vystupl

@ jaky je vztah mezi vstupy a vystupy

vstupy vystupy
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Priklady problémd

Problém , Tridéni"

Vstup: Sekvence prvkl ap, as, ..., a,.
Vystup: Prvky sekvence aj, ap, ..., a, sefazené od nejmensiho po
nejvetsi.
Priklad:

@ Vstup: 8,13,3,10,1,4
@ Vystup: 1,3,4,8,10,13

Poznamka: Konkrétni vstup néjakého problému se nazyvd instance
problému.
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Priklady problémd

Problém ,,Hledani nejkratsi cesty v (neorientovaném) grafu*

Vstup: Neorientovany graf G = (V, E) s ohodnocenim hran, a
dvojice vrcholl u,v € V.

Vystup: Nejkratsi cesta z vrcholu u do vrcholu v.

Ptiklad:
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Problémy

Formalné tedy mizeme problém definovat jako trojici (/n, Out, R), kde:

@ In je mnozina moznych vstupl
@ QOut je mnozina moznych vystup(
@ R C In x Out je relace pfifazujici kazdému vstupu mozné odpovidajici
vystupy. Tato relace musi spliovat
Vx € In: 3y € Out : R(x,y).

In Out
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Kdédovani vstupu a vystupu

Obecné se mizeme omezit na to, Ze vstupy i vystupy problému jsou slova
v néjaké abecedé ¥, tj. In = Out = L*.

R0zné jiné objekty (isla, posloupnosti Cisel, grafy, ...) pak zapisujeme
(kédojeme) jako slova v této abecedé.

Priklad: Napriklad u problému , TFidéni* bychom mohli zvolit jako

abecedu ¥ ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,, }.

Vstupem by pak mohlo byt napfiklad slovo
826,13,3901,101,128,562

a vystupem slovo
13,101,128,562,826,3901
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Kdédovani vstupu a vystupu

Priklad: Pokud je vstupem néjakého problému napfiklad graf, mizeme ho
reprezentovat jako seznam vrcholi a hran:

Napfriklad nasledujici graf

muzZeme reprezentovat jako slovo

1,2,3,4,5),((1,2),(2,4),(4,3),(3,1),(1,1),(2,5),(4,5),(4,1))

v abecedé ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,,, (,) }.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Kdédovani vstupu a vystupu

Poznamka: Ne kaZzdé slovo ze * musi reprezentovat néjaky vstup.

Kdédovani bychom ale méli zvolit tak, abychom byli schopni snadno poznat
ta slova, kterd néjaky vstup reprezentuji.

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Kdédovani vstupu a vystupu

MiZeme se omezit na pripad, kdy jsou vstupy i vystupy kdédovany jako
slova v abecedé {0, 1} (tj. jako sekvence bitd).

Symboly jakékoli jiné abecedy Ize reprezentovat jako sekvence biti.

Priklad: Abeceda {a,b,c,d, e, f, g}

a + 001
b + 010
c © 011
d + 100
e < 101
£ < 110
g < 111

Slovo ‘defb’ mizeme reprezentovat jako ‘100101110010'.
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Dalsi priklady problémi

Problém ,,Prvoéiselnost*

Vstup: Prirozené Cislo n.

Vystup: ANO pokud je n prvocislo, NE v opa¢ném pripadé.

Poznamka: Prirozené Cislo n je prvocislo, pokud je vétsi nez 1 a je
délitelné beze zbytku pouze Cisly 1 a n.

Prvnich nékolik prvodisel: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, ...
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Rozhodovaci problémy

Situace, kdy mnozina vystupl Out je {ANO, NE} je pomérné Casta.
Takovym problémim se fika rozhodovaci problémy.

Rozhodovaci problémy vétsinou specifikujeme tak, ze misto popisu toho,
co je vystupem, uvedeme otazku.

Priklad:

Problém ,,Prvociselnost*

Vstup: Prirozené dislo n.

Otézka: Je n prvodislo?
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Rozhodovaci problémy

Rozhodovaci problém

Jednou z moznosti, jak formalné definovat rozhodovaci problém, je
definovat ho jako dvojici (In, T), kde:

@ In je mnoZina moznych vstup,

@ T C In je mnozina vstupli, pro které je odpovéd ANO.

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 10. dubna 2013 13/



Rozhodovaci problémy a jazyky

Pokud se omezime na to, Ze vstupy jsou slova z néjaké abecedy %,
muzeme na rozhodovaci problémy pohliZet jako na jazyky.

Jazyk odpovidajici danému rozhodovacimu problému je mnoZzina téch slov
ze 3%, kterd reprezentuji ty vstupy, pro néZ je odpovéd ANoO.

Priklad: Jazyk L tvoreny témi slovy ze {0, 1}*, kterd jsou bindrnim
zapisem néjakého prvocisla.

Napriklad 101 € L, ale 110 & L.
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Priklad rozhodovaciho problému

Problém SAT (splnitelnost booleovskych formuli)

Vstup: Booleovska formule .

Otazka: Je ¢ splnitelna?

Priklad:

Formule 1 = x3 A (—x2 V x3) je splnitelna:

napt. pfi ohodnoceni v, kde v(x1) =1, v(x2) =0, v(x3) = 1, plati
v(p1) = 1.

Formule @2 = (x1 A =x1) V (—x2 A x3 A x2) neni splnitelna:

pro libovolné ohodnoceni v plati v(y2) = 0.
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Optimalizacni problémy

Dalsim specidlnim pfipadem jsou tzv. optimalizacni problémy.

Optimalizacni problém je problém, kde je kolem vybrat z néjaké
mnoziny pripustnych feseni takové reseni, které je v néjakém ohledu

optimalni.

10. dubna 2013 16 / 38
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Optimalizacni problémy

Dalsim specidlnim pfipadem jsou tzv. optimalizacni problémy.

Optimalizacni problém je problém, kde je kolem vybrat z néjaké
mnoziny pripustnych feseni takové reseni, které je v néjakém ohledu
optimalni.

Priklad: V problému ,Hledani nejkratsi cesty v grafu” je mnozina vSech
pripustnych FesSeni tvorena vSemi cestami z vrcholu v do vrcholu v.
Kritériem, podle kterého cesty hodnotime, je délka cesty.
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Optimalizacni problémy

Formalné mizeme optimalizacni problém definovat jako pétici
(In, Out, f, m, g), kde:

@ In je mnozina moznych vstupi,

@ Out je mnozina feseni,
@ f :In— P(Out) je funkce pfifazujici kazdému vstupu x odpovidajici
mnozinu pfipustnych feSeni f(x),

(]

m : Uyem({x} x f(x)) = R je optimalizacni funkce (kriterialni
funkce),
@ g je min nebo max.
Cilem je pro dany vstup x € In najit néjaké pripustné feseni y € f(x)
takové, ze
m(x,y) = g{m(x,y') | y" € f(x)},
nebo zjistit, Ze pro dany vstup x zadné pripustné feseni neexistuje

(tj. f(x) =10).
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Optimalizacni problémy

@ Optimaliza¢nim problémdm, kde g je min, se fikd minimalizacni
problémy.

@ Optimaliza¢nim problémdm, kde g je max, se fikd maximalizacni
problémy.
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Priklady problémd

Problém ,,Barveni grafu k barvami*

Vstup: Neorientovany graf G a prirozené Cislo k.

Otazka: Je mozné obarvit vrcholy grafu G k barvami tak, aby zadné
dva vrcholy spojené hranou nemély stejnou barvu?
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Priklady problémd

Problém nezavislé mnoziny (IS)

Vstup: Neorientovany graf G, Cislo k.

Otazka: Existuje v grafu G nezdvisla mnozina velikosti k?

Poznamka: Nezavisla mnozina v grafu je podmnozina vrcholi grafu
takova, Ze zadné dva vrcholy z této podmnoziny nejsou spojeny hranou.
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Problém nezavislé mnoziny (IS)

Priklad instance, kde je odpovéd ANO:

Pfiklad instance, kde je odpovéd NE:
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ILP — celociselné linedrni programovani

Problém ILP (celociselné linearni programovani)

Vstup: Celociselna matice A a celodiselny vektor b.

Otazka: Existuje celoliselny vektor x, takovy ze Ax < b?

Priklad instance problému:

3 =25 8
2 1 0 5

Ptame se tedy, zda existuje celociselné feseni nasledujici soustavy nerovnic:

3x1 —2xp +5x3 < 8
X1+ X3

<
2x1 +x2 <
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ILP — celociselné linedrni programovani

Jednim z FeSeni soustavy

3x1 —2x2+5x3 < 8
x1+x3 < -3
2x1+x2 < 5
je napriklad x; = —4, xo =1, x3 =1, tj.
—4
X = 1
1
nebot
3-(-4)—-2-1+5-1 = -9 < 8
—4+1 = -3 < -3
2-(-4)+1 = -7 < 5

Pro tuto instanci je tedy odpovéd ANO.
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Priklady problémd

Problém

Vstup: Deterministické konecné automaty A; a Ax.
Otédzka: Je L(A1) = L(A2)?

Problém

Vstup: Bezkontextové gramatiky G; a Gp.
Otazka: Je L(Gl) = L(G2)7
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Reseni problému

Reseni problému

Algoritmus resi dany problém, kdyz:
© Se pro libovolny vstup daného problému (libovolnou vstupni instanci)
po kone¢ném poctu kroki zastavi.
© Vyprodukuje vystup z mnoziny moznych vystupd, ktery vyhovuje
podminkdm uvedenym v zadani problému.

Pro jeden problém miZe existovat celd fada algoritmu, které jej korektné
resi.

Poznamka: korektnost algoritmu — algoritmus resi dany problém
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Reseni problému

Kazdému algoritmu A miizeme pfifadit funkci

fa:In— Out
kde:

@ In je mnoZina vstupl pro algoritmus A,

(]

Out je mnozina vystupl generovanych algoritmem A,

[

fa(x) je vystup, ktery algoritmus A vygeneruje pro vstup x € In.

Funkce fa nemusi byt totalni (tj. hodnota fa(x) nemusi byt definovana
pro kazdé x € In), ale mize byt Castec¢na (parcialni):

@ hodnota fa(x) neni definovéna, pokud se vypocet algoritmu A pro
vstup x nikdy nezastavi, pokud béhem vypoctu dojde k chybé apod.
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Reseni problému

Pokud tedy mame dén néjaky problém P = (In, Out, R) a néjaky
algoritmus A realizujici funkci fa : In — Out, pak fekneme, Ze

algoritmus A resi problém P
jestlize:
@ hodnota fa(x) je definovana pro kazdé x € In,

@ pro kazdé x € In plati (x, fa(x)) € R

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Algoritmicky resitelné problémy

Predpokladejme, ze madme dan néjaky problém P.

Jestlize existuje n€jaky algoritmus, ktery resi problém P, pak fikdme, ze
problém P je algoritmicky resitelny.

Jestlize P je rozhodovaci problém a jestlize existuje néjaky algoritmus,
ktery problém P fesi, pak fikime, ze problém P je (algoritmicky)
rozhodnutelny.

Kdyz chceme ukdzat, Ze problém P je algoritmicky teSitelny, stadi ukizat
néjaky algoritmus, ktery ho fesi (a pfipadné ukazat, ze dany algoritmus
problém P skute¢né resi).
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Algoritmicky neresitelné problémy

Problém, ktery neni algoritmicky resSitelny, je algoritmicky neresitelny.

Rozhodovaci problém, ktery neni rozhodnutelny, je nerozhodnutelny.
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Stroj RAM

Stroj RAM (Random Access Machine) je idealizovany model pocitace.

Sklada se z téchto éasti:
@ Programova jednotka — obsahuje program stroje RAM a ukazatel na
pravé provadénou instrukci

@ Pracovni pamét tvorend bunkami ocislovanymi 0,1,2, ... ; obsah
bunék je mozno ¢&ist i do nich zapisovat

@ Vstupni paska — je z ni mozné pouze Cist

@ Vystupni paska — je na ni mozno pouze zapisovat
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Stroj RAM

programova vstup pracovni
Jjednotka 7 | 5 | 5 | 0 | | | pamét
1 | READ 0 |o
2 | 3zErO 10
3 | STORE *3 0 |1
4 | ADD 2 0 |2
5 | STORE 2
6 | LOAD 1 0 3
7 |ADD =1 0 |4
8 | STORE 1
9 |JUMP 1 . 0 |s
10| LOAD 2 0 |
11|DIvV1
12| STORE 2 0 7
13| LOAD =0 0 |s
14| STORE 1
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Bunky 0 a 1 maji specidlni vyznam a slouZi jako ,registry” stroje RAM:

@ Buiika 0 — pracovni registr (akumuldtor) — registr, ktery je jednim
z operand( vétsiny instrukci a do kterého se uklada vysledek vétSiny
operaci.

o Bunka 1 — indexovy registr — je pouzit pfi nepfimém adresovani.

Tvary operandi instrukci (i € N):

tvar hodnota operandu

=i primo Cislo udané zapisem i

i Cislo obsazené v bunce s adresou i

x| ¢islo v bunce s adresou i + j, kde j je aktudlni

obsah indexového registru
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Stroj RAM

Priklad:
LOAD <op>

nalte obsah operandu <op> do pracovniho registru (tj. do buriky &islo 0).

LOAD =5 — ulozi do pracovniho registru hodnotu 5
LOAD 5 — ulozi do pracovniho registru obsah buriky ¢islo 5
LOAD *5 — uloZi do pracovniho registru obsah bunky cislo

5+j, kde j je aktudlni obsah indexového registru
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Instrukce vstupu a vystupu (jsou bez operandu):

READ — do pracovniho registru se ulozi Cislo, které je
v policku snimaném vstupni hlavou, a vstupni
hlava se posune o jedno policko doprava

WRITE — vystupni hlava zapiSe do snimaného policka vy-
stupni pasky obsah pracovniho registru a posune
se o jedno policko doprava

Instrukce pfesunu v paméti:

LOAD <op> — do pracovniho registru se naclte hodnota
operandu

STORE <op> — hodnota operandu se prepiSe obsahem pra-
covniho registru (zde se nepfipousti operand
tvaru =)

Stroj RAM

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 10. dubna 2013
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Instrukce aritmetickych operaci:

ADD <op> — dislo v pracovnim registru se zvysi o hod-
notu operandu (tedy pfi¢te se k nému hodnota
operandu)

SUB <op> — od disla v pracovnim registru se odecte hodnota
operandu

MUL <op> — (Cislo v pracovnim registru se vynasobi hodnotou
operandu

DIV <op> — (Cislo v pracovnim registru se celociselné vydéli

hodnotou operandu (do pracovniho registru se
ulozi vysledek pfislusného celociselného déleni)
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Instrukce skoku:

JUMP <nav&sti> — vypocet bude pokracovat instrukci uréenou
navéstim
JZERD <navésti> — je-li obsahem pracovniho registru cislo 0,

bude vypocet pokracovat instrukci urcenou
navéstim; v opacném pripadé bude pokra-
Covat nasledujici instrukci

JGTZ <nav&sti> — je-li Cislo v pracovnim registru kladné, bude
vypocet pokracovat instrukci uréenou na-
véstim; v opacném pripadé bude pokracovat
nasledujici instrukci

Instrukce zastaveni:

HALT — vypocet je ukonéen (,regulérné” zastaven)
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Stroj RAM

Problém ,Vyhledavani*

Vstup: Celé ¢islo x a sekvence celych Eisel a1, a2, ..., a, (kde
a; # 0) ukonéend 0.
Vystup: Pokud a; = x, je vystupem i (pokud jich je takovych i vice,
tak nejmensi z nich), jinak je vystupem 0.

start: READ LOAD 2
STORE 3 ADD =1
LOAD =1 JUMP cyklus
cyklus: STORE 2 nasel: LOAD 2
READ vypis: WRITE
JZERO0 vypis HALT
SUB 3

JZERO0 nasel
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Stroj RAM

start:

cyklus:

nasel:
vypis:

READ
STORE
LOAD
STORE
READ
JZERO
SUB
JZERO
LOAD
ADD
JUMP
LOAD
WRITE
HALT

Z. Sawa (VSB-TUO)
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Vystup:

Instrukci: 0
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Stroj RAM
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