Symboly:
9 Logické symboly:

e proménné: x € Var, kde Var = {xp,x1, X2, ...}
logické spojky: =, A, V, =, &
kvantifikatory: V, 3
zavorky: ), (
symbol pro rovnost: =

¢ & ¢ ¢

@ Mimologické symboly — dény signaturou S = (P, F,C, arity):
o predikatové symboly: P € P
o funkéni symboly: f € F
@ konstantni symboly: c € C

Syntaxe:
t == x| ¢ | f(t,t,...,t)
p u= Pt t) [ t=t [ L | T | o | ore | ¢V

| o= | o | Vxp | 3xp

Predikatova logika 1. radu — shrnuti
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Predikatova logika 1. radu — shrnuti

Sémantika:

Hodnota termu p¥i J = (2, v):
@ pro x € Var:  J(x) = v(x)
eprocelC: J()=c™

@ pro f € F (kde arity(f) = n) a termy t1, to, ..., ty:

J(f(tr, ta, ..., tn) = FA(I(t1),3(t2), ..., 3(tn))
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Predikatova logika 1. radu — shrnuti

Pravdivost formule pfi J = (2, a):

@ Pro P € P, kde arity(P) = n, a pro termy ti, to, ..

]
]
&
]
*]
N
&
]
]
4

pravé tehdy, kdy? (J(t1),3(t2), ..., T3(ta)) € P*
Pro termy t1, t, plati J |= t1 = t» pravé tehdy, kdyz J(t1) = J3(t2)
J = L neplati nikdy, tj. vzdy plati J = L

JE T plati vzdy

J = — plati pravé tehdy, kdyz J £ ¢

J &= ¢ A plati pravé tehdy, kdyz T E o a T E 9

S taplati 3 = P(ty, ta, ..., tn)

J = ¢ V1 plati pravé tehdy, kdyz J = ¢ nebo J = ¢
J &= ¢ — 4 plati pravé tehdy, kdyZz J £ ¢ nebo J = ¢

J = ¢ <> 1 plati pravé tehdy, kdyz J =@ a T =1, nebo kdyz T - p a T~

J | Vxy plati pravé tehdy, kdyZ pro kazdé a € A plati J[x — a] E ¢

J = Ixe plati pravé tehdy, kdyz existuje néjaké a € A takové, ze J[x — a] = ¢
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Volné a vadzané vyskyty proménnych

Kazdy vyskyt proménné x ve v podformuli tvaru Ix¢ nebo Vxy je vazany.

Vyskyt proménné, ktery neni vdzany, je volny.
free(t) — mnozina proménnych, které se vyskytuji jako volné proménné
v termu t:
@ free(x) = {x} pro x € Var
@ free(c) =0 proceC
@ free(f(t1, t2,...,ta)) = free(t;) U free(tz) U... U free(t,) pro f € F
free(¢) — mnozina proménnych, které se vyskytuji jako volné proménné
ve formuli :
@ free(P(t1, ta, ..., ta)) = free(t1) U free(tz) U - - - U free(t,) pro P € P
free(t; = ) = free(tl) U free(t2)
free(L) = free(T) =
free(—p) = free(p)
free(p * 1) = free(y) U free(v)) pro * € {A,V, —, <>}
free(Qxy) = free(¢) — {x} pro Q € {3,V} a x € Var

e 6 ¢ ¢ ¢
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Volné a vadzané vyskyty proménnych

Pravdivost formule ¢ pfi J = (2, v) zavisi pouze na 2 a hodnotach, které
v pfifazuje proménnym z mnoziny free(y).

Specialné v pripadé, kdy free(y) = 0, tak pravdivost ¢ pfi J = (2, v)
zavisi pouze na interpretaci 2I.

Pro formule ¢, kde free(¢) = (), miZeme psat

AE= nebo A v

Formule ¢, kde free(yp) = (), se nazyvd uzaviena formule neboli
sentence.
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Substituce

@ — formule, x — proménna, t — term

Formule, kterou dostaneme, kdyz dosadime term t za volné vyskyty
proménné x ve formuli ¢:

lt/x]

Priklad: ¢ := Vx(P(x) = R(f(x,z),y)), t:=g(f(y,w))
Formule ¢[t/z]:

Vx(P(x) = R(f(x,g(f(y,w))).y))
Poznamka: Je tfeba dat pozor na to, aby se volny vyskyt proménné

v termu t nestal po dosazeni vazanym.
V takovém pripadé je potreba vdzanou proménnou prejmenovat.
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Dedukéni systém pro predikatovou logiku 1. radu

Dedukéni systém obsahujici stejna pravidla jako systém pro vyrokovou
logiku.

Navic nékolik pravidel pro praci s kvantifikdtory a s rovnosti.

- VxA

TR AL/

Priklad:
Vx(P(x) = Q(x)), P(c) - Q(c)

1. TEVx(P(x) = Q(x)) (Assm)
2. TFP(c) = Q(c) (Ve 1)
3. T+ P(c) (Assm)
4. T+ Q(c) (—e23)

M= Vx(P(x) = Q(x)), P(c)
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Univerzalni kvantifikator

I+ Aly/x]

T EvxA

(v & free(I', VxA))

Specidlni pfipad:
r=A
TEYA (x & free(T))
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Univerzalni kvantifikator

Priklad: Vx(P(x) V Q(x)), Vx(Q(x) = R(x)) F ¥x(P(x) V R(x))

1. T EVx(P(x) V Q(x)) (Assm)
2. TEP(x)V Q(x) (Ve 1)
3. I, P(x)F P(x) (Assm)
4. T,P(x)F P(x)V R(x) (Vi1 3)
5. T, Q(x) F ¥x(Q(x) = R(x)) (Assm)
6. I, Q(x) F Q(x) — R(x) (Ve 5)
7. T, Q(x) F Q(x) (Assm)
8. I Q(x)F R(x) (—e6,7)
9. 1, Q(x) F P(x) V R(x) (Viz 8)
10. T F P(x) V R(x) (Ve 2,4,9)
11. T+ Vx(P(x) V R(x)) (Vi 10)

[ :=Vx(P(x) VvV Q(x)), ¥x(Q(x) = R(x))
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Existenéni kvantifikator

i M= Alt/x]
TR 3xA
Je: 1A DAY/XIEB () o free(T, 3xA, B))
=B
Specidlni pripad:
N dxA NAFB
’ (
B (x & free(l', B))
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Ptiklad:

oW =

=1i:

Ft=t
e r-t=+ M= A[t/x]
- M= A[t'/x]
Nt =1t
l-th==t
NNt ==t (premisa)
Fti=t (:i)
Mt =t (Ant 2)
e (x=t)[ti/x] (rep. 3, x & free(t1))
N (x=t)[t/x] (=el,4)
l-th=1t (rep. 5)
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Nékteré dulezité ekvivalence

Poznamka: Vsechny nasledujici ekvivalence jsou i dokazatelné (i)

—Vxp & dx—p
—Ixp & Vx—p

Pokud x ¢ free(v)):

(Vxp) N = Vx(p A)
(Vxp) Vb < Vx(o V)
(Bxp) A = Ix(p AY)
(Bxp) VY & Ix(p V)
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Nékteré dulezité ekvivalence

(Yxp) A (Vx) & Ix(p AY)
(Bxp) V (3Ixy) & Ix(p V)

VxVyp < VyVxep
Ixdye < Jydxp

Pokud y ¢ free(yp):

Vxp < Yy (ply/x])
Ixp & Jy(ely/x])

Pokud x ¢ free(y):

Vxp & ¢
Ixp & @
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Existuje pravé jeden

Predpokladejme, ze:
@ ¢ je formule
@ proménna y je rliznd od proménné x
o y € free(y)

Tvrzeni ,pro pravé jeden prvek x plati " se da zapsat formuli

Ix(p A Vy(ply/x] = x=y))

Oznaduje se také:
do1xep

Poznamka: Ve stejném vyznamu jako J_; se pouZzivaji napriklad symboly
3;, 371, 3L
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Prirozena disla

Signatura ({<}, {0, +,}, {0}, arity), kde arity(<) = 2, arity(c) = 1,
arity(+) = 2, arity(-) = 2
Priklady formuli:

o VxJy(x < y) — ke kazdému pfirozenému ¢&islu existuje vétsi pfirozené
cislo

@ 0(0)+c(0) =0(c(0)) — plati, z2 1 +1=2

@ 0(0) <x A =3Jydz(c(0) <y A o(0) <z A y-z=x)— formule
s volnou proménnou x reprezentujici tvrzeni, ze x je prvocislo
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Prirozena cisla — Robinsonova a Peanova aritmetika

Axiomy:
o Vx(o(x) #0)
o VxVy(o(x) =o(y) = x=y)
o Vx(x =0V Jy(o(y) = x))
@ Vx(x+0=x)
o VxVy(x +o(y) =o(x+y))
@ Vx(x-0=0)
o VxVy(x-o(y) =(x-y)+x)
o VxVy(x <y < Jz(o(z) + x =y))

Schéma axiomu indukce:
o Vyr - Vyn(0[0/x] A Vx(p — ¢lo(x)/x]) — Vxp)
— ¢ je libovolnd formule, kde free(p) C {x,y1,...,¥n}
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Predpokladejme, ze je ddna mnozina axiomu I
@ Definice predikdtového symbolu P, kde arity(P) = n:
Vxi - Vxp (P(X1, ...y Xn) < )

kde free(p) C {x1,...,Xxn}

@ Definice funkéniho symbolu f, kde arity(f) = n:
Vxy - VxpVy (F(x1,...,xn) =y < @)

kde free(p) C {x1,...,Xn,y}, pfiemz [ F Vxq - - - Vxp3=1y ()

@ Definice konstantniho symbolu c:
ole/]
kde free(y) C {x}, pficemz I = 3_1x(¢)
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Signatura (0, {o}, {e}, arity), kde arity(o) = 2

Axiomy:
@ VxVyVz((xoy)oz=xo(yoz))
@ Vx(xoe=x)

® VxJy(xoy =¢)
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Teorie mnozin

Signatura ({€}, 0,0, arity), kde arity(€) = 2

Priklady nékterych axiomu teorie mnozZin:

@ Axiom extenzionality:

VxVy(Vz(z€ex <> z€y) = x=y)

@ Schéma axiomu vydéleni:
VydzVx(x €z <> (x €y A ¢))
kde ¢ je libovolnd formule, kde z & free(y)
Mnozina tvorena témi prvky x mnoziny y, pro které plati ¢:

{xeyle}
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Casto pouZivané zkratky

@ Tvrzeni ,existuje x z mnoziny A takové, ze pro x plati ¢":

Ix(x € A A )
Zkraceny zapis:
(3x € A)(¥»)
@ Tvrzeni ,pro kazdé x z mnoziny A plati ¢":
Vx(x e A — )

Zkraceny zapis:
(Vx € A)(¢)

14. brfezna 2013 20 / 27

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky



Formalni jazyky
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Abeceda a slovo

Abeceda je libovolnd neprazdnd kone¢nd mnozina symbold (znak).

Poznamka: Abeceda se ¢asto oznaluje feckym pismenem X (velké sigma).

Slovo v dané abecedé je libovolna kone¢na posloupnost symboll z této
abecedy.

Priklad 1:
Y = {A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,0,P,Q,R,S,T,U,V,W,X, Y, Z}

Slova v abecedé ¥: AHOJ ABRACADABRA ERROR
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Abeceda a slovo

Priklad 2:

Y, = {A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,0,P,Q,R,S,T,U,V,W,X,Y,Z, .}
Slovo v abecedé ¥,: HELLO_WORLD

Priklad 3:

¥3=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Slova v abecedé ¥3: 0, 31415926536, 65536

Ptiklad 4:
Slova v abecedé ¥, = {0,1}: 011010001, 111, 1010101010101010

Priklad 5:
Slova v abecedé ¥5 = {a, b}: aababb, abbabbba, aaab
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Abeceda a slovo

Priklad 6:

Abeceda Y4 je mnozina vSech ASCII znakd.
Priklad slova:

class HelloWorld {
public static void main(String[] args) {
System.out.println("Hello, world!");

}

class HelloWorld, { <= _uupublic static,,void main(Str---
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Teorie formalnich jazyk(i — motivace

Jazyk — mnozina (nékterych) slov tvofenych symboly z dané abecedy

Priklady typl problémd, pfi jejichZ FeSeni se vyuzivd poznatkil z teorie
formalnich jazyku:

@ Tvorba prekladaci:

@ lexikalni analyza
@ syntaktickad analyza

@ Vyhleddvani v textu:

@ hledani zadaného vzorku
@ hledani textu zadaného reguldrnim vyrazem
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Prace s formalnimi jazyky

Kdyz chceme néjaky jazyk popsat, mame nékolik moznosti:

@ Muizeme vyjmenovat viechna jeho slova (coz je ale pouZitelné jen pro
malé kone¢né jazyky).

Pfiklad: L = {aab, babba, aaaaaa}

@ Muzeme specifikovat néjakou vlastnost, kterou maji pravé ta slova,
kterd do tohoto jazyka patfi:

Priklad: Jazyk nad abecedou {0, 1}, obsahujici véechna slova, ve
kterych je pocet vyskyt( symbolu 1 sudy.
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Prace s formalnimi jazyky

V teorii formalnich jazyki se pouZivaji predevsim nasledujici dva pristupy:

@ Popsat (idealizovany) stroj, zafizeni, algoritmus, ktery rozpoznd slova
patfici do daného jazyka — vede k pouziti tzv. automatu.

@ Popsat néjaky mechanismus umoznujici generovat vsechna mozna

slova patrici do daného jazyka — vede k tzv. gramatikam a
regularnim vyraziim.
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