Normalni formy formuli

Uvazujme nyni pouze formule vyrokové logiky.
@ Literal — atomicky vyrok nebo jeho negace, napt. p nebo —r

La=p | —-p

@ Elementarni konjunkce — konjunkce jednoho nebo vice literali,
napt. pA—q, r, gA-rAp

C:=1L] LAC

o Elementarni disjunkce (klauzule) — disjunkce jednoho nebo vice
literald, napf. pV —q, r, gV -rVvp

D=L ]| LVD
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Normalni formy formuli

@ Disjunktivni normalni forma (DNF) — disjunkce jedné nebo vice
elementdrnich konjunkci, napt. (p A —q) V (—=r) V (=r A =p A =q)

E = C | CVE

o Konjunktivni normalni forma (KNF) — konjunkce jedné nebo vice
elementarnich disjunkci (klauzuli),
napt. (pV —=q) A (=r) A(=rV —-pV—q)

F =D | DAF

Poznamka: Formule 1 a T také budeme povazovat za formule v DNF a
KNF.
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Normalni formy formuli

@ U formuli v KNF se snadno zjisti, jestli jde nebo nejde o tautologii:

U tautologie v KNF musi kazda klauzule obsahovat jako literdl néjaky
atomicky vyrok p a zaroven jeho negaci —p.

@ U formuli v DNF se snadno zjisti, jestli jde nebo nejde o kontradikci:

U kontradikce v DNF musi kazda elementarni konjunkce obsahovat
néjaky atomicky vyrok p a zdroven jeho negaci —p.
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Normalni formy formuli

R R R RFROOOO|IT
== OO MO OoOlQ

H OMFKOKORO|N
OO OORFOf

DNF:
(=P A=gAF)V(=pAGA=r)V(PA=GAT)

KNF:
(PVaVr)A(pV=gV=r)A(=pV gV r)A(=pV—-gVr)A(=pV-gV-r)
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Normalni formy formuli

Pokud uvazujeme pevné danou konec¢nou mnozinu atomickych vyroki At:

@ Uplna disjunktivni normalni forma (UDNF) — formule v DNF,
kde kazda elementarni konjunkce obsahuje kazdy atomicky vyrok z At
pravé jednou.

Priklad: (p A—gA=r)V(pAgA=r)V(-pAgA-r)

@ Uplna konjunktivni normalni forma (UKNF) — formule v KNF,
kde kazda klauzule obsahuje kazdy atomicky vyrok z At pravé jednou.

Priklad: (pV =gV -r)A(pV gV -r)A(-pVqV —r)

Poznamka: V prikladech je At = {p,q,r}.
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Mnozina — soubor prvkil
Prvek a je prvkem mnoziny S:

aes

Prvek a neni prvkem mnoziny S: a¢ S
Konecnou mnozinu je mozné vyjadFit vyctem prvkd, které obsahuje:

S={a,b,c}

Podmnozina: S C T — kazdy prvek mnoziny S je prvkem mnoziny T
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Usporadana n-tice: (a1,a2,...,an) nebo

@ Usporddana dvojice: (a,b) nebo (a,b)
@ Usporadana trojice: (a,b,c) nebo (a,b,c)

o ...

Kartézsky soucin:
51X52><---X5n

— mnozina vSech usporadanych n-tic
(31, an,..., a,,)

kde a1 € §51,a,€ Sy, ..., an € S,

Usporadané n-tice

(a1, a2,...,an)
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Relace

Relace: RC 5 xS x---x 5,
@ vyjadreni vztah(l mezi n-ticemi prvki
@ n — arita relace
@ n=1— unarni
@ n =2 — binarni
@ n =3 — ternarni

Priklad: Binarni relace R; € N x N tvorend dvojicemi ¢isel (m, n), kde

m<n

(m,n) e Ry pravé tehdy, kdyz m<n

Poznamka: N = {0,1,2,...}

Uvod do teoretické informatiky
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Relace

Predikat — dané n-tici prvkd (a1, a2, ..., a,) pfifadi pravdivostni hodnotu
podle toho, zda je nebo neni tato n-tice v dané relaci R:

R(a1,a2,...,an)

Tj. R(a1, a2, ...,an) plati pravé tehdy, kdyz (a1, a2,...,a,) € R.

Priklad: Predikat Rp, kde
Rl(m7 n)

plati pravé tehdy, kdyz (m,n) € Ry, tj. kdyz m < n
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Relace

Unarni relace — R C S vyjafuje néjakou vlastnost prvki z mnoziny S
Priklad: Unarni relace R C N tvorena témi Cisly, kterd jsou prvocisly
Predikat R, vyjadrujici, ze n je prvocislo

Ra(n)
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Funkce — binarni relace f C S x T spliujici:

o pokud (x,y1) € f a (x,y2) € f, pak y1 = y»
Tj. ke kazdému prvku x € S existuje nejvyse jeden prvek y € T takovy, zZe

(x,y) ef.

Tento prvek se oznacuje
f(x)

Funkce f — reprezentuje zobrazeni, které prvkim z mnoziny S pfifazuje
prvky z mnoziny T:
f:S—>T

Totalni vs. parcidlni funkce

Z. Sawa (VSB-TUO) Uvod do teoretické informatiky 6. brezna 2013 11 /29



Funkce f: S — T, kde S = A1 x Ay X --- X A,:

f:Al XA X - xA,— T

n — arita funkce f
Misto f((a1, a2,...,an)) se pise f(a1,az,...,an).
Pfiklad: Binarni funkce f; : N x N — N, ktera dvojici pfirozenych Cisel

priradi jejich soucet
A(x,y) =x+y
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Struktura — neprazdnd mnozina prvki spolu s nékolika relacemi a
funkcemi nad prvky této mnoziny

Priklad: Mnozina N = {0,1,2,...} spolu s nasledujicimi relacemi a
funkcemi:
@ unarni funkce f : N — N, kde f(x) = x+1
@ bindrni funkce g : N x N — N, kde g(x,y) =x+y
@ binarni funkce h: N x N — N, kde h(x,y) =x-y
@ binarni relace P C N x N, kde (x, y) € P pravé tehdy, kdyz x = y
@ binarni relace Q C N x N, kde (x,y) € Q pravé tehdy, kdyz x < y
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Priklad: Mnozina A = {a, b, ¢} spolu nésledujici funkcemi f a g a relaci R:

@ undrni funkce f : A — A a binarni funkce g : AX A— A

x | f(x) gla b ¢
a b alc a a
b a bla b c
c b cla ¢ ¢

@ bindrni relace R C A x A, kde

R = {(av a)v (av C): (bv b): (C, a)? (C7 b)}
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Signatura — Ctvefice
(P, F,C,arity)

@ P — mnozina predikatovych symboli
@ F — mnozina funkénich symbolu
@ C — mnozina konstantnich symbolu

@ arity : P U F — N — funkce urcujici aritu jednotlivych predikatovych
a funkénich symbold

Priklad: Signatura S = (P, F,C,arity), kde P = {P,Q, R}, F = {f.g},
C ={c,d} a kde arity(P) = 1, arity(Q) = 1, arity(R) = 2, arity(f) = 2,
arity(g) =1
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Interpretace

Signatura S = (P, F,C, arity)

Interpretace: 2 = (A, a)
@ A — univerzum — libovolna neprazdna mnozina
@ a — zobrazeni pfifazujici vyznam jednotlivym symbolam signatury S:

@ pro P € P (kde arity(P) = n):
a(P) = P%, kde P® C A" je libovolnd n-arni relace nad mnozinou A

@ pro f € F (kde arity(f) = n):
a(f) = f¥, kde f* : A" — A je libovolna n-arni (totalni) funkce nad
mnozinou A

@ proceC:
a(c) = c*, kde c® € A je libovolny prvek univerza A
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Valuace

Proménné: Var = {xo, x1,x2,...}

Poznamka: Proménné budeme oznacovat x, y, z

Predpokladejme interpretaci 2l = (A, a).
Valuace — urcuje hodnoty proménnych, prirazuje proménnym prvky

univerza:
v:Var — A

Interpretace a valuace:
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Term — vyraz oznacujici prvek univerza:

@ x — kde x € Var

@ c—kdecelC
o f(t1,t2,...,ty) — kde f € F, arity(f) = n a kde t1, t, ..., t, jsou
termy

Priklady termt:  x c f(x,y) f(g(x),f(c,y))

Syntaxe:
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Interpretace a valuace J = (2, v)

J(t) — hodnota, jaké nabyva term t v interpretaci 2 pfi ohodnoceni v

@ pro x € Var:  J(x) = v(x)
@ProceC J(c)=c*

@ Pro f € F (kde arity(f) = n) a termy t1,t, ..., ty:
I(F (b1, tor- s ta) = FA(82), 3(82), ., 3(8)
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Atomické formule

Atomicka formule:
P(ty, ta, ..., tn)

kde P € P (kde arity(P) = n) a t1, t,...,t, jsou termy

Priklady atomickych formuli:  P(x) Q(g(g(c))) R(f(x,y),x)

Interpretace a valuace J = (2, v)

Formule ¢ plati pfi interpretaci 2 a valuaci v:

IEv

° J P(ty, to, ..., t,) pravé tehdy, kdyz (J(t1), 3(t2),...,3(tn)) € P
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Rovnost (identita): oznaduje se symbolem =

Atomicka formule:
t1 =t

Priklady atomickych formuli s rovnosti:

X=y f(f(x,y),z) = g(x)

@ J |= t; = tp pravé tehdy, kdyz J(t1) = J(t2)
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Kvantifikatory

Formule je mozné vytvaret z mensich podformuli pomoci logickych spojek:
_|1 /\1 \/1 %l HY J_Y —|—
Kromé toho je moZné ve formulich pouzivat kvantifikatory:

@ univerzalni kvantifikator: V

@ existenéni kvantifikator: 3

Pokud ¢ je formule a x je proménnd (x € Var), tak i

@ Vxy je formule

— reprezentuje tvrzeni ,,pro kazdy prvek x plati ¢", ,,pro vSechna x
plati ¢, apod.

@ Ixy je formule

— reprezentuje tvrzeni ,existuje prvek x, pro ktery plati ¢", , pro
néjaké x plati ¢", apod.
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Kvantifikatory

Interpretace A = (A, a), valuace v : Var — A
x€ Var,ace A
Zapis
v[x — a]
oznaluje valuaci v/ : Var — A, kterd se s valuaci v shoduje v hodnotach
vSech proménnych jinych nez x, a kde x nabyva hodnoty a
Tj. pro y € Var je

a okud y = x
) ={ 5,y by

v(y) jinak

J[x — a] = (A, v[x — a])
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Kvantifikatory

@ J = Vxyp plati pravé tehdy, kdyz pro kazdé a € A plati J[x — a] = ¢

@ J = dxg plati pravé tehdy, kdyz existuje néjaké a € A takové, ze
Jx—al e

Priklady formuli:

@ Vx3JyR(x,y) — ke kazdému x existuje y takové, Ze x a y jsou
v relaci R

@ —3x(P(x) A Q(x)) — neexistuje x, pro které by soucasné platilo P(x)
a Q(x)

@ JxP(x) — VyQ(y) — pokud existuje x, pro které plati P(x), pak pro
kazdé y plati Q(y)
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Predikatova logika 1. radu — shrnuti

Symboly:

@ Logické symboly:

e proménné: x € Var, kde Var = {xp,x1, X2, ...}
logické spojky: =, A, V, =, &
kvantifikatory: V, 3
zavorky: ), (
symbol pro rovnost: =

¢ & ¢ ¢

@ Mimologické symboly — dény signaturou S = (P, F,C, arity):
o predikatové symboly: P € P
o funkéni symboly: f € F
@ konstantni symboly: c € C

Syntaxe:
t == x| ¢ | f(t,t,...,t)
p u= Pt t) [ t=t [ L | T | o | ore | ¢V

| o= | o | Vxp | 3xp
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Predikatova logika 1. radu — shrnuti

Sémantika:

Hodnota termu p¥i J = (2, v):
@ pro x € Var:  J(x) = v(x)
eprocelC: J()=c™

@ pro f € F (kde arity(f) = n) a termy t1, to, ..., ty:

J(f(tr, ta, ..., tn) = FA(I(t1),3(t2), ..., 3(tn))
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Predikatova logika 1. radu — shrnuti

Pravdivost formule pfi J = (2, a):

@ Pro P € P, kde arity(P) = n, a pro termy ti, to, ..

]
]
&
]
*]
N
&
]
]
4

pravé tehdy, kdy? (J(t1),3(t2), ..., T3(ta)) € P*
Pro termy t1, t, plati J |= t1 = t» pravé tehdy, kdyz J(t1) = J3(t2)
J = L neplati nikdy, tj. vzdy plati J = L

JE T plati vzdy

J = — plati pravé tehdy, kdyz J £ ¢

J &= ¢ A plati pravé tehdy, kdyz T E o a T E 9

S taplati 3 = P(ty, ta, ..., tn)

J = ¢ V1 plati pravé tehdy, kdyz J = ¢ nebo J = ¢
J &= ¢ — 4 plati pravé tehdy, kdyZz J £ ¢ nebo J = ¢

J = ¢ <> 1 plati pravé tehdy, kdyz J =@ a T =1, nebo kdyz T - p a T~

J | Vxy plati pravé tehdy, kdyZ pro kazdé a € A plati J[x — a] E ¢

J = Ixe plati pravé tehdy, kdyz existuje néjaké a € A takové, ze J[x — a] = ¢
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Volné a vadzané vyskyty proménnych

Kazdy vyskyt proménné x ve v podformuli tvaru Ix¢ nebo Vxy je vazany.

Vyskyt proménné, ktery neni vdzany, je volny.
free(t) — mnozina proménnych, které se vyskytuji jako volné proménné
v termu t:
@ free(x) = {x} pro x € Var
@ free(c) =0 proceC
@ free(f(t1, t2,...,ta)) = free(t;) U free(tz) U... U free(t,) pro f € F
free(¢) — mnozina proménnych, které se vyskytuji jako volné proménné
ve formuli :
@ free(P(t1, ta, ..., ta)) = free(t1) U free(tz) U - - - U free(t,) pro P € P
free(t; = ) = free(tl) U free(t2)
free(L) = free(T) =
free(—p) = free(p)
free(p * 1) = free(y) U free(v)) pro * € {A,V, —, <>}
free(Qxy) = free(¢) — {x} pro Q € {3,V} a x € Var

e 6 ¢ ¢ ¢
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Volné a vadzané vyskyty proménnych

Pravdivost formule ¢ pfi J = (2, v) zavisi pouze na 2 a hodnotach, které
v pfifazuje proménnym z mnoziny free(y).

Specialné v pripadé, kdy free(y) = 0, tak pravdivost ¢ pfi J = (2, v)
zavisi pouze na interpretaci 2I.

Pro formule ¢, kde free(¢) = (), miZeme psat

AE= nebo A v

Formule ¢, kde free(yp) = (), se nazyvd uzaviena formule neboli
sentence.
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